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0. INTRODUCTION 

L'objet de ce cours est double. D'une part, nous avons voulu présenter dans 

un cas particulier une partie des résultats obtenus avec D. Robert durant les 

années 80-81 concernant la théorie spectrale des opérateurs pseudodifférentiels 

globalement elliptiques sur IR n et d'autre part nous avons essayé de familiariser 

le lecteur avec une théorie des opérateurs Fourier-intégraux. On s'est efforcé de 

partir d'un niveau élémentaire et il n'est en principe pas nécessaire de connaître la 

théorie classique des Fourier-intégraux ni la théorie spectrale. Les spécialistes 

pourront se passer d'une lecture détaillée du chapitre I. Dans le cas particulier 

considéré dans ce cours, les résultats que nous avons obtenus avec D. Robert 

peuvent être également obtenus en utilisant les opérateurs de Toeplitz. On renvoie 

aux notes situées à la fin de ce cours pour la présentation des travaux de 

Guillemin-Sternberg, Boutet de Monvel - Guillemin et Boutet de Monvel. Les théories 

développées par ces auteurs ont sans doute une portée théorique plus générale et 

mettent mieux en évidence les analogies avec la théorie spectrale pour les opé-

rateurs elliptiques sur les variétés compactes qui n'apparaissent dans notre cours 

que sur un plan technique. Toutefois ces théories sont difficiles et une approche 

directe nous semble utile et a conduit dans notre article avec D. Robert à des 

généralisations qui sortent du champ d'application de ce s théories. 

La meilleure introduction à ce cours nous semble être de rappeler brièvement 

les propriétés de l'oscillateur harmonique qui constitue le modèle le plus simple 

de la théorie. 

Considérons donc l'opérateur : 

(0.1) 
P=1/2(-e2x+x2) 

il est bien connu que cet opérateur admet une suite de valeurs propres de multipli-

cité 1 : 

(0.2) 
Vj - < j + j ) , j  6 N 

et que les fonctions propres de norme 1 correspondantes sont les fonctions d'Hermite: 

(0.3) 
V X ) - C J ( =  - X ) J e 

I 
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On introduit classiquement en théorie spectrale la fonction de comptage : 

(0.4) NU) = {# j, Xj < X} . 

Un calcul élémentaire montre alors que l'on a : 

(0.5) N(À) = X +0(1) lorsqu e X ten d vers 1' °° . 

Ql- La question qui se pose est de savoir si on peut retrouver ce comportement 

asymptotique sans utiliser le calcul explicite des valeurs propres qui n'est pas 
4 4 

possible en général (exemple : P = 3 +  x ). 

La relation (0.2) déterminant les valeurs propres est très particulière, pour des 

opérateurs plus généraux, on se posera la question de savoir si on a des résultats 

voisins, à savoir : Existe-t-il Ç>0 , a  e t 00 te l que les puissances Ç 

des valeurs propres de l'opérateur considéré soient contenues dans la réunion 

d'intervalles de la forme : 

Ij = [a + j -C/j , G + j+ C/j] ,j 6 IN 

(Pour l'oscillateur harmonique, on peut prendre a = y e t C  = 0) . 

Q2- Peut-on expliquer ce phénomène sans revenir à un calcul explicite des valeurs 

propres ? 

Enfin, si on considère la distribution tempérée sur R  : 

(0.5)' s(t)=jeIN e 
-itX. 

J = I  e 
jeiN 

-it(j+l/2) 

on vérifie aisément que le support singulier de cette distribution est exactement 

2TT Z . 

Q3- Sous quelles conditions observe-t-on un tel phénomène ? 

L'idée directrice, pour répondre à ces questions, provient du lien entre la méca-

nique classique et la mécanique quantique. 

A l'oscillateur harmonique, on associe son symbole : 

(0.6) p(x,|) = 
P1 ± 2 

ç, + X 2 
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et le flot hamiltonien de p, c'est-à-dire le flot associé au champ de vecteur sur 
2 2 

IR (o u plutôt I R \ 0 ) 

(0.7) H = ( || (x,Ç), - | f (x ,Ç)) = (Ç,-x) . 

On résout pour cela les équations : 

(0.8) 

3x 
3t ( t ,y ,n) 

=ep/e£ 
(x(t,y,n), Ç(t,y,n)) (= Ç(t,y,n)) 

3t (t,y,n) = - 3p 
Sx 

x(t,y,n), £(t,y ,n)) ( = -x(t,y,n)) 

x(0,y,n) = y 

b ç(o,y,n) = n 
(y,n) eiR2 

Le flot $ t es t alors défini comme l'application : 

(0.9) (y,n) >$ t(y..n) =  (x(t,y?n), Ç(t,y,n)) • 
Dans le cas considéré ici, on a : 

(0.10) $ t (y ,n) = (y cost +n sin t, -y sin t + n cos t) 

On observe ici que le flot $  es t périodique de plus petite période T  = 2TT . 

On verra au chapitre (IV) que c'est cette propriété qui permet de donner une 

réponse aux questions (Q2) et (Q3). 

Considérons pour t ï + kMkGZ) l a fonction : 

(0 .11) S(t,x,n) = -
2 ^ 2 x +  n 
2 

tgt + xn 
R O I 

S vérifi e le système : 

3 S(t,x,n) + p(x,3 S(t,x,n)) = 0 

S(0,x,n) = xn 
|t|<£ 

appelé équation eiconale et a la propriété que l'ensemble : 

(0.12) {(x, 3 S(t,x,n), 3 S(t,x,n),n), x, n€IR2} 
X T| 

est égal au graphe de $ t . 

n i 
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Par ailleurs, le noyau distribution de (e 1 )  s'écrit pour t  ï y + kir . 

(0.13) 

(eitP)(x,y) -

= (2TT)"1[|costr1/2 • e i [ s(t,x , n ) - y . n ] # d n ] # 

-i7r(k+l)/2 
. e 

si |"+kTT<t<~ + (k+l)7r (k G Z) . 

Cette dernière propriété est facile à vérifier pour |t| < y mai s plus délicate 

pour t quelconque. Le coefficient e  ^ ( k + l ) ^ s'interprèt e comme un terme lié 

à l'indice de Maslov dont nous ne parlerons pas. Les techniques développées dans 

ce cours permettent cependant de retrouver cette expression (cf. §3.4). 

Remarquons qu'il apparaît en (0.13) le noyau d'un opérateur Fourier-intégral qui 

s'écrit à l'aide d'une phase : 

(0.14) <j>t(x,n>y) - s(t,x,n)-y.n 

et d'une amplitude 

(0.15) at(x,n,y) = (2TT) 1 -iTT(k+l)/2 |cost|"1/2 . 

Cette phase a la propriété d'homogénéité suivante : 

2 
$t(Àx,Àr),Ày) = X $ t(x,n,y) 

v x e IR + 

V (x,n,y) 6 IR3 

Ce type de propriété sera le point de départ de l'introduction de notre théorie 

des opérateurs Fourier-Intégraux. 

-itP 

Remarquons pour terminer que le noyau distribution de (e )  s'écrit aussi sous 

la forme : 

(0.17) 

, -itPw . (e )(x,y ) = E e 
j 

-itX. 
J hj(x).h (y) 

= Z  e" it(J+1/2>h.(x).h.(y) . 
j J J 

On voit sur cette formule que S(t) défini en (0.5) est également : 

S(t) = |(e~ it:P)(x,x)dx 

IV 
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et donc : 

(0.18) S(t) = (2TT)-1[|cost|1/2 J ! e i [ S ( t' X' n )- X^ ]dxdn].e 
L T T ( — ) 

(sous réserve de donner un sens aux intégrales qui apparaissent) pour 

j + k i ï < t < j T / 2 + (k+Dir (k G Z). 

On voit également sur (0.13) ou (0.17) que : 

(0.19) 
-iTP -i2ir P 
e =  e =  - I . 

L1objectif de ce cours est donc de comprendre toutes ces formules (déduites ici 

d'expressions explicites) et les liens qui existent entre elles. 
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I - OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS GLOBAUX SUR IR (D'APRE S SUBIN) 

1.1 - Classe de symboles 

N 
Définition 1.1.1 : Soit p  6 ] 0,1] , m 6IR, N6IN, z le point générique de IR . 
m N  ° ° N r (I R ) est l'ensemble des fonctions a C telles que : V a,3 C tel que V z 6IR 

(1.1.1) |a°a<«>|< c a A(z ) m - p H 

où 
o 1/2 

X(z) = (1+lzT) 

On vérifie immédiatement les propriétés ; 

(1.1.2) 
nij m  m . +m 

a, 6 T ,  a0 6 T
 z => a. a0 € T 1 P  2  p  1 2 p 

(1.1.3) A e RMP->vA?dAZ A e rm-pp|a| 

Introduisons maintenant la notion naturelle de développement asymptotique : 

Définition 1.1.2 : Soit 
m. 

a. € T J(j6IN*); 
J P 

on suppose que m . est une suite 

N 
décroissante tendant vers - °° . On dira qu'une fonction a6C°°(IR ) vérifie : 

(1.1.4) a ^ 
00 
Z 
j = l 

a. 
J 

si : V r >2 a -
r-1 

J-l 
a. 6 T 
J 

m 
r 
P 

On montre classiquement que si a_ . est une suite du type ci-dessus, il existe 

a te l que (1.1.4) soit vérifié. 

Si a  et b son t 2 symboles admettant le même développement, alors a- b 6 ^(IRN). 

Pour définir les opérateurs pseudodifférentiels, on est amené à introduire la 

classe de symboles suivante : 

Définition 1 .1 .3 : Soit n 6 IN * , m€ IR , p€]0,l], iTm(IR3n) est par défini-
oo 3 n 

tion la classe des fonctions C  a  su r I R > . telle que 
x,y,Ç 3 — 

3 m';>0-t.qV(a,3,Y) G IN
3n, 3 t. q : 

1 
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(1.1.5) |D« D J D J a (x,y,?)| < C *<xfy.Ç)^<l°l + lB l + M > x 

x X ( x - y ) m ' + p ( | a l + l B | + l Y l ) 

• 

Remarquons tout d'abord que m 1 peu t dépendre de a . 

On démontre ainsi aisément la proposition suivante : 

Proposition 1 .1 .4 : Si _ a 6 Trm(IR3n) et si on pose b(x,£) = à(x,x,.S ) ,alors b 6 Tm(IR2n) . 

Inversement, soit p  une application linéaire de IR 2n dan s IR n tell e que 

(x,y) - > (p(x,y) , x-y) 

soit bijective. Alors si b(x,Ç) 6 r M ( I R 2 N ) . 
0 

la fonction 

(x,y,C) • > a(x,y,Ç) = b(p(x,y),Ç) appartient à T T m(IR 3 n). 
P 

1.2 - Opérateurs_pseudodifférentiels - Définition-

Si a  es t dans iTP<IR ) on cherche à donner un sens pour u  dan s 
Co(Rn) 

à l'expression 

(1.2.1) Au(x) = ei <x y,Ç> a ( X j y > c ) u ( y ) d y £  c 

où <J £ = (2TT) n d£ 

qui permettra de définir l'opérateur pseudodifférentiel A  comm e étant l'appli-

cation u  -> Au. 

Comme souvent dans ce genre de questions, (1.2.1) doit être considéré comme une 

intégrale oscillante. 

Le lemme suivant va nous permettre de définir (1.2.1) : 

Lemme 1.2.1 : Soi t x dans ^(IR 3*1) tell e que x(0) = 1  î alors, pour tout x , 

n N . . . 
dans I R , pour tout u  dan s $(I R ) la fonction définie pour e > 0 pa r 

(1.2.2) I (x ) = ei<x-y,£> x ( £ x > g ; y > e Q a(x,y,Q u(y)dyd" Ç 

admet quand e  •> 0+ un e limite I  (x). De plus cette limite est indépendante 

de x • 

2 
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Démonstration : O n remarque que si M  et N sont des entiers pairs, on a : 

^ ( \- M A NM/2 i  <x-y,£> i<x-y,£ > A(x-y) e  = e 

X(C)"N (l-A y)
N / 2 ei < J ^ ' Ç > - ei < X" y' Ç > • 

Par conséquent, en faisant des intégrations par parties, on obtient 

(1 .2 .3 ) I (x ) = e i < X-y^ >A(x-y)- M ( 1 - A / / 2 (l -A y )
N / 2 (A(C)-NX(cx,cy,cO 

a(x,y,£) u(y)) dyd Ç . 

Pour M  et N asse z grand, on voit facilement que, compte tenu de (1.1.5), que 

l'on utilise sous la forme (correspondant à p « 0) 

(1.2.4) |D£ D̂  D̂  a(x,y,0|< Ca 3 y X(x,y,Qm À(x-y)m? 

on peut appliquer le théorème de Lebesgue et on obtient immédiatement, que si 

M >n, N >n : 

(1.2.5) lim I (x ) = ei<x-y,Ç> x ( x^ rM ( 1_^ ) M/2 ( 1_ A y )N/2 

X(Ç) Nx(0,0,0)a(x,y,ç) u(y))dyd: Ç 

Cette dernière intégrale ne dépend pas de X  c a r X(0>0>0 ) = 1 e t par conséquent 

le lemme 1.2.1 es t ainsi démontré. 

Compte-tenu de (1.2.5), on définit (Au)(x) par : (Au)(x) = I (x). 
X 

On a la proposition suivante : 

Proposition 1.2.2 : Si on définit Au(x) par (1.2.5) pour tout x  6IRn, u •> (Au) 

est une application linéaire continue de ^ (IRn) dans ^f(IR n). 

oo 

Il est clair, compte tenu de (1.2.5) et du théorème de Lebesgue que (Au)(x) est C . 

Il s'agit de montrer que x  (Au ) (x) es t dans j(TRn) et que u  A u es t 

continue de J dans 
Remarquons tout d'abord que : <D°Au) (x) 

3 
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est une somme de termes du même type que (1.2.5), il suffit donc de regarder le 

cas où | a| = 0. 

On veut donc majorer : X(x)k (Au)(x) 

indépendamment de x. 

On utilise dans (1.2.5) la majoration : 

(1.2.6) X(x)k <  C X(x-y)k X(y)k pour k > 0 . 

M e t N qui seront déterminés ultérieurement sont choisis assez grands. 

On a i 

|A(x)k (Au)(x)| ^ M N Su p A( x - y r
M + k + n + 1

 x(c) -N+n+l x ( y ) k 

y,£ 
i«kM 

|B|>N 

D° (a(x,y,0 u(y)) 

<Ck,M,N Sup 
A(x.y)' M + k + n + 1 A( 0 " N + n + 1 A(y)k 

|a|v<M 

A(x-y) m ' A (x ,y,O m |D° u (y ) | 

<Ck,M,N Sup 
x (x-y) -м • k + n + 1 + I n , + l m l T(£)-N+n+1+|m| 

y;£ 
|ajv<M 

A(y)k+iml | D j u ( y ) | 

Si on choisit : M ^k+n+l+m'+lml e t N>n+l+|m| 

on obtient finalement : 

4 
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(1.2.7) |x(x)k (Au)(x)|< sup A ( y ) k + H |D°u<y) | . 
|a|<M 

y 6 IR 

La proposition (1.2.2) en résulte aisément. 

m 3 n 

La proposition 1.2.2 a permis d'associer à un symbole a  dan s ^(I R )  un opéra-

teur pseudodifférentiel continu de ïf(IRn) dans ^(IR n). 

Soit b(x,y,£ ) l e symbole défini par : b(x,y,£) = a(y,x, ç) et soit B  l'opérateu r 

pseudodifférentiel considéré comme opérateur continu de dan s . 

B adme t un transposé *" B continu de tf' dans e t on pose : B* * tB . B* est 

un opérateur continu de rf' dans ̂ /' et on a : 

(1.2.8) (b*U,V) ^ =  (u,Bv) v u e ï ' , v v e j 

Par ailleurs, compte tenu du choix de b , on a : 

B *u = Au pou r u  dan s rf(IRn) . 

Par conséquent, \f étant dense dans if* , A adme t une extension unique comme 

opérateur de ̂ f ' dan s rf' . 

Définition 1.2.3 : On désigne par G m(IRn) l'ensemble des o.p.d qu i s'écrivent 

m 3 n 

à l'aide d'une amplitude a  dan s ^(I R )  . 

On pose 
(1.2.9) 

—oo 
G 
P 

= n G m 

P -

Proposition 1.2.4 : 
— oo 
G 
p 

est l'ensemble des opérateurs à noyau dans y ( m 2 n ) , 

i.e. si a e G-p

œ, il existe KA(x,y) e rf(iR
2n) tel que 

Au(x) - KA(x,y) u(y)dy . 

Preuve : Posons , au sens des intégrales oscillantes : 

(1.2.10) KA(x,y) = ei<x-y-5>a(x,y,Ç)4 Z 

i.e. V 6  ^(IR 2n) 

5 
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(1.2.11) <KA(x,y),i|i(x,y)>:f
;

f 

def 
lim 
e+0 

ei<x y>^
>

a( x > y^) x( e x > e y > eç) l| ;( X j y) d y d x^ ç_ 

On vérifie aisément en revenant à la définition (1.2.11) que a(x,y,£ ) e t 

(1.2.12) bM(x,y,Ç) 1 

A(x-y)M 

- 0 - A > M / 2 a(x,y,£) 

définissent la même distribution K^(x,y ) dans (IR 2n) et que 

(1.2.13) Au(x) = K (x,y) u(y)dy. 

Montrons que K^(x,y ) es t continue en (x,y ) et que l'on a: V  N, 3 t.q . 

(1.2.14) |KA(x,y)| < CN(X(x,y))
 N . 

Par hypothèse, pour tout m , il existe a  et m1 tel que l'on ait (1.2.10) avec 

(1.2.15) |Da D j a| 1 x v  £  1 < C Q m,a,3,y 
Mx,y,Ç) m À(x-y) m' . 

M 
Alors b  (x,y,£) défini e en (1.2.12) vérifie si on choisit M  >m' 

(1.2.16) |bM(x,y,Ç)| < CM,m T(x,y,£)m 

Si un choisit ui< -N-n-1, on voit clairement que K^(x,y ) défini par (1.2.10) avec 

a remplac é par b ^ es t une intégrale absolument convergente et qu'on a la majora-

tion indiquée (1.2.14). 

L'étude des dérivées de K^(x,y ) ne pose pas de problème nouveau. 

Inversement, un noyau dans îf(IR 2n) défini t un o.p.d. 

Soit en effet K A(x,y) 6 ^(IR
2n) . Posons 

(1.2.17; #A(u,v) = KA(v,v-u) (i.e. K A(x,y) = KA(x-y,y)) . 

K A es t dans ^(IR 2 n). 

Alors,si on pose : 

(1.2.18) p(x,0 
def 

(Fu->£ KA)(£,x) 

6 
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il est clair que p  € ^/(lR2n ) et est donc dans D  rm . 
m P 

Compte tenu de la proposition 1.1.4, si on pose : 

a(x,y,Ç) 
def 

p(x,Ç) , 

alors : u e n * m . 

m P 

Par conséquent lfopérateur de noyau dans défini t un o.p.d. dans G ^ 

Tel qu'on a défini A  (cf . formule 1.2.1), on n'a pas unicité du symbole a(x,y,£). 

Ce phénomène apparaît de la même manière dans le cadre des opérateurs pseudodif-

férentiels classiques. Le théorème suivant va clarifier un petit peu cette 

question : 

Théorème 1.2.5 : Soi t A  6 Gm ,  alors on peut écrire A  sou s l'une des trois p k 

formes suivantes : 

(1.2.19) (Au)(x) = ei<x y'^a^Cx.ç) u(y)dyJç , V u 6 $ 

( 1 . 2 . 2 0 ) (Au)(x) = e 1 < X" y^ >a A > r(y,0 u(y)dyd £ 
, V u 6 "j 

(1.2.21) (Au)(x) = e l < X ~ y , ^ A W A,W 
(x+y/2,£) 

u(y)dy<̂  , V u6 f 

(On écrit a pou r left (c'est le symbole classique!), g4 pou r right et A,£ A, r 

a A ^ pou r le symbole de Weyl). 

Remarque : On a : 
A ,£ 

QA,r 

0 * 
A ,U 

= a 
A,W 

Le théorème 1.2.5 est la conséquence du théorème plus général suivant : 

7 
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Théorème 1.2.6 : Soit A  € G™ ; alors on peut écrire A, pour tout T e ]0,1], 

sous la forme : 

(1.2.22) Au(x) = ei<x y ^>

b T ( ( 1 ^ ) x + T y ^ ) U (y)dyct Ç, Vu ei 

avec (x,£ ) 6 T™(IR2n). De plus es t unique, b̂ . est appelé le T-symbole de A. 

Démonstration : Pa r hypothèse, on a 

(1.2.23) Au(x) = e 1 < X ^'^ > a(x,y,£) u(y)dyd ave c a 6 TT 
P 

Posons : v = (1-T)X + Ty 

w = x-y . 

On a : 
a(x,y ,Ç) =  a(vnw, V - ( 1 - T ) W , 0 . 

On fait un développement de Taylor près de w = 0: 

(1.2.24) a(x,y,C) = 
3| + |y|<N--l 

(-1)Y 

ß! Y ! 
(1-T) IyI T I ß l-wß+Y ( 3 V a ) (v, v, O +r N (x,y ,X) 

avec 

(1.2.25) r (x,y,Q 
B|+|y|=n 

CBy(x-t)B+y rl 

o 
(i-t)N-1 (3e 3Y a) x y 

(v+tt w,v-t(l-T)w,Ç)dt 

Il correspond à la décomposition de a , la décomposition de A : 

(1.2.26; A -  V i + *N • 

On a : 

V i u ( x ) = 

|6|+|yI<m-i 
ei<x-y,C> ( x . y ) ß + Y ( 9 ß 3 Y a ) ( v > V ) Ç ) U ( y ) d y j - Ç 

que l'on réécrit, en remarquant que : 

ei<x-y,C> ( x_ y )ß+Y = i-Oßl+M) 3B+Y ei<x-y,Ç> 

sous la forme : 

V i u ( x ) = 

3|+|yI<n-i 
CBy e i < x - y )Ç> 3e + Y3 $ a Y a ( v > V )ç ) u ( y ) d y ^ Ç . 

t, XV 
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Or si a € TTm , (3^+ Y 3̂  3Y a)(x,y,ç) est , si | B| + | Y | = P » dans Trp

m 2p ^  . 

On déduit alors de la proposition (1.1.4) que 

9 f W a ( v , v , 0 e r
m~ 2 p p 

Ç x  y P 

Enfin, en utilisant la 2ème partie de cette proposition, on en déduit que 

( 3 ^ 3 3 3Y a) 
C x  y 

(l-T)x+ty, (l-x)x+Ty,Ç)e TTm

p""
2pp. 

Par conséquent, AN-1 s'écrit bien sous la forme voulue avec : 

(1.2.27) b (v,£ ) 
N-l 

p=0 
BP?T et b e r r 2 P . 

p,T P 

L'examen de ^ es t plus délicat. On peut réécrire sou s la forme suivante, 

pour u dans : 

(RJJ u) (x) = e 1 < X" y , C >? N(x,y,0 u(y)dyo " Ç 

avec 

(1.2.28) r (x,y,0 = Z  C 
|3|+|Y|=N 3 Y 

r 1 

o 
; i - t ) N 1 3^ +Y333Ya(v+tTw,v-t(l-T)w,Ç) £ x y 

aura besoin de l'inégalité suivante : V T e [0,1],3 C >0 t..- q :: 

(1.2.29) C 
T 

< |V+TW| + I  V-(1-T)W| 

|v | + |w| 
Ct 

On déduit de (1.2.28) et (1.2.29) la majoration, pour p  € I N 3 N : 

(1.2.30) AN,P=|Dpx,y,£ rN(x,y,£)|<Cp 
î 

V ( v , t W , Ç ) m - p ( 2 N + I P l > X ( t W ) m , + p ( 2 N + l P | ) < J t 

On suppose dans la suite que N est choisi assez grand de telle sorte que 

(1.2.31) m-2Np < 0 

On déduit de (1.2.30) que si 

(1.2.32) |w|< C X(v,Ç) 
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alors : 

(1.2.33) A, (x.y.Ç X ? X(v,w,Ç) m-p(2N+P) A(W)
n',+P(2N+P) • 

IN ,p P 

Dans une zone où on a 

(1.2.34) |w| > C' X(v,w,0 , 

il résulte de (1.2.30) que 

(1.2.35) A N ) p(x,y^)<CÀ(v,w,e)
| m | + | m ,| . 

On introduit maintenant une partition de l'unité. Soit x dans >9(IR) telle que 

X = 1 sur [-1/2,1/2 ] et x ~ 0 e n dehors de [-1,+1 ] et posons 

* (x,y,Ç) -X( 
Iwl 

£À(v ,W,0 

On décompose R  sou s la forme 

RN=R1,2N+R2,£ 

avec 
RjN,E 

de symbole rj'£ 

N 
(j = l,2) et 

l,e r N 
WE.r 2,e 

r 
(1-wE)rN 

Pour e  assez petit, l'inégalité (1.2.32) est vérifiée sur le support de 
r1,£ 
N 

ip£ appartient à tt° et appartient , d'après (1.2.33), à 2 N psur le support 

, ,  .  1  ,e .  m-2N p _  „ 1 ,e _  , _m-2p N de Pa r consequent, rN appartien t a tt̂  e t es t dans 

Sur le support de (1-^), on a l'estimation (1.2.34). En raisonnant d'une manière 

analogue à la démonstration de la proposition (1.2.4), on montre que R2,£ est à 

noyau dans J . En conclusion, RN 6 G^m-2pN. 

On vient donc de démontrer que, pour tout N, N >N q, on a la décomposition : 

(1.2.36) A "  V i + R N 

où \ , , adme t un T-symbole 

BN-l 
T 

N-l 

p=0 
bp,t 

et R ^ es t dans Gm-2pN 

P 

1 0 
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Remarquons maintenant qu'il existe un symbole b'(x ,Ç) 6 e rmpt.q : 

b' ^ 
T 

00 
P = 0 

bp,r 

(cf. la remarque qui suit la définition 1.1.2, car b e r m " 2 p p ) . 
P > T P 

Soit A' l'opérateur de symbole b ^ . On a pour tout N  : 

(1.2.37) A'=AN-1+R'N 

avec dans Gm-2pN. 
o 

Par conséquent A-A ' 6 .  Donc, d'après la proposition (1.2.4), A--A' es t à 

noyau dans ^ . 

Il reste à montrer que tout opérateur à noyau dans J peu t être défini par un 

T-symbole. Ceci se démontre comme en (1.2.17). Posant : 

(1.2.38) KT(v,w) = K(V+TW, V- ( I -T)W) 

on voit que K  appartient à ̂ f(IR n ) et qu'on peut prendre : 

(1.2.39) b(v,Ç) = <F K  (v,w) . 
T W+é; T 

L'unicité du T-symbole se démontre en prolongeant les formules (1.2.38) et 

(1.2.39) à des noyaux dans ;/'(IR 2n). 

Remarque 1.2.7 : Avec les notations du théorème 1.2.6, on a, VT6[0,1],VTJG[0,1] 

(1.2.40) bT(x,0 ^ ^ ( x r T ) l a l ( 9«D«b T i)(x,Ç) 

(1.2.41) b T (x,ç) - b <x,ç) e r m 2 p . u 

1.3 - 22ll§££HÎ _2̂ Ëyd2éiflêlêDîiËlË-i-SÊl̂ Hi-ËZSboliciue 

Le calcul symbolique dans G m es t très voisin du calcul classique. 

On a le théorème : 

Théorème 1.3.1 : Soit A. G G A(IRn) , A e G ;(IRn) ; 
1 p  z  p alors 

m i + m ? n 
AjO A2 e Gp

4 Z (IRn). 
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1 .  2 
Si b  es t le T,-symbole de A , et si b  es t le T -symbole de A_, le — Tj 1  —J 1  T 2 2  2 ' — 

T-symbole b̂ _(x,£ ) _de A  o  Â  admet le développement asymptotique suivant : 

(1.3.1) b (x,Ç) * I  Ca6v6 ( T' TP T2 ) ( 9? Dx b T ) ( X ' Ç ) X ( 9r Dx b T } ( x > ° 
a, 3,7,6 a P Y 1  Z  U T 1 ^  x T 2 

C0,0,0,0 1 

W ' 0 sauf si a+ Y = 3  + <$ 

En particulier on a v 

(1.3.2) 
! 2 m + m -2 p 

b (x,Ç) - b' (x,Ç) . b̂  (x,Ç) 6 T  1 

1 2  p 

Démonstration : S i b ^ es t un développement du type (1.3.1) pour un T déterminé, 

on a d'après (1.2.4) le même type de développement pour tout T'. On peut égale-

ment modifier comme on veut e t T^. Il est commode de choisir Tj = 0 , T^= 1. 

On a : 
A 2 (u(x ) = ei<x-y,Ç> b2 ( y > 0 u ( y ) d y rf ç , v u e i 

d'où : 

(1.3.3) A^(Ç) = e i y' Ç b 2(y,Ç) u(y)dy , V u 6 2? 

Pour v  dan s ^, on a 

(1.3.4) Aj v(x) = e i x Ç b^(x,Ç ) v(Ç)£ 4 . 

On déduit de (1.3.3) et (1.3.4) que, pour tout u  6 ,̂ on a; 

(AjO A2)u = si<x y » ^ V ( X j Q b 2 ( y j Q u ( y ) d y ^ . 

On voit facilement que (x,y, 0 -̂ b̂ (x,ç) 
9 m  + m9 „ 
bj(y,0 e  TTp z(iR J n) 

Les autres propriétés se déduisent du théorème (1.2.5) et de sa démonstration. 

1.4 - Symbole antiwick et applications. 

Soit * (x) = „-n/4 e-|x|
2/2 $ (x) est la première fonction propre de 

l'oscillateur harmonique (-A+|x|2) normalisée par I l «oH 2 = 1 • 
L 
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Soit P q l a projection orthogonale associée à $ : 

3 u ->• P u = <u, $ > $ o o o 

P q s e prolonge en un opérateur régularisant dont le noyau distribution (qui 

appartient à  ̂) est 

K(x,y) = -n/2 
•IT e 

,|x| 2

+| y|
2

N 

2 

Le symbole de Weyl de P q est 

ao(x,Ç) = r v ^ ç K(x + I v , x - i v) = Cn(exp(-|x|2 -|ç|2) 

Posons z = (x ,Ç ), z = (x,£). 
o o  o On définit un nouveau symbole par : 

(1.4.1) a (z ) = a (z-z ) . z o  o 
o 

Soit p z o 
l'opérateur de symbole de Weyl a z (z). 

O 

On montre facilement le lemme suivant : 

Lemme 1.4.1 : 

(1.4.2) P =  U P  U z z  o  z o o  o 

où U =  M .  T 
Z £ X 
o o  o 

T 
X 0 

êst la translation de x définie , Vu 6 *f , par T u  = u(x-x ) o J x„ o 

% 
est la multiplication par 

1 X So 
e 

îx. K 
définie Vu e J par : (M u)(x ) =e °  u(x) . 

ô • 
On pose pour a  dans r m : 

P 
(1.4.3) A = a(x ,Ç ) P r d x dÇ o , so x  ,£ o  so o' o 

(intégrale d'opérateurs) 

On peut voir que A es t continue de )f dan s )f ; on montre en effet que 

( P ( X ) Ç ) U ) ( X ) 6 ^ ( I R x x  m n „ n » ) 

o o  o  o 
et que l'application : 

M P , c u)(x) 6 ^(IR
n x TJR̂  x lRn ) 

( xo' Ço Xo Co x 

est continue. 
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Si a( x ,£ ) es t un multiplicateur de ^f(JRU x IR̂  ) (ce qui est le cas ici) 
° Xo o 

la propriété annoncée en résulte aisément. 

Définition 1.4.2 : L'opérateur A  défini par (1.4.3) est appelé opérateur de  

symbole antiwick a  . 

La proposition suivante est immédiate. 

Proposition 1.4.3 : Si ^ a >0 , alors : (Au,u)>0 ,  v u 6 J 1  

En effet V Z Q , , V U e i 

<P u, u > = 
z 
n 

:P U  1 u, U 1 U > o z  z o o 

= |< Ü 1 u, <J> > I2 >0 1 z  o  1 

o 

2 
Continuité L 

Proposition 1.4.4 : Soit a  G r ° ( I R 2 n ) , a réel . Alors A  se prolonge en un 

2 2 
opérateur continu de L  dans L  de norme majorée par su p 2 |a(z)| . 

z 6IR n 

Démonstration : Soit M  = sup|a|. On montrera dans le théorème suivant que 

lfidentité a comme symbole antiwick 1. Il résulte de la proposition (1.4.3) que 

(M-A) et (M+A) son t des opérateurs positifs. On donc, pour tout u  dans : 

(1.4.4) 2 2 
-M| |u| I < <Au>u >< M| |U| I 

a étan t réel, A est autoadjoint et il résulte alors d'un théorème classique que 

sup 
u e:f 
u * 0 

llAul 

I u I I 
<M . 

c.q.f.d. 

Remarque 1.4.5 : Lorsque a  n'es t pas réel, on décompose a  sou s la forme 

Rea + i Ima. 

La proposition 1.4.4 es t encore vraie en remplaçant sup 

z e m 2 n 

|a| par 2 sup 

2E R2n 

lai. 

Les théorèmes qui suivent précisent le lien entre les opérateurs à symbole 

antiwick et la classe G m . 

P 
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Théorème 1,4,6 : Soit A  un opérateur de symbole antiwick a  G Г т . 

Alors A  appartient à G ™ et le symbole de Weyl de A  est donné par : 

(1.4.5) , *  v -n/ 2 f  -Iz-z'I /  fчj i b^ 2(z) = ir j e 1 1  a(z')dz f 

De plus le т-symbole de A  admet un développement asymptotique : 

(1.4.6) b (z) ъ E С Эа a(z) 
т ~  а z 

avec en particulier : С = 1, С =0 о а pour а impair. D foù : 

(1.4.7) v те [0,1], ь т - a e r m" 2 p . 

Démonstration : L a formule (1.4.5) résulte immédiatement de (1.4.3) et (1.4.1). 

Pour montrer (1.4.6), on fait le développement de Taylor de a  en z : 

(1.4.8) a(zf) = a(z) + (z'-z)O a)(z)+... 
|a|=N-l 

(z'_z)a 

a! 
a(z) + rN(z',z) 

avec 

rM(z',z) = E С1 (z'-z) a  

N |a|- N а 

о 
30ta(z+t(z,-z))(l-t)N"1 dt 

Modulo l'estimation du reste, qui est laissée au lecteur, on trouve ainsi faci-

lement (1.4.6) en réintroduisant (1.4.8) dans (1.4.5) et : 

(1.4.9) С = 
а 

1 
а! 

-n/2 
тг 

а - IzI2 dz z e 1 1 

La réciproque "partielle" du théorème (1.4.6) est donnée par le 

Théorème 1.4.7 : Soi t B  dan s G m. Alors il existe A  dan s G m admettan t un p - — p 

symbole antiwick a  dans te l que A- B soit à noyau dans . 

Démonstration : Soi t В le symbole de Weyl de В et A j l'opérateu r de 

symbole antiwick b ; il résulte de (1.4.7) et du théorème (1.4.6) que 

В =(B-A.) apDartient à G m~ 2 p  

1 1  P 

De la même manière, si A ^ es t l'opérateur dont le symbole antiwick est le 

symbole de Weyl de B^ , on a : 

B - V A 2 =  B2-A2 6 G;-
4 P . 
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On construit ainsi une suite d'opérateur s dans G m 2^ P admettan t des symbo-

les antiwick a. . 
J 

Si a  es t un symbole tel que a   ̂E â. , l'opérateur de symbole antiwick a 

répond à la question. c.q.f.d. 

2 

Continuité L (suite) . 

Théorème 1.4.7 : J3i A  6 G° , A se prolonge en un opérateur continu de L2 dans L2. 

1ère démonstration : On remarque que le symbole classique a  (à gauche de A  ) vérifie : 
| D* a( X > 5)|< C a g ( l + | S | ) -

p | a | 

et on applique les théorèmes usuels. 

2ème démonstration : D'après le théorème 1.4.7,il existe A  dan s G ° te l que A 

admette un symbole antiwick a  e t tel que A- A soi t régularisant. On utilise 

alors la prop. 1.4.4 pou r A  e t la continuité de (A-A ) qui est évidente. 

Compacité 

Théorème 1.4.8 : Un opérateur A  dans G ™ avec m  <0 se prolonge en un 

2 2 
opérateur compact de L  dans L . 

La démonstration repose sur les 3 points suivants : 

a 2 n 
a) Le s opérateurs à noyaux d s J(I R )  sont compacts (classique!). 

2 2 

b) Tout e limite d'opérateurs compacts au sens de <*f( L ,L ) est un opérateur 

compact. 

Compte tenu du Th. 1.4.7, il suffit de démontrer que : 

c) S i B  es t un opérateur dans G m ave c m  <0 e t s'il admet un symbole 

antiwick b(x,£ ) -, alors B est limite dans «£(L2,L2) d'opérateurs régularisants. 
Or B = lim X(ex,e0 a(x,£) P dxd £ . 

X, c, 
et comme sup |X(ex ,e£) a(x,Ç) - a(x,£) | + 0 lorsque e   ̂0 , 

la propriété résulte de la prop. 1.4.4. 
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(X<x,Ç) - 1 s i |x|+|ç| < 1/2, x(x,Ç) - 0 s i |x|+|ç|>l) . 

1.5 - 02ÉlÊ^ÊHIË_Sl2^§ÏÊ5?Ént»Ëlïi2^iSlHÊË 

Le modèle de l'opérateur globalement elliptique est l'oscillateur harmonique 
2 

que nous avons considéré dans l'introduction P  =-Ax+|x| . 

Dans la suite de ces conférences, on va encore particulariser les classes consi-

dérées en supposant que p = 1 . 

Définition 1.5.1 : On dira que a  € r m , G ^ * (cl. pour classique) 

si a  6 Tm e t si a admet un développement asymptotique * 

(1.5.1) a  ̂E  a 
j 6 IN m" J 

OÙ a .  € C°° m-j et 

(1.5.2) a m .(Xx,XÇ ) = X
m j a m .(x,£) m-j m- j 

pour x >i, | X| + |Ê | > 1 . 

Remarque 1.5.2 : Comm e ce qui se passe pour |x|+|ç|<". R est peu important, on 

écrit parfois : 

a  ̂E V a m-j 

avec l .  e C ^ I R 2 1 1 - 0 ) 

m-j 
et v a m-j homogène en (x,Ç ) de degré (m-j). 

On sous-entend dans cette écriture que a  ̂ l a 
j 6B1 m _ J 

et que 

V a .  = a m-j m- j poui |x|+|ç| > R. 

a .  G C°°(IR 2n). 
m-j 

Définition 1.5.3 : Si ^ a 6 T™' ° ,  on dit que a ^ est le symbole principal. 
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m ̂1 

Définition 1.5.4 : On dira qu'un o.p.d A  est dans G j' s'il peut être défini 

par un symbole de Weyl a dans r ^ ' 0 * (IR2n) (ou par un t>symbole dans r m , c l (IR2n) ) . 

Remarque 1.5.5 : La notion de symbole principal de A  n e dépend pas du 

T-formalisme choisi (cf. Remarque 1.2.7). 

Définition 1.5.6 : O n dira qu'un o.p.d. A  dan s G m , C* es t globalement ellip-

tique si on a : 

3 R, 3 C >0 te l que V(x,Ç ) € IR2n vérifian t 

(1.5.3) |x| + U| >R , o n ait |a m(x,0| >C(|x| + | ç | ) m , 

où a ^ désign e le symbole principal de A . 

Construction d'une paramétrixe 

Théorème 1.5.7 : Soit A  dans G m ,°* un opérateur globalement elliptique, 

alors il existe B  dans G^9^ tel que 

(1.5.4) BA = I + R 

AB = I + R' 

où R  e t R ' sont régularisants. 

Démonstration : Ell e est similaire à celle du cas classique. 

Remarquons tout d'abord qu'il suffit de montrer l'existence de B  et B' dan s 

-m, cl 
Gl 

tel que 

(1.5.5) 

(1.5.6) 

BA = I + R 

AB' = I + R' 

En effet, on a alors 

BAB' = B + BR1 

(I+R)B' = B + BR' . 

D'où B' - B = 3R? - RB' . 

Mais BR' - RB' es t régularisant de sorte que : 
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AB = AB' + A(B-B') 

AB =  I + R ' + A(BR - RB') 

et on voit facilement que R 1 = R1 + A(BR' - RBf) est régularisant . 

On va démontrer (1.5.5) ((1.5.6) s e démontre de manière analogue). 

Par hypothèse, le symbole principal a m vérifi e (1.5.3). S i x désign e une fonc-
oo V 

tion dans C  égal e à 1 en dehors de B(0,2R ) et nulle dans B(0,R), b =  -— e s 
-m a 

-m cl m 

un symbole dans ̂ j ' 
Soit B j l'opérateu r de symbole de Weyl b_ m 

(on notera B , = OpTT(b )). 
1 Vv —m 

Il résulte de la formule de décomposition (cf. 1.3.2) que 

(1.5.7) aw(B,.A) - 1 6 Г 1- 6 1 . 

On a donc construit B j dans Gj ' te l que 

(1.5.8) В .A = I + R, avec 
R1 E G-1?C1 

On déduit de (1.5.8 ) l'égalité, pour tout N  : 

(1.5.9) 
N 

il 
j-o 

( - l ) j RJ ) • Bj • A - 1+ (-1) N+1

 RJ
+ 1 . 

Soit r ^ l e symbole de Weyl de R" | et soit s  dan s Г° , С^ un symbole tel que 

(1.5.10) s ' 
00 

j-o 
:-dj 

Alors l'opérateur S  d e symbole de Weyl s , vérifie, compte tenu de (1.5.9) et 

(1.5.10) 

(1.5.11) S о Bj ° A = I + R o ù R  es t régularisant. 

19 



B. HELFFER 

1.6 - Espaces_de Sobolev 

On étudie ici la chaîne d'espaces naturellement associé e aux opérateurs 

pseudo-différentiels considérés au §1.5. 

Définition 1.6.1 : Pour tout k  6 IN, on pose 

Bk(IRn) = {u 6 L2(IR n), xa D^ u € L2 (IRn) , | a | +1 3 |< k ) 

On voit aisément que : 

(1.6.1) H B =  ^f(IRn) 
k K 

Inversement, si u  es t dans i l existe k  eiN te l que u  s e prolonge en un 
k 

élément du dual de B . 
« k  k  — k 

j étant dense dans B  , le dual de B  (not é B )  s'injecte continûment dans ' . 

On pourrait alors définir les B S(IRn) (s € IR) en utilisant la théorie de 

l'interpolation. Nous allons donner ici une définition à l'aide des o.p.d. 
Soit b (x,0 = À(x,£)S 

Pour chaque s  , on choisit un opérateur L don t le symbole est b (x,£) modulo 
s s 

s-1 
r j . On pose la définition 
Définition 1.6.2 : On désigne par BS(IRn) l'ensemble des u  G ^f'(IRn) tels que 

Lgu 6 L
2 (IRn) . . 

Cette définition a beaucoup d'inconvénients mais elle permet de démontrer facilement 
la 

Proposition 1.6.3 : Si A 6 G" , A opère de B S dan s BS m . 

Démonstration : Soit u  G BS , il est clair qu'alors A u es t dans $ ' (cf. la 

remarque suivant (1.2.8)). 

Montrons que L A u G L2 . s-m 

Soit L_ g un e paramétrixe de L g (L g est globalement elliptique) ; on a 

(1.6.2) L . L =  I + R -s s  s où R 
s 

est régularisant. 
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D'où pour tout v  dan s tf 1 

( 1 . 6 . 3 ) v = L °  L v  - R v . -s s  s 

Appliquant L  o  A à ( 1 . 6 . 3 ) ave c v  « u, on obtient 
s-m 

( 1 . 6 . 4 ) L A L . L u - L A  R u  = L A u . s-m - s s  s- m s  s- m 

On voit immédiatement que L  A L es t dans G ? e t que L A  R es t 
s-m - s 1 s- m s 

régularisant d'où la propriété. 

Le théorème suivant se démontre également facilement : 

m, c 1 

Théorème 1 . 6 . 4 : Régularité Soi t A  6 Gj um opérateur globalement elliptique, 

alors : VsGIR ;  u6^', Au 8 B8 # u6 gs+m 
Démonstration : Par hypothèse, il existe Q  dan s Gj m , C* te l que : 

( 1 . 6 . 5 ) Q A = I + R avec R  régularisant . 

On en déduit 

u = Q A u - Ru 

L u  = L Q  A u - L Ru . s+m s+ m s+ m 

D'après ( 1 . 6 . 3 ) , o n a 

( 1 . 6 . 6 ) L u  = L Q  L . L A u s+m s+ m - s s 

-L Q  R A  u - L R u . s+m s  s+ m 

i on remarque que L

s + m °  Q °
 L_ g

 e s t d'ordre 0 et que les opérateurs L

g + m Q
 R

g A 

t L  R  son t régularisants, on en déduit aisément le théorème, s+m 

Corollaire 1 . 6 . 5 : B S n e dépend pas du choix de L g. Plus généralement 

B s = {u e r f \ A u e L 2(iRn), A e G S ^ C 1 } . 

La proposition suivante permet de faire le lien avec les espaces introduits au 

départ : 

Proposition 1 . 6 . 6 . : B* = Bm , m  e IN 
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Démonstration : Supposon s d'abord m  pai r 

L'opérateur 
n 

i=l 
D 2 

x. 1 
+ 1 m 

est globalement elliptique d'ordre m. 

Si u  6 B , comme es t une combinaison linéaire des x a D^ pou r |a|+|&|< m, 

A^ u appartien t à L2 e t donc u  6 B™. 

Inversement si u  6 Bm, comme les x Œ D^ son t dans G ™ pou r |a|+|$| < m, on a 

x a D^ u 6 L2 (Prop . 1.6.3) et donc u  € B™ . 

Supposons m  impai r : 

L'injection de B m dan s B m s e démontre comme ci-dessus. Montrons que B m cz Bm. 

(m+1) est pair et l'opérateur : Am+1 
n 

i=l 

2 2 . D +  x. x. 1 

LUT 1 
72" est globalement elliptique, 

On a donc l'existence de Q  dan s G™ ^ tell e que : 

(1.6.7) 
n m+1 

Q( S (D2 +  x2)) 2 -  I + R 
i=l i 

Dn réécrit (1.6.7) sous la forme 

(1.6.8) Z (Q.oD )  (D o  A )  + Z (Q oX. ) (x. o A )  - I + R . x. x . m"" i .  i  i  m— 1 i l i i 

—m 

On a donc trouvé 2n o.p.d dan s G ^ e t 2n opérateurs différentiels à coeffi-

cients polynômiaux de degré en (x,£) inférieur à m tels que : 
(1.6.9) 

2n 
Z Q . o P. = I + R . 
i-1 1 1 

Pour tout u  dan s ^' , on a 

(1.6.10) 
2n 

L u  = Z  ( L 0 Q. ) o p.u - L Ru m .  , m  i  i  m 

. . . . m 
L injection de B  dan s B  e n résulte aisément. 

~s ~s 1 

Lemme 1.6.7 : Si_ s > s', on a B  cB 

• i ^ s 
A dessein nous n avons pas parlé de topologie sur B  . Nous allons esquisser 
brièvement comment munir B  d  une structure Hilbertienne. Ce serait facile si 
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~s 2 

nous avions un opérateur réalisant un isomorphisme de B  su r L  , appartenant à 

Gp,C^ (dan s notre cas, l'opérateur le plus simple serait 
i=l i 

mais nous n'avons pas encore défini la puissance fractionnaire). 

Nous procédons de manière légèrement différente. 

Soit s  € IR, p u n entier positif supérieur ou égal à s ; à l'aide de (1.6.2), 

on munit B S d'un e structure préhilbertienne, en posant : 

(1.6.11) (u,v) = (L u,L v) +  S  (x aD3R u,xaD3R v) 
' s s  s  o  ,  ,  , x  s x  s o 

|tx| + |B|<P 

Lemme 1.6.8 : B S es t complet. 

Démonstration : Soi t u  un e suite de Cauchy dans B S. O n a 

(1.6.12) 

L 2 2 v =  L u  >  v ( L es t complet) n s  n  r 

w =  R u  y w (B F es t complet) 
n s  n 

On a d'après (1.6.2) : 

u =  L L u - R u n - s s  n s  n 

Soit u  = L v  - w e t montrons que u  • > u dan s B -s M n 

(1.6.13) 

L u =  L L L u - L R u s n s - s s n s s n 

L u =  L L v  -  L w s n  s  -s n  s  n 

Clairement, L L  étan t d'ordre 0, on a s -s 

(1.6.14) L L  v  ten d vers L  L  v  dan s L 2(IRn) s - s n  s  - s 

Regardons de plus près L g w^. On utilise (1.6.9) (avec m=p) 

L w  = 
s n 

2n 

L 
1=1 

L ©  Q. ) P. w -  L R w 
s i  i  n  s  n 

où P ^ es t un opérateur différentiel de degré p  (en x  et D ) . 

23 



B. HELFFER 

2 

On sait d'après (1.6.12 ) que P ^ ten d vers P ^ w dan s L . (Lg Q )̂ et (Lg R) 

étant d'ordre 0, on en déduit que : 

(1.6.15) 
2n 

L w - » r (L°Q.)P . w - L Rw =  L w . 
s n  L s  i  i  s  s 

i = 1 

On a ainsi montré que : 
2 

L u  —> L u  dan s L 
s n  s 

Par conséquent : v = L u  (d'après 1.6.12) et donc : 

w = u - L_ . L u (e n revenant à la définition de u ) 

et : 
(1.6.16) w = Rg u (d'aprè s 1.6.2) . 

Finalement, il résulte de (1.6.12) et (1.6.16) que 

(1.6.17) R u - > R u  dan s B P . s n  s 

Ceci termine la démonstration du lemme (1.6.8). 

On laisse le lecteur vérifier que la topologie d'espace norm e associé ne dépend 

pas du choix de L g et du choix de p  (p>0, p>s). 

Montrons maintenant le 

Lemme 1.6.9 : L a topologie de B m coïncide avec celle de Bm . 

Preuve : D'aprè s (1.6.2) avec s  = m, on a : 

x a D3 u = x" D3 L L  u  + xa D6 R u x - m m m 
D'où : 

I lui I 2 < c I I I u|I 2 +1 IR u| I 2 < c l | u | | 2 . 
• 1 1  ' m m  1 1 o 1 1 m 1 1 o ~ m 

B B 

Pour montrer l'inégalité inverse, on utilise (1.6.9). 

Lemme 1.6.10 : ^f(IR n) est dense dans B 5 . 

Preuve : O n sait que es t dense dans L 2. D'après (1.6.2), on a : 

u = L . L u - R u . 
- s s s 
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2 
Soit v  G  4 un e suite telle que v  —> L u  dan s L  , alors la suite n n  s 

u =  L v  -  R u  es t dans e t tend vers u  dan s B S . 

c.q.f.d. 

Convention : On notera maintenant B pa r B puisqu'i l n'y a pas d'ambiguité. 

m s  s—r o Proposition 1.6.11 : S i A  € Gp , A es t continue de B  dans B  pour tout s 

dans B e t est compact de B S dan s B S m £  pour tout e  >0 . 

Preuve : On a i 

L A u = L A L L  u - L A R u = ( L A L )  L u-£(L AQ.)P . R u s-m s- m - s s  s- m s  s- m - s s  .  s- m i  i  s i 

+ (L AR) R u s-m s 

(grâce à 1.6.9 o ù les P ^ son t des opérateurs différentiels d'ordre p  avec 

p > sup(0,s) et les son t d'ordre -p). 

D'où 

(1.6.18) ! IL Aul I 2 < c ( | I L u | I 2 +I IR u|I 2 ) . 
1 1 s-m o  1 1 s  1 1 o 1 1 s  1 1

Bp 

De même \ 
R A u = (R A  L )  L u - (R A ) R u  . 
s-m s- m ~ s s  s- m s 

D'où, avec p  >sup(0,s-m) : 

(1.6.19) I |R AU| |2

s < C(| |L u| I 2 + I |R U| I 2 ) . 
I I s- m 1 1

 Bf»
 V | 1 s M o 1 1 s  1 'Bp' 

Montrons maintenant la compacité. On a 

A = (AL L  ) L L  + R o ù R 
-s e =e s o  o est régularisant . 

s 2  2  2 L g es t continue de B  dan s L , L_£ es t compact de L  dan s L  (si e > 0) 

d'après le théorème (1.4.8) et (A L_g L£) est continue de L
2 dans BS m £  .L e 

composé (A L_g L£) L_^ Ls est donc compact de B
S dans B8~m""E. Il nous reste â 

montrer qu'un opérateur régularisant £ ^ es t compact de BS dans B*" pour tout 

s,t dan s H  . On utilise pour cela l'identité : 
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(1.6.20) R =  L ( L R L  )  L - R (R .L )  L o - t t  o  - s s  t  o  - s s 

-*L . (L R ) R + R R  R -t t  o  s  t  o  s 

2 2 
Si on se rappelle qu'un opérateur régularisant est compact de L dan s L ,  chacun 

des 4 termes du membre de droite de (1.6.20) est le composé d'un opérateur continu 

s 2  2  2 de B  dan s L , d'un opérateur compact de L dan s L e t d'un opérateur continu de 

L 2 dans B*". 

Dualité entre B S e t B  S . 

2 

Proposition 1.6.12 : Le produit scalaire L  défini pour u,v dans ^ se pro- 

longe en une forme sesquilinaire Q g continu e sur B S x B S. Le dual (BS)* de BS  

s'identifie à B  S. 
Pour u  et v dan s )S , on a : 

(u,v) 0 0  = (L L  u,v) -- (R u,L L  v ) + (R u, R v ) 
-^J- - s s  s  s  - s s  - s 

D'où : 

(1.6.21) (u,v) 2 =  (L u, (L ) * v)- ((L )*R u, L v ) .+ (R u,R v ) . 
Yf- YJJ- s  — s s  s  — s s  — s 

Il résulte immédiatement de (1.6.21) et de la proposition (1.6.11 ) l'inéqualité : 

(1.6.22) |(u,v) . I < C | |u| I |  |v| | c , v u e ^ , V v e i 
L 2 ,L2 B S B" S 

Et pour u  dan s B S et v  dans B  S , on posera : 

(1.6.23) 
def 

Q (u,v) = (Lu , (L )*v ) - ((L )*R U, L _ V) + (Ru, R_v). s s  — s s  s  s  s s 

D'après (1.6.21) et le lemme (1.6.10), la première assertion de la proposition 

1.6.12 est claire. 

Montrons maintenant que B  S « (BS)* . 

D'après ce qui précède, l'application x g de B
 S dans (BS) défini e par : 

B S 3v + x .(v)(u) = Q (u,v) s s 

est antilinéaire continue injective. Il reste à montrer qu'elle est surjective. 
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D'après le théorème de Riesz, si f e (B S)*, il existe w  dan s B S te l que, 

pour tout u  dan s B S, on ait : 

f (u) » < u,w > 
B S x B

S 

Revenant à la définition du produit scalaire dans B S , on vérifie que si l'on 

pose v = L L  w + R w 
s s  s 

(où R = s E 
|a|+|3| <p 

<xa D B R )* (xa D3 R )) x s  x  s 

on a Xs(u) - f. 
c.q.f.d. 

1.7 - Propriétés de Fredholm des opérateurs globalement elliptiques. 

Rappelons que si H j et son t deux espaces de Hilbert, un opérateur 

continu de A  et de Hj dans es t dit de Fredholm ou à indice si 

i) di m Ker A < <» 

ii) di m coker A < 00 

(où ooker A = H9./ImA) . 

On pose alors ; 

(1.7.1) Ind(A) = dim Ker A-dim coker A . 

On rappelle que, dans ce cas, on a les propriétés 

(1.7.2) I m A es t fermée . 

(1.7.3) S i A  désign e l'adjoint de A, A es t à indice e t 

dim coker A = dim Ker A* , Im A = (Ker A*)"*" . 

(1.7.4) S i T  es t compact de Hj dans Hj, I+T es t à indice et d'indice nul. 

(1.7.5) S i A € Fred(Hj,H 2) (ensemble des opérateurs de Fredholm de Hj dans H,̂) 

et B  6 Fred(H2,H3), alors B A 6 Fred(Hj,H ) et Ind(BA ) = Ind A + Ind B. 
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(1.7.6) Fred(Hj,H 2) est ouvert dans «̂ (Hj ,H2) et la fonction indice de 

Fred(H1>H2>) dans 2Z : A-*-Ind A es t continue. 

(1.7.7) S i A  6 Fred(Hj,H ) e t R  es t compact de H j dans H2 , alors 

A + R 6 FredCHpH ) e t Ind( A + R) = A . 

Le critère suivant est très utile pour montrer qu'un opérateur est de Fredholm : 

Proposition 1.7.1 : Soit A  dans ^(H^,^), on suppose qu'il existe Bj >B 2
 t e^ s <lue 

(1.7.8) B A = I + R 

(1.7.9) AB2 = 1+ R2 
et Bj, B 2 e ^(H^Hj ) 

avec R . compac t de H . dan s H.. 
J —  J  J 

Alors A  es t à indice. 

Les principaux résultats de ce paragraphe sont les suivants : 

Proposition 1.7.2 : Soit A  un opérateur globalement elliptique dans Gm , C*. Alors 

(1.7.10) i) Ker(A/, s) = Ker(A/l^l) = Ker(A/v̂ f) 

(1.7.11) ii) V s , Vs'< s, 3Cg gt t. q V  u G $ : 

I l u i I 2 <  C (||A»H 2

B„*II«II^) 

La proposition résulte immédiatement de l'existence de la paramétrixe : 

(1.7.12) Q A = 1+ R . 

En effet, on écrit : u = QAu-Ru e t on utilise la continuité de Q et R pour 

montrer (1.7.11) . 

Si u 6 ^ ' et Au = 0 , on a : u = Ru. R étant régularisant, on en déduit que u  est 

dans ^  d'o ù (1.7.10). 

Proposition 1.7.3 : Soit A  un opérateur globalement elliptique dans Gm , C^. Alors 

pour tout s  € IR, A A 6  Fred(B S,BS-m). De plus, Ind(AA )  est indépendant 
1 BS 7 B S 

de s  ( on note alors Ind A). Si A est formellement autoadjoint (i.e. a son 

symbole de Weyl réel), alors : Ind A = 0 . 
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Preuve : A» 6  Fred(BS,BS~m); il suffit d'appliquer le théorème (1.5.7) et 
r B S 

la proposition (1.7.1). 

D'après (1.7.10), on a : 
(1.7.13) Ker(AA s ) = Ker(A/v g l ) . 

B B 

On montrerait de même que pour l'o.p.d. adjoint formel de A * , on a : 

(1.7.14) Ker(A*. ^  ) = Ker(A* .  )  . 
A B ~

s + m Ag-s'+m 7 

Il ne reste plus qu'à vérifier que 

(1.7.15) ( A A B s
} * ~  A*AB-s+m 

ce qui se montre grâce à la proposition (1.6.11). 

On déduit de (1.7.13), (1.7.14), (1.7.15) et (1.7.3) que: 

Ind(AA )  = Ind(A. .  ) . 

On a clairement, compte tenu de (1.7.15) 

(1.7.16) Ind (A) = Ind(AA ) = Ind(AA )* ) = Ind (A* A )  -Ind (A*). A Bs A Bs A B-s+m 

Maintenant, si A est formellement autoadjoint, on déduit de (1.7.16) que : 

Ind(A) = - Ind (A) = 0 . 

La proposition est entièrement démontrée. 

Remarque 1.7.4 : I l suffit en fait que le ymbol e principal soit réel pour 

que In d A = 0 • 

La dernière proposition de ce paragraphe montre que l'inverse (s'il existe) d'un 

o.p.d. globalement elliptique est un o.p.d. 

Propostion 1.7.5 : Soit A un opérateur pseudodifférentiel globalement ellip-

tique dans G m , C^. S'il existe s  te l que A* soi t bijectif de B S sur BS m, 
fis _ 

alors on a la même propriété pour tout s  e t (Aa )  peu t être considéré 
— /  s 
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comme la restriction â B S m d'u n operateur pseudodifférentiel dans Ĝ 1*1'0^ . 

Démonstration 

Pour simplifier, on pose A =  A. .  O n a : 
s A  Rs 

(1.7.17) QA = I + R 

AQ = I + R 

(1.7.18) V ( A

C >
 1 =  1 

s s 
(A ) ( A ) = I . 
s s 

De (1.7.17) et (1.7.18), on tire : 

(1.7.19) A l= QA -RQ . +R A 1 R A s V  Bs-m V  Bs-m s  r gS-m 

Q et RQ étan t clairement des o.p.d. dans Gj™' 0 , il suffit de vérifier que 

R A ^ R es t un opérateur régularisant. Or R  envoi e continûment 1 dans $ , 

A ^ envoi e ~$ dans B S et R envoi e B S dan s f . c.q.f.d. 

1.8- Les opérateurs globalement elliptiques formellement autoadjoints sont  

essentiellement autoadjoints. 

Définition 1.8.1 : Un opérateur non-borné d'un espace de Hilbert H j dans  

est un opérateur défini sur un sous espace D ^ de à valeur dans H .̂ 

Ici nous nous placerons le plus souvent dans le cas où h.^=H^ et on-fera toujours 

l'hypothèse que : 

(1.8.1) D ~ = H . 
A 1 

Exemple 1.8.2 : Soit ^ un o.p.d. global sur IRn. On peut lui associer un  

opérateur non-borné Aq d[e L
2(IRn) dans L2(IRn) en prenant : 

(1.8.2) D  =  ^(IRn) . 
A 
o 

(1 .8.3) V  u G D ,  A u =tAu . 
Ao ° 
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Définition 1.8.3 : Soi t A  u n opérateur non-borné de H j dans H? vérifiant 

(1.8.1). On appelle adjoint A * de l'opérateur A  l'opérateur non-borné de  

dans Hj défini par : 

I>A*
 = { v G H2,t.q u-»(Au,v ) définie sur D ^ s e prolonge en une forme linéaire 

continue sur H.,i.e: 3 f G H. t. q (Au,v)_ _ -  (u,f)u }. 
1 1  H2 Hl 

On pose alors : A*v = f . 

Remarque : f est unique car D ^ es t dense dans . 

Exemple 1.8.4 : Si A q est l'opérateur défini en (1.8.2), (1.8.3), A* est  

l'opérateur défini par : 

(1.8.4) D A + = {v G L
2,^*v G L2 } 

o 

(1 .8.5) V  v G DAJlt , A* v =<A* v v '  A * o o 

désigne l'adjoint formel de l'opérateur pseudodifférentiel 

Définition 1.8.5 : Supposons que es t égal à R^* Un opérateur non-borné A 

est dit symétrique si : (Au,v) = (u,Av) V  u,v G D̂  . 

Exemple 1.8.6 : Si A q es t l'opérateur défini en (1.8.2), (1.8.3) et si  

est formellement autoadjoint, alors A q es t symétrique. 

Définition 1.8.7 : Soit A  un opérateur non-borné de Hj dans H .̂ On dit que A 

est fermé si le graphe d e A  est fermé dans Hj * (G ^ = { (u,Au) ,u G D^}) . 

(GA = {(u,Au) , v 6 DA » . 

On dit que A  est fermable si G ^ est le graphe d'un opérateur. 

On note'alors A  l'opérateur dont le graphe est G ^ . 

Exemple 1.8.8 : _Si A q est l'opérateur défini en (1.8.2), (1.8.3), Aq est  

fermable. 

Il suffit en effet de vérifier la proposition suivante : 

2 2 Pour toute suite u  6  D, tell e que : u -> 0 dan s L , A u -> w dan s L , alors w=0. n A  n n  ' o n o 
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2 Or si u  - 0̂ dan s L  , A u =  J\,u ten d vers 0 dans '  et par conséquent w=0. n o  n n  ^ 

Définition 1.8.9 : U n opérateur non-borné de H  dans H es t dit essentiellement 

autoadjoint si D ^ = H et si A  = A* (i.e. D  ̂= D — e t V u 6 D̂  ; Au = A*u) . 

Remarque : Comme on a toujours : A* = A* , on a dans ce cas : A* = A. A  es t 

donc une extension autoadjointe de A  (on peut montrer que c'est la seule). 

On se propose de démontrer le théorème suivant : 

Théorème 1.8.11 : Soit dan s Gm , C* un opérateur pseudodifférentiel globale- 

ment elliptique (m >0) et formellement autoadjoint. 

Alors l'opérateur non-borné A q associ é à J\, de domaine D ^ =  (IR n) est 
o 

essentiellement autoadjoint et la fermeture A q de Aq es t l'opérateur autoadjoint  

défini par : 
(1.8.5) D - =  B™ e t X u =(^u , V uGBm . 

Q 

Démonstration : I l y a des critères généraux pour vérifier qu'un opérateur est 

essentiellement autoadjoint. Nous préférons donner ici une démonstration directe. 

On a déterminé dans l'exemple (1.8.4) le domaine de A * e t comment il opérait. 

Remarquons maintenant que v/t étant formellement autoadjoint, on a * ' - = i 

De plus, J\> étan t globalement elliptique d'ordre m>0 , il résulte du théorème 

(1.6.4) et de (1.8.4) que : 

(1.8.6) D A* = {v 6 L
2 ,JL v 6 L2} = Bm 

o 
et que : 

(1.8.7) V  v 6 DA„ =(B
m), A*v = (flv . 

Etudions maintenant A q . Montrons d'abord que l'ensemble*/̂  défini par 

= {(u,Au), u 6 Bm} es t inclus dans .   ̂étan t dense dans B™, il existe 

m °  m donc,t>our u  dan s B  ,  une suite f  dan s j (sD4 ) telle que : f - + u dans B  . ' n  "  A  n o 
On en déduit immédiatement que : 

32 



OPÉRATEURS PSEUDODIFFÉRENTIELS GLOBAUX SUR Rn 

f ~ > u n dans L 2 

A f -> Jtu o n dans L 2 (continui té de c/t d e B " dan s L  ). 

Inversement, soit (u,v) dans .  Par définition, il existe une suite dan s tf 
o 

telle que : 
u u  dan s L 

Ao Un = ^  Un *  v d a ù s L  • 

On en déduit que : v = Jl u e t que par conséquent, Jt étant globalement elliptique, 

u appartien t à B  . Par conséquent, G 

On a ainsi montré que : 

(1.8.8) D A =  B 
o 

et 

(1.8.9) V u 6 B m ,  A u = rfu. ' o 

Ceci termine la démonstration du théorème 1.8.11. 

1.9- Les opérateurs globalement elliptiques d'ordre >  0  son t à spectre  

ponctuel et à résolvante compacte. 

Soit A  u n opérateur fermé non borné de domaine D(A) cH à  valeur dans H. 

Définition 1.9.1 : On appelle spectre de A  et on note o(A ) le plus grand  

sous-ensemble de Œ  tel que : si_ X 0 a(A), (A-XI) admette un inverse continu  

partout défini, noté (A-XI) * (cela signifie que (A-XI) est injectif sur D(A) 

et que son image est H  tout entier). 

On voit aisément que a(A) est fermé. On dit que X est valeur propre si (A-XI) 

est non injectif. 

Définition 1.9.2 : On désigne par cp(A) l'ensemble des valeurs propres de A, qui 

sera appelé le spectre ponctuel de A. 

On a clairement l'injection a^(A)c:a(A). On définit alors les vecteurs propres 

associés à X  comm e les éléments non nuls de Ker(A-^I). Le principal objet 

de ce paragraphe est de démontrer le : 
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Théorème 1.9.3 : Soi t G m , C* u n opérateur globalement elliptique d'ordre 

m > 0 (m 6IN) et formellement autoadjoint. 

Alors l'opérateur non borné A  canoniquemen t associé à adme t un spectre 

réduit au spectre ponctuel, discret et contenu dans IR. Plus précisément, .il 

existe une suite de nombres réels X_ . (j G IN) tendant vers l'infini et une base 

orthonormale de L^(IR n), <j>. (j GIN) , où (f>. est une fonction propre associée 

(*) 
a X . tell e que : 
- J 

a (A ) = a(A ) = U  {X. } clR . 
p ° ° j e i J 

Avant de démontrer le théorème (1.9.3) par réduction à la théorie spectrale pour 

les opérateurs compacts, autoadjoints, injectifs que nous admettrons, nous allons 

établir quelques résultats préliminaires qui ont leur intérêt en soi et qui per-

mettent d'obtenir directement certaines affirmations du théorème. 

On a vu que D — =  Bm e t que (tA -XI) est , si m > 0, un opérateur à indice, 
o m  2 

d'indice nul, s'il est considéré comme opérateur de B  dan s L 

On en déduit immédiatement que : ImCÂ -ÀI) est fermée dans H  et que Ker(AQ- I) 

est de dimension finie. 

Soit X  G a(A ). De deux choses l'une : ou bien (A -XI) n'est pas injectif et o o 

dans ce cas X  G a (A ) ou bien (A -XI) est injectif, mais dans ce cas il est p o  o 

surjectif puisque l'indice est nul. Ce cas ne peut se produire puisque XGa(A Q). 

Par conséquent, on a montré que : 

(1.9.1) o (Â") = a(Â~) 
p o  o 

Comme m  es t > 0 , J{, -XI es t globalement elliptique et il résulte de l'exis-

tence de la paramétrixe (cf. 1.7.10) que : Ker(i^-XI ) c ̂ f(]Rn) . 

Par conséquent : 

(1.9.2) Les fonctions propres de A q son t dans . 

(*) Autremen t dit, chaque valeur propre est répétée selon sa multiplicité. 
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A q étan t autoadjoint, on vérifie immédiatement que : 

(1.9.3) o (A ) c 3R 
P o 

et 

(1.9.4) Si (j ) € Ker(A-XI) , vf; 6 Ker(A-yl) et X   ̂y , le 

produit scalaire < >  es t nul . 

On en déduit que : 

(1.9.5) a (A ) est dénombrât)le . 
P o 

Sinon il existerait une famille non dénombrable de vecteurs orthogonaux, ce qui 

contredirait la séparabilite de L2(]Rn). 

En particulier, on déduit de (1.9.5) que 

(1.9.6) 3 X 6  IR , X 0  a (A ) . o o  p  o 

On va maintenant donner une autre démonstration de cette propriété lorsque le 

symbole principal de dfo est positif. 

Proposition 1.9.4 : Soit t^G Gm ,°^ un opérateur globalement elliptique formel- 

lement autoadjoint d'ordre m  >0 (m 6IN pour simplifier) de symbole principal am  

réel positif. 

Alors A  es t semi-borné, i.e. il existe C  6 IR te l que (A + C) soit positif, o o  • 

i.e. : 

(1.9.7) (( A •+ C)u, u)> 0 V u 6 ^  . 
o 

Corollaire 1.9.5 : Sous les hypothèses de la proposition 1.9.4, on a l'inclusion : 

a (K~) c [- C ,+ oo [ . 
p o 

Démonstration de la proposition 1.9.4 : Soit x dans C (IR) telle que x(i) » 0 

pour |t | < 1 et x(t) = 1 pou r |t | > 2. 

Alors q m(x,£) =x(|x| + U | ) SsT~ est un symbole d'ordre m/2. Soit Q  l'opérateu r 

admettant q m comm e symbole de Weyl. Le calcul symbolique montre que : 
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(1.9.8) vA = Q*Q + R avec R dans G ™ 1 

(Q =  Q ca r q  es t réel). m 

On déduit de (1.9.8) que : 

(1.9.9.) (4u,u) = I |Qu| I +  (Ru,u) , V u e /. 

Q étan t elliptique, on a l'inégalité (cf. 1.7.11). 

(1.9.10) Mull 
2 
вш/2 <Co(||Qu||*+||u||¿ ) , V u B j . 

Or R  es t continu de b 
. m-1 , 
2 dans B 

{ 2 ' ; on en déduit que : 

(1.9.11) |(Ru,u)|<Cj|u||^||Ru|| ^ S M u l l 2 ^ . 

B 2 B" ( 2 } B 2 

Comme on a injection compacte de B M ^ 2 dans B 
m-1 

(d'après la proposition 1.6.11), 

il résulte d'un lemme classique (lemme de Lions) que l'on a, pour tout e  >0, 

l'existence d'une constante C(e ) tell e que 

(1.9.12) I | U | | 2 S E ± < ' l l U H 2 m / 2 + C ( £ ) H U l i o ' V U 6 * 

B 2 

Les inégalités (1.9.9) à (1.9.12) permettent alors, par un choix convenable de e, 

d'obtenir (1.9.7). La proposition est ainsi démontrée. 

Il résulte donc de toutes les considérations qui précèdent le : 

Lemme 1.9.6 : I l existe X rée l tel que (A -X î) admette un inverse borné 
D i  q  q 

(A O-X QI) ^  compact, autoadjoint, injectif dont l'image est B M . 

Preuve : Tou t a été démontré sauf le caractère autoadjoint de (AQ-XI) * qu i 

résulte immédiatement du caractère autoadjoint de (A -XI). 
o 

Le lemme 1.9.6 perme t alors d'appliquer à T  = (A^-XI) * l a théorie spectrale 

classique pour les opérateurs compacts, autoadjoints injectifs. On sait qu'alors 

(1.9.13) a(T) = o (T) U((0)}. 
P 
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et que : 

(1.9.14) Vu e o (T), dim Ker(T-yl) < » . 
P 

Comme T  es t autoadjoint et injectif, on sait de plus qu'il existe une suite 
2 

vu ( j e IN), décroissante en module, tendant vers 0 et une suite <| > ̂  ( j e 3N ) dans L , 

telle que 
(1.9.15) (J). 6 Ker(T-u.i) 

J J 
et 

(1.9.16) Le s <J) j constituent une base orthogonale de L (IRn) . 

Enfin, si P^ désign e le projecteur orthogonal sur l'espace engendré par les 

k-premières fonctions propres, on a : 

(1.9.17) T = lim TP dans oj f (L2,L2) . 
k+oo k 

On a alors immédiatement le théorème, en remarquant que si : 

T <J). = y.cj>. 
J J  J 

on a : 

4>. = y. (A -X I)<j). . 
J J  o  o  Yj 

Si on pose X. = X +  ~— ,  on a : 

(1.9.18) A cj). = X.<J>. 

ŷ  tendan t vers 0, X. ten d vers l'infini. 

On a ainsi terminé la démonstration du théorème 1.9.3. 

Définition 1.9.7 : Si A es t un opérateur non-borné dans H, on peut définir 

N 
A pour N  GIN, par récurrence sur N par : 

D(AN) ={u6 D(AN S/A**"1 u6D(A)} 

AN A / AN-1 , A u * A( A u ) , Vu 6D(AN). 

N 
On voit facilement que A q est , pour N>1, l'opérateur canoniquement associé à 
, , ,  j\ N N 
1 o.p.a.vn, e t que c est 1 extension autoadjointe de% AQ : 
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(1.9.19) o o 

2 n  2 

La base orthonormale <j>_. permet Je réaliser un isomorphisme de L (IR ) sur i ; 

on voit facilement que, dans cet isomorphisme, on a : 

(1.9.20) D(A N) ={u/ ZX2N|u. J2 < ~ , u=Zu.<J>.} . o .  . 1  1 i l 

Enfin, si on pose : 

(1.9.21) D =  PI D (̂  ) 
N ° 

on voit facilement que : 

(1.9.22) D =  fi B (I R ) = J (IR ) 
N 

Pour terminer ce paragraphe, on va donner une estimation grossière de la croissan-

ce des valeurs propres X_. de . 

Proposition 1.9.8 : Sous les hypothèses de ce paragraphe, si on suppose de plus que 

0 0 a (A ), il existe N  €  IN te l que * 
D O O 

Z|X | 
J J 

-2N 
o < 00 . 

Démonstration D'après la proposition 1.7.5, v/b ^ est un opérateur pseudodiffé-

-mN cl A  -N rentiel dans Gj '  •  Soit a N(x,£) le symbole à gauche de w\, et LN l e 

noyau distribution de .  On a la relation : 

(1.9.23) LN(x,y) = [e
i ( x y' ° a N ( x , 0 ^ (dans i ') • 

Cette intégrale, qui est à considérer comme une intégrale oscillante pour N GIN, 

devient absolument convergente si mN > n. L^(x,y) est alors continue bornée sur 

™ n x i IR x  IR . 

On remarque que, si N  es t assez grand (mN>n+l), on a : 
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y.LN(x,y) = Jy. e
i < X- y' Ç >a N(x,Ç)^ € 

= - J D ç y < x - y ' 5 ) \ < * , 0 * Ç + f e i < x " y ' ç >

V N ( x , ç ) ^ Ç 

= p ^ ' ^ Dç yx.C ) * Ç +fe
i<X-y>Ç>x.aN(x,0;r Ç 

et on vérifie qu1 alors y.L N(x,y) est continue bornée sur IR
nxlRn . 

et B 
Itérant cette remarque, on trouve finalement Nq te l que x y L (x,y ) soit 

o 
continu borné pou r tous a , 3 tels que |a' | + |6| < 2n+2 . 

On en déduit qu'alors L„ T (x,y ) est dans L 2 (IR nxiRn) et donc : n N  x. v 

( 1 . 9 . 2 4 ) 
2 

|L (x,y ) I dxd y <°°. 
o 

Remarquons maintenant que 
2 

les {<J)̂ (x)} forment une base orthogonale de Lx 

2 
les (<f>.(y)} forment une base orthogonale de L 

et par conséquent que les {(j) . (x) <j). (y) } . . forment une base orthogonale de L 
1 J  i> J x*y 

Calculons les coordonnées a. . d e L (x,y ) dans cette base : 
il N J o 

aij"j LN < x

Jy)^iW-cf)j(y)dxdy = [?T(x)([Ln (x,y )<f> (y)dy)dx = \j7(xK(/k \. (x) : dx . 
o J J 0 J  J l J 

( 1 . 9 . 2 5 ) 
-N 

a. .= ô.. À . 

On a donc : f ?  9 -2N 
|LN <x,y)rdxdy- I |a . T - Z|X J 

o i, j J j  J 

c.q.f.d. 
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Remarque 1.9.9 : O n peut préciser la proposition 1.9.8. en utilisant la principe 

du Max-Min qui dit que pour un opérateur autoadjoint positif, d'inverse compact, 

on a : 

(1.9.26) X. = 
J 

max 

codim M=j-1 

min 
u 6 M 

I lui I = 1 

(Au,u) 

où M  parcour t l'ensemble des sous-espaces fermés de codimension (j-1) de D(A). 

Considérons l'oscillateur harmonique en dimension n . 

(1.9.27) P = o 

n 

i=l 
S2 -u 2 

-9 +  x-
x. 1 

i 

Les valeurs propres de P q son t explicitement connues. 

A tout a € INn , on associe une valeur propre A (a) = 
n 

j=1 
2a.+1] 
J 

et une fonction 

propre Qa(x1,...xn)=Wa1(x1)....Wa(xn), où ipj (t) désigne la j ieme-fonction 

propre de 2 2 

On voit alors aisément qu'on a l'encadrement suivant pour la fonction de comptage 

N (A) associée à P  :  3 C e t C. tel s que o o  o  1 

(1.9.28) Co(l + | A | ) n < NQ(A) <Cj (l+|x|> n pour X> Cj 

(N (A) = {# a, X(a)< X}) . o 

On montre en effet l'encadrement suivant, pour X  n̂ 

X- n 

2n 

n 

< N (X) < o 
X -n 1 

2 

n 

où [a ] désign e la partie entière de a pour a 6IR . 

o .  i  ème 
On en déduit (compte tenu du fait que, si X_ . désign e la j valeu r propre de 

P , on a : N (X?) = j) que : o o  j  J n 

(1.9.30) X?«j' / n(i.e. sans contrôle des constantes) lorsque j  ten d 

vers 1' 00 . 
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Soit maintenant Q  un opérateur globalement elliptique d'ordre 2, autoadjoint. 

On a les inégalités suivantes : 

(1.9.31) 
llQu||2< V l I V ^o + l | U " o ) 9  V U G ^ 

et 

(1.9.32) | | P O U | | 2 < c2(||Qu||
2

 + ||u||
2) , v uef 

On peut réécrire (1.9.31) et (1.9.32) sous la forme : 

(1.9.33) (Q2u,u) < (C^P2 + I)u,u) 

(P2u,u) < (C2(Q2 + I)u,u) 

et si A. désigne la valeur propre de Q , on déduit de la formule (1.9.26) 

2 2 appliquée à P e t Q qu e 

(1.9.34) A? <C (A? 2

 + 1) i l i 

A? 2<C 2(A
2 + 1) 

Il en résulte que l'on a : A.. ~ j ^n . 

Pour un opérateur globalement elliptique d'ordre m , autoadjoint, on obtient en 

prenant par exemple la puissance fractionnaire d'ordre 2/m (cf. §1-10 et 1-11) : 

(1.9.35) A. « j m / 2 n 

N(X)« Xn / 2 m . 

Bien entendu, on donnera ultérieurement des résultats beaucoup plus précis. 

1.10— Calcul foncionnel sur les opérateurs globalement elliptiques (théorie  

abstraite). 

Soit cfy un opérateur globalement elliptique d'ordre m>0 ( m 6 IN) formellement 

autoadjoint et AQ , Aq les opérateurs définis dans les paragraphes précédents. 
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Pour simplifier, on pose A Q = A. Soi t f  un e fonction définie (au moins) 

sur le spectre de A . Soit <j>j l a base orthonormée de L2(IRn) associée à la suite 

des valeurs propres X_.. On pose la : 

Définition 1,10.1 : f(A ) est l'opérateur non-borné défini par : 

(1.10.1) D(f(A)) - {u € L2(IRn)/£|f(À.)|2|u.|2<~ 
j J  J 

avec u = £u.(f>,} 
i J J 

et pour u  dan s D(f(A) ) : 

(1.10.2) f(A)u = E f(X.)u. 4>. 
j J  J  J 

Il est immédiat de vérifier que f(A ) es t fermé et de domaine dense (les fonctions 

propres <{>. . appartiennent à D(f(A)) . 

De plus, f(A) es t autoadjoint si f  es t réel. 

Rappelons qu'on a défini D°°(=^(IR n)) e n (1.9.22) ; il est naturel de se demander 

sous quelle condition f(A ) opèr e de D  dan s D .  C'est l'objet du lemme : 

Lemme 1.10.2 : Si f  est à croissance lente sur le spectre, i.e. s'il existe une  

constante C et^ p GIN tels que 

(1.10.3) V j G IN , |f(X.)I < C(1+|X. )P 

A 00 oo 
alors f(A ) opère continûment de D  dans D 

Preuve : D'après (1.10.3), on a, pour tout N , l'inégalité 

10 • | x . | ) N fttjìujl * c| Cl + | x j | ) H + p

 U j | 

N+p N 
On en déduit immédiatement la continuité de f(A ) restreint à D(A * j dans D(A ) 

(où D(AN + P) et D(AN) sont munis de leur structure d'espace de Hilbert naturelle)-

N m N Notons qu'en fait : D(A ) = B 

2 2 

Remarque 1.10.3 : S i f  es t bornée (cas où p  = 0), f(A) est continu de L dan s L . 

Exemples : 

Exemples 1.10.4 : On suppose que A q es t strictement positif. Dan s ce cas 
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a (A ) c IR+ 

o 
On peut prendre dans ce cas : 

f (x) = xS o ù x  6 IR+ et s 6IR . 

Exemple 1.10.5 : Si f  6 C~(IR), f(A) es t de rang fini et régularisant. 

itx 
Exemple 1.10.6 : f(x ) = e o ù t  es t un paramètre réel. 

Alors f(A ) = e l t A es t on opérateur borné unitaire dans L2(IRn) ,d'adjoint e+* t A. 

Exemple 1.10.7 : On suppose que A q es t positif. Alors si f  6^(IR+), f(A ) est 

un opérateur régularisant. Par exemple, on peut prendre la fonction : 

-tx 
ffc(x) = e ave c t  >0. 

Exemple 1.10.8 : S i f  e t g son t à croissance lente, on a, sur D° ° , l'égalité 

f(A).g(A) - (f.g)(A). 

Proposition 1.10.9 -itA 
t •> e 

appartient à Ç C A D - . D " ) ) . 

De plus, l'équation suivante est satisfaite : 

(1.10.4) ( i 9 +  A)e"i t A = 0 i t dans <£<£<D-,D- ) ) 

-itA. 
6 't- O 1 

Démons trat ion : En revenant aux définitions, on montre en effet que pour tout 

m 6 IN et tout p6IN , t+e~l t A€ C™" 1 (IR ,̂  (D(Am+P) ,D(AP))) . 

-itA 
L'équation 1.10.4 vérifiée par e  ser a la clé pour chercher une bonne appro-
. .  ,  -it A ximation de e 

Etude du noyau distribution d e f(A). 

Proposition 1.10.10 : Si_ f est à croissance lente sur le spectre de A, le  

noyau distribution K  d e f(A ) est dans ^'(IR nxIRn) et on a : 

(1.10.5) K - lim K dans faible 

où K N es t le noyau : 

(1.10.6) V x > y ) = 

N 

i=l 
f(Xi)4»i(x)(|)i(y) . 
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Le fait que le noyau de f(A ) soi t dans ^^ ^ résult e du théorème des noyaux et 

du fait que, de par le lemme 1.10.2, f (A) es t continu de dan s J e t donc 

de dan s "tf1 . 

(1.10.7) Soit k  6 IN te l que 
f(x i) 

<1+|X.|)ZK 

tende vers 0 lorsque i -> oo . 

( k exist e toujours, car f  es t à croissance lente sur le spectre 

et ten d vers l'infini avec i) 

(1.10.8) Soi t B N = f(A)PN (cf . 1.9.17 pou r la définition de P N) l'opérateur 

de noyau K . 
N 

k k  ' 
se prolonge en un opérateur continu de D(A ) dans (D(A )) e t il résulte de 

(1.10.7) que B ^ es t de Cauchy dans et (D(A^), D(Ak)'). 
\i k  k 

Il existe donc B  dan s i (D(A ), D(A )') te l que : 

(1.10.9) B = lim B 
N -

On constate de plus, compte tenu de (1.10.8) et (1.10.9), que, pour tout i  '• 

B (J). = i lim 
N-x» 
N>i 

N *i lim ECA)^ = f(A)(|)i 

Par conséquent B  et f(A) étan t dans (̂ ,*ïf ?) et coïncidant sur les < Jk son t 

égaux dans £ ( ,  '  ) . On a donc 

(1.10.10) f (A) = lim B 
N+oo 

Proposition 1.10.11 : Si ^ f est à décroissance rapide sur le spectre, alors 

K„ ten d vers K  dan s  ̂. N 

D'après la démonstration précédente, qu'on peut utiliser avec k=0, on voit immé-

2 .  c diatement que K ^Xjy) •> K(x,y) dans L ^ quan d N  ->-qo . Introduisons A pa r : 

(1.10.11) V u e j , A°u = Au 

On a : 

(1.10.12) .M .cM v f  . 
Ax Ay V X ' y ) = 

N 

i=l 

2Mf(X.)(f)i(x) î(y) . 
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M c M M  c M 3 
D'une part, Ax K N(x,y) ten d vers Â  Â  K(x,y ) dans J  ̂y (propositi-011 

2M 
1.10.10) et d'autre part, comme X ^ f(X^ ) tend rapidement vers 0 quand i tend 

2 
vers l'a> ,  est convergente dans L 

x,y On en déduit que pour tout M  6 IN : 

M c  M 
Ax ( Ay } V x ' y ) tend vers ^(A y )

M K(x,y) dans L2 

lorsque N  ten d vers l'infini. 

c . 
^x et A étan t globalement elliptiques, on en déduit, en admettant un théorème 

c 2 le régularité de A (o u A ) à valeurs vectorielles à  partir de L  ,  que x y' r x, y 

KN(x,y) - K(x,y , dans M ~ M B 8  B x v 
pour tout M. 

M * M  M Compte tenu de l'inclusion de B  â  B dan s B e t de la propriété : x y  x, y 
M J fl B =   ̂,  la proposition est démontrée. • 

M x, y x, y 

Corollaire 1.10.12 : Si_ f est à décroissance rapide, on a 

Trace f(A) 
def 

E f(Xi) = 
i 

K(x,x)dx . 

-itA 
Etude de Trace (e )  (définition abstraite) 

-itA 
On voudrait définir Trac e (e ) . Si f  étai t une fonction (t,x) -> f(t,x) dans 

C°(IRt,tfx), alors Trac e f(t,A ) serai t une fonction continue en t. Mais 

—i tx 
(t,x) e  n' a pas cette propriété. 

-ttA 
On va définir Trac e e comm e une distribution. 

Proposition 1.10.13 : L'application : 

^ 3 <f> + Trace g (A) o ù g(x ) = e ltX<J>(t)dt . 

s-itA définit une distribution tempérée notée Trace 
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Démonstration : <J > g  - <J> étant continue de dan s "S ,  il reste à montrer 

que |Trac e g(A)| < C  P(g) pour un C  e IR et une semi-norme P convenable. Or 

on a : 

|Zg(A )| =|E(1+A2) N ( 1 + A?)N g(A.)| 
j j  j  3 3  3 

<(S(1+X?) N) sup |(l+t 2)N g(t)| . 
j J tei R 

Or, on a montré dans la proposition 1.9.8, qu il existait Nq te l que : 

E(l+A ) 
-N 
o C oo 

La proposition est donc démontrée. 

-itA 

Il sera intéressant dfétudier les singularités de Trace (e ) . Ceci sera fait 
au chapitre II. 

1.11 - Calcul fonctionnel sur les opérateurs globalement elliptiques 

(Théorie o.p.d.). 

On garde les hypothèses du paragraphe précédent et on suppose de plus 

que A  =  A es t inversible et positif, i.e. a (A ) cIR+. o p  o 

On a vu (cf. ex. 1.10.4) que l'on peut définir abstraitement A Z pou r tout z 6 Œ. 

On a d'abord le théorème suivant : 

Théorème 1.11.1 : Soit S-^G Gm'C^ un opérateur globalement elliptique d'ordre 

m >0 (m 6 IN) , formellement autoadjoint, strictement positif. 

Soit A  = Aq l'extensio n autoadjointe associée. Alors A Z(z 6 Œ) peut être  

défini comme un opérateur pseudodifférentiel dans G™ R e Z *  . 

Le théorème suivant précise et généralise le théorème 1.11.1. 

Théorème 1.11.2 : Soit f  une fonction d'une variable réelle A  à valeur complexe  

vérifiant les propriétés d'un symbole classique d'Hormander d'ordre r : 

(1.11.1) |f(k)(X)|< Ck(l +|A|)
r- k . 
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Alors, sous les hypothèses d u théorème 1 . 1 1 . 1 , f  (Aq) est inclus dans G™ et son  

symbole de Weyl a ^ admet un développement du type 

( 1 . 1 1 . 2 ) af 
m 

j=0 f ,rm-j 
avec a . .  6 r m r ^ f,rm-j 1 

(1.11.3) a. =  f(a ) r, rm m 

( 1 . 1 1 . 4 ) a_ .  = a .  .f'(a ) f,rm-1 m- 1 m 

(1.11.5) Pour J f,rm- j 

j 
E 
i 

djk(a) 

k! f(k)(am) 

où les d ^ n e dépenden t que de a  e t sont inclus dans r m k ^ . 

De plus, si f(A ) ~ E c..Ar ^ (pou r A >0), alors f(A Q ) est dans G^m,C^ . 

Remarque 1.11.3 :  En fait, il suffit de faire 1!hypothèse ( 1 . 1 1 . 1 ) dans IR+. 

Nous ne démontrerons pas dans ce cours le théorème 1 . 1 1 . 2 . 

Remarque 1 . 1 1 . 4 :  E n particulier, dans le cas où f(A ) = AZ pou r A >0, on obtient 

que le symbole de Weyl de AZ, a(z), admet un développement (en termes homogènes si 

z es t réel) de la forme : 

a(z) - E a (z ) mRez-j 1 J 

avec 

( 1 . 1 1 . 6 ) 

amRez ( z ) z 
- a m pour |x |+|c| asse z grand 

amRez-l(z) z-1 = za ,.a m-1 m 

amRez-j ( z ) J 
= E 
1 
(~l)k 

d i k ( a ) 

k! 
z(z-l)...(z-k+l)aZ k , 

m 

Nous démontrerons ici le théorème ( 1 . 1 1 . 1 ) et la propriété ( 1 . 1 1 . 6 ) . 

Démonstration du théorème 1 . 1 1 . 1 :  A Z a  été défini "abstraitement" au §1.10 

(cf. 1 .10 .4) e t on a vu que, sur D°°( = ~^(IRn) ), on avait (cf. Remarque 1 .10 .8) : 

( 1 . 1 1 . 7 ) 
z z  z  +z 

A .A - A z ,  Vz , z G  Œ. 
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Il suffira donc de démontrer le théorème dans le cas où Rez<0 . On concluera 

dans le cas général en utilisant (1.11.17) et pour les formules (1.11.6) un 

argument de prolongement analytique. 

Soit maintenant r l e contour dans Œ  défin i par exemple par la réunion de 

ri - {pe 
x2 

-°°<P^-e} 

r 2 = {ee 
i I +t 0<t<,} 

r 3 - {p e 

n/2 
e<p<+oo} 

° p < V 

On choisit e  asse z petit de sorte que r soi t à gauche de a  (A Q). 

Posons alors : 

B z = 
1 
¿11 

X z ( A - X ) " 1 d X 

2 
où on a pris la détermination principale de X  dan s ÎC\1 R 

L'intégrale est convergente dans »j£(L2,L2) car Re z <0 e t on a (A étant auto-

adjoint) pour X  6 T : 

(1.11.8) | | ( A - X ) ~ 1 | | < : C d ( X , a ( A o ) ) " 1

> < 
c 

|A|+1 

Remarquons maintenant qu'on a, pour j  6 ]N : 

Z *j 
1 

21ТГ,. Л 2 ( А - Л ) ' 1 ф . ( 1 Л . 1 
L2iTîJr, 

Х 2 (Х ; . -Л)" 1 (1Х)ф : . 
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Utilisant la théorie de Cauchy, on constate que 

B <f> . - AZ4>. ( j e IN) 
z i  i l 

On montre ainsi que : 

(1.11.9) AZ = 1 
2iiT A

Z(A-A) 1 dA . 

La démonstration du théorème résultera d'une étude soigneuse du symbole de l'opé-

rateur pseudodifférentiel (A-A) Pou r tout A  6 T, (A-A) es t inversible et on 

a vu (cf. proposition 1.7.5) que (A-A ) * es t un o.p.d. (plus généralement pour 

tout A  6 COp(Ao)). En suivant soigneusement dans la démonstration la dépendance 

en A  , on obtiendrait que le symbole de Weyl q(x,Ç,A ) d e (A-A )  ̂dépen d de 

manière C 00 d e A  e t qu'on a : 

(1.11.10) V K c C(a (A )) , V(a,6) 6 IN2n , 3 C(K,a,$) t.q . 

|DVq(x,C,A)| < C(K,a,E)A(x,0~ m" | a |- | e | 

Cette information est insuffisante et on doit examiner plus soigneusement la 

dépendance du symbole en A . Pour s'éviter quelques problèmes techniques, on fera 

l'hypothèse : 

(1.11.11) L'opérateu r J{j considér é est un polynôme de x  et d e degré m. 

Soit E le sous-ensemble de Ca (A ) construit comme étant la réunion du complé-
P o 

mentaire du cône : |arg z|<a (avec a <0) et d'une bande assez petite centrée à 

l'origine : 

V V 

3n introduit la classe p s»m»^ symbole s définie par : 
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(1.11.12) r S , I , m =  {a eC°°(;iR2nxZ);V a, V 8 , 3 C Q t. q : 
ap 

Ia« A ( X , S , a ) | <c a B a[x, Ç )|A|
1 / m]) s-l"l - l 6 l } 

On voit facilement que, si (1.11.11) est vérifiée, (</{,-A) admet un symbole de Weyl 

dans Tm'Z'sa. On notera : Q.H.-X) 6 G1"'^"1 . 

Par ailleurs, son symbole principal est elliptique en (x,£,À), en ce sens qu'il 

vérifie : 

(1.11.13) |am(x,Ç,A)|>C(|x| + U I + U | 1 / m ) m 

pour |x|+|ç|+|A|
1/m assez grand 

où a(x,£,A) = a (x,C)-A . m m 

On peut alors faire une théorie elliptique (en (x,£,A)) "avec paramètre" et cons-

truire une paramétrixe Q , tell e que 

Q^. (A-A) =  1 + RX 

(̂ -A).Q =  1+ R' 

où Q g  G-m,Z,m ( e t R , e G —,E,m_ 
A A  A 

Compte tenu de (1.11.18), on peut montrer alors (cf. proposition 1.7.5) en contrô-

lant soigneusement la dépendance en A  que (A-A) * es t lui-même dans G m , ^ , m

 e t 

qu'on a 

(1.1.15) (A-A)"1 - Qx 6 G-"'
E'm 

Si on analyse la construction de la paramétrixe ,  on peut donner une informa-

tion plus précise sur q(x,£,A) ; q(x,£,A) admet un développement asymptotique de 

la forme : 

(1.11.16) q(x,£,A) -q_ m(x,Ç,A)+q_m_1(x,Ç,A)+...+q_m_j(x,£,A) 

(la somme asymptotique étant prise au sens des symboles en (x,£,A)). 
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On a de plus pour |x|+|ç|+|\ | >R avec R assez grand, X 6 Z 

(1.11.17) 

q_m(x,Ç,x) = (ani(x,^)-X)
 1 

m 

q=m-1(x,£,z) 
am-1(x,£) 

(am(x,£)-z)2 

q .(x,Ç,A ) = -m-j 

i 

k=l 
d..(a)(am(x,C)-A)

 k 1 

i k m 

avec d. , (a) dans R M K  ̂(e n fait homogène de degré mk-j en (x,£)). 
1 

Remarque 1.11.5 : Sou s l'hypothèse (1.11.11), d., (a) est polynomial en (x,£) et 
J k 

on a donc : 

(1.11.18) q_mH(x,£,A) = 
j 

k=[j/m ,
dik (a) (a (x,0"X)"

k 1 

Revenons à la formule (1.11.9). Le candidat à être le symbole de AZ est,s'il existe: 

(1.11.19) az(x,Ç) = 
1 

2i7T~ X"q(x,£,X)d; 

Comme on a, pour |x|+|ç | < R e t AG T : 

|DaxDB£(x,£,Z)|<Cab(1+|Z|)-1 

on n'a pas de problème dans cette zone. 

On suppose donc dorénavant |x|+|ç | > R e t on utilise (1.11.16) : 

(1.11.20) 1 
2i7T R 

XZq(x,£,X)dX 
N-l 

1=( 

1 
2iiT 

* V m _ j (x,Ç,X)dX 

h 1 

2iir Aq(x,Ç,A)dA 

N/ r u J -m-N ,R,m ou q  (x,£,A) es t dans T 9 

Examinons le second membre de (1.11.20). Pour |x|+|ç | > R, on a : 

|x|+|ç|+|A|>R e t par conséquent, d'après (1.11.17) : 

f AZq (x,Ç,A)d A = Z d. , (a) y j - J AZ(a - A) k 1  dA . 
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D'où, en appliquant le théorème des résidus : 

Ì (-l)k d., (a) 
k=l J k 

z(z-1)...(z-k) 

k! 
z-k de f f r . am -  2 n .(z;x,Ç ) m -  mRez- j 

Il ne reste plus, pour montrer que A Z es t un opérateur pseudodifférentiel, qu'à 

montrer : 
1 
2Ì7T 

A2 q\x,Ç,A)dA 6 r; M ( N )(IR 2 n) 

avec M(N ) - > °° lorsque N  ten d vers 1' 00 .  Ceci résulte immédiatement de la 

•-^ N  _  . -m-N ,r,m propriété que q  es t dans r , 

1.12 - Caractérisation des opérateurs pseudodifférentiels (d'après Beals). 

On se propose dans ce paragraphe de démontrer la caractérisation sui-

vante des classes G ° : 

P 
Théorème 1.12.1 : Soit 1  >ç>> 0 e_ t B  une application linéaire de (IR n) 

dans :?'(IR n). 

On pose : 
LjB = [iXj,B] = iXjB-iBXj (j=l,...,n ) 

M.B = [D. ,B ] = D B-B D 

et si a ,8 G ( Z+ ) n son t des multiindices, on pose : 

, v a, a 3 , 8 
B " - L . 1 . . . L n M. 1....M nB 
(8) 1  n i n 

Alors B est dans G°(IRn) si et seulement si, pour tous a ,8 6 (Z+)
n , 1'opéra-

z \ a, a 8 i 8 
teur B  « =  L,1... L "M,1... M n B  . 

(8) 1  n i n 

Alors B est dans G ° ( I R N ) si et seulement si, pour tous a ,8 G ( Z+ )
n , 

l'opérateur a  une extension continue de B ~  ̂ 1 a 1 + 1 ^ 1 ) P (IR1^) dans L 2 ( I R N ) . 

Montrons d'abord la partie facile du théorème. 
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Lerame 1.12.2 : S i B  es t dans G°(IR n), alors pou r tout a , 86 ,  1Topéra-

teur B^ x a une extension continue de B  ^lal+l^l^p (IR n) dans L2(IRn) . 
(p; — — — 

Le lemme est vrai pour p = 0 , mais compte tenu de ce que nous avons démontré dans 

ce cours, nous ne ferons ici la démonstration que dans le cas où p  > 0 . 

Si B  s'écri t sous la forme 

(1.12.1) Bu = e i < X ^ > a ( x , O u ( 0 < t C 

avec 

(1.12.2) a G r°(IR2n) . 
P 

on vérifie immédiatement que B^° ^ es t un opérateur pseudodifférentiel de symbole 

(33D°ta)(x,Ç) dan s r~"p ( 'a '+ ' 6 ' ) (IR2n) . Le lemme se déduit alors du théorème 
x T, p 

(1.4.7) et de la proposition (1.6.3). 

Montrons maintenant le : 

Lemme 1 .12.3 : Soi t B  un e application linéaire de *f dan s -̂f' telle que, 

pour tout a , 8 dans ( z )n , l'opérateur B^ ^ admett e une extension continue 
+ ( 8 ) 

de L 2(IRn) dans L2(IRn). Alors B  appartien t à G°(IR n). 

Démonstration : Nous cherchons d'abord une écriture formelle du symbole b (usuel, 

cf. (1.12.1) en supposant par exemple que B  es t continu de ;/' dans S • 

Posons 

(1.12.3) e^(x) = e 

et soit g  6 53 tel que g(0 ) = 1 e t tel que : g(x) = g(-x). 

Posons : g (y) = g(y-x). 

Si u  G  ̂, on a : 

u(x) = u(x)gx(x) = e 1 ( X y '°g (y)u(y)dy<r£ 

f i y' Ce (x) g (x)u(y)dyte 

on obtient alors formellement : 

Bu(x) = e~iyX B(e cgy)(x) u (y )dy<K 
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ei<x y,Ç>b ( X j y > 0 u ( y ) d y £ ç 

e 1 X' C b(x,Ç) û(Ç)i ç 

où 

(1.12.4) bQ(x,yfÇ) = e (x)B( e g )(x) 

et 

(1.12.5) b(x,0 = f[e1 < X y' n C> bo(x,y,n)o'ndy 

Les estimations qui vont suivre permettront de donner un sens à l'intégrale oscil-

lante (1.12.5). 

. 2 
Considérons d'abord b o(x,y,C) défini en (1.12.4). Si B  es t continu de L dan s 
2 . 2 
L , on déduit de (1.12.4) l'estimation L suivant e pour b̂  considérée comme fonc-
tion de x  dépendan t des paramètres y  et £. 

H V x > y > « l l Z ^ n ^ l W L 2 2 I M y l l -> n 

( 1 . 1 2 . 6 ) | | b ( x , y , Ç ) | | < | | B | | 2 2 l l g l l 
l/(R") £ ( I / , L Z ) 

Considérons maintenant ( D x b Q ) ( x , y ,Ç) , on a: 

D x . b 0 ( x , y , Ç ) = - i Ç i . e _ ç ( x ) B ( e ç g y ) ( x ) 

+ e _ . ( x ) D x [ B ( e ç g y ) ] ( x ) = - i C i e _ ç ( x ) B ( e ç g y ) ( x ) 

+ e _ ç ( x ) [ D x ,B] [ ( e ç g y ) ] ( x ) + e _ ç ( x ) ( B ( D y ( e c g y ) ) ) ( x ) 
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( 1 . 1 2 . 7 ) D x ^ b 0 ( x , y , Ç ) = e - Ç ( x ) [D x , B ] ( e ç g y ) U ! 

+ e ^ ^ ( x ) ( B [ e r . ( + D x g ) y ] ) ( x ) 

D'où 

Cl . 1 2 . 8 ] ||D b (x ,y ,€) | | , n . < | | l D x , B ] | | 2 2 - H g l M l B l I | |D x , g | | 

Etudions maintenant 
(Dyib0). 

on a : 

( 1 . 1 2 . 9 ) D y > b o ( x , y , C ) = e - Ç ( x ) B ( e ç ( - D x g ) y ) ( x ) 

D'où 

( 1 . 1 2 . 1 0 ) ||D b ( x , y , 0 | | 2 n « l | B | l 2 2 l l ^ x . ^ H 2 
y i 0 i/(jRx) £ a",i/) Xi L 

Regardons enfin (D£ib0), on a : 

D ç b o ( x , y , C ) « - x i . e ^ c ( x ) B ( e c g y ) ( x ) + e ^ ( x ) B [ x . g y ] ( x ) 

( 1 . 1 2 . 1 1 ) D ç b 0 ( x , y , Ç ) * e _ 4 ( x ) [ B f x i ] ( e . . g y ) ( x ) 

D'où 

( 1 . 1 2 . 1 2 ) MD, b (X, y,4)11 , 
4 ° l 

„ i l l l B . x j l l , 2 ! | g ü 
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Si on regarde les formules (1.12.7), (1.12.9) et (1.12.11), on obtient aisément 

par récurrence qu'il existe pour tout a , 8 , y 6 2Z+n un e constante universelle 

C n tell e que : 
a8y 

1.12.13) 

<CaBy 
|a|<|a| 

8 |< | 8 

D 0D°D Yb 

x C y o 
(x,y ,Ç) 

(8 X(L2,L2) 
X |a|+|3 |+|ï| 

H 

où H ^ a l + ^ l + 'Y^(]Rn ) désigne l'espace de Sobolev usuel construit sur L2(]Rn). 

On a par conséquent montré que : 

(1 .12.14) | |D 6 DVb (x,y , )|| <  C 
x £ y o J

 L 2 a3 y 
x 

~ 2  2 
où les ^ a^y son t des constantes ne dépendant que des normes dans ^(L ,L ) des 

B^a^ pou r |a | <|a| et | s | <|3|- Utilisant le théorème d'injection de Sobolev, 
(a) 

ÇA 
on en déduit : V a , 8. Y, 3 C n t.q : 

' '  '  a8 y 

(1.12.15) D № ; b o ( ^ « " < ? ? a B r 

i.e b e r ° № nx]R nxlR n) o o 

Si on avait démontré que b  étai t dans r°(]Rn x]Rn x]Rn ) avec p > 0 , la 
o o 

conclusion du lemme (1.12.3 ) serait immédiate (cf. Déf. 1.2.3 et Théorème 1.2.6). 

Il reste à généraliser l'étude faite au § 1.2 dan s le cas p = 0 . 
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Pour donner un sens à (1.12.15), on introduit l'opérateur différentiel : 

(1.12.16) L = 

-i(x-y).9 -i(€-n).3 +1 

H x - y | Z

+ | £ - n r 

qui vérifie ! 

(1.12.17) L.e 1 < x~y>n~Ç > = e1 < X"y»r,-É > 

On a alors : 

(1.12.18) b(x,Ç) = 
N i<x-y,n C>/t ) b (x,y,n)dndy e v  L o 

qui devient, pour N>2n+1 , une intégrale convergente grâce à (1.12.15). 

On déduit alors de (1.12.15) et (1.12.18) que 

b e r ° O R 2 n ) 
o 

et plus précisément : V a, 3, 3 te l que 

(1.12.19) |A«b(x,Ç)| < Ca 6 

ie plus les ^  ne dépendent que d'un nombre fini de normes dans J ^ ( L / , L ^ ) 

les B(«> . 
(B) 

)ans le cas général, on approche B  pa r des opérateurs continus de *lf' •> .̂ 

îoit h  eJ)(]Rn) égal e à 1 au voisinage de l'origine. Pour 0<e < 1 , on pose : 

p (x ,£)=h(ex) , q ( x , 0 = h ( e Ç ) 

P e = P e ( x , D ) , Q e = q e ( x , D ) , B e =P £ B Q £ . 
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Les opérateurs B  son t régularisants et pour tout u  dan s j * , on a : 
e 

(1.12.20) B u + Bu dan s C 00 

e 

et donc b^(x,y,£ ) (défini en 1.12.4 en remplaçant B  par B £) vérifie : 

(1.12.21) b^(x,y,£) b  (x,y,£) dans C° ° . 
£->0 

Par ailleurs : 

(1.12.22) Les 3 ^ 
e(6) 

décrivent quand eG]0,l[ des bornés de ^(L2(]Rn)) 

Il résulte de (1.12.20), (1.12.21), (1.12.22) et de la remarque suivant (1.12.19 ) 

que les symboles b _ convergent dans C  (IRn x lRn) ver s un symbole b  dan s r°(IRn) 

(défini par 1.12.18) et que : 

(1.12.23) b(x,D)u = lim B (x,D) u = Bu pou r u  dan s . 
£+0 £ 

Démonstration du théorème 1.12.1 : Soit donc B  te l que, pour tous a ,3 G (Z+)
n, 

l'opérateur ai t une extension de B~( 'a' +' 3' ) p(IR n) dans L2(IRn). Il résulte 

du lemme (1.12.3) que B est dans G°(IR n) et défini par un symbole b(x,Ç) 

vérifiant : 

(1.12.24) |DV|b(x,0|<C a 3 . 

Si p = 0, on a terminé. Si par contre p est strictement positif, les estimations 

(1.12.24) sont insuffisamment précises. 

Remarquons maintenant que, compte tenu de la remarque précédant le lemme (1.12.3), 

on a : 

(1.12.25) Be G° «b<°> e G" pOoMeDuR») v a . e e ( z + ) n . 
P (3 ) ° 

Considérons donc B ^ e t soit j £ u n opérateur globalement elliptique dans 

G

p ( l a l + l e l W n ) . 

On remarque maintenant que : 

(1.12.26) B ( 6 ) 
G - P ( I « I + | B | ) . . 
O 

b^ Î .X e G >n ) 
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Ceci résulte immédiatement de l'existence d'une paramétrixe pour *fa^ (Th . 1.5.7) 

Pour démontrer le thr̂ rème (1.12.1), il ne reste plus à démontrer que B .̂ et D 

vérifie les hypothèses du lemme (1.12.3) . Montrons tout d'abord que : 

(1.12.27) B;";.# „ s e prolonge en un opérateur de L (IR ) dans L (H )  . 
( p ) Ot D 

D'après la proposition 1.6.11, «£ag
 e s t contin u de L2(]Rn) dans 

fi p(|a|+|3|) e t g(a ) e g t p a r hypothès e prolongeable en un opérateur continu de 

B P( l a l + | S | ) d a n s L

2

< Q n e n dédui t immédiatement (1.12.27) . 

Considérons maintenant par exemple [Dwi,B(a)(b).Lab) 

on a : [Dwi,B(a)(b).Lab=[Dwi,B(a)(b).Lab]+[[Dwi,B(a)(b).Lab] 

hjdshshi 
appartient à G*p^'a' + '̂  1 et donc a fortiori à G +p(W 1*1) . 

o 

Par conséquent, B^.tD ^ , ]  se prolonge en un opérateur continu de L^(]Rn) 

dans L (]Rn ). Remarquons maintenant que Dx ' B ( 6 ) " B(3) 
se prolonge par 

hypothèse en un opérateur continu de B p ^ l a l + l̂ l +  ̂dan s e t donc a fortiori de 

- P ( l a l + | $ l ) , T 2 „ „ «C01"»"1) B dan s L . Par conséquent, B̂   ̂*̂ a 3 s e Pr°l°n§e en un operateur 
2 2 

continu de L dan s L . On démontre alors (1.12.27) par récurrence. Le théorème 

est ainsi démontré compte tenu de (1.12.25), (1.12.26) et (1.12.27). 
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II -  OPERATEURS FQURIER INTÉGRAUX SUR IR*1 (D'APRES B. HELFFER - D. ROBERT) 

Dans le chapitre I, on a rappelé, en suivant de plus ou moins près le livre 

de Subin, la théorie des opérateurs pseudodifférentiels globaux et on a déjà 

démontré un certain nombre de résultats qualitatifs concernant la théorie spec-

trale. 

Dans ce chapitre, on va étudier différentes classes de Fourier-intégraux globaux 

sur Kn pouvan t être utiles pour notre problème (cf. chapitre III) et des pro-

blèmes voisins. 

2.1 -une classe générale d'opération Fourier-intégraux. 

On s'intéresse ici á donner un sens á des intégrales du type : 

(2.1.1) (I(a,cJ>).f)(x) = 

e y 

e Í ( K x' 6' y )a(x,G , y ) f ( y )dy de 

où E€ ^(]R n), x€]Rn 

On doit considérer bien entendu cette intégrale comme une "intégrale oscillante", 

c'est-à-dire lui donner un sens par des intégrations par parties (on précisera 

dans ce paragraphe). 

On fait sur (j) les hypothèses suivantes : 

(Hl) <f> : ]Rn x]RN x]Rn - > ]R est une application C 

Si on pose comme au chapitre I 
2 2 2 1 / 2 

\(x,e,y) = (í + lxl+lyl+ler) 

(H2) / (a,8,y) 6 Hn x]Nn xuN ,  il existe te l que 

| 9 V 3 ^ ( x , e , y ) | < c a 3 Y ( x ( x , y , e ) ) ( 2 - ( i a l + l 6 l + ^ | ) ) 

(H3) Il existe des réels K ,K >  0 tel s que 

K1.X(x,6,y)< XO <M e<|>,y) <K2X(x,0,y) 

(H3)* Il existe des réels ,  >  0 tel s que 

K * . x(x , e , y ) < x(x,3e<i>,ax<l>) <K*x(x,e,y) . 
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On définit également la classe d'amplitude de la manière suivante : 

Soient u 6 R,p6 [0,1 ] ,  fi un ouvert de ]R n x]RN x]Rn . On pose *. 

(2.1.2; Î (fi) - {aec-(n):|aV3jaKc f t A C ^ , e , y ) v-P(|o t|H-| 3 |-|v|) > 

p x  y o otp y 

Lorsque fi = ]Rnx ]RNx ]Rn , r̂ (fi) est la classe définie au chapitre I. On notera 
P 

simplement s'i l n'y a pas d'ambiguïté. 

Soient donc <j> vérifiant (Hl), (H2) et (H3) et a  dan s r^; on se propose de 

préciser le sens que l'on donne à (2.1.1) comme intégrale oscillante. Pour cela, 

on procède suivant la méthode classique. 

I(a,4>)f étant bien défini pour a  6 ~$ , il s'agit de montrer que l'on peut passer 

à la limite à l'aide d'intégrations par parties. 

Soit donc, comme au chapitre I, x u n e fonctio n dans tell e que x(0) = 1 

et posons : 

(2.1.3) ap(x,6,y) = x(P 1(x,6,y)) a(x,9,y) . 

On a la 

Proposition 2.1.1 : 

i) Pour tout f  € 3 (]Rn) , tout x6K n, (i( a ,<J>)f)(x) adme t une limite 

lorsque p  -> «> , indépendante de la fonction x • On pose alors 

(2.1.4) I(a,<J>)f = lim I(a ,<j>)f 
D-> 00 P 

ii) I(a,(j)) définit un opérateur linéaire continu de ~$ (]Rn ) dans lui-même. 

iii) Si de plus, <j ) vérifie H*, alors I(a,<J> ) se prolonge en un opérateur  

linéaire continu de ^ ' (]Rn ) dans lui-même. 

Démonstration : Soi t ô  € C°°(]R ) tell e que sup p 6 c [-1,2] et telle que o — 
6 = 1 su r [0,1]. 

Pour tout e  > 0 , on pose 

(2.1.5) w (x,e,y) =0 
e 

' l o l 2 + K < H 2 

e A(x,9,y) 
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L'hypothèse (H3) implique qu'il existe y > 0 te l que l'on ait sur le support de ŵ : 

(2.1.6) 
o 1 /2 I/ O 

A(x,0,y)) < Y[ d+|y|) +  e1/ZA(x,e,y)] . 

Par conséquent, il exite e t une constante Y Q > telle que pour tout e < , 

on ait l'inégalité : 

(2.1.7) 
. .2 1/2 

A(x,6,y)< Y (l + |y|) 

sur le support de w 

Dans ce qui suit, on fixe e  = e 
o 

Il est immédiat qu alors : I (u) a  ,4>)f es t une intégrale absolument convergente 
e

0 P 
et que l'on a : 

(2.1.8) lim I (u)_ a ,(f))f = I((iip a,cj))f 
R» * > O  P  En 

£n utilisant (H2) on montre également aisément que I(d)£ a,(J) ) est un opérateur 
n 0 

continu DEI* (TR ) dans lui-même. Pour étudier liml((l-w, )a , cf>)f, on introduit 
p^+œ c. Q p 

l'opérateur : 

(2.1.9) 
L=i-1 

n 

j=1 
3 4 ) 
^ 1 

9 
3y • 

N 

i = l 
; a e . * > 

8 

I a * | 2 + |3 d)|2 

On a clairement 

(2.1.10) Le 1^ = e1^ (sous réserve que le dénominateur de (2.1.9) soit non nul). 

Soit fi  l'ouver t de ]R n x]RNx]Rn défin i par o 

(2.1.11) fio = {(x,e,y),|3y(j)|
2 + |a ecp|

2>^ A(x ,e, y)
2} . 

Si *" L désign e le transposé de L , on a le 

Lemme 2.1.2 : Pour tout entier q  >0, on a,pour tout b  dan s C°°(]R y x ]R̂  ) : 

(2.1.12) (\)%\^ £ )b ) = 2 
|a| + |B|<q 

gqa,b.ebyebo((1-weo)b) 

où les g q „ sont dans r q(fi ) et ne dépendent que de <J> . °a, 8 o  o 

On démontre le lemme par récurrence. Il est clairement vérifié pour q  = 0 . On 

voit maintenant facilement que : 
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( 2 . 1 . 1 3 ) 
L=EFj 3 

3 y . 
+ E G. 3 

ae. 
i 

•H 

où F. e r 1(fi ) 
J o  o 

G. € T *(fi ) J o  o 
H e r 2 (fi ) 

o o 

Ces derniers points résultent de l'hypothèse (H2). La récurrence se démontre 

alors immédiatement. 

Fin de la démonstration de la proposition 2 . 1 . 1 . 

Pour tout entier q  > 0 , on a, compte tenu de ( 2 . 1 . 1 0 ) : 

( 2 . 1 . 1 4 ) (I((l^e )a,<j))f(x) = 
o P 

ei*(x ,6,y) (t L )q ( ( 1. U £ ) a f ) d y d e 

O 

Or : 

( 2 . 1 . 1 5 ) ( L )% 1-a)^ )a f) décrit (quand p varie) un borné de r 
o P 0 

et 

( 2 . 1 . 1 6 ) lim ( V k O - w ) a f)(x,6,y) = (^^(l-œ )af)(x, 0,y) 
p-« £o p e o 

pour tout (x ,0,y) e Hnx]RNx]Rn 

Enfin, on a, pour tout s  ̂n + N ; 

(2.1 . m \ s(x ,e ,y )ded y < Y s x(x) n + N s  ; 

Il résulte alors de (2.1.14) à ( 2 . 1 . 1 7 ) que l'on a (grâce au théorème de conver-

gence dominée) : 

( 2 . 1 . 1 8 ] lim (I((l-^ )a ,$)f(x) = • ei*(x, e,y) ( (t L )q ( ( 1_^ ) a f ) d y d e ^ 

o 

où q  vérifi e q  > n + N + y . 

( 2 . 1 . 8 ) e t ( 2 . 1 . 1 8 ) permetten t de démontrer le point i) de la proposition. 

Montrons maintenant queI((l-o) )a,<t>) est continu de ^ (!R n) dans • 
o 

Compte tenu de ( 2 . 1 . 1 3 ) e t ( 2 . 1 . 1 8 ) , o n a : 

( 2 . 1 . 1 9 ) I((1-Û>£ )a,4>)f(x) -
o I yl<q 

ei^(x,e,y) h(q) ( x j 6 ) a Y f 

Y y 

avec Vhy(q) E TU-Q 

D'autre part, on a : 
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(2.1.20) 
[Dwi,B(a)(b(x,o,y))E ru-q+|a|+|B-

On déduit de (2.1.19) et (2.1.20) que, pour q>n+N+y+| a\+|B|, il existe une cons-

tante Qv,3,q tell e que : 

(2.1.21) |x°. 3J(I((l^ e )a>«f)(x)KG a^ 6 ] Rnl^f(x)| 

|Yl<q 

(2.1.21) démontr e la continuité de 1(1- w )a,$) . 
o 

Le point (iii) de la proposition est une conséquence de ce qui précède. 

En effet, posons F=I(a,^ ) et désignons par TJ? le transposé de F. 

On a à démontrer que T F opèr e continûment de ^ (3R n ) dans lui-même. 

Posons : 
T(x,6,y) = <f>(y,e,x) 

atx,6,y) = a(y,6 i<) 

<J> vérifient (H3) * , <J> vérifie (H3). On en déduit alors facilement que tF=I(a,J). 

Par conséquent, iii) résulte de ii). 

Remarque 2.1.3 : Le calcul développé ici généralise celui développé au chapitre I. 

On prend en effet N  = n, (J>(x,y,0) =<x-y,0> e t on remarque que si a  6 II™ (]R ~*n) , 

il existe y  te l que a 6 (]R 3n) . 

Remarque 2.1.3 bis : L e calcul défini ci-dessus est encore valide si les hypo-

thèses sur <j> ne sont satisfaites que sur le support de a. 

Proposition 2.1.4 Compositio n de deux Fourier-intégraux : Soient ^j»^ deu x 

phases vérifiant (HI), (H2) et (H3). Posons : 

(2.1.22) <Kx,e,z) = *1(x,e1,y)+(j)2(y,e2,z: 

ave< 
N l 

e. e JR 1 

N2 
e 2 e iR z , 

x e ]Rn , y e Kn , z e iRn , 0= (e ,y ,e z ) . 

Alors cfr vérifie (HI), (H2), (H3) .et, pour tous 
y l 

a , e r 1 o 
n2 

a 2 6 r o 
on a 

(2.1.23) Kaj,^) o I(a2,<|)2) =I(aJ i a2 ,$) 
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avec (ajx a2)(x,0?z) = a1(x,91,y)a2(y,e2,z). 

Démonstration : (Hl) et (H2) sont immédiates à vérifier pour <(> . 

Concentrons nous donc sur l'hypothèse (H3). La majoration étant évidente, il nous 

suffit donc de vérifier que <j) satisfait l'inégalité : 

(2.1.24) il existe K> 0 te l que : 

x(x,e1,y,e2,z) < K x<z,a z<j) 2, 1-
|" 9

y4> 2,
3

e x^i *
3e 2

4 >2 } 

La propriété (H3) appliquée à (f) ^ et § ^ montr e qu'il existe C> 0 tell e que : 

(2.1.25) A(x,61,y,G2,z)< C XOy ĵ ,3Q 4»j ,y,3 4» 2,3z<|>2,z) 

mais on a également : 

(2.1.26) X(y) < C X(9 0 (|)2;3z<(»2>z) 

(d'après H3 appliqué à <\>̂ ) 

et 

(2.1.27) |3y4)2| < c" x(y,e 2,z) < C " ( x O e 4> 2,3z<|>2,z)) 

(d'après H2 et H3 appliqués à <J>2). 

Enfin, on remarque que 

(2.1.28) I V l l < I V l + V 2 ' + ' V 2 1 ' 

Les inégalités (2.1.25) à (2.1.28) impliquent (2.1.24). 

Vérifions maintenant la formule de composition (2.1.23). Introduisons pour cela 

les suites de fonctions (i=l,2): 

N. 
'(x,e.,y) - exp(-p"1(|x|2+|6i|

2+|y|2)) ; (x,9.,y) G ]Rnx ]R  ̂]Rn . 

Il est clair que (2.1.23) est vérifiée pour : 

1 1 2 2 
p 1  p p  2  p 

or : Xp(x,e1,y).Xp(y,e2,z) = exp(-P"
1(|x| 2*-2|y| 2

+|e 1|
2+|e 2|

2

+|z|
2)) 
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D'où il résulte que 

(2.1.29) lim (I(a*.a2,(j>)f)(x) = (iUj .a2,<j>)f) (x) 
p -> oo P  P 

pour tout f  6 j (]Rn) . 

D'autre part, la démonstration de la proposition (2.1.1) montre qu'il existe, pour 

tout £  6 ]N , pour j  = 1,2, un entier M . e t une constante C . >  0 
J » £ J  > *, 

telle que, pour tout f  dan s (]R n ) et tout p  > 1, on ait : 

(2.1.30) 
M i ' 4 v f | |

B *
< c * , j | | f l |

B v 

On déduit d'abord de (2.1.30) que , pour tout fQ fixé dans "J (3Rn ) , g^=I (a2,$2)fq 

décrit un borné de *J (]Rn) quan d p  varie . *F (lRn ) étant un espace de Montel, 

on peut, quitte à extraire une sous-suite, supposer que converg e dans 

vers g  = I(a2,$2)f dan s 

Or, on a : 

(2.1.31) 
||I(a1p,O1)gp-I(a1,O1)g||Bl< 

< ||I(a1p,O1)(gp-g)||Bl+|-(I(a1p,O1)-I(a1,O1))g||Blm 

Quitte à extraire de nouveau une sous-suite, on peut supposer que : 

(2.1.32) iUp,* - )g -> Kaj^ ĝ dan s ^(3Rn ) 

Il résulte alors de(2.1.30) à (2.1.32) que, pour tout £, quitte à extraire une sous-
suite, on a : 1 2 £ 
(2.1.33) I (a ,(!>,),Ka ,<jOf + I(a ,<j> ) .I(a ,cf> 9)f dan s B 

p l p Z o 1 1 z  z  o 

On déduit de (2.1.29) et (2.1.33) la relation (2.1.23). c.q.f.d . 

Comparaison avec la théorie de Asada-Fujiwara 

Considérons une classe de phase où l'on remplace les hypothèses (H3) e t (H3) 

par l'hypothèse : 

(H4) Il existe une constante strictement positive tell e que 

|det D(*)(x,e,y)|*6 0 

où D(<£ ) es t la matrice carrée : 
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(2.1.34) D(4>) ( x , 6 , y ) 

a 2 é 
DXDY x , e , y ) 

3 2 * [ x , e , y ) 

3 2 é 
3 x 3 6 

[ x , e , y ) 

a 2 * 
3 6 3 6 ' 

x . Ô . y ) 

Cette hypothèse est plus forte que les hypothèses (H3) et (H3) ,  on a eri effet 

le lemme suivant : 

Lemme 2.1.5 : Soit <f> une phase vérifiant (Hl), (H2) et_ (H4) , alors elle vérifie  
(H3) et (H3)*. 

Considérons l'application h  défini e par 

(2.1.35) (x,0,y) +  h(x,0,y) = (n,£,y) = (-•y.̂ .y) 

La matrice jacobienne de h  s'écri t : 

(2.1.36) 

T y x 

0 

9 e e 

o 

Vyy 

* 6 y 

I 

et son déterminant est égal en valeur absolue à | det D (<p) (x,0 ,y) | . 

Il résulte alors de l'hypothèse (H4) et d'un théorème classque d'inversion 

globale que h  es t un difféomorphisme global de lR nx ]RNx ]Rn su r ]R nx ]RNx ]Rn 

et que l'inverse h  ^ vérifie 

(2.1.37) ||(h ^ ' (n.Cy)!! <  C  A(n,C,y). 

L'inégalité (H3) en résulte. 

Pour démontrer (H3)* , on considère l'application g  défini e par : 

(2.1.38) 
g 

(x,0,y) +  g(x ,0,y) = (x,ç,Ç) = (x,<̂ ,d>x) 

et on raisonne comme précédemment. 

Asada et Fujiwara ont démontré le théorème suivant (dont nous donnerons des 

démonstrations dans des cas particuliers) : 

Théorème 2.1.6 : Soit <J > une phase vérifiant (Hl), (H2) e_t (H4) et soit a 

une amplitude dans r°(lRnx ]R̂x ]Rn ) 9 alors I(a,4> ) se prolonge en un opérateur  

continu de L 2(lRn) dans L2(]Rn). 

67 



B. HELFFER 

Proposition 2.1.7 : Soient ^j» ^ deux phases vérifiant (Hl), (H2), (H4). Alors 

la phase cj) définie en (2.1.22) vérifie également (Hl), (H2) et (H4) . 

Démonstration : I l suffit de vérifier (H4). On a : 

(2.1.39) D(<j>) = 

0 

0 

ezQ2 

dydz 

e2O1 

d e 7 a z 

£O1 

exeo1 

a2<K 

eO1eO1 

D 2 

yeO1 

0 

eQ1 

dxay 

a24> 

ae1ay 

a24>. 

ayay 

a24>7 

>y«jy 

32<l>? 

eO2ay 

0 

0 

a24>9 

ayae 2 

a2<j>7 

eo2eO2 

On en déduit alors facilement que 

(2.1.40) |det D(<|>)| = |det 0( ^ ) 1 det E>C4>2> | 

(H4) s'e n déduit alors aisément. 

2.2 Les Fourier-Intégraux globaux "réguliers" 

Les classes précédentes d'amplitudes et de symboles sont trop générales pour 

espérer un calcul symbolique raisonnable. On va introduire dans ce paragraphe et 

le suivant des classes plus petites permettant un calcul. 

Auparavant, remarquons que, comme dans le cas des opérateurs pseudodifférentiels, 

on a la propriété suivante 

(2.2.1) Si a  6̂ (]R nx ]RNx]Rn ) et (j) vérifi e (Hl), (H2) et (H3) , I(a,* ) est à 

noyau dans "f(lRnx ]Rn ). 

Si (j) est une phase vérifiant (Hl), (H2) et (H4), on introduit une famille de 

voisinages fi,  d e la variété critique cf>' = 0 e n posant 

(2.2.2) n. =  { ( x , e , y ) e  mnx]RNx]Rn, | ( j > M 2 < e 2 ( | x | 2

+ | y | 2 + | e | 2 ) } 
q>,E e 

où e > 0 

On fait maintenant sur <J > l'hypothèse suivante : 

(2.2.3) (H5) i l existe e  >0 te l que <J> 6 T2(fi, ) o 1  œ , e o 
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et sur l'amplitude a  l'hypothès e : 

(2.2.4) (Al) I l existe e. >0, )j6 1, m 6 1 te l que : m I 

a 6 ry(IRnx]RNx]Rn) fi Tm(fiA ) ov 1  (J),̂  

On pose maintenant la définition : 

Définition 2.2.1 : Soit <J > une phase vérifiant (Hl), (H2) , (H4) et (H5) ; 

On désigne par m , (^ l'ensembl e des Fourier-intégraux qui peuvent s'écrire 

comme la somme d'un opérateur régularisant (i.e. à noyau dans ~J) et d'un opéi 

teur de la forme I(a,cJ>) où a  es t une amplitude vérifiant (Al) (o n écrira 
— m 

pour simplifier a t r ^ ' V 

Le lemme suivant justifie la notation rj m,<|> 

Lemme 2.2.2 : Si_ F appartient à J 1 1 1 ' ^ 9 il existe une amplitude b  dans 

Tm(]Rn x]RN x]Rn ) et un opérateur régularisant ^ tel que \ 

(2.2.5) F = I(b,d>) + %. 

Démonstration : Poson s e = infCê Ej). Par hypothèse, il existe a  dan s 

r y te l que a  G r?(fi )  et un opérateur régularisant 1̂1 te^- 3u e : 

o 1  è, e o 

(2.2.6) F = I(a,,J,) + JC0 • 

Compte tenu de (2.2.1) , on peut toujours supposer que a  es t nul si 

1*1 + |y | + |e | < i . 

Soit ô  une fonction C00 égal e à 1 sur f-1, + 1] et à support dans [-2,+2] . 

On décompose a  sou s la forme : 

!2.2.7) a = + a 2 

déf 
a 1 - ô 

4 U A I 2 

: 2 C | x | 2 + M 2 * | e | Z ) 

+ a . <5 
e Z ( | x | 2

+ | y | 2

+ | 6 | Z J 

Sur le support de aj, on a : 

(2.2.8) K l 2 * A | x | 2

+ | y | 2 * | e | 2 ) 

et donc, puisqu'on a supposé a  null e pour : |x|+|y|+|9| < 1, on a 
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(2.2.9) | ** | > § Ux,y,6) . 

De plus, a, appartient à (IR* 1 x]RN x]Rn ) e t on vérifie aisément en faisant des I o 

intégrations par parties en 9  et compte-tenu de (2.2.9Ï que le noyau-distri-

bution de I(a.,(j) ) défini par l'intégrale oscillante : 

(2.2.10) I(a1,4»)(x,y) = e i * ( x , y , e ) a i ( x y e ) d 0 

est dans ^(K n x]R n). 

On remarque maintenant que compte-tenu (2.2.7) aQ, qui est dans r m , < ^ et à 

iupport dans Q, .es t dans 
<J>,e 

m, , N _ n v T (]R x]R x]R ). c.q.f.d. 

Montrons maintenant que la classe introduite est stable par composition : 

Proposition 2.2.3 : Soient (Ĵ ,^ deux phases vérifiant (Hl), (H2) (H4) et. (H5) 

Alors la phase <J> définie en (2.1.22) vérifie (HI), (H2). (H4) et (H5). 

î l V ^ l .  rf m2,(f)2 De plus, si F j appartient à J e t F ^ appartien t à J ,  le 

d ml + m2' * ~  ~ ~ composé Fj.F ^ est dans J 

Démonstration : Poson s 0 = (9,,y,6 ) et supposons que (x,y,0)6 fi 1 2 <J>-, e 

où e  es t à choisir assez petit. 

On a : 

(2.2.11) O'0=(Q'1O1,O'1y+Q'2y,Q'2O2) 

On va montrer qu'il existe e  assez petit tel que l'on ait dans ÇL. : 
d>§e 

(2.2.12) X(x,0,z)* X(x,0 ,y) » A(y,02,z; 

(On entend ici par a^ b qu e l'on a 0 < c < £ < I ) . 
b c 

Or on a 
A(x,0,z) < A(x,0 ,y) + A(y,0 ,z) 

< A(x,0l>y) + ^(y^2y
,ct>20 } ['après (H3 )) 

< A(x,0l>y) + z(Q'1y,Q'2y+Q'1y,Q'2O2) 

(2.2.13) (x,0,z) < ^ ( ^ y

+ * J y » * ^ ) + ^ x > V y ) ' 
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Si (x,0,z ) est dans Q. ,  on déduit de (2.2.13) que ; <J>,e 

(2.2.14) X(x,0,z) < CjAO^e^y) + c2 e X(x,0,z) 

pour des constantes c ^ et ĉ  convenables. 

Par conséquent, il résulte de (2.2.14) que, si lfon choisit e  assez petit, on a: 

(2.2.15) X(x,0,z) < X(x,0.,y) 

Comme on a clairement.' 

X(x,ej,y)< X(x,0,z) 

la première partie est démontrée. 

On démontre de manière analogue que, pour e assez petit et (x,0,z) dans Q , 

on a : X(x,0,z) = X(y,6 ,z) . 

Remarquons maintenant que, si (x,0,z ) e iï^ £, on a : 

Uj e |<£X(x,0,z ) < cx e X(x fe i > y) (d'après 2.2.12) 

I l < e ^ ( x . 0 » z > < c 2 e X(y,62,z) d'après 2.2.12 ) 

Si e est choisi assez petit et Ix| + |6̂| + |y|> 1 (respectivemen t |y| +1 | +1z\>\) , 

on déduit de (H5) pour <|> j (respectivemen t pour <J>2) Que $  ̂(respectivement <j>2) 

est dans G)« Par ailleurs, si |  x | +1 0 { | +1 y | < 1 (resp. |y| + |82| + |z| < 1), 

on a dans £ :  |x|+|0|+|z| < •£ et on a de manière évidente les bonnes esti-

2 
mations. Par conséquent, $ = <1>J + <f>2

 e s t dan s ^1^ % S) " 

Les autres assertions de la proposition se démontrent par des considérations 

analogues. 

Proposition 2.2.4 : Si N  = n, <}>o(x,y,0) = < x-y,0 > , on a : 3 M ' * ° = G™ 

Démonstration : Il est immédiat d'après le lemme 2,2.2 qu e 
Jm,O0 

est inclus 

dans 

Inversement, si P  es t dans G m, il existe a  6 r™(3R2n ) tel que ; 

(Pu)(x) = e 1<x~y>0>a(x,0)u(y)dyd0 

pour tout u  6 *J , 
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Il reste à vérifier que le symbole (x,y ?0) -* a(x,9), qui est clairement dans 

rsup(o,m)(]R3n) eg t dang rm ( }  pour £  asge z t  ^ 
o I  œ  , e 

o 
Ici, fi^ _ es t l'ensemble : 

(2.2.16) fi =  {(x,y,6) , |x- y|
2<e 2(|x| 2

+|y | 2

+ | e | 2 ) . 

On déduit de (2.2.16) que, pour e  asse z petit, on a, dans fi 

(2.2.17) x(x,y,e) «x(x ,e) , 

On en déduit que : 

|DaxDbyDyo|<z(x,o)m-|a|-|b|-|y|<z(x,b,o)m-|g|-|b|-|y| 
(dans Q± ) . (|>,e 

En effet, c'est vérifié pour | b|= 0, car a  es t dans rm(lR2n) e t c'est trivial 

pour |  3 I + 0 . 

r,fc fc  j  -  -  ,  j  tf mo' ̂ , on peut, bien entendu s'intéresser au Etant donne un element F dan s J ' r 

problème de savoir s'il existe m  < m̂  te l que F  es t dans 5 m,<^. Ce problème 

est lié à la notion de "symbole principal" d'un Fourier-intégral dans la théorie 

de Hô'rmander - Duistermaat. Par analogie à cette théorie classique, on introduit 

la 

Définition 2.2.5 : Soit (j> une phase vérifiant (Hl), (H2) et (HA) ; on associe 

à. <J > les deux ensembles suivants : 

(2.2.18) C. = {(x,0,y) G ]Rnx]RNx]Rn, <f>» = 0) . 

(2.2.19) % S = { x , < | )x' y'" 4 ,y ) ? ( x > y' e ) 6  %  1 

On a d'abord le : 

oo n  N  n Lemme 2.2.6 : C , es t une sous-variété C  d e codimension N  d e E x]R X] R . 
(j> — 

Démonstration : Cel a résulte immédiatement de la démonstration du lemme 2.1.5. 

On est maintenant en mesure de montrer la proposition suivante : 

Proposition 2.2.7 : Soi t F  el"1'*. Si le symbole qui définit F  s'annul e sur C., ^ 

alors F  e l m " 2 ^ . 
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Démonstration : Soi t donc b  te l que ; 

(2,2.20) F - K b , * ) + £ 

(2.2.21) bjcO=0 

(2.2.22) b 6 r ? ' * . 

De par le lemme 2.2.2, on peut remplacer (2,2.22) par : 

(2.2.23) b 6 r m(m nx]RNx]R n) et sup p bG Q 
<f),e 

(avece>0, arbitraire-
ment petit). 

Soit c  l e symbole sur Hnx]RNx M* 
y 

défini par : 

(2.2.24) c (n,ç,y) = b o h (n,ç,y ) 

où h  es t défini en (2.1.35). 

Il résulte de (2.2.23), (2.2.24), (2.2.36) et du fait que (J > 6 f2'* que: 

(2.2.25) c 6 rm(]Rnx]RNx]Rn) 

et 
U | 2 < c e 2 ( | n | 2 • U | 2

 + | y | 2 ) 

On écrit alors; 

(2.2.26) c(n,C,y) = c(n,0,y) + Z ç..c.(n,ç,y) 
j J  J 

avec 

c..(n,ç,y) = 
ri 

'o 

8c 
3 çj 

n,sC,y)ds 

Si e a été choisi assez petit, on en déduit que c.(n,C,y ) 6 Tm ^ 

Par hypothèse c(n,0,y ) = 0, on a donc finalement 

(2.2.27) c(n,C,y) = Z ç ,c (n,ç,y) 
I J  J 

avec c. 6 C 1 

Revenant aux coordonnées initiales, on a donc montré que (en modifiant éventuel-

lement b  e n dehors d'un Q± )  on a : 
<J>,£ 
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(2.2.28) b(x,y,0) = £ 3<J> 

1 
bj (x,y,e) 

I ,- . ni— 1 ,_,N M N , avec b_. G r j (] R x ]R x ]R j 

Or on a : 

(2.2.29) 1(1 
i 

a<i> 

30. 

j 
bj,Q)=I(-E1/ie/eoj-bj,Q) 

grâce à des intégrations par partie, par rapport à 0 . d'où le résultat. 

Remarque 2.2.8 : La proposition 2.2.7 montre en particulier que dans la classe 

t) m , (^ un élément I(a ,c{)) est entièrement déterminé, modulo ^ m 2 '^, par la 

restriction de a  à C. . En particulier, s'il existe b  dan s r m ^ te l que 
(p 1 

a-b/Ĉ  = 0, on a I(a,* ) 6 J™"1»* . 

Bien entendu, si on suppose dans la proposition 2.2.7 que le symbole qui définit 

F s'annul e à l'ordre k  su r ,  alors F  appartien t à m 2 ^»^. pa r consé-

quent, modulo un opérateur régularisant, l'opérateur I(a ,<J>) est défini par le 

germe de a  su r C , . 

2.3. Etude d'un cas particulier :<Kx,0,y) = S(x,0)-y.0 

On considère le cas particulier où N  =n et où la phase <Kx,0,y) prend la forme 

particulière : 

(2.3.1) <Kx,0,y) = S(x,0)-y.0 

et on fait sur S  le s hypothèses suivantes : 

(G.l) S : œn x œ n -» • K es t une aDDlication C 
X 

(G.2) V (a,6) 6 ]Nnx]Nn il existe C  n tell e que : 

| a ^ s ( x , e ) | < : c a 3 A ( * , 0 ) ( 2 -I«H3|) + 

(G3) |x|<x(0,30S) 

(G3) * M<X(x,3 S) , 
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Proposition 2,3.1 : Si S  vérifie les hypothèses (Gl)? (G2)? (G3) et_ (G3)* , 

la phase <f> associée à S  en (2.3.1) vérifie (HI), (H2) f (H3 ) et̂  (H3)* . 

Montrons par exemple que (G3 ) => (H3) , On a : 

(2.3.2) x(x,e,y) < x(x,e) + x(y) <x(e,3 s) + x(y) (d1après G3). 

Or on a * 

3 (j) = - e. 

**J = a e . s " y i • 

On en déduit que : 

(2.3.3) X(6,3-0S) - XO <M04> + y)£ X(3y<j.,90(()fy) 

La partie non triviale de (H3) se déduit alors de (2.3.2) et (2.3.3). 

Considérons maintenant l'hypothèse : 

(G4) I l existe une constante strictement positive ô q tell e que, pour tout 

(x,0) dan s lR nx 3Rn ,  on ait : 

(2.3.4) |det 
fdf 

3x39 
(x,e)|>6 . 

' o 

Proposition 2.3.2 : S i S  vérifi e (G4), la phase *  associée à S  en (2.3.1) 

vérifie (H4). 

Il suffit de remarquer que : 

(2.3.5) D(<J>)(x,0,y) = 
0 

<-I 

32S 

erog 
eoos 

Remarque 2.3.3 : I l résulte de (G2) et (G4) par le théorème d'inversion globale 

que les applications 

(x,9) + (x,3 xS) 

et 

(x,9) - > (9,3 QS) 

sont des difféomorphismes globaux de lR 2n su r lR 2n , 

On démontre ainsi que (G4) et (G5) impliquent (G3) et (G3)*et également l'inégali-

té suivante qui nous sera utile par la suite : 
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(2.3.6) |x-x'| + | e - e f | < c[|O e s)(x ,e)-O e s)(x
ï ,e») | + | e - e ï | ] 

En particulier, on a : 

(2.3.7) |x-x'|< C |OeS)(x,6)-OeS)(x',6)| 

Considérons enfin l'hypothèse 

(G5) 
(2.3.8) 

|eaxebo |S(x,6)| < X(x,6 )(2-Ia|-Iel> 

et montrons la 

Proposition 2.3.4 : Soit S  une phase vérifiant (Gl), (G2) et (G4). 

Si S  vérifie (G5), alors la phase <J > associée à S en (2.3.1) vérifie (H5). 

On doit démontrer qu'il existe e te l que dans fi. ,  on a : 

(2.3.9) 
|eaxebyeyoQ|<z(x,o,y)2-|a |-|B|-|y| 

L'estimation est évidente pour j $|^0 . On regarde donc le cas où : |@| = 0. 

Pour |a | + |y|<2, l'estimation a déjà été vérifiée (02) => (H2) ) . 

Maintenant, on remarque que si |a|+|y |  ̂2, on a 

(2.3.10) DADL<T> = ( 3a3^s)(x,e) 
X T ) 0 

Compte tenu de (2.3.9) et (2.3.10), il reste à démontrer que, pour |a|+|y| > 2, 

on a : 

(2.3.11) | a V s < z , e ) <x(x , e,y ) 2 - l a l-|y| 
X O 

dans 
*'£o 

Compte tenu de (2.3.8), (2.3.11) résultera de : 

(2.3.12) I l existe e  >0 te l que dans fi :  X(x,6,y) « X(x,6) . o <j>, e 
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Montrons (2.3.12). Il suffit de majorer |y|. La région fi  es t définie dans 

notre cas par : 

(2.3.13) | a 0 s(x , e ) - y | 2 < e

2 ( | x | 2

+ | y | 2 + | e | 2 ) 

On en déduit que,dans fi.  o n a : 

|y| <XOQ S - y ) +X(3QS) < eo(|x| + |y | + |0|) + C X(x,0) . 

Dfoù, pour e assez petit : 

(2.3.14) |y | < 2 C X(x,6) dans fi, 

(2.3.12) se déduit alors aisément de (2.3.14). c.q.f.d. 

Parailèlemment, on peut supposer que l1amplitude a  n e dépend pas de y . On 

démontre facilement la 

Proposition 2.3.5 : Si _ (x ,6) •> a(x,0) appartient à rao(RnxxRno) alors 

(x,0,y) - a(x,0) appartient à _.u,_n _n ̂ . n v r (]R x]R x]R ). 
O X  V 

Si (x ,0) •> a(x,0) appartient à r " ( i n x l n ) 
1 V 

alors (x,0 ,y)-> a(x,0) appartient 

à r m'*(IR nx* nx]R n). 
— 1  x  y 

Le deuxième point résulte de (2.3.12). c.q.f.d. 

2 

Le théorème de continuité L (Th. 2.1.6) résultera, dans le cas particulier 

considéré dans ce paragraphe, de la proposition suivante : 
Proposition 2.3.6 : Soit F  l'opérateur de noyau distribution : 

ei(S(x,9)-y .e) a ( x j e ) , e 

OÙ aer m(K 2 n.) 
O x ,e et S  vérifie (Gl), (G4) et (G5) alors F.F * et F*F son t dans 

G Z m(]R n). o 

Si de plus aErm1(Rnx,O) alors FF*_e t F* F sont dans G^ m(]Rn ) . 

Les symboles de F* F et ^ FF* sont donnés modulo Gjln~2(]Rri par : 

(2.3.15) o ( F . F * ) ( x , 3 S ( x , 6 ) ) = a ( x , e ) | 2 | ( d e t 
es 
*eax' 

1 C x , e ) | 

(2.3.16) a ( F * . F ) ( 3 0 S ( x , 6 ) , e ) = | a ( x,8 ) | 2 | ( d e t > 2S 
363x J 

-1(-x,o)| 
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Démonstration : Pou r u  dan s J (]Rn ) , (Fu)(x) est défini par : 

(2.3.17) (Fu)(x) = eiS(x,0) a ( X ) 9 ) £ ( e ) ^ . 

Pour v  dan s (]R n ), on obtient immédiatement l'expression de la transformée 

de Fourier de (F*v) . On a en effet : 

(2.3.18) (F*v)(6) = 
-is(x,e) —,~ . ~ 
e ' y a(x,0)v(x)dx 

On en déduit que, pour v  dan s ^ (lRn) , on a ! 

(FF*v)(x) = e i ( s(x , e ) - s(x») -( x > e ) -( î > 0 ) v ( ~ ) d ^ e . 

L'idée classique est de réécrire : S(x,6) - S(x,0) sou s la forme : 

< x-x,£(x,x,0) > pui s de faire le changement de variables : 

(x,x,0) • > (x,x,£ = £(x,x,0)) pour retrouver l'expression usuelle d'un opérateur 

pseudo-différentiel. 

Considérons donc le noyau distribution de F. F : 

(2.3.19) K(x,x) = ei[s(Xi0)-s(x,0)] a ( ï f e ) Ï Ï U f e ) i e . 

Il résulte de (2.3.7) que si : 

(2.3.20) |x-x| > e/2 A(x,x,0) (ave c e >0) . 

on a 

(2.3.21) | O eS) (x,0)-(80S) (x,0) \> e/2C A(x,^0) . 

On introduit une fonction C° ° réelle positive u) (égale à 1 sur [- ~ ,-j ] et à 

support dans ]-!,+![ ) et on réécrit : 

(2.3.22) b(x,x,J8) 
déf 

i(x,0).a(x,0) = b̂ (x,x,0>( + b^(x,x,0). 

avec 

bj(x,x,0) = w 
I v - v l 

zX(X,X,0) 
b(x,ï,0) 
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Il correspond à la décomposition de b  cell e de K  sou s la forme : 

(2.3.23) K(x,x) E Kj (x,x) + (x,x ) 

avec: 

(2.3.24) K^CxjX) = e i [s(x ,e)-s(x ,e)] b e ( x > ~ e ) A 

Sur le support de b^ , l'inégalité (2.3.20) est vérifiée. Des intégrations par 

parties à l'aide de l'opérateur : 

(2.3.24) L = 

Z [ O e S)(x,0 )-OQ S)(x,0)]30 

i i  i  i 

|d S(x,G)-30S(x,0)| 

montrent que : 

(2.3.25) K^(x,x) 6 i ( ]R nx ]R n ) . 

L'examen de es t plus délicat. On devra jouer ici sur le choix de e . 

On écrit donc : 

(2.3.26) s(x,e)-s(x,e) = <x-x,ç(x,x,e) > 

avec : £(x,x,O)= fl 

0 
3S)(x+t(x-x) ,9)dt 

Posons : 

(2.3.27) 
Ce(x,X,0) =  U)( 

Ix-xl 

2eA(x,x,6) 
.ç(x,x,e) 

• (1-0)) Ix-xl 

LE\(x,x,8) 
)O xs)(x,e) 

Remarquons que, sur le support de bj , on a 

(2.3.28) f U.x . e ) =C(x,x,6) , (x,x,6) e supp bG 

(2.3.29) |x-x|< e X(x,x,0) ,  (x,x,0) 6 supp b̂  . 

Par conséquent, si e est aseez petit, on a : 

(2.3.30) X(x,0) » X(x,0) «X(x,x,0) su r le support de b ^ . 
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Considérons l'application; 

(2.3.31) (x,x,£) (x,x,"£ £(x,x,0)) . 

Le déterminant de la matrice jacobienne est égal à : 

(2.3.32) det 3^ 
30 

(bo,xx,x,0)) 

Mais : 

(2.3.33) 

3 

3 6 i 

[^(x,x,0))=o)( Ix-xl 

ICX (x ,x ,6) 

e£j 

36 . 1 

(1-03) ( 
I x - x L 

2cX 
*0 3 x S )  

6 i Xj 

3 

30, 
=( 

Ix-xl 

2eX(x,x,6) 
] [ C . - O S) ( x , 6 ) ] 

On réécrit (2.3.33) sous la forme : 

3 

a 6 i 

C^(x,x , e ) ) = o f i 3 Y s)(x fe)+u)( 
Ix-xl 

JeX(x,x,0) 

e£j 

a 6 i 

;x,x,6)-3ft 3 v s ( x , e ) 

3X 

39, 

. IÏ.Y I . 

2eX 
.X"1.w'( Ix-xl 

2eX(x,x,0) 
( Ç r 3 S ) 

On vérifie sous l'hypothèse (G5), qu'il existe C  te l rue pour tout 

(x,x,0) C 3R3n ,  on ait: 

(2.3.34) |(3e . U j ) ) ( x , x, e ) - » e 3  S)(x,0)|«C e 
1 i  j 

Compte tenu de (G4), on déduit de (2.3.34), que, pour e assez petit, on a 

(2.3.35) det i 3 ^ 

36 
x,x , e i ) > 

6o 

2 

On fixe désormais e  tel que (2.3.30) et (2.3.35) soient vérifiés. 

Compte tenu de (2.3.31), (2.3.32), (2.3.35) et du théorème d'inversion globale, 

oo n  n n  H i 
il existe une application C  d e ] R x]R x ]R dan s IR. 

(x,x,£) -> 0(x,x,Ç) 

telle que l'on ait 
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(2.3.36) 
ç £ ( x , x \ e ( x , x \ ç ) ) * ç 

e ( x , x , C e ( x , x , e ) ) = e 

De plus, les dérivées d'ordre supérieur ou égal à 1 de 9 son t bornées. 

Rappelons l'expression de K^(x,x ) : 

K e ( x , x ) = j e i < X - * ' ^ ( x ' * ' 6 ) bJCx.x,8)<to 

On fait le changement de variables indiqué en (2.3.36) et on obtient; 

K^(x ,x ) = e i < x ^ ' C > b ^ ( x > x , 8 ( x , x , 0 ) | d e t ( | f ) |<tç 

On vérifie alors que b^(x,x,0(x,x ,C)).|det 36 . 
3Ç ' 

est dans r 2m(lR3n) (cf . 2.3.30) o 

si a  es t dans T m(]Rzn) et dans T m(ITn) s i a  es t dans r°(] R ) 

Plaçons nous dans le cas où a  es t dans r m(]R2n ) et calculons le symbole de F.FÎ 

On sait (cf. le théorème 1.2.6 e t sa démonstration) que celui-ci est déterminé 

modulo r 2 m 2(]R 2 n) par la restriction de b^(x,x,0(x 5x,Ç)).det ( 39 à x = x. 

On a donc 

(2.3.37) o ( F . F * ) ( x , ç ) 5 b ^ ( x , x , e ( x , x , Ç ) ) . d e t ( | | ) ( x t x , Ç ) (modulo rf1'2) 

Or (cf. 2.3.22) on a : ( x , x , e ( x , x , £ ) ) = | a ( x , 9 ( x , x , 0 ) | 2 

Par construction, 9(x,x,£) est l'inverse de l'application : 

(2.3.38) 9 -* 3xS(x,9) = £ 

Calculons maintenant det ( 39 . 
3£ 

[x,x,£)« Il est plus facile de calculer 

det( 
3£ 
39 (x,x,9) qui est égal à det( 

32S 
393x ' 

Par conséquent, on a : 

2 
d e t ( | | ) ( x , x , ç ) = ( d e t ) _ 1 ( x , 6 ( x , x , ç ) ) 
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On a donc finalement démontré que : 

(2.3.39) c ( F F * ) ( x , 3 S ( x , e ) ) = | a ( x f e ) | L | d e 
2 

3 6 9 X 
(x,O)| 

( m o d u l o r 2 m ~ 2 0 R 2 n ) ) 

La démonstration des autres points concernant FF* est laissée au lecteur. Etudions 

brièvement F*F. Il résulte de (2.3.17) et (2.3.18) que, si l'on désigne par 5? la 

transformée de Fourier, on a pour v  dan s ^(]Rn ) : 

P . ( F * F ) . T - 1 ) v i e ) - J e - i t s ^ . f l ) - s < » . 5 ) ) â c x , e ) . t x , 5 ) v ( ê ) d ê « k 

Le noyau-distribution de (f.(F*F) "î )  est donc : 

(2.3.41) K (e , î ) = e-i(S(x,6)-S(x,e)) ï ( X f e)a(x f^dx 

Si on compare avec (2.3.19), on constate que c'est une expression du même type 

en échangeant le rôle de x et 0 . Toutes les hypothèses du théorème étant symétri-

ques en x et 0 , on trouve que CJ^(F*F)^ *) peut s'écrire comme un opérateur pseu-

do-différentiel dans G2m(]Rn ) (si a  G rm(]R2n ) ) . 
o o 

De plus, dans le deuxième cas, on a (cf. 2.3.39) : 

(2.3.42) o(T(F*F)3 r lXQr*QS(x,0)) = |a(x,0)|
2|det 

32S i 
303x1 

*(x,0) 

(modulo r 2 m (3R 2n)) 

Rien n'empêche, compte tenu de la remarque (1.2.7), de travailler en symbolisme 

de Weyl, Le lemme suivant est un cas particulier d'un résultat général sur 

l'action du groupe métaplectique par conjugaison sur les opérateurs pseudo-diffé-

rentiels ; 

Lemme 2.3.7 : Soi t B  dan s G™ u n opérateur pseudo-di.fiérentiel de symbole de 

Weyl b, alors ̂ B *f es t un o.p.d don t le symbole de Weyl b * est défini par : 

(2.3.43) £(x,Ç) = b(Ç,-x) . 

La démonstration est immédiate. 
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De (2.3.42) et (2.3.43), on déduit alors que : 

(2.3.44) a((F*F))(aeS(x,6),e)=|a(x,0)|2 !  det 
>2s 
96 9x (x,6)| 

( modulo T 2 m 2 (3R 2 n)). 

Ceci termine la démonstration de la proposition 2.3.6. 

Remarque 2.3.8 : Un e fois démontrée la proposition (2.3.6), on en déduit immédia-

tement que pour m<0 , F  est continu de L2(]Rn) dans L2(]Rn) (cf. Th. 2.1.6). 

En effet, F* F es t un o.p.d dan s G°( p =0 o u 1 selo n l'hypothèse sur a)). 

2 
Il résulte alors du théorème de continuité L démontr é au chapitre I (Th. 1.4.7) 

dans le cas où p >0 e t du théorème de Caldéron-Vaillancourt dans le cas où p =0 

2 n  2  n que F* F es t continu de L  (]R ) dans L (]R ) . 

2.4 Les Fourier-intégraux globaux "classiques". 

Au paragraphe (2.1), nous avons introduit une classe de Fourier-intégraux 

correspondant (dans le cas où la phase <}> était <x-y,8->) à la classe G™ . 

Au paragraphe (2.2), nous avons introduit, sous des hypothèses supplémentaires 

sur <j> , la classe m» ^ de s Fourier-intégraux globaux réguliers correspondant 

(dans le cas où la phase <J > était < x-y,6>) à U class e G1^ . 

On introduit ici la classe correspondant dans le cas pseudo-différentiel à la 

i ̂ m,c l classe G j 

On fait sur la phase * les hypothèses suivantes : 

(2.4.1) (Fl) =  (Hl ) 

i.e. <J) : ]Rnx]RNx]Rn -* ]R 00 
est une application C 

(2.4.2) (F2) =  (H2 ) 

i.e. y (a,3,y) 6 3N nx]Nnx]NN ,  il existe c

a$y tell e que 

I ^ V f ( x , y , e ) | < c a 6 Y a ( x , y , e ) ( 2 - ( W + l e i + I v i » • 
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(2.4.3) (F3) (compare r avec K5). 

Il existe e > 0, R >0 te l que : o o 

(x,y,6) 6fik O C B(0,R ) =» <f>(Ax,Ay,A0) = A2<j>(x,y,0) V \> 1 

(2.4.4) (F4) (compare r avec H4). 

Il existe R . > 0 te l que : 

(x,y,0) 0 B(0,R.) 

*è = 0 
det D($) ̂  0 

Proposition 2.4.1. : S i <j> vérifie (Fl.) à (F4), (j) vérifie (Hl), (H2) , (H3) , 

(H3)* et (H5). 

Démonstration 

Montrons par exemple (H3) : Pour tout £>0, si (x;̂ ,0) $ Q, ,  on a : 

|x|2 + |y|2 + ) e | 2 < _ ^ u , | 2 

Par conséquent, il existe une constante C tell e que : 
o,e 

(2.4.5) (x,y,0) 0 fi =*A(x,y,0) < C À(3J,y,y ) . <p,e o, e y  t ) 

De même, pour tout R, il existe une constante C tell e que : 
1 « R 

(2.4.6) (x,y,0) G B(0,R) => A(x,y,0)<C1>R A(3 <Me*,y) 

On est donc ramené à montrer une estimation de même type dans fi  P I C B(0,R ) 

pour C q assez petit et R̂  assez grand. 

En utilisant l'homogénéité et la compacité des sphères dans ]R nx ]RN*']Rn , il 

suffit de montrer que : 

(2.4.7) ( x ^ ' 6 J 6 C A n C B(0, R )=*(<j)\y ) * 0 . o o  o  < p o  y  o 
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On en déduira alors qu'il existe un voisinage de (x ,y ,6 ) dans lequel 
o o  o 

(9^, 4>Q>y) ser a différent de 0, d'où l'estimation voulue dans un voisinage 

conique de ( x

0 > v

0 > 8 o ) . 

(2.4.7) résultera de la remarque suivante. Considérons dans un voisinage de 

( x

0>
v

0»
e

0) l'applicatio n h  défini e en (2.1.35). Il résulte de l'hypothèse 

(F4) que h  es t un difféomorphisme local. Supposons alors que ( 9 ^ ( x

0 >
v

0 >
e

0 ) *yQ^~^' 

Ceci implique que h( x ,0 ,y ) = 0. D'après (F3), on a également : 
o o  o 

h(Xx ,X0 ,Xy ) = 0 pou r tout X  asse z voisin de 1. Ceci contredit la propriété 
o o  o 

que h  es t un difféormorphisme local. (H3) est ainsi démontré. (H3)* se démontre 

par une méthode analogue. 

Remarque 2.4.2 : On voit ici apparaître la clé des démonstrations de ce paragraphe 

(qui sont très proches de la théorie classique de Hormander) : on remplace ici 

le théorème d'inversion globale par des théorèmes d'inversion locale combinée 

avec de l'homogénéité. 

Remarque 2.4.3 : (F3 ) et (F4) n'impliquent pas tout à fait (H4) mais seulement 

(H4) dans fi  ̂£fïC(B(0,R)) pou r e  asse z petit et R  asse z grand. Certes la 

valeur de <j> en dehors de cette zone ne semble pas importante mais il ne semble 
pas toujours possible de remplacer 9 pa r une phase lp vérifiant (H4) et 

coïncidant avec 9 sur fi DC B(0,R). Ce sera néanmoins le cas dans nos 

applications. 

Montrons enfin H5 : (H5) résulte immédiatement de (F3). 

Ceci termine la démonstration de la proposition 2.4.1. 

Nous sommes maintenant en mesure de poser la définition suivante : 

Définition 2.4.4 : Soit <J> une phase vérifiant (Fl) à (F4) . On pose : 

(2.4.7) rm,cJ),cl m { a 6 C c o ( ] R n x ] R N x ] R n ) > 3 y 6 ] R ^   ̂ > Q 

tel que aery(]Rnx]RNx]Rn)nrm'cl(fiA ) } . 
o 1  4 > » e j 

et on désigne par r m , < f > , c * l'ensemble des Fourier-intégraux qui peuvent s'écrire  

comme la somme d'un opérateur régularisant et d'un opérateur de la forme I(a,(j>) 
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avec a E1 rm,O,cl 

Remarque 2.4.5 : S i <J > vérifie (H4), la classe f m,((),cl 
J 1 

est contenue dans 

j -.*(cf Remarque 2.4.3). 

On démontre immédiatemen t l'analogue du lemme 2.2.2. 

Lemme 2.4.6 : S i F  e jm , < ^ , c l , il existe une amplitude b  dans Tm , c l (]Rnx ]RN  

et un opérateur régularisant tel que : 

(2.4.8) F = I(b,4>) + R . 

De même, on a l'analogue de la proposition 2.2.3 : 

Proposition 2.4.7 : Soient ^j»^ deux phases vérifiant (Fl) ji (F4). Alors la  

phase (j) définie en (2.1.22) vérifie les hypothèses (Fl) à_ (F4) . De plus, si F. 

(resp. F9) appartient à 
Jm1,o1,c1 
1 (resp. Jm2,o2,c2 

2 
le composé F .F^ est dans 

. m+m ,$,cl 
4, 

Démons trat ion : On a démontré au cours de la proposition (2.2.3) que pour tout 

e i ( i = 1,2) et tout R. ^ il existait c> 0 et R>0 tel s que : 

(x,0,z) G fi ̂£ fl C B(0,R) 

(x,e ,y)efì 
1 <}),£ . 

(y> e2' z ) 6%' e2 

routes les propriétés annoncées se démontrent aisément. a 

Proposition 2.4.8 (cf. Proposition 2.2.4) : S i N  = n , (j) (x,y,9) = < x-y,G > , 

on a Jm1,o1,c1 
1 

_ rm,cl - Gj 

Définition 2.4.8 : On pose 

A* = {(x,(})',y,-é'7) , (x,y,0) 6 C ne B(0,R)} 
<p x  y  y et 

Â  = {(x,Ç,y,n) ,3X^0 , L 1 X H 
X 9 X' X »x 

6 ^ > 
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On voit aisément que v .  ̂  ̂•  i - -  /- m2n m2n ) „ est une sous-variete conique fermée de (JR x ]R \ U 

contenue dans (]R2n ^0) x(]R2n^{ö)-. 

La proposition 2.2.7 adme t (cf. Remarque 2.4.2) l'analogue suivant : 

Proposition 2.4.9 : Soi t F € J l ° » * , c l . S i le symbole a  qu i définit F s'annule 

sur C± fl C B(0,R) (pour R assez grand) (ou simplement a  e t a .  s i on écrit c '  _ i s  I m — m- l 

a ̂  Z  a  .) , alors F  appartien t à *1 m 2 , < ^ , c ^ . 
i > o m _ J — 1 

Terminons ce paragraphe par l'étude du cas particulier traité au §  2.3 dan s le 

cadre des F.I.O globaux réguliers. 

On considère donc une phase du type (2.3.1) : 

<Kx,6,y) - S(x,0)-y.9 

et on fait les 3 hypothèses suivantes sur S : 

(2.4.9) (El) = (G.), i.e. (x ,e) -> S(x,6) est C" de / x in dan s IR 1 1 x  ö 

(2.4.10) (E2) 3 R>0 , tel que V (x,0) 6 C B(0,R) , VX l̂ ., 

S(Xx,X6) = X2S(x,0) 

(2.4.11) (E3) 3 R > 0 , tel que det ( 3x30 (x,8)) + 0 

pour (x,0) 6 C B(0,R). 

Proposition 2.4.10 (cf. proposition 2.3.4) : Soit S  une phase vérifiant (El), 

(E2), (E3), alors la phase <f> associée vérifie les hypothèses (Fl) à. (F4). 

Si (x,0) a(x,0 ) appartient à , m,cl 1 
_n _ n v 
m x n ) 

alors (x,0,y) a(x,0 ) 

appartient à m, <j), cl 
1 1 

-̂ti _n _ n > M x]R x]R y x 0  y 

2.5- Composé d'un Fourier-intégral global et d'un opérateur pseudo-différentiel. 

Soit I(a,<J> ) un opérateur Fourier-intégral global dans 7 e t Q  u n 
ml n 

opérateur pseudo différentiel dans G j (3R ) dont le symbole classique (à gauche) 

est q(x,£). 0n se propose dans ce paragraphe de démontrer puis de donner des 
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applications du théorème suivant : 

Théorème (2.5.1) : Soit F  dans 
Jm2,O 

(F = I(a,<J>)) _et Q dans_ G j1 ( Hn ) , alors 

QF est dans 
Jm+,m2,O 
1 Plus précisément, on peut écrire : 

(2.5.1) QF = Kb,*) 

et b  admet pour tout M  le développement suivant : 

(2.5.2) b = Z 
|a| < M 

b +b<M> 
a 

avec 

(2.5.3) ba(x,0,z) = 
1 
a! 

Eaq 

d£ 
(x;* ' (x , 0 , z)) d>" êa (y, e, z) ] ] / 

x y y-x 
où V est définie par : 

(2.5.4) y(x,y,0,z) = <Ky,6,z) -<J)(x,0,z) - <y-x,cj/(x,0,z) > 

Enfin : 

(2.5.5) b e r 
a j 

m1+m2-|a| ,< 
(cf. 2.2.4) 

(2.5.6) b(M) e r

m l + m

2 "
M ^ 

Démonstration : Ell e est longue et technique. Nous utiliserons librement les 

intégrales oscillantes sans revenir à leur définition. Rappelons qu'il résulte 

du paragraphe précédent que Q F es t de la forme : I(q.a, )̂ ave c 

<j>(x,y,£,0,z- = < x-y,£> + <f) (y,0,z) ; mais ce résultat n'est pas satisfaisant car il 

ne fournit pas de calcul symbolique. On doit donc travailler pour réécrire 

I(q.a,<j>) sou s la forme I(b,(J>). 

Remarquons au passage que (j) et (J) sont deux phases telles que A ^ = A~ 

(cf. 2.2.19). Le théorème (2.5.1) est donc en un certain sens un cas particulier 

d'un résultat général. 

Formellement, le symbole b  est donné par l'intégrale oscillante : 

(2.5.7) b(x,0,z) - J J ei [ < X - ^ > + * ( y > e ' ^ ^ ]a(y,O,z).q(x,£)d£dy. 
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Il reste à montrer que b es t réellement un symbole dans la classe annoncée. 

On réécrit d'abord (2.5.7) (grâce à (2.5.4)) sous la forme : 

(2.5.8] b(x ,6 ,z ) = 
i(<x-y,ç-<fc\(x,e,z)> i n x , e , y , z ) 

e x [e a(y ,e > z ) .q(x ,«]<%dy 

On développe ensuite q(x,ç ) par la formule de Taylor au point (x,<j>x(x,e,z)) 

(2.5.9) qU,c) = 
a|<M 

q(a)(x,*x) 

(£-O'x)a 

a! 
•qM(x,ç,8,z) 

où 

(2.5.10) qM(x,Ç,6,z) = M 
I a I =M a! 

ç - V (x,e,z))a 

•i 

o 
[(a) (x.^+aCç-^Xl-a^'d a 

Au développement (2.5.9) correspond la décomposition de b suivant e : 

(2.5.11) b(x ,6 , z ) = 

|o|<M 

q(a)(x,O'x) 
i<x-y,ç-4£(x,e,z)> 

+ b
( M ) 

: c - ^ ( x , e , z ) ) a 

a! 
[e i H a]&dy 

avec 

(2.5.12) 

b(M)=M 

\a\*** 

1 .1 i<x-y.ç-4£> 
e 

c 

li 
tt-*x)

a.e a q ( a ) ( x , ^ + ö ( ^ ) ) x 

x ( l - a ) M " 1 d o . à e . d y 

Posons alors : 

(2.5.13) b 
a 

q ( e 0 ( * . • : ) 

al 
e 
L<X-y,Ç-^> (£-O'x)aeiWad£dy 

On peut réécrire b  sou s la forme 

b 
a 

q ( a W ) 

a ! 
a i<x-y,Ç> / i¥ x> r j £ .e J 9 ( e a)dÇ.d y . 

La formule 2.5.3 en résulte immédiatement. 
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Montrons maintenant (2.5.5). On remarque que, pour e  asse z petit, 

(2.5.14) X(x,<j>') « X(x,6,z) dan s fi 
x <p , e 

En effet, on a : 

X(x,0,z) < X(x,<f/,cj)0') (d
faprès H3*) 

<c X(x, ({>') + e X(x,6,z) dans fi ~ x  c, e 

Par conséquent : 

(2.5.15) 
(<II m i " l a l 

q W (x,*' ) 6 r / ( f i . ) 
x 1 è, e 

pour e assez petit. 

Par ailleurs : 

(2.5.16) 
(A) sup( m - a ,0) 

q U ; (x ,<j/) € r Q

 1 (]Rnx3R x]Rn). 

Considérons maintenant l'expression : 

K 
a 

def 
[D^[eiVi,a((y,e,z)]] / 

On remarque d'abor d que : ^Dy^/y- x

 = ^ . ^a r conséquent, il n'apparaît dans 

l'expression ci-dessus que des dérivées plus grandes que 2 de y et donc de <j> 

Il résulte alors des hypothèses (H2) et (H5) que, si a  G : 

(2.5.17) _ ^Uz—n N  _, n N K e r (] R x m x n ) a o 

et 

(2.5.18) 
m2 

K 6  r/(n. ) a 1  (j>, e 

(2.5.5) résult e alors des points (2.5.15) à (2.5.18). 

(M) 
Il reste maintenant à étudier le reste b qui est le point le plus délicat. 

Remarquons tout d'abord que pour tout M ' >M o n a : 

(2.5.19) b(M) 2 b + b
( M , ) 

M< j ex I <M' a 
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Compte tenu des propriétés de b a déj à démontrées i l suffit pour démontrer 

(2.5.6) de montrer que pour tout 3  , y » <$ » i- 1 existe M ' > M e t C  , 

tels que l'on ait : 

(2.5.20 
|eBxeyoesz(M') 

( x , e , z ) | ^ I ) e > Y y ( x , e , z ) 
+m 2 -M-{ß|_ | Y |_ |o | 

dans Q. ( e assez petit) 

et dfautre part de montrer que : 

(2.5.21) | ^ 3 ^ b M ( x , e > z ) U c B j Y > 6 x ( x , e , z ) y dans ]R nx]RNx]Rn 

On réécrit d'abord b sou s la forme (cf. 2.5.12). 

b ( M , ) ( x , e , z ) = M' 

|a|-M' 

1 
a! 

C y o 

1 i<x-y,€-<j>»>\ 
e x * 

x q ( a ) ( x , ^ + a C e - ^ ) ) . D ^ [ e i H ' a ] ( l - a ) M , - 1 d a ^ d y 

Puis changeant £ ~ <f>̂  e n £ , on obtient : 

(2.5.22) b(M')(x,o,z)= 

= M' 

|a|-M' 

1 
a! 

£ y o 

1 i<x-£(a))(x,o'x+o£^)).D^[eiH'a](l-a)M,-1da^dy 

Pour montrer (2.5.20), on cherche à contrôler des expressions du type : 

V fi -7 

Or eaxeyob(M') est une combinaison linéaire de termes de la forme : 

(2.5.23) 

3y£o 

1 
i<x-y,î> a ^ V V V ^ ^ ' V ' 3

f i , , [ q ^ ( x , * ; + o ç ) ] ( i - o )
M , - 1 d o d ç d y 

x y  u  z  X o  Z X 
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où : 

|3'| + |3»| + |3'» | = |3| 

I Y ' I + I Y Ì = K l 

|ô' |+|*"| *= |б| 

Soit f  l e terme défini par : 

(2.5.24) 
eBxeya+B ey'oe8'z (eiWa)=f.eiW 

Compte tenu de (H2) et de (2.5.4), on a la propriété 

(2.5.25) | Л ^ Л | < С (1 +|ж-у|) 
аЗу<5 

pour tout (а,3,у,о) tel que :  |а|+|3|+|Y|+\à\ > 1 

On déduit alors de (2.5.24) et (2.5.25) la majoration -, 

(2.5.26) |3Sf|< с A(x,e,y)^(i + |x-y|)(l yÌ +l 6ì +^l +l 6l + M l) 

Considérons maintenant l'autre terme apparaissant dans (2.5.23) : 

(2.5.27) g(x,S,6,a,z) =* 
О tll fl г II / \ 

3x 3 I 8z [q v e )(*^;+a«] 

Compte tenu de (H2), on a : 

(2.5.28) |эР8(х,с,е,а,«)| < с л Ш 1 " | а | ( х » ф ; + 0 » • 

On réécrit un terme de la forme (2.5.23) de la manière suivante : 

(2.5.29) В d f f 
1 Ì<X-y,£>+y(x,y,9,z))-, л ч / л \/ i J ^ J 

E J » Ç , y /f (x,y,e,z)g(x,Ç,e,a,z) (1-a) dadçdy . 
¨£0 

Posons : 

(2.5.30) H(x,y,Ç,0,z) = <x-y,£> + Y(x,y,e,z) . 

92 



OPÉRATEURS FOURIER-INTÉGRAUX SUR Rn 

Comme souvent dans ce genre de question, on va découper l'intégrale en fonction 

de l'éloignement aux points critiques de H  pa r rapport à (£,y) qui sont 

déterminés par les équations : 

(2.5.31) 

eH 

e£ 
x-y=0 

UH 

dy 
£ 

eO 

3x' y , 9 , z ) 
3<t , 
3x x,8,z)=:0 

<===> 

x=y 

¨£=0 

On déduit immédiatement de (2.5.31) et de (H2), l'inégalité : 

(2.5.32) | b h | 2

 + |a h|2> |x- y|
2

 +U |
2 

(2.5.32) condui t à découper l'intégrale B d e la manière suivante. 

Soit w  un e fonction dans C°°(]R ) à support dans ] -2,+2[ e t égale à 1 

sur [ -1, + 1 ] . 

Pour n € TR. à  déterminer, on pose alors 

(2.5.33) kn(x,y,£,6,z) =  o)( 
k l 2 + l x - v l 2 

n X (x,y,Ç,G,z) 

On réécrit alors B sou s la forme : 

(2.5.34) 
B = B L + B 2 

avec | 

(2.5.35) B i 

déi 
B l H ( l - k n ) f . g ( l-a) M t 1 dosÇdy . 

Sur le support de O"* )» on a, d'après (2.5.32) et (2.5.33) : 

(2.5.36) |8yH|
2 + |3çH| 2>X2(x,y,£,6,z) . 
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On introduit alors comme d'habitude l'opérateur : 

L = (|3 H|2 + |d H|2) 1 (  E(9 H) . 8 +  EO H). 3 ) 
y ^  j  yj yj k  Ck Ck 

et on réécrit sou s la forme : 

(2.5.37) B1= e ' V L A d - k ^ . f . g î d - a ) ^ ^odyd ç . 

Compte tenu de (2.5.25), (2.5.26), (2.5.28) et (2.5.36), on obtient que 

pour tout M ' > M, tout k  6 ]R+ , on a : 

(2.5.38) I BJU^Z) | < A  k(x,6,z). 

Considérons maintenant : 

(2.5.39) B0(x,6,z) = 
1 

o 

lH.knf.g(l-a)
MTMdadydÇ. 

Après un certain nombre d'intégrations par parties en £ , on réécrit B̂  sous la 

forme : 

(2.5.40) B2(x,G,z) = 
j £ O 

1 -M M 
elH(l+|x-y|2) 1 f.(l-A ç)

 1(kng)dadydÇ 

Estimation 2.5.21 : 

Compte tenu de (2.5.22), (2.5.23), (2.5.34), (2.5.38) (avec M' = M), il suffit 

de montrer qu'on peut choisir y ^ indépendan t de 3, y, 6 te l que l'on ait : 

(2.5.41) |B2(x,e,z)| < A(x,e,z) w . 

Compte tenu de (2.5.26), (2.5.28), (2.5.33) et (2.5.40), on obtient que, 

pour |n | asse z petit e t en prenant dans (2.5.40) M j = j[|y|+|3|+|y|+|ô|+M+n+l], 

l'inégalité (2.5.41) est vérifiée avec y ^ = 2|y|+(mj-M)++n . 

Estimation 2.5.20 dans ÇL. 

Sur le support de k  ,  on a : 

(2.5.42) I x-y | 2 +  |£|2<2n A2(x,y,C,z,0) . 
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et dfaprès (H3)*, on a : 

(2.5.43) A(x,6,z) < A(x,9¿,^) 

Maintenant remarquons que si (x,0,z ) € ^  et que e est choisi assez petit, 

on a : 

(2.5.44) A(x,6,z) X(x,(f£ ) • 

On déduit de (2.5.44) que : 

(2.5.45) A(x,£,6,z,y) 
uniformément 

par rapport à a 

A (x ,<f>>a£,Ç,x-y) 

Finalement «n utilisant (2.5.42) et (2.5.45), et en choisissant n et e assez pe-

tits, on obtient que,pour tout(x,0,z,Ç,y) te l que : 

(x,6,z) 6 Q ,  (x,£,0,z,y) € supp k ,  on a, pour tout O 6 [0,1] : 9, e n 

(2.5.46) A(x,6,z) « A(x,C,6,z,y) #A(x,cf)x+a£) 

les équivalences étant uniformes en a . 

(2.5.47) 
M m-M f 

(1-Â ) (k̂ g ) S A(x,8,z) 1 

Par ailleurs, il résulte de (2.5.26) l'estimation : 

(2.5.48) 
-M i . |p| + I*MyI + I«I +M'-2M 

A(x-y)) 1 f ¿A(x,0,z)|y| ( l + |x-y|) 

On joue sur M f e t M ^ d e sorte que 

(2.5.49) |U|+m j-M1+ 2n < m1+ m2 -M-|3|-|y|-|6| 

et 

(2.5.50) |y| + |3| + M + |ô| +M,-2M I< 0 

(2.5.49) et (2.5.50) sont compatibles. L'inégalité (2.5.50) résulte alors de 

(2.5.38)etde (2.5.47) a(2.5.50). c.q.f.d . 
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Le théorème (2.5.1) a l'analogue suivant pour la composition à droite. 

Théorème 2.5.2 : Soit F  dans «J _e t Q dans G j (3Rn) (de symbole à droite 
m l + m 2 ^ 

q) ; alors F Q est dans J  .  Plus précisément, on peut écrire : 

(2.5.51) FQ = I(c,<j>) 

et c  admet pour tout M  le développement suivant : 

(2.5.52) c- I  c  + c
( M > 

|a|<M a 

avec ; 

(2.5.53) ca(x,6,z) 
1 

a 
3

a e 

a 
8n 

(z,-<j/(x,6,z)). D^[ell[a(x,e,y)]y=sz . 

et c  e t c  vérifien t les propriétés (2.5.5) et (2.5.6). 
— a  —  - — -

Démonstration : O n souhaite bien entendu se ramener à la démonstration du 

théorème (2.5.1). 

On a déjà remarqué que : 

(2.5.54) I(b,<f>)* = I(b*,cj)*) 

avec : 

b*(x,0,y) = b(y,0,x) 

<f>*(x,e,y) = -<Ky,e,x) 

Si F  es t de la forme I(a,<j)), on a : 

(FQ)* = Q*.F* = Q* .I(a*,<|>*) 

Q étan t défini par son symbole à droite q , Q es t défini avec comme symbole 

à gauche q .  Il résulte du théorème (2.2.1) que : 

(FQ)* = I(c*,<j>*) 

avec : 

(2.5.55; 
c*(x,e,z) 

-i 
a! 

es 

3£ 
l ( x , « (x,6,z) ̂ [ e 1 * V ( y,6 , z ) ] / y c X 
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D'où ; 

ca(x,e,z) » c£(z,e,x) =ir^q(z,.^(x ,e,x))(-l)^[e^a(x ,e,y)] y s 2 
c.q.f. 

Comme application des théorèmes précédents, on a la 

Proposition 2.5.3 : S i F  est dans m , < ^ 9 alors F  opère continûment de 

B S (]Rn ) dans BS"m(]Rn ) pour tout s G H . 

Démonstration : S i L  6  G,S(]Rn) et L 6  Ĝ  m(]Rn ), il résulte des théorèmes -s 1 s- m 1 

(2.5.1) et (2.5.2) que : 

(2.5.56) L  F  L 6  •  °'(T> 

s-m - s 

Le théorème résulte alors du théorème 2.1.6 (cf. également la remarque 2,3.8). 

2.6 Fourier-intégrau x globalement elliptiques. Théorème d'Egorov. 

Dans ce paragraphe, on se replace (pour des raisons techniques) dans le 

cadre du paragraphe 2.3. 

Considérons l'opérateur F  d e la proposition 2.3.6 et supposons que : 

(2.6.1) a(x ,0) = d t ^ 1 / 2 

d e t 

Sous les hypothèses (2.3.11) et (2.3.4), on vérifie que 

(2.6.2) a  6 T°(]R2n) . 

Il résulte alors de la proposition (2.3.6) que : 

(2.6.3) F* F = I + R 

avec R  dan s G^IR 1 1). 

On déduit immédiatement de (2.6.3) et du théorème (2.5.1) qu'il existe un 

Fourier-Intégral G  dan s j j (ave c <j>*(x,y,0) = x0-S(y,0)) tel que : 

(2.6.4) G. F = I .+ (i 
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avec £  6 G °°(]Rn ) . 

On a ainsi construit ce que l'on appellera naturellement un opérateur Fourier-

Intégral globalement elliptique dans $ ° 

On peut vérifier également quTil existe G 1 dan s *J te l que : 

(2.6.5) F  G1 = I + R', ave c Ä, 1 dan s G * 00. 

On vérifie alors que G 1-G es t régularisant. 

Remarque 2.6.1 : O n peut raffiner (2.6.4) en construisant un F.I.O dans 'J 0'̂  y" 

tel que 

(2.6.6.) F* F = I + C ave c &  dan s G"°\]R n) . 

Il suffit en effet de construire un o.p.d B  dan s G°(3R n) auto-adjoint tel que 

(2.6.7) B(I+R) B = I+ $  . 

D-r 

B=(I+R) 1 - i - i . . (-1/2)(-3/2) 
2 

R 2

+ ... . 

— 0 0 

définit un o.p.d (défini modulo G )  qui répond à la question. 

L'objet de ce paragraphe est de démontrer dans le cadre de § 2.3 un analogue 

du théorème classique d'Egorov. 

Théorème 2.6.2 (Théorème d'Egorov) : Soit F  un Fourier-Intégral global ellip- 

tique dans j '  ej t G  son inverse dans 3 '  .  jîi Q  est un o.p.d dan s 

G™(Hn ) de symbole q, alors G  Q F est un o.p.d dan s G™(3R n ) de symbole p 

et on a : 

(2.6.8) p O 0S(x , e ) ,9) = q(x, 9xS(x,e)) modulo r^ 2(3R 2 n) 

Démonstration : Remarquons les points suivants : 

j_er_goint Si un Fourier-Intégral dans m' es t défini par un noyau de la 

forme 

]Rn 

i(s(x,e)-yö) , o X J „ 
e ' J '  a(x,y,6)de 
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on peut, modulo un régularisant, supposer qu'il est défini par une amplitude a 

indépendante de y  appartenan t à T m(]R2n ) . Montrons ce point modulo m 2,( ^ 

(modulo un régularisant se déduit par récurrence). On pose simplement : 

a(x,0) = a(x,3 S(x,9),6) 

et on constate qu e (x,y,6 ) •> a(x,y,0) e t (x,y ,0) ->a(x,0) coïnciden t sur C , . 
* 

De même, on montre qu'un Fourier-Intégral dans J  défin i par un noyau de la 

forme : 
f e i ( x - 9 - s ( y > 9 ) , a . ( x > y > e ) d e 

peut être défini (modulo un régularisant) par une amplitude indépendante de x. 

2ème point : S i F  es t défini par une amplitude a  n e dépendant pas de y , 

QF s'écri t également avec une amplitude c(x,0) ne dépendant pas de y (cela 

résulte du 1er point ou de l'examen des formules (2.5.2) et (2.5.3)) et on a : 

(2.6.9) :(x,0) = q(x,3xS(x,0)).a(x,0) (modulo r™
 2(3R2n)) . 

3ème point : S i G  es t défini par une amplitude b  n e dépendant pas de x, on 

peut écrire, pour v  dan s *I (]Rn ) : 

(2.6.10) 
S v. 
G.v(n) B

 iS(y'n)b(y,n)v(y)dy 

et on a : 

(2.6.11) ((QF)u)(x) = 
eis(x,£) c(x,£)û(£)d£ 

Comme dans la démonstration de la proposition (2.3.6) (cf. 2.3.40), on considère 

plutôt : 

rF(G.QF)? 1 

dont le noyau est donné par l'intégrale oscillante : 

(2.6.12) K(n,0 = Bi(S(y,ç>-S(y.n)> b ( y i n ) . c ( y t 0 d y . 
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La démonstration se déroule alors comme dans cette proposition. On vérifie que 

F (gqf°f-1 est un o.p.d dont le symbole d est déterminé (modulo Tj (3R )) 

par : 

(2.6.13) d(n,-3 S(y,n)) =b(y,n)q(y,9 S (y,n)) .a(y,n) 

G étan t l'inverse de F, on a : 

(2.6.14) b a= 1 (modulo r,2(nR2n)) 

On déduit de (2.6.13) et (2.6.14) que : 

(2.6.15) d(n,-anS(y,n))
sq(y,3 S(y,n)) (modulo T™~2) . 

Compte tenu du lemme (2.3.7), on déduit de (2.6.15) que : 

pO S(y,n),n)=q(y,3 S(y,n))(modulo T m 2 ) c.q.f.d . 

Remarque 2.6.3 : Développon s plus en détail le 2ème point de la démonstration 

du théorème (2.6.2), car on peut préciser la théorème (2.51) dans le cas où : 
m2,cl m,,c l 

F € J j ,  Q 6 Gj e t où : 

(2.6.16) (j>(x,e,y) = S(x,6)-y.e vérifiant (El), (E2), et (E3)). 

On réécrit le théorème (2.51) sous la forme : 

Théorème 2.6.4 : Soit <J)(x,0,y) + S(x,6,y)-y9 où S  vérifie (El) à (E3) , a un 

symbole classique : (x,9,y) -> a(x,8) indépendant de y . 

,m2,<J>,cl mp d 
Soit donc F  = I(a,(j)) dans J ^ e t Q  dan s G j alor s QF es t dans 

j nij+ m2,<J>,cl  ̂plus précisément, on peut écrire : 

(2.6.17) QF = I(b,4>) 

et b  est indépendant de la 3ème variable et admet pour tout M  le dévelop- 

pement suivant : 

(2.6.18) b = E  b  + b
( M ) 

lai <M a 
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avec : 

(2.6.19) b (x,6,z) = b (x,0) - - L A) (x ,3 S)D^[eil|;a(y,e)]/y=x 
OC ex et ! J 

où \\ ) est définie par : 

(2.6.20) ij/(x,y,e,z) - s(y,e)-s(x,e)-<y-x,a xs(x,e) > 

Comme fonction de (x,6), on a : 

(2.6.21) bo(x,e) e Tj 
m +m — | ot | , cl 

(2.6.22) 
, v m  +m -M,cl 

b ( M )e r, 1 2 

Démonstration : Le seul point à remarquer est que si (x,e) - > p(x,0) est un 

symbole dans r ? ' C l (JRn x]Rn ) , (x, 0) -*(p6c, 3 S(x,0)) est également un symbole dans 1 x 
D,Cl / m n m n x 

vK ( m x m )  . 

• 0 0 

2.7— Famille de Fouri-er-Intégraux globaux dépendant de manière C d  un paramètre. 

Soit &  u n ouvert de ]RS ; On aura besoin pour les applications d'une classe de 

Fourier-intégraux globaux dépendant d'un paramètre y Dan s nos applications, 

sera un intervalle ]-T,T[ (T > 0) de H . La phase <j> (y6#) vérifiera les hypo-

thèses suivantes : 

(2.7.1) Hypothèse (H  ̂) 

(y,x,0,y) -*<j> (x,0,y) 

oo r& -nrS1 i n 
est C  SU r V7X ]R X]R X]R 

(2.7.2) Hypothèse (H ) 

t.q V  a,3,Y,<S 6  ]Nn x]Nn xINN x]NS ,  V K compact C#3 C* fi 

V(y,x ,6,y) G Kx]Rnx]RNxm

n

 f 

| э а э в э 1 э 6 ф (х,е,у)| 
X у 9 и У 

< C K

R л Х(х,6,у)(
2-|«1 + |б|*К1)+ . 

101 



B. HELFFER 

(2.7.3) Hypothèse (H^) 

Pour tout K  dan s i l existe 6  (K) tel que :Vy6 K, V(x,y,0), on ait : 

|det D((J)̂ ) | >6q(K) 

De même, on introduit la classe ^'^(IR* " ) (t e ]N ) des symboles a tel s que 

l'application : 

(2.7.4) y + -R* 3 z - a (z) e A l ^ ) . 
y P 

soit C° ° de & dan s ^(i r * ) . 

Sous ces hypothèses, on vérifie que, si a  6  rm (]R n^+n) , 
y o 

(2.7.5) K a ^ , * )  es t dans C°° ( 1>,i ( (]R n ) , tf (]Rn ) ) 

et que l'on a la propriété : 

(2.7.6) e 

oy 
:(a •  ) = i 

3a 

3y, 
a .i 

u 

8cf> 
<j> ) (j = l ,. . . ,s) 

Il est clair que sous les hypothèses (H1O,H2O,H4O) 

(2.7.7) 
9a 

u uj 
•i. a . 

8<f> 

3y. E RM+2,Q (RN+N+1)) 

Si on fait de plus l'hypothèse HO5 (cf. 2.2.3). 

Pour tout K  i l existe zq> 0 te l que,V y 6 K , 

(2.7.8) 2 0 " 
y 1  <j > ,e 

et sur l'amplitude a  l'hypothès e 

(2.7.9) a 6  Tm,C^(fi )fir ^ (]Rnx ]RNx]Rn ) pou r tout y  6 K 
y 1  <f> y,e0 o 

et on obtient : 

(2.7.10) 
3a u 

i- ia 
9<J> 

3u. 
Erm+2,Q ($O,eO) 

nrû+2,O (RNxRNxRn) 
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On vérifie alors que tous les théorèmes démontrés au chapitre II restent vrais 

avec un contrôle C° ° de paramètre V  6 uniform e sur tout compact de & . 

2.8 —Fourier-intégraux et opérateurs pseudodifférentiels 

Lfobjet de ce paragraphe est de montrer comment la caractérisation de Beals 

des opérateurs pseudodifférentiels permet de reconnaître des opérateurs pseudo-

différentiels cachés sous la forme de Fourier-intégrau x globaux. Dans un cas 

particulier, on démontrera un théorème plus précis en utilisant le théorème de 

la phase stationnaire. 

Proposition 2.8.1 : Soit I(a,cj) ) dans j m,<*> (cf. définition 2.2.1). On fait  

lfhypothèse suivante : 

(2.8.1) Il existe R  > 0 te l que : 

- 0 

|x| + |y|'+|e| > R 

=» (x,*') = (y,-4') 
x y 

(Autrement dit h. défin i en (2.2.19) est "approximativement" le graphe de 

1'identité). 

Alors I(a,4> ) est un opérateur pseudodifférentiel dans G^(]R n ) . 

Démonstration : Compt e tenu de la proposition 2.2.3, on se ramène aisément au 

cas où m = 0 . La proposition (2.8.1) est un corollaire du théorème 1.12.1 et 

de la proposition 2.5.3 si on démontre le 

Lemme 2.8.2 : Soit I(b ,<f>) un F.I.O global régulier dans ^  P** tel que <j> 

vérifie (2.8.1), alors [x. ,I(b,<j>) ] et [~- , I(b,<j>) ] sont dans 1 P~* ^ . 1 —  o  x. y 

J 

Démonstration du Lemme 2.8.2 : On a, pour u  dan s ^f(3Rn) : 

(I(b,(J))u)(x) = 3i*(x,e,y) b(x,e,y)u(y)dyde . 

D'où ([x.,I(b,4>)]u)(x) = e i ( , ) ( x' 8' y )(x j-y j)b(x,e îy).u(y)dyde 

On a donc : 
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(2.8.2) [x.,I(b,«] = l((Xj-yJb,4>) 

Il en résulte que [x̂ ,I(b,̂ ) j est dans O^**'^ . Mais, sous l'hypothèse 

(2.8.1) , (<j>g = 0) implique (x = y) pour |x| + |y| + | e | assez grand. Pa r conséquent, 

(x.-y.)b» es t nul pour |x|+|y|+|ô | assez grand. 

Il résulte alors de la proposition (2.2.7) que [x . ,I(b,cJ>) ] est dans J  ̂. 
On montre de même que : 

(2.8.3) [D ,I(b ,<f>)] -"I(O x cf>+3 <>)b+( D b) + (D b),(j)). 

Mais cj) ' = 0 impliqu e ((J) l+(l), = 0)pour |x| + |y | + | 0 | assez grand. On conclut de 8 x  y 

nouveau par la proposition (2.2.7) que [ D ,I(b ,<j>)] es t dans Jp ^  . 

Plaçons nous maintenant dans le cadre des Fourier-Intégraux globaux "classiques" 

(§2.4). La proposition (2.8.1) se réécrit sous la forme suivante : 

Proposition 2.8.3 : Soit I(a,<J>) dans J^»^>ct # p n suppose pour simplifier que $ 

vérifie également (H4). On suppose de plus que : 

(2.8.4) 
v 

est le graphe de l'identité. 

Alors I(a,<f> ) est un opérateur pseudodifférentie l dans G^,C^(]Rn) dont le 

symbole (x,C) -> b(x,£) est donné, modulo T m 2(]R2n )y par : 

(2.8.5) b(x,S) = (2TT) 

n+N 
2 (a/ Idet D(é) 

- I 
2 

, IT L T.n 
O i ^X^jX,^) 

où 6  2 et (x,£) est assez grand . 

Précisons tout d'abord quelques notations apparaissant dans (2.8.5) . 
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On a l e s deux schémas s u i v a n t s : 

(SQ IL) 

<R2n*fx,<^) 

CQ 

(x,y,o) 

(y>-4>y)€lR n (Schéma associé à la phase <J>) 

(x,*;,y,-4>' 

A € R 

e t quand on passe 3 l a phase homogène c o r r e s p o n d a n t e $ d é f i n i e 

dans un voisinage de I ^ ' q I 2 ^ £2 C | x | 2 + | y | 2 + | 0 | 2 ) 

(sera ; 

R 2 n\09(x,î') 

Cq 

(x,y,e) 

identité 

nQ 

( x , ^ , y , - ^ ) 

(y,-$')ÉR 2 n \0 

A*=graphe de l ' ident i t é dans R^VCWR^VO 
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AV es t défini au § 2.4 (Prop. 2.4.8). (det D(<j>)) est défini en (2.1.39) et 
<f> ' 

compte tenu de(F3), il lui correspond sur C v un e fonction homogène (det D( v)) de 

degré 0 et non nulle. 

On supposera dans la suite que a  es t à support dans ÇI d e sorte que a 
<f>» e 

est une somme de termes homogènes (on se ramène aisément à ce cas). 

Démonstration de la proposition 2.8.3 : O n sait par la proposition (2.8.1) que 

I(a,<J>) est un opérateur pseudodifférentiel dans Gm(lRn ) . Il nous reste donc à 

étudier le symbole de I(a,<f>). 

Posons B  = I(a,(j)) . 

Le symbole b(x,£ ) d e B  es t donné par la formule : 

(2.8.6) b(x,Ç ) = e_c(x)B £ ç ave c e  (x) = e1 X* Ç . 

On a alors au moins formellement : 

(2.8.7) b(x,ç) - J p W ^ ' ^ ^ a O c . e . t f d y d e • 

L'intégrale apparaissant dans (2.8.7) doit être considérée comme une intégrale 

oscillante comme nous allons le préciser maintenant. Reprenons l'étude faite dans 

la démonstration du lemme (2.1.5). On avait le schéma suivant : 

(SCH3) 

(X , ^ ,4 )Q) 

(x,y,e) 
h 

(y,-4>y,*ê> 

On a vu que h,g, g , h son t des difféomorphismes globaux dont les coefficients 

de la matrice dérivée sont bornés. On en déduit l'existence d'une constante C 

telle que ' V(x,y,0),V (x',y',9') on ait : 

(2.8.8) 
jx-x'[ + |y-y'| + ¡6-0 ' | <: 

v< C(|y-y'| + |^(x,y,6) - *'(x\y',G')| + |^(x,y ,9) - ^(x',y',6')|) 

On va maintenant appliquer (2.8.8) avec un choix particulier de (x',y',0') 

déterminé par : 

(2.8.9) h(x',y',0') = (y,Ç,0) . 
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On obtient ainsi : 

(2.8.10) y' = y , x' = x(y,Q ,6 ' = e(y,Q 

(2.8.8) devient alors : 

(2.8.11) |x-x(y,o| + |e-e(y,ç) |< c(|<^+£ ! + |^(x, e , y ) | ) . 

Nous allons maintenant exploiter l'hypothèse (2.8.4) et l'homogénéité. 

On en déduit que,pour |y | + |ç|>R,. (y,£) 9(y,£ ) es t homogène de degré 1. 

(2.8.12) 6(Xy,AÇ) = À8(y,Ç) v x > i , v ( y , o , | y | + U I > R 

et que 

(2.8.13) x(y,Ç) = y s i |y | + U | > R . 

Enfin J on a également : 

(2.8.14) |e(y,0-e(x ,s)|< c|x-y| 

D'où : 

| x - y | + | e - e u , o | < c c(|#%ç| + kl(x,e,y) | 

• |x(y,ç)-y| ) 

On déduit de (2.8.13) que : |x(y,Ç) -y| < C 

D'où finalement : 

(2.8.15) |x-y|- + |e-e(x tç)| v< c(|^*ç| + 1^1 *1) 

On introduit alors l'opérateur : 

(2.8.16) L 1 
i 

(O'y+£).ey + O'o.eO+i 

O'y+£2 + [Q'o|2+1 

qui vérifie : L ( eit *(x)9,y)-xÇ+y.Ç]) =  g i [ *(x,9,y)-xÇ+yÇ ] _ 
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Compte tenu de (2.8.15), on rend l'intégrale oscillante (2.8.7) convergente en 

posant, avec M  asse z grand : 

(2.8.17 b(x ,C) ei [ * ( x,o,y ) - x ç+y . ç ] (t L )M a ( X t e > y ) d y d e . 

a M f x,0 , y ) dSf (( tL) Ma) (x,0 , y ) vérifi e en effet : 

(2.8.18) <l*;+5|2 + l ^ [2

 + 0
M / 2|a M(x,e 5y)|^x(x,e,y)

m. 

On veut montrer maintenant que b(x,ç) est un symbole classique d'ordre m. 

Soit X une fonction valant 1 sur ]-l,l[ et à support dans [-2,2 ] . On 

réécrit a(x,e,y ) sous la forme : 

(2.8.19) 
a ( x,0 , y ) = a^(x,6 , y ) + a ^ C x ^ y ) 

avec 

(2.8.20) a^(x,6 , y ) = a ( x,6 , y ) x 

(l+|x|'+|Qo|2 

e * ( l + | x | ' + | ç | ' ) ' 

où e  es t un nombre >  0 que l'on déterminera ultérieurement. On a alors : 

(2.8.21) b(x,Ç) = bj(x,0 + b2(x,ç) 

avec : 

(2.8.22) 

CD b£(x,£ e i ( # ( x , e , y } . x ç + y . ç ) a e ( X f e , y ) d e d y 

(2) b^(x,Ç) = e i ( » C x , e , y ) - x Ç + yO (t L )M a e ( x > e > y ) d 8 d y 

Examinons tout d'abord b^(x,£ ) . Compte tenu de (2.8.22), (2.8.2C), (2.8.15) 

et (2.8.18), on voit que pour tout e  >0, tout M' , il existe C £ ,̂ tell e que 

(2.8.23) |b^(x,o| < c e > M t X(x , Ç) M' . 

En jouant sur N dan s (2.8.22), on obtient des estimations du même type, pour 

les dérivées en (x,£) de b^CxjÇ)* e t o n a donc : 
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(2.8.24) b 2

e(x,ç) 6  r^lR 2 1 1) . 

Modulo T °°(]R2n ), l'étude de b(x,Ç) se ramène à l'étude de b^(x,£) défini par 

l'intégrale (2 .8.22)^ où le support de aj(x,0,y) est compact en (G,y) 

Pour localiser le support plus précisément, on va dénontrer le 

Lemme 2.8.4 : Si^ e est choisi assez petit, il existe c  e t C  tels que : 

(2.8.25) c  X(x,Ç) < X(x,0,y)<C X(x?Ç) 

sur le support de a ^ 

Démonstration : Montrons tout d'abord que : X(x,O yy) < C À(x,£). 

On a : X(x,0,y ) é X(x, 0-0(x,Ç), y-x, 0(x,Ç)) , d'o ù : 

(2.8.26) X(x,9,y ) <  X(x,<j>'+£-Ç,<j>' ) (d'aprè s 2.8.15). 
y 0 

On conclut alors en remarquant qu e sur le support de a ^ , on a : 

(2.8.27) l o ' + e l 2 * ! * : ! 2 < 2e 2 x ( X , o 2 . 

Montrons maintenant que cÀ(x,0 < X(x,9,y) . 

On remarque tout d'abord que : 

(2.8.28) X(x,Ç ) £ X ( x , C + Ç ^ ) ^ ( x , e , y , ^ ) . 

De (2.8.27), on déduit alors que : 

(2.8.29) Mx,Ç ) < C U(x,0,y) + eX(x,Ç>] 

sur le support de a £ (grâc e à (2.8.26). D'où (2.8.25) en coisissant e  assez 

petit. 

Revenons maintenant à l'étude de b ^ (cf . 2.8.23 (1)). On s'intéresse bien 

entendu au comportement pour (x,£ ) assez grand . Posan t : 

109 



B. HELFFER 

(2.8.30) 
x = t~ 

£=t£' 
avec t  = |x|+|Ç| 

on obtient : 

b * ( t x , t ç ) = e i [ * ( t x , e , y ) - t X . H T Y H a e { t ; f e , y ) d e d y . 

Il s1agit de montrer que b £(t,w) défin i par : 

; = ( x,a c | w i=D, b ( t , w ) = B\itx9TV 

est dans S m,C*(]R+x s 2 n ̂ ) o ù S m' C'(l +xS^ n *) es t l'ensemble des symboles 

vérifiant (cf. § 2.9) : 

(2.8.31) b(t,Û>) ^2 t m j b_.G 0 
i>0 J 

On a, après changement de variable : 

(2.8.32) 
b (t,o)) = t e i [ < | ) ( t x , t e , t y ) - t 2 x . ç + t 2 y . ç ] 

a ^ ( t x , t 6 , t y ) d e d y 

Maintenant, pou r |t | asse z grand, il résulte de (2.8.25) et de l'hypothèse 

d'homogénéité sur a  e t <J> que : 

(2.8.33) b f t , w ) = t N + n 

e î t 2 [ î ( x , e , y ) . x . c + y C ] 

A L ( t , a ) , y , 6 ) d e d y 

avec ; 

(2.8.34) a 1 ( t , w > y , ê ) = a ^ ( t x , t e , t y ) 

Il résulte de (2.8.25) et des hypothèses sur a  qu e : 

(2.8.35) \ G  Sm'cl(lR+ xs2 1 1" 1 x  K) 
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n N 

où K  es t un compact de TR x]R e t ou 

(2.8.36) SUpp C  K . 

On pose : 

(2.8.37) iKw,y,e) = (j>(x,e',y)-x.î+y.î . 

Il résulte de (2.8.25) que, pour t  asse z grand, es t C °° sur le support de a . 

Soit donc à étudier l'intégrale : 

(2.8.58) D^ (t ,u>) =t e i t 2 [ « M * , y , ë ) ] â i ( t > 5 > y > ê ) d ë d y 

En vue d'utiliser un théorème de la phase stationnaire (cf. §2.9, Th. 2.9.3), 

on doit d'abord étudier les points critiques de la phnce  ̂pa r rapport à (y,*?). 

Les équations des points critiques sont donnés par ° 

(2.8.39) 

$1 = 0 

Q'y+£=o 

i.e (x,0,y ) E C „ 

Compte tenu de l'hypothèse (cf. SCH2), on a alors 

(2.8.40) 

X=y 

Q'y+£=o 

• ' - 6 
x 

Les équations (2.2.39) déterminent donc pour tout or = (x,£) dans S2 n * u n poin t 

critique (x,0(x,̂ )) (où 9  est la fonction homogène de degré 1 associé à 0 

(défini en 2.8.12)), tel que 

(2.8.41) (x,x,0#(x>ç')) n e rencontre pas 0 dans ]Rnx ]RNx ]Rn 

Expression de la phase au point critique 

Lemme 2.8.5. : Si _ (x,0(x,£) ) est le point critique de ifj par rapport à (y,0) 

au point a > = (x,£), on a : 
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(2.8.42) 
W(w,x,o(x,£))=0 

Démonstration :  L'application : 

ft -* IJKWJX/S'CTO)) 

se prolonge naturellement grâce à (2.8.37) et (2.8.41) en une application homogène 

de degré 2 de R 2 n\ 0 dan s I R ; c'est l'application : 

(2.8.43) (x,T) ^(x ^ e ' f ë / t ) ,x) = ^(x,~) . 

On a ; 

w(x,£) 

xi 

(j)' (x ,ê(x,Ô,x) 
xi 

+ <f>' (x,0(x,Q,x) H 
yi 

Z V (x ,ë (x \Ô,x) 

oj 

36. 

ax. 

D'où : 

(2.8.44) ^(x,ç) = 0 compte tenu de (2.8.39) et (2.8.40). 

Par ailleurs w'(x,£) 

£j 

E voi 
j e . 

3ê. 

e£i 

D'où ; 

(2.8.45) ^ ( X , Ç ) = 0 (d'aprè s 2.8.39) 

Compte tenu de l'homogénéité de o n déduit, de (2.8.44) et (2.8.45) que : IF; = 0. 

(2.8.42) est ainsi démontré. 

Expression du Hessien de la phase ^ au point critique. 

Lemme 2.8.6 ( X , e ( X , I ) : est un point critique de  ̂ non dégénéré, c.a.d. que 

det (Hess_ ̂ ) (u>) ï 0 . 
y.e 

Plus précisément, on a : 

(2.8.46) I de t (Hess I|0 (£3) |= | d e t ( D ( ? ) ) ( x , ë ( x , ç ) , x ) 1 
y , 6 

Démonstration : Remarquon s tout d'abord que, d'après (2.8.37) 9 on a : 
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(2.3.47) Hess ^  =  Hess % 
y,e y ,e 

En ayant en mémoire le schéma 3, rappelons que : |de t D(^)| est la valeur absolue 

du jacobien de l'application h  défini e par : 

(x . y . e ) - ^ - » ( y . - * ' , * 4 ) = C y , n , c ) 

Considérons maintenant l'application (g ^ o h) : 

( y , n , c ) g 2 - û» ( x ( y , n , c ) , ç ( y , n , ç ) , c ) 

On peut alors considérer l'application hj : 

(2.8.48) 
hl 

(y , n , c ) > (x(y,n ,c),n,ç). 

L'application (h^ o h) est alors l'application ĥ  : 

(2.8.49) h 
(x,y ,G) — ( x , - * J . * ' ) 

La valeur absolue du jacobien de h^ es t alors : 

(2.8.50) | J a c ( h 2 ) 1*1 de t Hess y > 6<|>| 

On déduit de l'identité h ^ = h^oh que 

(2.8.51) | d e t Hess y > e ( f ) | = | d e t D(cJ>) | . | J a c ( h p | 

Plaçons nous maintenant en un point tel que <J>' = 0 . 
0 

On sait que pour (|y |+|n|) assez grand : x(y,n,0) = y 

et par conséquent : 

(2.8.52) |Jac(hj)|(y,n,0) = 1 pour |y|+|n| asse z grand . 

On déduit alors (2.8.46) de (2.8.51), (2.8.52) et (2.8.47) en utilisant l'homo-

généité. s 
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Le lemme (2.8.6) permet l'utilisation du théorème de la phase stationnaire avec 

paramètre pour l'étude de (2.8.38). On déduit alors du théorème 2.9.3 que b^(t,w) 

est dans S m , G l(lR +x S 2 n _ 1) et qu'on a 

(2.8.53) 
b e ( t , 5 ) = (2ÏÏ 

n+N 
2 l e t D($) 

1 
"1 (x,o(x,£),x) 

i£s ign(Hess~ ?\i>) 
. e y>* ( S,x , e(x , ç ) ) 

x a, ( t , 5 , x,6 ( x , Ç ) ) modulo S m ~ 2 , c l (I^ x S 2 1 1 " 1 ) 

Compte tenu de (2.8.21), (2.8.24) (2.8.30), (2.8.31) et (2.8.34), on obtient : 

(2.8.54) b(xfÇ)=(2Tr) 

n+N 

det D($ X,6(X,0 ,X) .€ 
L-rTl . 4 <h 

x a ( x,6 ( x , Ç ) , x ) modulo r m " 2 ( R 2 n ) 

pour +  asse z grand , où n^ es t la signature de (Hess~ ~i|0 a u point 

(x,9,(x,£)>£) (avec (x,£) = ( |x| + |ç |) (x,Ç)) et donc un nombre constant carleHessien 

est non dégénéré et ]R2n \ 0 es t connexe. 

Ceci termine la démonstration de la proposition (2.8.3). • 

Remarque 2.8.7 : Si l existe un symbole homogène au voisinage de C^,a m(x,y,9), 

tel que (a- a ) (6 l» 0*»^) s'annul e sur C, , on a sous les hypothèses de la m 1  < p 

proposition (2.8.3) : 

(2.8.55) b(x,Ç) * b (x,Ç) + b (x,Ç ) + ... 
m m~ z 

avec : 

(2.8.56) bm(x,C) = (27i) 

n+N 

m c^ 
C 

det D(<J>) 

1/2 

C'o 

4 • j o i - V o 

Remarque 2.8.8 : Dan s la démonstration de la proposition (2.8.3), on n'a pas 

besoin en fait de la proposition (2.8.1). En particulier, on n'a pas besoin 
2 

d'utiliser un théorème de continuité L pou r les opérateurs Fourier Intégraux 

de ce type. 
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2.9- Rappels sur le théorème de la phase stationnaire 

Dans ce paragraphe, on rappelle sans démonstration les principaux résultats 

(utilisés au §2.8 et que nous utiliserons au prochain chapitre) tournant autour 

de la méthode de la phase stationnaire. 

Cas_où_la 2hase_n̂ est_gas_stationnaire 

Soient X , y de s ouverts de TR? , .  On a déjà eu et on aura souvent à étudier 

le comportement pour T tendan t vers l'infini d'intégrales du type 

(2.9.1) I(x,T) = 
y 

eiTcp(x,y) a ( x „ T ) d y 

où e Ca> (XxY) es t à valeurs réelles et a  es t un symbole dans S m(XxYx]R+ ) , 

c.â.d. vérifiant : 

(2.9.2) Pou r tout compact K  d e XxY , pour tout (a,6»y) 6 ]N P + q + 1 , il existe 

Ca , B , Y "li e que: IDaxDbyDyi(x , Y, I ) l < „y.i W  | T | )»~ I ^ 

Dans ce genre de problème, une première étape sera toujours de se ramener au cas 

où a  es t nulle pour y  e n dehors d'un compact KcY, hypothèse que l'on fera 

dans la suite. 

Le premier théorème très facile et qu'on a déjà utilisé à de nombreuses reprises 

est le : 

Théorème 2.9.1. Théorème de la phase non-stationnaire : On suppose que 

cp̂  î 0 sur Xx Y (ou sur un voisinage du support de a), alors I (X ,T)6S °°(Xx]R +) . 

Cas_où_la phase a un £oint_critigiue_non dégénéré en_̂  

Le théorème précédent nous conduit à l'étude du comportement de I  quan d (p 

possède un point critique. 

Si cp G C°°(XxY), on dit que (x°,y°) est un point critique non dégénéré de cp en y 

si d u>(x°,y°) =0 e t la matrice hessienne (8 2 9(x°,y° ) = (Q.v) est inversible. 
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Dans ce cas, le théorème des fonctions implicites montre qu'il existe des voisi-

nages U , V de (x°,y°) tels que pour tout x G U , il existe y(x ) 6 V uniqu e 

vérifiant a cp(x,y (x)) =0 e t y(x° ) = y°. 
2 

On pose Q(x ) = 8 cp(x,y) / ,  x. C'est une matrice inversible dès queU estrnetit. 
yy y-yCx ) 

Le lemme de Morse avec paramètre permet alors de ramener par un changement de 

variables convenable l a phase cp à une phase quadratique : 

Théorème 2.9.2 (lemme de Morse avec paramètre) : On suppose que (x°,y°) est un  

point critique non dégénéré de ( p en y. Alors quitte à diminuer les ouverts U,V, 

il existe une fonction C° ° h de UxV dans ,  telle que, si on pose 

z = h(x,y), on a : 

(2.9.3) cp(x,y) -cp(x,y(x)) =y tz.Q(x)z pou r (x,y )CUxV . 

De plus, h est un difféomorphisme en y  pour x  fixé et vérifie 

(2.9.4) h(x,y. (x)) = 0 , 9yh(x,y)/ y_ ( x ) = I , x6U 

(h es t appelé le difféomorphisme de Morse). 

On est maintenant en mesure d'énoncer le théorème de la phase stationnaire avec 

paramètre : 

Théorème 2.9.3 Théorèm e de la phase stationnaire avec paramètre : On se place  

dans les hypothèses du théorème 2.9.2 e t on suppose que le symbole a  6 Sm(XxYx]R+) 

est nul pour (x,y ) en dehors d'un compact de UxV. On pose : 

Q(x) = 32 tp(x,y)/ ,  . 
yy y=y(x ) 

et on désigne par k  1'application 

U x W3 (x,z) -> y = k(x,z) telle que pour x  dan s U, y-> k(x,z) 

soit l'inverse du difféomorphisme de Morse y  + h(x,y) : 

Alors l'intégrale I (X,T) vérifi e : 

(2.9.5) i ) eiTcp(x,y(x)) I ( x > T ) e  s 

1 
- a X x ]R+) 
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ii) C e symbole admet dans U  x ]R+ u n développement asymptotique de la forme : 

(2.9.6) 

( ^ ) z | d e t Q ( x ) | z e 4 

k>0 

-k 
T 

K ! 

k 
R ( x , z , a z ) a ( x , z , T ) / 2 = 0 

où a(x,z,i ) =a(x,z),T). |  (x,z ) | et R(x,z ,à ) = i < Q 1 (x) d ; 3 > uz z  z  z  z 

iii) E n particulier, le terme principal de ce développement est donné par : 

(2.9.7) (2r/t) 
q 
2 iet Q(x) 

-5/2 i|-sign Q(3 a(x,y(x),T) mod £ 
1 

m -yq-

On a vu au § 2.8 , tout l'intérêt de ce théorème. 

5aË_2u_l§_2lîêËÉ_§_yB_22i2^_£li:ti3yË_ÉÊSËBËIÊ 

On suppose ici qu'il n'y a pas d'espace de paramètres X  e t on énonce un théo-

rème global. 

Théorème 2.9.4 Théorèm e de la phase stationnaire généralisé (Colin de Verdière) : 

Soit Y  une variété riemannienne. Soit a  6 C*(Y) et_ cp dans C°°(Y ) une phase 

à valeurs réelles. On suppose que les points critiques de c p situés dans le 

support de a  constituent une sous-variété compacte connexe W  de _ Y de 

codimension v . On suppose que W  est une variété critique non dégénérée pour cp 

(i.e. pour tout v6W , le hessien cp"(y) induit sur l'espace normal N =T Y/T W i '  y  y  y 

une forme quadratique non dégénérée cp"(y)/N̂ ) et on désigne par a la signature  

de cp"(y) . On a alors le comportement asymptotique suivant : 

(2.9.8) H t ) » 
ixcp(y) 

Y 

H y ) d y = ( 2 l ) 2

e

 4 e i t q ( w ) p ( x ) 

où P(t) admet pour t •> 00 u n développement asymptotique de la forme : 
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(2.9.9) -k 
p(T) ^ E  a  T 

k > 0 k 

avec : 

(2.9.10) 

_J_ 

aQ = |a(y)|det <p"(y)/Ny|
 2 dwy 

où d̂ y désign e la mesure induite sur la sous-variété W. 

2.10- R£tour_aux_Fourier-Intégrâ  globaux "clazssique" 

Toutes les phases apparaissant dans ce paragraphe vérifieront (Fl), (F2) , 

(F3), (F4), (H4) et (H5). 

La proposition (2.8.3) va nous permettre d'aller plus avant dans l'étude des 

Fourier-intégraux globaux "classiques". Revenons tout d'abord à certains résultats 

démontrés au § 2.3. 

Proposition 2.10. 1 : Soit F  = I(a,<j>) dans <]™><ï> >c\ Alors FF * et F* F sont  

dans G2 m' c l(lR n). 

De plus, les symboles principaux de (FF*) et (F*F) sont définis par : 

(2.10.1) * (FF*)(x ,ç) = (2*)N+n|a ,  | 2|detD(*)L* o i"1 ( X , Ç ) 
m/ 

(2.10.2) a2m(F*F)(y,n) = (2Tr) N + n|a m / tfdetD&L^.  «i^Cy.N ) 

où i j et î  sont définis par : 

C v 9(x,y,6) 

I 9 (x,Qx) 

B2 <y,- fy 

v 
et où a  désign e le terme principal (bien défini au voisinage de Cv) de 

m — — • (f) —~ 

l'amplitude a . u 

118 



OPÉRATEURS FOURIER-INTÉGRAUX SUR IRn 

Démonstration : O n va démontrer le théorème pour (F.F*) , l'autre cas s'obtient 

en échangeant les rôles de F et et F*. La proposition (2.10.1) est une conséquence 

immédiate de la : 

Proposition 2.10.2 : Soit F 6 j " ' * , C l „ «Tni1 ,<b*,cl 
— J  i alors F  o G 

appartient à G m + m , c l (]R n). De plus, si 

F = I(a,cJ)) , G = Kb, c})*) , am et 

sont les symboles principaux homogènes de degré m  et _ m' correspondant à 

a et _ b , le symbole principal de F  o G c

m + m » est défini par : 

(2.10.3) w ( x > ç ) • ( 2 * > N + n ( l / - H < / R

 ) l d e t D ( * > « c l 0 i 7 ( x ' 5 ) 

OÙ b f(x,y,6) = b (y,x,0 ) 
m m 

pour (x,y,0) a u voisinage de C v . 

Rappelons tout d'abord que par définition la phase <f > es t la phase définie 

,n m n sur M  x  ]R t x M pa r : z v 

(2.10.4) cf>*(z,0',y) =-(j)(y,0',z) . 

Considérons donc le Fourier-Intégral (F o G). D'après la proposition (2.1.4), 

(F o G) est de la forme : 

(2.10.5) (Fo G) = I(c,ip) 

où : 

(2.10.6) c(x,e,y) = (axb)(x,0,y) = a(x,0,z).b(z,0',y) 

et 

(2.10.7) n x , e , y ) =  (*+cj)*)(x,e,y) - *(x,e,z)+**(z,e ,,y) . 

Compte tenu de (2.10.4), on a : 

(2.10.8) n x , e , y ) - <Kx ,e,z)-<Ky,e\z) . 

On va appliquer la proposition (2.8.3). Vérifions en les hypothèses. C'est 

l'objet du lemme : 

Lemme 2.10.3 : est le graphe de l'identité. 
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Démonstration : Considéron s C ^ 

C^ = {(x,0,y) , r Q = 0} 

(2.10.9 C ={(x,6,z,6',y), (x,ô,z)€ C ,  (y,0»,z)£C , 

4)« (x,9,z)=4>;(y,e',z)} 

De (H4), on déduit immédiatement que : 

(2.10.10; (x,0,y)€C <Ê=Ê 
* 

Y = V 

6 = 6 
(x,0,z)€C 

Par définition, A, est l1ensemble : 

(2.10.11) A^={(x,^,y,-^),(x,0,y) 6 Ĉ } . 

Dfaprès (2.10.10) et (2.10.11), on en déduit que : 

(2.10.12) Ai|T Ux,<f/(x,0,z),x,+<|/(x,0,z)),(x,0,z) G Ĉ  . 

Comme 11 application : C (x , 0 , z) ->- (x, $1 ) es t un dif f éomorphisme de C  su r ]R 2n , 
<p x  < p 

on en déduit le lemme. u 

Lemma 2.10.4 : Si ^ est défini par (2.10.7), on a : 

(2.10.13) 2 
| (Det(D(î ))(x,0,y) | = |detDU)| (x,0,z) pour (x,0,y) 6 C. . 

si (x ,0,y) 6 Cy .  a 

D'après (2.1.40), on a : 

(2.10.14) |Det(D(ijO)(x.0,y)| = | Det D (4,) (x,0,z) | |Det D(cf>*) (z,0 1 ,y) | 

Compte tenu de (2.10.4) et (2.1.34), on a : 

(2.10.15) |Det D((j)*)(z,0,,y) I = |Det D(<f>) (y,0 1 ,z) | 

(2.10.13) se déduit immédiatement de (2.10.14) et (2.10.15), compte tenu de 

(2.10.10). m 
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Comme dans la démonstration du lemme (2.8.4), on montre également que 

(2.10. 1 6) c(x,9,y) = a(x,0,z).b(z,6,x) = (a,b)(x,6,z) 

si (x ,e,y) e c 

où on a posé : b(x,0,z) = b(z,0,x). 

Compte tenu de (2.10.16), (2.10.13) et du lemme (2.8.3), la proposition (2.8.2) 

résulte de l'application de la proposition (2.8.3) sous réserve de montrer que : 

(2.10.17) e 

. ÏÏ 1 -7-n. 4 \\) = + 1 . 

Or pour G  = F*, on doit trouver un opérateur pseudodifférentiel autoadjoint 

positif. Dans ce cas, on voit que nécessairement eT/4nW = 1 puisque les autres 

termes apparaissant dans le symbole principal de (FF ) sont réels positifs 

(cf. (2.10.1) qui sans (2.10.17) était démontré modulo la multiplication par un 

nombre complexe de module 1). 

Les deux propositions (2.10.1) et (2.10.2) admettent les corollaires suivants : 

Corollaire 2.10.5 (théorème de continuité L2) : Soit F  = I(a,<t>) dans vj^'*»cl

 f 

2 2 
alors F  se prolonge en un opérateur continu de L  dans L . 

Démonstration : Remarquon s tout d'abord que, compte tenu de la remarque 2.8,8, 

on ne tourne pas en rond ! 

2 

Le corollaire (2.10.5) se déduit immédiatement du théorème de continuité L pou r 

l'opérateur pseudodifférentiel : F*F (cf. Remarque 2.3.8). 

Corollaire 2.10.6 (Existence d'un F.I.O (inversible) : I l existe F  dan s 

A 0,<!>,cl ^  _  ,  Yl 0,(j)*,cl ^  _ 
J j e t G  dan s J j tel s que : 

(2.10.18) F.G = I + $ l G.F = I +#! 

avec £ et & ' dans G  °°(TRn ). 

Démonstration : La démonstration est la même qu'au § 2.6 . 
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Corollaire 2.10.7 (théorèm e d'Egorov) : Soient F  et G définis en (2.10.18). 

Si Q  est un o.p.d. dans G m , c l(]R n) de symbole principal q m ,  alors GQ F est  

un o.p.d. dans G^'^^IR 11) dont le symbole principal p ^ vérifie 

(2.10.19) p \ C y>4' ( x,6 , y ) ) =  q ( x , $ ' ( x,6 , y ) ) m y  i n A 

pour (x,0,y ) G Cv . 
(t) 

Démonstration : O n suit la démonstration du théorème (2.6.2) en utilisant la 

proposition (2.10.2). • 

Nous terminons ce paragraphe par une proposition qui pourrait être le point de 

départ de la théorie des Fourier-intégraux globaux classiques associés à une 

Lagrangienne homogène A  . 

Proposition 2.10.8 : Soient §^ et <|> deux phases vérifiant les hypothèses de ce  

paragraphe e t telles que : 

(2.10.20) AvQ = 
<j>2 

Alors 
m,<f> ,cl 

* 1 

a m,<j>9,cl 
' 1 

De plus, supposons que l'on ait deux symboles homogènes de degré m : 

a, 6  T, lm 1 

m,cl ,cj> 
Cm 
n+N1 +n, 

a2m € r2 E rm,cl,Otels que 

(2.10.21) (2ïï) 

n+N1 

2 
( a j d e t D ( ^ ) | 

1 

2 
.e 

-ïï 
4 

sign Qo1o2)/Cyo1 o i-1O1 

= (2ir) 

n+N2 

2 
Ca^idet D($ 2 ) | 

1 
1 

e 

T/4 sign 4 

sign Qo2o2)/Cyo2 o i-iO2 

Alors 
m-2,01,(1) , m-2,cl,<i>~ 

K a l l n , h J - I ( a 2 m ^ 2 ) C ^ E J m - 2 , c l , O l =l . r J i '»2. 
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Démonstration : Lorsqu e (2.10.20) et (2.10.21) sont vérifiées, on écrira 

simplement : 

(2.10.22) 
(a1m,o1)-(a2m,o2) 

Le premier point dans la démonstration est de remarquer que la relation définie 

en (2.10.22) est stable par composition. C'est l'objet du : 

Lemme 2.10.9 : Si_ 
V V V V 

( alm'V *  ( a2m'V 

(a1m,o1)-(a2m,o2) 

Alors : 

^Im^lm'^l^P % ( * 2 m * * k ' ' < № ' 

Il résulte de (2.1.40) que : 

(2.10.23) |det D((j)i+(})p| = |de t DOJK) | |det D(4>[) | i  = 1,2 . 

On vérifie facilement les différents points du lemme si on vérifie le : 

Lemme 2.10.10 (Hormander) : Supposons que AY = AV , AV, = AVt 

*1 * 2 * 1 * 2 
alors 

a1m,o1=a2m,o2 et on a 

(2.10.24)' (sign$ +<^j)M - sign(ty )" - sign(V)" 
e i - e i 9 i e i 9 ! e : 

= s i g n ( * 2 + f a ) " - s i g n ( V ) " - s i g m V ) " 
e 20 2 e 2 e 2 e ' e ' 

pour l e s p o i n t s 

(2.10.24)" 

( x . G j . y ) =  (x.Bj.yj.eJ.y) t e l s que (x,0, , y ) 6 C N ^ , 

( x,0 2 , y ) = ( x , 6 2 , y 2 , e 2 > y ) t e l s que (x,0 2 , y ) 6  C ^ , 

et tels que 

iQ1+V1(x,O1,y) = iQ2+V2(x,O2,y) 
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Demonstration du lemme 2.10.10 (Remarques préliminaires) : Remarquons tout 

d'abord que cette démonstration est locale (dans des cônes). Le premier point à 

remarquer est le : 

Lemme 2.10.11 : Soit <j> une phase vérifiant les hypotheses de ce paragraphe, 

soit ( x ,y ,0 ) un point de C v , et (x ,£ ,y ,n ) le point correspondant de o o  o  *  < p —  o  o  o  o 

Av « Soit T T la restriction à Ay de l'application (x,£,y,n) •> (x,y) , TT' 

^ AV (j> A| 
l'application dérivée. Alors on a : 

(2.10.25) N - rang ï » e (xo,yQ,0o) = n - rang ^ ( x ^ , y o 9 % ) 
4> 

Démonstration du lemme 2.10.11 : L e membre de droite de (2.10.25) peut être 

interprêté comme la dimension du noyau de TT ' OU encore , en utilisant le 

difféomorphisme d e GV sur A^ , comme la dimension de l'espace des vecteurs 

tangents à qui , par l'application tangente à (x,y,0) ->(x,y) sont envoyés sur 0. 

Un vecteur (t^t^jt^) vérifie les propriétés précédentes si et seulement si : 

t =  t =  0 
x y I 

j 
Vu 
•e.e. 
i n 

v - 0 • 
J 

On en déduit immédiatement (2.10.25). u 

Corollaire 2.10.12 : Soient <J> . et 4>0 deu x phases telles que Ay = Ay m Alors 1 — 2

 c 3 — <f>j 4> 2 ' — 

(2.10.26) si g n ^ ) " ^ ^ -sign^) ^ =  Nj-N 2(Dod 2) 

Démonstration du corollaire 2.10.12 : O n a clairement : 

v 
sign(<j>. ) e. ,0. i* i 

rang (*.)" 
0. ,0. 
i i 

(modulo 2), i = 1,2 

(2.10.26) se déduit alors immédiatement de (2.10.25) dont le membre de droite ne 

dépend que de TT ^ A 
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Démonstration du lemme 2.10.10 (1ère étape) : dans une première étape, on vérifie 

que le lemme est vrai si :  <J>| = §̂  e t : 

(2.10.27) 4>2(x,e2,z) = <J>2(x,0 ,a,z) = cjjj (x,9j ,z) + (Aa,o) 

k 

où Q6 1 ,  A es t une matrice symétrique non dégénérée (k = N2~Nj). 

On vérifie que <j> 2 ains i définie est une "bonne" phase dès que $  l'es t et 

qu'on a : A ^ -  . 
De plus„ on a clairement : 

(2.10.28) sign ( î f L ) " 
e2 e2 

sign )" 

°1D2 

+ sign A . 

Démontrer le lemme (2.10.10) dans ce cas revient simplement à vérifier que : 

(2.10.29) 
v • v V  V 

sign ((frj+^J) =  sign (<J>2+<|>|) + sign A 

ce qui se déduit immédiatement des définitions et de (2.10.28). 

Démonstration du lemme 2.10.10 (2ème étape) : I l résulte de la première étape, 

que l'on peut se ramener au cas où : 

(2.10.28)' sign(^ )" 
0,0, 

= sign(* )" 
9o©o 

SLgn(4>|) 
• e ;e ; 62 62 

(2.10.28)" N, =  N2 N; - N- . 

((2.10.28)' étant vérifiée en un point (x

0'
e

l o»y l o-
eio , yo' e? 0

s y2o , 62o^ vérifiant 
(2.10.24') fixé). 

En effet, soient <(>, et <J). deux phases telles que : Av =  Av 
1 2 9 j <P 2 

Posons : 

(2.10.29)' 
V x , f l l , ( ï l , z ) =  *i ( x ' e rz) + (A a ,a ) 

^2( x , e2 , 0

2'
z ) = V x ' e 2 , z ) +  ( A 2 a2' G2 } 

kl k2 
ou G j 6 ]R ,  a2G]R ,  Aj et A2 son t deux matrices non dégénérées à déterminer. 
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On cherche k̂ , k̂ , Aj, tel s que 

(2.10.30) 
V N 1 = V N 2 

signff )" 
^ 1 6,6 

s i g n ^ 2 ) ë 2 e 
en un point fixé (x ,Ç ,z ,p ) de Av . 

o o  o  o  <j> , 

Compte tenu de (2.10.29)1 on réécrit (2.10.30) sous la forme : 

(2.10.31)" V N i - V N 2 

(2.10.31)" 
v vv 

sign(<j>1)"e +  sign Aj = sign(c})2)
,,

0 +  sign(A2) 
11 2  2 

(2.10.31)" étan t vérifiée en un point (x ,r , z ,r ) de A fixé . 
o ̂ o o  ̂ o <j> . 

(2.10.31) es t résoluble, compte tenu de (2.10.26) (On -jeut d'abord se ramener 

au cas où =  N 2). • 

Avant d1entamer la dernière étape du lemme (2.10.10), introduisons la définition 

suivante : 

Définition 2.10.13 : O n dira que deux "bonnes" phases <f > et 0 sont équivalentes 

dans des voisinages coniques de points (x ,y ,e ) (C Cv) et (x ,y /e ) (6C~ • —  o  o o  9  —  o  o o  (f > 

s'il existe une application C° ° 0 définie dans un voisinage conique r  de_ 

(x^,yo,eo), homogène de degré 1 par rapport à (x,y,e) telle que : 

(2.10.32) 
* v 
<j>(x,y,0(x,y,0)) = <j>(x,y,0) dans T 

(2.10.33) det(eO/eO (x0,y0,o0))#0. 

L'objet du lemme suivant est de donner des conditions suffisantes pour que 

deux phases soient équivalentes localement. 

Lemme 2.10.14 : Soient $  et^ $ deux "bonnes" phases. Alors les phases $  ejL 

sont équivalentes dans des voisinages coniques des points (x ,y ,0 )(6 Cv) et 4 o  o  o  — 

(x ,y ,0 ) (€ C)C) s i et seulement si : o o  o  < p 

(i) A V = A~ dans un voisinage conique de iv( x ,y ,0 ) = i~(x ,y , 0* ) . 
<j> <J> (j) O O O ( j ) 0 0 0 
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(ii) N  = N 

(iii) s i g n *ê'e ' V W 
= sign (x ,y ,'e ) 

0 y o  o  o 
La condition est clairement nécessaire, mais la condition suffisante est beaucoup 

plus délicate. 

1ère étape : Dan s une première étape, on va montrer que *J est localement 

équivalente à une phase tell e que %- % s'annul e à l'ordre 2 sur dan s 

un voisinage conique de (x

0>
v

0>
e

0)* 

Pour cela, considérons l'application 0 définie dans un voisinage de C~ pa r : 

(2.10.34) 
v ^  v  _ 

(x,^(x,y,0),^(x,y,0)) =  (x,^(x,y,0(x,y,0)),'ï'e' (x,y ,0(x,y,0))). 

( 0 est bien définie globalement (sous l'hypothèse H4 sur (j> et <j>) ou localement 

sous l'hypothèse (F3)+(F4)). 

Alors 

(2.10.35) ip(x,y ,6) =T (x,y , '0(x,y ,0)) . 

est une phase localement équivalente à $  . Montrons donc : 

(2.10.36) % - % s'annule à l'odre 2 sur dan s un voisinage conique de (X

O»
V

O»
0

O)' 

Remarquons tout d'abord que (x,y ,0) -+ (x,y,0) réalise un difféomorphisme de C| 

sur Cv . On déduit alors de (i) et (2.10.34) que : 

(2.10.37) 
(x,y,0) € Cv 

(x,y,0) voisin de (x ,y ,0 ) o o  o 

^(x,y,0) =  ^(x,y,0'(x,y,0)) 

Calculons les dérivées de i\> . On a : 

(2.10.38) 

^(x,y,0) = ^(x,y,0) + ty. I l 

^(x,y,0) = ^(x,y,0(x,y,0)) + i l 
3v 

f/ \ r ' 90 * (x ,y,e> = ^ . Je 
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J> - i> é t a n t homogène de degré 2  dans un v o i s i n a g e conique de ( x

0 » y o>9 0)
 o n a : 

(2.10.39) (*-*> Cx,y ,6)=2x. C $ ^ ) + 2 y . C ^ - ^ ) + 26. (^¿-$¿3 

Compte tenu de (2.10.34), (2.10.35), (2.10.38) et (2.10.39), on vérifie aisément 

(2.10.36). 

2ème étape de la démonstration du lemme (2.10.14) : On suppose donc maintenant 

que <J > et ^  sont deux phases vérifiant (2.10.36) et que : 

(2.10.40) s i s n ^ e V V V V = s i g n ^ e V V V V 

et montrons que <( > et ip sont localement équivalentes. 

Compte tenu de (2.10.36), on peut en utilisant la formule de Taylor, écrire : 

(2.10.41) (x,y,0) = ^(x,y,6) +i Z b  (x,y ,6). | L (x,y ,6). (x,y ,0) 
j.k J  k 

V 
où bj^(x,y,0 ) est homogène de degré 0 et définit une matrice symétrique. 

On a sur C  y : 

(2.10.42) 
^,e0 = *00( 1 + B^ V00 ) 

= X" (I+B.A" ) 
v yô v ye 9 0 

Il résulte de l'hypothèse de t )  # 0 qu i implique clairement det D(W) #0 

que : 

(2.10.43) det(l + B X " ) en (x ,y ,9 ) . 
DO O O O 

Nous allons maintenant démontrer que i|/ est équivalente à (f) dan s un voisinage 

de (x ,y ,0 ) s i B  es t suffisamment petit, 
o o  o 

On remarque tout d'abord que d'après la formule de Taylor on a : 
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(2.10.44) 

%(x9y9Q)-%i±9y9Q) = E (e -e ) (x, y,e) + z ( e . - e . ) ( e , - e , ).4>., (x,y,0,0) 
J J o O . . - 1 1 K. K 1K 

où les <j ) . son t des matrices symétriques homogènes de degré 0. 

Posons maintenant : 

(2.5.45) Oj = Oj + Exj(x,y,O) eV/eOk 

où les w. . son t des fonctions homogènes de degré 0 à déterminer. Jk 

Alors on obtient : 

(2.10.46) $(x,0) = ï(x,e) 

si : 

(2.10.47) W - T + X ^ W .w , <j> (x ,  6 ,0) =b . v / 2 j k ^/ vj y k r v u 

On résout clairement (2.10.47) si B  es t suffisamment petit par le théorème 

d'inversion locale, et, si B est assez petit, on a également, compte tenu de 

(2.10.45) : a e t ( | | ) ( x ^ y ^ ) i 0. 

3ème étape de la démonstration du lemme (2.10.14) : Pour terminer la démonstration 

du lemme (2.10.14), il reste à montrer que cj) et  ̂sont localement équivalentes 

si (2.10.40) est vérifiée, c.à.d. : 

(2.10.48) ^ ^ e ^ o ^ o ' V ^ ^ ^ ^ o ^ o ' V + ( * 0 0 B - * 0 0 ( V V 6 o ) ] • 

Compte tenu de la 2ème étape, il suffit de construire une fonction continue de 

\pt de t, 0<t<l, à valeurs dans la classe des "bonnes" phases dans un voisinage 

de (x ,y ,0 ) et telles que \\> s'annul e au second ordre sur Cv • Plus précisé-
o o  o  t  <j > 

ment, on procède de la manière suivante ; on remarque que compte tenu de la 2ème 

étape et de 2.10.51, on peut remplacer (à équivalence près) la phase \\i pa r la 

phase : 
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h =  *  + 2  2 V ^ o ^ o ' V i e T - ^ 

Admettons un instant qu'il existe une application continue de [0,1] dans l'ensemble 

des N  x N matrice s C  (telles que det(I+AC) i 0 ave c A  = cf>" (x ,y ,6 )) : t-̂ B 

Do O O O t 
telle que : 

(2.10.49) B =  0 ;  B . = B, _  N 

1 ' w V 

et considérons la phase : 

(2.10.50) | = | + I E B .  A  .  -24 - . vt ^  2  t. . . v 36 . 36 . 
(j,k) J  k 

Compte tenu du choix de B . on vériifie que pour (x,y,0) assez voisin de (x ,y ,6 ), 
t o  o  o 

on a C ^ = Cjjj e t : 

(2.10.51) (Wt)'o = (1+Q"oo.Bt) . VO' 

Par conséquent, on a pour tout s , t e [0,1 ] 

(2.10.52) 
* t - * s * 7 Z B C t . s ) f t ' f t e :  

j,k ( j ' k ) 

8*t 

36 

3$ 

36 k 

avec la propriété que B  (x,y,6 ) = 0 . 

t » t 

Compte tenu de (2.10.52), on déduit de la 2ème étape que ^  es t équivalente à 

^ s i (s-t) est assez petit. On a donc par un argument de compacité qu e <J> est 

équivalente à X . e t donc à $  dan s un voisinage conique assez petit de (x ,y , 6). 

1 o  o  o 

Il ne reste plus qu'à démontrer l'existence de la famille B̂  ; cTest l'objet du 

lemme : Lemme 2.10.15 : Soit A  u ne matrice symétrique m  x m e t soit R  l'ensemble  

des matrices symétriques mx m C  telles que det(I+CA )  ̂0. Alors deux matrices  
Cl » C2 —  R s o n t dan s la même composante connexe si et seulement si A+AC^ A ont 

la même signature pour j = 1,2; les rangs sont bien entendu égaux à rang A. 
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Démonstration : Soi t l e noyau de A  e t so n supplémentaire ortho-

gonal. Alors A  Jf = 0 e t A  envoi e ]R m su r {^f° ave c cAP comme noyau. 

L'opérateur (I+CA) est l'identité sur C/V^ . C'est par conséquent un isomorphisme 

si et seulement si (A+ACA ) restrein t à es t un isomorphisme. 

Si P  désign e la projection orthogonale sur s'ensui t qu e det(I+CA) =¿0 

implique que : 

det(I+CtA) i 0 si C = (l-t)C+tPCP 

de sorte que C  et PCP son t dans la même composante connexe de R. D e plus, 

Cj et Ĉ  peuven t être joints par un arc dans R si et seulement si PĈ P e t 

PC2P peuven t être joints par un arc dans R  constitu é d'opérateurs nuls sur(tf 

et à image dans (̂ * Q

m ^ n e st a i ° r s réduit à considérer des opérateurs de 

dans e t l'énoncé du lemme résulte du fait bien connu que dans l'espace 

des matrices kx k symétrique s réelles non singulières, les composantes con-

nexes sont constituées des matrices ayant même signature. En effet, l'appli-

cation B  -> A+ABA de s matrices symétriques dans les matrices symétriques est 

bijective si A  es t non singulière. B 

Fin de la démonstration du lemme (2.10.10) : Compt e tenu de la 2ème étape, on 

peut supposer que (2.10.28) est vérifiée. Compte tenu du lemme (2.10.14), <f>j et 

<j>2 sont équivalentes, de même que e t O n en déduit immédiatement que 

(cj)j+<})|) et (^2+<^2^ son t localement équivalentes et donc en particulier que : 

sign((j)1+ * )" =  sign(4> 
1 1 Q 0 2 0  0 

i l 2 : (2.10.24) est ainsi démontré. 

Remarque 2.10.16 : En suivant la démonstration du lemme (2.10.10), on peut 

également démontrer que si è et ^ sont deux phases telles que A y = AY> 
4> (p 

(localement) alors : 

(2.10.53) 
v v 

sign oi - sign Y" oiv = a 

où a  est localement constant . 

Fin de la démonstration de la proposition 2.10.8. 
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1ère assertion : Soi t (F̂ jĜ ) un couple vérifiant (2.10.1.8) avec * 

F2 = nh2A2) 9 G'2 = I ( b 2 ^ 2 } • 

w m,<j> ,cl 
Considérons : I (a ̂, <|>j ) o G^ (o ù I(aj,<j>j) es t un élément de J ) . 

Il résulte de la proposition (2.10.2) (Av =  graphe de l'identité) que 
1 2 m  cl 

I(aj,cj)j) o G es t un opérateur pseudodifférentiel dans G ' (I R ), étan t 
ti m,42,cl 

dans j ,  on en déduit immédiatement que • 

K a j , ^ ) = ( K a j ^ j ) .  G2)F2 

est dans 
fj m,(j)2,cl 

Ceci démontre la première assertion de la proposition. 

2ème assertion : Soien t donc (a. ,è.) et (a_ ,  <J>_) vérifiant (2.10.22). 
1 M I /M Y 

Compte tenu du lemme (2.10.9), on se ramène, en considérant : 

I(a l m,* 1).G 2 e t K a 2 m > * 2 ) . G 2 

au cas où A ^ * Â  =  graphe de l'identité. 

On est alors ramené au cas considéré dans la proposition (2.8.3) sous réserve de 

montrer que dans (2.8.5) : 

(2.10.54) n̂  =sign é" (modul o 8) . 

q> 00 
Si on se réfère à la démonstration de la proposition 2.8.3, on a : 

(2.10.55) =sign Hess, ê 

Pour montrer cette dernière propriété, on va utiliser le lemme (2.10.10) avec 

les phases : 

4̂  - ^ x̂ e ,y ) 

Q'1=-y1.y'1 

h = < V y 2 ' 6 2 > 

*2 = " y2-y2 

On déduit alors de (2.10.24) l'égalité : 

v .  v 
sign Hess ( Q^ y -  sign Hess0 4̂ « 0 . . 
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Ill - APPROXIMATION de e l t A PA R UN OPERATEUR FOURIER-INTEGRAL  

(D'après B. Helffer et D. Robert). 

-itA 

Dans le chapitre I, on a montré comment on pouvait définir e pou r 

t € ]R , si A  es t un opérateur globalement elliptique d'ordre 2, classique, auto-

adjoint et positif. On va montrer dans ce chapitre que l'on peut approcher e l t A 

dans les classes introduites au chapitre II. On rappellera également quelques 

résultats classiques sur la théorie de Hamilton Jacobi. 

itA 
3.1 Construction d'une approximation de e 

Soit donc A  u n opérateur globalement elliptique d'ordre 2, classique, 

autoadjoint et positif : 

2 cl 

(3.1.1) A  6 Gj, C 1 

de symbole usuel q(x,£). 

On a donc : 
(3.1.2) q(x,Ç) * I q (x,Ç ) . 

j*0 J 

Le point de départ dans la construction d'une approximation de e l t A es t la 

relation (1.10.4) démontrée dans la proposition 1.10.9. 

(3.1.3) 
; i 3 t + A ) e"

i t A = 0 dan s C ^ C f , * ) ) 

-itA, 
e 1  t - 0 = 1  • 

On peut en effet légitimement penser que si l'on sait résoudre (3.1.13) 

"approximativement", on obtiendra ainsi une approximation de e l t A. 

On cherche donc plus précisément un opérateur dépendant de manière C°° d'un 

paramètre t€]-T,T [ don t le noyau distribution K(t,x,y) appartient à 

C°°(J-T ,T[,^; (]R nx]Rn)) e t qui satisfait a 
x>y 

(3.1.4) 

f/i e/et+q(x,Dx)) K(t,x,y) = R(t,x,y) 

K(0,x,y) = ô(x-y) + R(x,y) 

où R(t,x,y) est une fonction dans C°°(]-T,T[,̂  (i nx]Rn))et R(x,y)6 / (]R nx TR11]) 
x > y x » y 
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On cherche K(t,x,y) sous la forme du noyau d'un Fourier-Intégral global classique 

dépendant du paramètre t : 

(3.1.5) K(t,x,y) - j ei [ S ( t ' x ' n ) ™ W , x , n ) * n 

où 

(3.1.6) s(t,x,n) e C°° ( ] -T ,T[ , r^(iR2n)) 

et vérifie (El) à (E3) et où : 

(3.1.7) a(t,x,n) G C°°(]-T,T[,r°(]R2n)) . 

Il résulte alors du théorème (2.6.4) et de l'étude esquissée au § 2.7 qu e : 

def 
R(t,x,y) =  (D fc+ q(x,Dx)) K(t,x,y) 

est le noyau distribution d'une famille de Fourier intégraux classiques dépendant 

de manière C° ° de t  6 ]-T,T [ : 

(3.1.8) R(t,x,y) = I(rt,cj)t) 

où : 

(3.1.9) * t (
x >n,y) =  S(t,x,n) " y.n 

et : 

(3.1.10) rt(x,n) e r J' ]- T' T [(]R 2 n) . 

Le problème est de déterminer T, a et S pou r que l'on ait : 

(3.1.11) r t e r ' ] ' T ' T [ ( B 2 n ) 

D'après le théorème (2.6.4), on a : 

(3.1.12) rt(x,n) = [3 (t,x,n)-a + j 3 a + b(t,x,n)] 

où b  adme t une décomposition de la forme : 

(3.1 . IV 

b(t,x,n) ^ Z b a(t,x,n) 

avec b ( t ,x ,n) - - L A ( x , 3 x S ( t , x , n ) ) [ D Ç [ e i * ( t ' y ' x » n ) a ( t , y , n ) ] ] / 

et * u , y , x , n ) = s ( t , y , n ) - s ( t , x , n ) - < y - x , a x s ( t , x , n ) > 
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Pour résoudre (3.1.11), il nous faut utiliser plus explicitement les hypothèses 

d'homogénéité que nous avons déjà introduites, à savoir (3.1.2), (3.1.6) et 

(3.1.7), mais que nous renforcerons sous la forme : 

(3.1.14) a(t»x.,n)  ̂£  a  .(t,x ,n) 
j e u J 

où les a_2j(t,x ,n) sont homogènes de degré -2j en (x,n) pour |x| + |n| assez grand. 

(3.1.15) q(x,Ç)  ̂E  q 9_9^(
x»^) 

j>0 1 Z J 

avec q̂ _2 j h° mogène de degré (2—2j) en (x,Ç) . 

(3.1.16) 
2 

S(t,Xx,Xn) = A S(t,x,n) ,VÀ>1, V(x,n) , |x| + |n| > 1 . 

On voit alors facilement que r t(x,n) adme t un développement du même type : 

(3.1.17) r (x,n)  ̂I  r  .(t,x,n ) 
j e IN J 

avec r ^ 2j(t,x,n) homogène de degré (2-2j) en (x,'H) pour (|x| + |n|) asse z grand. 

On résoudra alors (3.1.11) en annulant chacun des termes r ^ 2j(t,x,n) pour 

|x|+|n| asse z grand. 

Il est ici plus commode d'introduire les symboles homogènes associés dans 

]R 2 n\0 : q2-2j' ^~2j' ̂ 2-2 j ' ^(t»2^)- L'annulation de r 2_2j(t,x,n) pour |x| + |n| 

assez grand se ramène à résoudre les équations suivantes : 

(3.1.18) 0 = rQ(t,x,n) = [3tS(t,x,n) + q2(x,3xS(t,x,n))]ao 

3.1.19) 0 = r (t,x,n) =[3 S(t,x,n) +q9(x,3 S(t,x,n))]a 9 + i Y [ a J o t  z  x  - z i  o  o 

V 
où Y q es t 1 opérateur différentiel défini par : 

(3.1.20) YQ = 3 t+ Z 3Ç q  (x,3xS(t,X,n)).3x . 
J J  j 
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v 
On remarque qu e y es t un opérateur qui conserve l'homogénéité des symboles, 

v 

(3.1.21) r_2j(t,x,n) = [3tS + q2(x,8xS)] a_2j_2 + Y0(a. 2 j) + f_2j(t,x,n) 

Plus généralement, r_ 9.(t,x,n) a la forme : 

où f_ 2^(t,x,n) es t C°° dans ]-T,T [x]R2n  ̂0, homogène en (x,n) de degré -2j 
v 

et.ne fait intervenir que les termes а_2̂ (х,£) avec k<j . 

v 

Retournons à (3.1.18). La condition initiale en (3.1.4) et l'annulation de r2 

nous conduit au système : 

(3.1.22) 
Э S(t,x,n) + q (x,8N

xS(t,x,n)) = 0 

v 
S(0,x,n) = x.n 

Ce système est appelé l'équation Eiconale. 

Soit ( x ,n ) dans ]R 2n\0. La théorie classique d'Hamilton-Jacobi nous dit o o 

qu'il existe T  >  0 e t un voisinage V  d e (x ,n ) dans lequel x ,n 6 x  ,n o  o o o  o  o 
(3.1.22) admet une unique solution dans ] - T ,  T [ x V 

x ,n x  ,TÎ x  ,n o o  o  o  o  o 

et qu'on a : (x ,BxS(t.x,n)) + (0,0) . 

Compte tenu de l'unicité de la solution et de la compacité de l'ensemble : 

B = {(x,n), y <|x| + M <  2} 
v 

on déduit l'existence de T>0 te l que (3.1.22) admette une solution S(t,x,n) 

dans ]-T,T [ x B. 

On prolonge alors cette solution par homogénéité en posant : 

S(t,x,n) = (|x|+|n|)2 X 

U i + I n | 

n 

W + | n | 

pour (x ,n) 6 Ж 2 п \ 0, t 6 ]-T,T [ . 
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v 

On vérifie alors aisément que S(t,x,n ) es t solution de (3,1.22) dans 

]-T,T [ x]R 2 n\ 0 et que l'on a : (x, 9^(t ,x, n)) e ]R2n\ 0 , 
v 

De plus, quitte à restreindre éventuellement T, on a, (puisque S(0,x,n ) = x.n) 

la relation : (3.1.23) 
v 2 n 

detOx3^S(t,x,n)) ï 0 dan s ]-T, T [x JR \  0 . 

Considérons maintenant l'équation (3.1.19). Compte tenu de (3.1.18) et en ajoutant 

une condition initiale pour que la condition initiale en (3.1.4) soit satisfaite 

(modulo en régularisant), on est amené à considérer le système suivant correspon-

dans à ce qu'on appelle la première équation de transport : 

(3.1.24) w - ° 

a (0,x,n) = 1 

Y q étan t la somme d'un champ transverse à t  = 0 e t d'une fonction, on peut 

résoudre localement et par un argument de compacité et d'unicité, on obtient 

une solution de (3.1.24) homogène de degré 0 dans ]-T,T[ x ]R \ 0 e n restreignant 
v encore éventuellement T. Nous donnerons au §  3.2 un e expression de a  e n uti-o 

lisant la théorie de Hami1ton-Jacobi. 

Enfin, en utilisant (3.1.21), (3.1.22) et la connaissance de a__̂ (t,x,ri ) pour 

k< j, on résout de la même manière les équations : 

(3.1.23)' 
Yo(a-2j> = -

f_2^
t'x»Tl) 

v 
a-2j(0,x,n) = 0 

en remarquant que Y Q respect e l'homogénéité et que f_2 j e t don c ̂ _2j s o n t 

homogènes de degré -2j . 

Soit alors a(t,x ,n) dans r ' ' L(M )  tel que : 

(3.1.24) a(t,x,n) ^  S a_2.(t,x,n) 

avec a _ 9.(t,x,n) = ï_ 2.(t,x,n) pour |x|+|n| assez grand 

et S(t,x ,n) un e phase telle que : 

(3.1.25) S(t,x,n) « S(t,x,Ki) pou r |x | + |n | > 1. 

On déduit de ce qui précède que K(t,x,y) défini en (3.1.5) vérifie (3.1.4). 

137 



B. HELFFER 

Il résulte de plus de (3.1.23) que l'on a : 

(3.1.26) det(8 8 S(t,x,n)) ^ 0 pou r |x| + |n|>l, t G]-T,T[ 
x ri 

La phase S(t,x,n) vérifie donc uniformément par rapport à t  6 ]-T,T[ les hypo-

(El), (E2) et (E3) , et par conséquent la phase cj ^ vérifie (cf. § 2.4) les 

hypothèses (Fl) à (F4). On vérifiera au §  3.2, que l'on peut également choisir 

<j>t d e sorte que (H4) soit vérifiée. 

Les constructions précédentes ont comme corollaire la proposition suivante qui 

nous permet d'approcher e l t A pou r |t| assez petit. 

Proposition 3.1.1 : Soi t A  un opérateur globalement elliptique d'ordre 2, 

autoadjoint et positif dont le symbole (classique) admet un développement asymp- 

totique en termes homogènes (cf. 3.1.15). 

Alors il existe T  ,  une amplitude a(t,x ,n) dans C°°(]-T ,T [, r ° * ° 1 (3R2n )) , o o  o  1 

une phase S(t,x ,n) homogène de degré 2 (pou r |x|+|n| assez grand) telle que 

si l'on désigne par a fc l'amplitud e : (x,y,n) a(t,x ,n) et par <|> t la phase : 

(x,n,y) S(t,x ,n) - y,n . 

-itA T / ,  ^ soit un opérateur à noyau dam C°°(]-To,To[,:f(JR
rix3Rn)) . 

-itA 
Démonstration : O n sait que e  vérifi e (cf. 1.10.4). 

(3.1.27) 
. A 3 v A l -it A 
. (T TT) + A] e = n 

-itA, 
6 7 t=0 = I 

dans C*(£(i)) 

def 
Par ailleurs, l'opérateur F fc =  lia^,^^) vérifie par construction : 

(3.1.28) [(i£) +A] F t = R 
t 

F,/^=n = 1 +  » 

dans C  (]-T ,T [, 

Posant Ft - Ffc - R 

R =  R -  A R 
t t 

on déduit de ( 3 . 1 . 2 7 ) e t ( 3 . 1 . 2 8 ) l'identit é dans C° ( ] - T Q , T Q [ , / ( - / ) ) : 
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d'où : 

~ -it A F -  e = 1 t 

t 

o 

-i(t-s)A ~ , e R  d s a 

(3.1.29) F -  e "
i t A =  R+ i 

t 

o 

r i ( t " s ) A R d s 
S 

Il est clair que le second membre de (3.1.29) est régularisant, ce qui démontre 

la proposition 3.1.1 . 

-itA 
Approximation de e  pour t  6 ]R 

La proposition 3.1.1 a permis d'approcher e  l t A pou r |t|<T Q . 

Ceci est suffisant pour certains problèmes de théorie spectrale (estimation de 

la fonction de comptage) mais pour d'autres problèmes, on doit avoir une appro-

-itA 
ximation de e  pou r tout t . Pour l'obtenir, on utilise un "truc" classique 

-itA 
en utilisant les propriétés de e 
Soit T . < T  /2 (on a éventuellement à jouer sur T.) et soit 1 o  1 

(3.1.30) I, = ] hT. , (h+2)T, [ (h6S ) n 1  1 

On approche alors e  l t A pou r t  dan s I , e n remarquant tout d'abord que 

l'on a : 

(3.1.31) 
-itA -i(t-hV A ( e e =  e 

-ihT A/|h| |h| 

et donc que l'on a : 

(3.1.32) 
e-itA- Ft-hT1. (F 

n 
h T1 

)lhle c°°a,^(:f',:?)) 

grâce à la proposition 3.1.1). 

Il résulte de la proposition (2.4.7) que : 

Ft-hT, F1 h 

j2 
Tl 

[h| 

est un Fourier-Intégral classique dont la phase est donnée par : 

(h) M 
(3.i.33)*t

 ( x ' c' y )" s ( t- h Ti' x« , 1|h| +i
)-y|h| +r

n|h| +i
+ f, s<T,.yj+i.nj)-yj.«ij). 
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où on a posé : 

y. - y 

Ç - ( V W " - ' y | h | + l ' n | h | + l 
e ] R ( 2 | h | + l ) n 

où l'amplitude est donnée par : 

(3.1.34) bh(t,x,Ç,y) = a(t-hTj,x,n|h|+1 

Ihl 

j = l 
^ . y ,n. ) • 

3*2 - Quelques rappels sur la théorie d'Hamilton-Jacobi 

Soit q ^ un e fonction réelle dans r 2(lRn) , on associe à q ^ le s équations 

de Hamilton-Jacobi : 

(3.2.1) 

f f ( t , y , n ) 
eq2 

e£ 
( x ( t , y , n ) , Ç ( t , y , n ) ) 

ff(t,y,n) dû-

ex 
( x ( t , y , n ) , S ( t , y , n ) ) 

x(0,y,Ti) =  y 

5(0,y,n) = n 

Il est bien connu qu'une solution de ce système existe pour tout t  ca r 

(x,C) -> 
3q0 

3£ 

aq 2 

dx 
est globalement Lipschitzien puisque q 2 es t dans Tj(]R n) , 

On suppose de plus que q 9 es t elliptique, i.e. : 

(3.2.2) 
3 R , O O t. q 

I x U k l — > k o ( x , o | ( | x | 2

+ U I 2 ) 

Sous l'hypothèse (3.2.2), on voit immédiatement que les trajectoires sont compactes. 

On vérifie en effet que : 

(3.2.3) q2(x(t,y,n), £(t,y,n) ) = q2(y,n) 

Cette propriété est connue comme étant la propriété de conservation de l'énergie. 

Considérons maintenant l'équation aux variations associée à (3.2.1), c.à.d. que 

si on pose : 

(3.2.4) A(t,y,n) = 

dx 
ay 

(t,y,n) 

1£ 
8v 

(t,y,n 

ex 
en 

(t,y,n) 

e£ 

3n 
(t.y.n) 
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On sait que : 

(3.2.5) — A(t,y ,7i) = B(t,y,n) - A(t,y,n) 

où : 

(3.2.6) B(t,y,n) 

e2q2 

9x9£ 
(x,0 

3 q9 

8x9x 
(x,£) 

2q2 

£e 
(x,£) 

32q9 

8x9x 
(x,£) 

x =x(t,y,n) 

Ç = C(t,y,n) 

Pour t  = 0, on a, compte tenu des conditions initiales de (3.2.1) : 

(3.2.7) A(0,y,n) = 1 . 

On déduit de (3.2.5), (3.2.7) et du fait que q 2 e T
2 (IR2n) qu'il existe une 

constante C  tell e que 

(3.2.8) Il A(t,y,n) ~ I I K ï t eC t V (y,n) e ]R2n 

On obtient ainsi le : 

Lemme 3.2.1 : Pour tout e  > C, 3 T' > 0 tel que pour tout t  vérifiant : 

111 <Tf , on ait dans (3R n ) : 

*(t,y,n) - III + Il 3nx(t,y,n) ii + Il 3y^ (t,y ,n) Il + H 9^(t,y,n) - I II < £ 

En particulier il existe T> 0 te l que : y t  6 ]-T,T[ . y n € lRn , 

(3.2.10) y -> x(t,y,n) es t un C° ° dif f éomorphisme de ]Rn sur ]Rn . B 

La deuxième propriété résulte du théorème dfinversion globale. 

Désignons alors par : x+y(t,x ,n) l'application inverse de y+x(t,x ,n). 

Dérivant (3.2.5) par rapport à (y,n)> on peut montrer le : 
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Lemme 3.2.2 : 

(3.2.11) 

(y,n) -  x (t,y,n) 6 r [> ] T ' T [(]R 2 n

n). j = l,...,n 

(y,n) -  ^(t.y .n) e r j ' 1 ^ ^ ) j-l,..., n 

(x,n) + y ^ t ^ n ) e r j ' 1 T' T [(]R 2

x

n J j=i,...,n 

Equation eiconale 

La théorie d'Hamilton Jacobi nous dit qu'on peut alors construire pour |t| <T, 

une phase S(t,x,n) solution de : 

(3.2.12) S(0,x,n) = x.n 

(3.2.13) O tS)(t,x,n) + q2(x,3xS(t,x,n)) =  0 pour 111 < T 

en posant : 

(3.2.14) S(t,x,n) = y(t,x,n).n + 

t 

J 
o 

£ Sj(s,y,ri) 
i 

3q2 

£i 
:x(s,y,n),Ç(s,y,n)) - q2(x(s,y,n),C(s,y,n))ds , 

y=y(t,x,n) . 

Compte tenu du lemme (3.2.2), on vérifie que : 

(3.2.15) s(t,x,n) e r J ' ] - T ' T [ (m 2 1 1 ) 

et que : 

S^y.n) = S(t,x(t,v,n) = 

(3.2.16) = y-n + 
t 

o 
(£ 

1 

9£ 
q2) (x(s,y,n) , £(s,y,n))ds 

2 1 ~"T T [ 2 n 
appartient également à r , '  (] R ) . 

1 y ,n 

De plus, on a (cf. 3.2.21) : 

(3.2.17) detO 8 S)(t,x,n) > 6 >  0 ,  V (x,n) 6 ]Rn ,  V t € ] - T,T [ 
x n o 
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Définissons maintenant le flot hamiltonien <f>t pa r : 

(3.2.18) 4 >t(y,n) = (4>[(y,n) , cf>2(y,n)) = (x(t,y,n) , Ç(t,y,n)) 

où (x(t ,y,n) , Ç(t,y,n)) es t la solution de (3.2.1). 

Pour |t | < T , on a les relations suivantes entre S  et <J> t

 : 

(3.2.19) (x , 3 S(t,x,n)) = <|>.0 S(t,x,n),n), t 6 ]-T,T[ 
x z n 

et en particulier, on a : 

(3.2.20) y(t,x,n) =^S(t,x,n) 

et par conséquent : 

(3.2.21) 
eyi 

9x. 
J 

(t,x,n) = O 2 S)(t,x ,n) • n.x 

Remarquons enfin que si cj >t(x,n,y) = S(t,x,n)-yn, t 6 ]-T,T[ alor s : 

(3.2.22) = graphe cf>t 

Cela résulte immédiatement de la définition A, e t de (3.2.19). 
• t 

Equations de transport : 

Considérons maintenant les équations de transport (cf.(3.1.19) et (3.1.20)) qu1on 

aurait obtenues sans utiliser l'homogénéité. Elles sont du type : 

(3.2.23) 

3tb(t,x,n)+£ 3 q  (x,3xS(t,x,n)).Ox b)(t,x,n) 
j j  j 

1 . 1 

32q0 

ei.e£j 
x,3 S).32 S  + i q (x,3 S)) b(t,x,n) = f(t,x,n) 

X X . , X . O X 
1 J 

où Ï e r ° ( n 2 n ) , f(t,x,n) e r . 1 " ' 1 T , T [ (]R 2 N) ( k e i ) 

~~k. 1—T T T 2 n 

où b  est cherché également dans r '  '  (I R )  et vérifiant de plus la 

condition initiale : 
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(3.2.24) b(0,x,n) = ô q k (i.e . = 1 s i k = O si k¿ 0) . 

Classiquement, on résout (3.2.23) et (3.2.24) en intégrant le long des courbes 

intégrales du champ : X  = 3T+E 3 ^2^ X , 9x S^ 9x *  Poson s : 

(3.2.25) 
z(t) = b(t,x(t,y,n),n) 

h(t) = f(t,x(t,y,n),n) 

Si (b,f ) vérifien t (3.2.23) et (3.2.24), (z,h) vérifien t les équations : 

(3.2.26) 

z'(t) + [1/2 
i,j 

7e2q2 

£1e£1 x ^ S ) ^ S(t,x ,n)+i % ( x ' 9 x S ) ] x = x ( t , y , n ) ] z ( t ) = h ( t ) 

Z ( 0 ) -  ôok 

On a utilisé la propriété que : 

(3.2.27 9t x (t,y,n) = 3^ q 2(x(t,y,n), 9 xS(t,x(t,y,n),ri)) 

qui résulte de (3.2.1) et de (3.2.19) qu'on réécrit sous la forme : 

(3.2.28) OxS)(t,x(t,y,n),n) =£(t,y,n) . 

Posons (t,y,n) = detO x(t,y,n)) •  O n a : 

(3.2.29) î 5 * 0 V  t € ]-T,T[ (cf. 3.2.9) et J € r ° , ] T , T [ (TR2* ^ 

Dérivons maintenant (3.2.27) par rapport à ŷ  : 

(3.2.30) 

9t 

3x. 

3 yi 
(t,y,n) - a 2 

J k 
q2(x(t,y,n),3xS(t,x(t,y,n).n)) 

3x, k 

yei 
+ 

+ ( 3 l x 0 V
( 3 x f x k

S ) - ( ^ ) 

j ¿ z l k (exk/eyi)1 

On déduit alors de (3.2.30) que : 

(3.2.31) 

eLj 

F 
J 

92q2 

X..3Ç. 
J J 

(x(t,y,n), Ç(t,y,n)) 

+ A 

E2Q2 

3Ç.3Ç. 
1 J 

(x(t,y,n), Ç(t,y,n)).32

 xS(t,x(t,y,n),n). 

Posons alors : 

(3.2.32) v(t) = (J(t,y,n))
1/2 z(t) 
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Compte tenu de (3.2.29), on peut vérifier que l'on a : 

b 6 r-k.]-T.T[ ( œ2n ) <^ v e -k,]-T,T [ 2 n 
1 x, n - 1  y ,n 

b 6 r-k.]-T.T[(œ2n)<^v e -k,]-T,T[ 2n 
1 x,n - 1 y,n 

et que v vérifi e l'équation : 

(3.2.33) 
v'(t)+i q<;(x(t,y,nU(t,y,n))v(t) = ( J (t,y,n)) 1 / 2 h(t) 

- v(0) = 6Q j k 

où on a : 

(3.2.34) q*(x,0 = q (x,Ç) J_ 
' 2i 

n 

1 = 1 

E2Q2 

J J 
<x,Ç) 6 T°(]R2n) . 

L'hypothèse naturelle venant de notre problème (l'opérateur A est autoadjoint) est 

la suivante : 

(3.2.35) q ^ ne prend que des valeurs réelles. 

Cn déduit alors aisément de (3.2.42) l'existenc e pour tout h  dans r-k,]-T,T[ 

d'une solution v  dan s ,-k,.]-T,T[ 
1 

de (3.2.33). Il faut pour cela se rappeler 

la propriété(que nous avons déjà implicitement utilisée) découlant de (3.2.2) et 

(3.2.4) : 

(3.2.36) 
3 C > 0, C > 0 tel s que, V t 6 I , V (y,n) e ]R2n 

Cj A(y,n) < A(x(t,y,n), £(t,y,n)) < C2.X(y,n) • 

Dans le cas k = 0, f = 0 , on trouve comme solution de (3.2.23) et (3.2.24) : 

(3.2.37: 

a (t,x,n) = o 

[ 3(t,y(t,x,n),n)] 1 / 2 e 1 

1 

Jo 
^(x(s,y,n), Ç(s,y,n))ds 

/y=y(t,x, n) 

pour t  e ]-T,T[, (x, n) e m
2 n 

Compte tenu de (3.2.29), (3.2.21) et de la définition de y(t,x ,Ti), on peut 

réécrire (3.2.37) sous la forme : 

(3.2.38) 

a (t,x,n) = o 

1 / 2 
= [det(3 d S)(t,x,n)] .  e 

-i 
ft 

Jo 
q ò ( < j ) s ( y , r ì ) ) d s 

/y=y(t,x,n) 

pour t  e ]-T,T[, (x,n) 6 1R2n . 
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Le cas homogène retour aux constructions du § 3.1 

Si es t supposé homogène de degré 2 pour |x| + |Ç|assez grand et si q̂  est 

supposé homogène de degré 0, on vérifie aisément que : 

(y»n) -* (j)t(y>n) es t homogène de degré 1 pour (y,n) assez grand 

(x,n) •+ S(t,x,n) est homogène de degré 2 pour (x,n) assez grand 

(x,n) -> y(t,x,n) est homogène de degré 1 pour (x,n) assez grand 

(x,n) a Q(t,x,n) est homogène de degré 0 pour (x,n) assez grand. 

On retrouve ainsi les solutions construites au paragraphe précèdent. 

En particulier, on a (cf. 3.1.24 et 3.2.47) 

(3.2.39) 

a (t,x,n) = 

=[det(3 8 S)(t,x,n)] ' .  e J 

x n 

-i 
t 

o 
q^gCyjnHds 

y=y(t,x,n) 

Par ailleurs, on a ainsi montré (ce qui facilite certains points techniques, 

cf. 2.4.3). 

Lemme 3.2.3 : Pour tout t  € ]-T,T [ , la phase 

(x,n,y) cj >t(x,n,y) = S(t,x,n) -yn vérifie les hypothèses : 

(Fl) = (Hl), (F2) = (H2), (F3), (H4), (H5). _ 

Démonstration : On renvoie à (2,4.9) à  (2.4.11), compte tenu de (3.2.17). 
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~itA 
3.3- Etude du Fourier Intégral approchant e 

On a vu en (3.1.32) que, sou s certaines hypothèses (cf. 3,1,15), on 

-itA 
pouvait approcher e  pa r un opérateur Fourier Intégral global classique. 
Les résultats du § 3.2 vont nous permettre de donner des informations plus 

-itA 
précises concernant la phase de e  e t son amplitude. 

(h) 

Lemme 3.3.1 : j5i S  est la phase construite au §  3.2, et <j)fc es t la Dhase 

construite en (3.1.33) pour t  6 1̂  , on a : 

(3.3.1) aV5H^ = graph e  ̂(i.e . l'ensemble des points (x,Ç,y,n) 

avec (x,£ ) = (j>t(y,n)) . 

(3.3.2) aV5H°^ =  graphe ^  (flo t homogène associé) . B 

Démonstration : Pou r h  = 0, la remarque a été faite en (3.2.22). Supposons 

par exemple h>0 . Les points critiques de la phase Ot(h)son t défini s par les 

équations : 

(3.3.3) 

yi =  V( V y 2 ' V = y 

n 2 =  3 S( T l,y 2, V 

y j = 9 n . S ( T l ' y j + l ^ j ) 

V i = V + 1

S ( T i ' y

j + i ' V 

y h + l = 9 n h + 1

S ( t " h T l ' X ' V l ) 

j = 2,...,h . 

Les (2h)n premières équations peuvent se réécrire sous la forme (cf.3.2.19) : 

(3.3.4)j 

yh+l = 9nh+1

S(t"hTl'X'Vl) 

j = l , . . . , h 

tandis que les n  dernière s équations correspondent à : 

(3.3.4)h+1 

Qyh+l = 9nh+1 = (x,exs(t-ht1,x,nh+1)). 
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En particulier, on en déduit que : 

(3.3.5) (J)t(y1,n1) =  (x,8 xS(t-hT 1,x,n h + 1)) 

si (x ,C,y) e C ( h ) . 

Par définition, 

AOt(h) { ( x . s ^ C t - h T j . x . n ^ p . y . n ^ . C x . ç . y ) e c ( } . 

• t 
Il résulte d e (3.3.5) l'inclusio n : 

A ( h ) < = graphe 

Inversement, on vérifie que si l'on part d'un point (y^Hj) arbitraire et qu'on 

définit (y.,n.) par (3.3.4). et x  pa r (3.3.4), ,  , on définit un point de C /T_X J J  J  h+ 1 (h ) 
t̂ 

dont l'image dans A ( es t le point (<|>t (yj ,n j) , (y^Hj)). Le lemme est ainsi 
(f) • 

démontré . •  ^ 

Le lemme 3.3.1 admet comme conséquence le : 

Théorème 3.3.2 : On suppose que le flot (p admet une période ï > 0 , i.e. 

(3.3.6> $~(x,o = (x,o, v(x,o e iP.2n\ o 

Qors e  es t un opérateur pseudodifférentiel dans G^ , C\]R n), dont le 

îymbole a- ~ (x,£) es t de la forme : 

(3.3.7) a^(x,Ç)  ̂I  a T . (x,Ç) 
T i  e IN J 

où a_2j(x,£) est homogène de degré (-2i) pou r lxl+|£| assez grand et où 

(3.3.8) 
VaoT(x,£)=eiT/4o e-i 

T 

0 
Vqo£vo(x,ç)) d s 

avec o e TL . 
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Demonstration : Quitte à jouer sur Tj (cf. 3.1.30), on trouve h  6 N te l que : 

T 6 T . h 

iïp •  • » e es t alors un Fourier-Intégral égal (modulo un régularisant ) à I(b ,,<f»~ ) n "p 

où (cf. 3.1.33) et (3.1.34) : 

(3.3.9) ^ ;(x ,Ç,y) = Sd-hT^x.n^j) - yh + 1 n h + , • 

+

 j ! 1

( s ( T i - v i ' n j ) ~ y r V 

et 

(3.3.10) b ^ ( 2 , r n ( h + 1 ) a o(T-h T l,x ,n h + 1) .5a O(T 1 > Y n . ) 
J = l J 

(modulo Tj 
-2,cl,cf> 

où a  a  été calculé en (3.2.48). 

Il résulte alors de (3.3.6), du lemme (3.3.1) et de la proposition (2.8.3) que 

-iTA 

e es t un opérateur pseudodifférentiel d'ordre 0, dont on peut calculer le 

symbole modulo r^(lR 2 n) grâce à la formule (2.8.56) Î 

(3.3.11) 

âf(x,0 = [ [a o (T-h T l,x, n h + 1) * 0

( V y j + l ' V ' 

.|det D(^h ))| 1 / 2] i^ (h)(x,Ç,x,U x 

. TT 

T 

Or on a, en un point i  1, v(x,£,x,Ç) d e C  ( . , les relations (cf.(3.3.4). ) : 

(3.3.12) ( yj +i'
nj +i

} =  • J T 1

( X ' Ç ) " 

On en déduit que, en ce point, on a : 
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*o(Tl'*i + l"M> = d e t ( 3 x 3 n ï ( T l ' y i + l ' ^
) ) 1 / 2 

-i 
e 

T1y 

o 
(y.,n.)ds 

D'où : 

v 1  /2 3 

(3.3.13)ïo(T1,yj + 1.,n.)-detOx3nS(T1,y. + 1, n.» . e 

•iTl 

(j-DT. 

q'o(Qs(x,£))ds 

De même : 

w ~  v ~ 1/ 2 
(3.3.14) Xo(T-hT 1 ) X, n h + 1) -detO^^d-hTj-,x,n-h.+ l)) - e 

T 

hT 1 
ï;(ï g(x,ç))d8 

Par ailleurs, on vérifie aisément (cf. 2.3.4), (2.1.40)) : 

(3.3.15) 

Det D ( ^( h ) ) | = 
T 

detO^^cf-hTj.x.n^j)) 

h 

j = l 
d e t ( V n ' ( T l ' y j + l'

nj)) 

Le théorème se déduit alors de (3.3.11), (3.3.13), (3.3.14) et (3.3.15). • 

Remarque 3.3.3 : I l serait intéressant d'interpréter l'indice a apparaissant 

dans la formule (3.3.8), mais cela sort des objectifs de ce cours. 

3.4 Etude de l'exemple de l'oscillateur harmonique 

L'objet de ce paragraphe est de réexpliquer,compte tenu de la théorie déve-

loppée précédemment̂ les formules apparaissant dans l'introduction, en particulier 

la formule (0.13). Ces formules sont bien connues et nous ne donnons pas ici la 

méthode la plus simple pour les obtenir. 

Les calculs développés aux § 3.1. et 3.2 conduisent aisément à l'expression du 

noyau distribution K(t,x,y) de -itP 
e 

1 2  2 pour |t| < T 

(3.4.1) K(t,x,y) • ei(S(t,x,n)-y.n),cogt|-l/2 ^ 

où S(t,x ,n) es t définie par : 
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(3.4.2) S(t,x,n) = " 
2 2 
x + n 

Z 
tgt + x. n 

cost 

Les équations eiconales et de transport se résolvent en effet facilement. Il 

sfagit de déterminer une expression de K(t,x,y) pour |t|> ~ . Considérons 

l'intervalle I  = ]y,Tr [ . Dans cet intervalle, la phase <J> t(x,n,y = S(t,x,n)-y.n 

est bien définie et on a : 

(3.4.3) A =  {(x,Ç,y,n), (x,£) = <j> (y,n)} = graphe é . 
<J>t t  t 

Par ailleurs, compte tenu de la méthode exposée précédemment, on peut écrire : 

(3.3.3) (e )  = (< 
-i 1/6 

(e 

-1t/2p 

TT .  -it P et par conséquent, pour t  6 ] -j , TT [, on peut écrire e  sou s la forme : 

(3.4.5) (e i t P ) = I((2TT) 2 |co s || \ V t), t e ] + j , v [ 

où i) es t la phase : 

(3.4.6) 

(x,e,y) ^ t(x,0,y) = S( |- , x,n)-z.n + S(-| jZjn^-yri1 

avec $ = (n,z,n') . 

On vérifie aisément (cf. les définitions introduites en 2.10.21 et 2.10.22) que: 

(3.4.7) Â  = =  graphe <j>t ( t e ] j ,TT[) 

et que 

(3.4.8) :|cos || <27T)" 2, t̂) * (e"i7T/2(27T) ^costl 1/2,<j>t) . 

La proposition (2.10.8) permet alors de conclure (dans ce cas particulier, la 

phase étant quadratique et le symbole constant, il n'apparaît pas de termes 

d'ordre inférieur !) que : 
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(3.4.9) 

, -itP. T, -i
7T/2,0 r 1 I ^  , — 1 /2 . (e )  = I(e (2TT ) |cost| ,4> t) 

pour t  6 ] y , 71 [ 

Le membre de droite de (3.4.9) a un sens dans ] o » 9 L et vérifie l'équation 

(4-3 t+P) (I(e ilt/2(2ir) Scosti 1 / 2,* t))=0 

poui t e]f • 3 f [. 

On en déduit que (3.4.9) est valide dans ]  + ,  [ 

Par des méthodes analogues, on obtient aisément l'expression du noyau dans 

1'intervalle 
3TT 5T T 
2 ' 2 

et on retrouve en particulier la propriété que 

e =  - I [ce qui est clair de départ, compte tenu de l'expression des valeurs 

propres de P]. 

On a donc bien la formule (0.13) de l'introduction : 

f -itP w ,  I  „-.-1/ 2 1 7 r  

(e )(x,y) = Icost| e 

k+K 
2 e 

i[-
2^ 2 x +n \ 
2 

tet + xn 
cost 

yn]dn 

(3.4.10) 

j + kir < t < I +  (k+1 )TT (k6ZZ ) 

Que se passe-t-il aux points (  ̂  + kîr) (k e TL ) ? Il suffit d'étudier les 

. 7T 3T T ,  A- ' -\ ' -  -2iîr P T N points J e t "̂ 2" ^ o n u t ll l s e aprè s que e  =  -I) . 

Le problème est ici que l'on ne peut pas paramétrer l'ensemble : 

graphe <j>t = {(x,Ç,y,n) ;  (x,Ç) = cf>t(y,n) 

par (x,n) c e Qu i avait conduit à l'introduction de S(t,x,n) tel que . 
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graphe * =  {(x,C,y,n) ; ç = (3 S) (t,x,n), y = (3 S)(t,x ,n)} . 
t X l) 

Par contre, pour t  vérifian t : 

(3.4.11) 0 < t < TT 

on peut paramétrer l e graphe de <j>t par (x,y), ce qui conduit à la recherche 

d'une fonction S*(t,x,y ) tell e que j 

(3.4.12) Ç = 3 S(t,x,y),n = -3 S(t,x ;y) x y 

de sorte que : 

(3.4.13) A~ =  graphe <J> . 
bt * 

Le calcul donne l'expression suivante de S  : 

(3.4.14) S(t,x,y) -
2 2 x +  v 
2 

cotgt - xy 
s m t 

Pour t  € ] 0, -j [ , on vérifie que : 

(3.4.15) ( (2TT) ' 1 | c o s t r 1 / 2 , ^ ) ^ ( ( 2 T T ) " 1 / 2 e~ i 7 T / 4|sinttf 1 / 2,S t) 

on a donc : 

(3.4.16) -itP .-1/ 2 -iir/4 , . ^  ,-—1/2 ~s e =  I((2TT) e  | sin 11 ,  SFC) 

pour t  6] 0, -j [. 

Le membre de droite a un sens pour t  6 ] 0,TT[ e t vérifie la même équation 

—itP 

que e  .  On en déduit que (3.4.15) est valide pour t  6 ] 0,TT[. 

Plus généralement, on obtient : 

(3.4.17) 

(e-itP(x,y) = (2,)-1/2

 e-
/ 4 e " 1 ^ 2 | sint f 1 1 1 e 

2 2 x +  v 
2 

•cotgt- J g L j 

k-rr <  t < (k+1 )TT 

-itP 

Les formules (3.4.10) et (3.4.16) permettent une description complète de e 

pour tout t . 
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IV-PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DU SPECTRE D'OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS SUR ]Rn 

(d'après B. Helffer et D. Robert). 

Dans ce dernier chapitre, on aborde les applications à la théorie spectrale. 

4.1 Relation de Poisson. 

On se propose de démontrer le théorème suivant : 

Théorème 4.1.1 :  Soit <fb un o.p.d. globalement elliptique, classique, autoadjoint  

positif dont le symbole q vérifie : 

(4.1.1) q ~ X  <l7_9 • avec q9 ~ • homogène de degré 2—2j 

On désigne par l'ensembl e des périodes des trajectoires périodiques du champ 

hamiltonien H ,  d'énergie 1. Alors : q2 

(4.1.2) -itA 
Support Sing. Trace e ç  JĈ  ^ 

-itA 

Rappelons que Trace(e )  a été définie dans la proposition (1.10.13) et que par 

définition : 

(4.1,3)JĈ = {t€ IR , 3 (y,n) € ]R2n , q2(y,n) = 1 e t (x(t,y,n ) , ï(tfy,n)) = (y,n)} 

v v  v 
(cf. le chapitre III pour les définitions de q2»

x, £)• 

Avant de commencer la démonstration du théorème (4.1.1), remarquons qu'on vérifie 

facilement que : 

(4.1.4) 0 est un point isolé de £Jfc 

(4.1.5) X^est un sous-ensemble fermé de TR 

Démonstration du théorème 4.1.1 :  I l s'agit en fait d'établir le résultat suivant : 

(4.1.6) Soit 0€C~(]R ) te l que : supp 9 D £JL = 0 , 
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alors : 

(4.1.7) I(x) = Trace ( e" l t A 6(t) el t T dt = 0(|T|~°°) 

pour | T | •> o© . 
Par une partition de lfunité, quitte à diminuer Tj, on peut se ramener à établir 

(4.1.7) pour 0 G C°°(L ) (cf. 3.1.30). Pour simplifier, supposons h>0 et rappelons o n 
qu'on a montré au paragraphe 3.1 l'existence de I(b̂ ,cf)t )  tel que (cf. 3.1.32) : 

(4.1.8) 
e-itA-I(bth,O(h)) ECoo (Ih, L(L',J) 

Or si R £ C°°(Î,«C (̂' )  , on vérifie immédiatement que : 

(4.1.9) Trace ( R 9(t)e ltTdt) = 6(t)R(t,x,x)eltTdtdx = 0 ( | T | " ~ ) 

où R(t,x,y) désigne le noyau distribution dans C°°(Î , ]f(]R2n )̂) de .  On déduit 

de (4.1.8) et (4.1.9) que : 

(4.1.10) I(T) = Trace I(b£,<f>£h))9(t)eltTdt (modulo 0(|x|̂ °)) 

Il suffit donc de montrer que : 

(4.1.11) déf 
I ' (T) i  Trace( 

Kb^,(f)Jh))0(t)eit:Tdt) = 0(|T|"°) 

On va d'abord démontrer qu'on peut calculer directement I' ( T ) . C'est l'objet du : 

Lemme 4.1.2 :  Soit a une amplitude dans 
rn,Ih(RnxxR£(2h+1)nxRny) 

et soit 

p€d"(i ), 
o h 

alors 1'opérateur 

p(t)I(at,^
h))dt 

admet un noyau E (x,y) dans )  donne par l'intégrale oscillante : 

(4.1.12) E (x,y) 
eiOt(h) (x,£,y) 

a (x,Ç,y)p(t)dt d£ . . 

Démonstration :  Il suffit de construire un opérateur différentiel L du 1er ordre 

en t et Ç tel que : 

(4.1.13) L(e 
Qt(h) 

) = e 
-<p.. 
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et tel que : 

(4.1.14) t .  y , I h y" 1 , 1 [h L envoi e r dan s r o o 

Montrons tout d'abord qu'il existe des constantes Cj et C2> 0 telles que : 

V t e supp p , V x€ ]Rn, V Ç € H( 2 h + 1 ) n , V y G i n : 

(4.1.15) CY\(x9K9y) <  X(|8t^
h )| 1 / 2,3 c^

h )) < C2X(x,Ç,y) . 

Compte-tenu de (3.1.33), la deuxième partie de l'inégalité est immédiate. Montrons 

la première partie ; <f>̂^ est une phase vérifiant (H3)* uniformément pour t dans le 

support dep (cf. proposition 2.1.4 et le lemme 3.2.3). On en déduit que : 

(4.1.16) К,Л(х,£,у) « A(x,3^J h),3ç*J
h)) : Х(х,Э^^h),Oxs)(t-hTj,x^h+I)) . 

Utilisant 1'ellipticité de q2 > o n a : 

(4.1.17)' Aix^SCt -hTj .x.n^j) ) 
uniformément 

par rapport à t 

A[|q2(x,3xS)|
1/2] . 

Si on se rappelle que : 

(4.1.17)" q2(x,3xS(t-hT1,x,nh+1)) = -8tS(t-hT1,x,nh+1) 

d'après (3.2.13), 

(4.1.17)"' - -9t(i)^
h)(t,x,Ç,y) 

d'après (3.1.33), on démontre facilement (4.1.15). 

Posons alors : 

(4.1.18) R = [i + i a t ^ h ) i 2

 + z|3 ç^ t

( h )i 4] 

et 

(4.1.19) . = -iR + O <fr<h))3 +Z Í3 *< h )) 33 ] 
j i  i 

Grâce à (4.1.15) et aux estimations sur Ot(h)9 on vérifie que L satisfait à 

(4.1.13) et (4.1.14). 
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On peut alors donner un sens à l'intégrale oscillante (4.1.12), en posant pour Mj 

assez grand : 

(4.1.20) E (x,y) d Ì f e 
M>t (x,Ç,y) (tL) l [ a (x,ç>y)p(t)]dtdÇ 

L'intégrale est en effet convergente. En jouant alors sur Mj, on obtient grâce à 

(4.1.15) une décroissance arbitraire (en puissances négatives de X(x,y)) de 

E (x,y). L'étude des dérivées de E (x,y) ne pose pas de problèmes différents. Le 
P P 
lemme (4.1.2) est ainsi démontré. B 

On déduit de ce qui précède que, pour M = Mj fixé assez grand, on a : 

(4.1.21) Trace( p(t)I(a ,4>r°)dt) = 
i<j>(h)(x,Ç,x) M 
e CL) 1[at(x,C,x)p(t)].dtdxdC . 

Il résulte de (4.2.21) que I' (T) défini en (4.1.11) s'écrit sous la forme : 

(4.1.22) I f(x) = 
Ml 

j=0 

tj i[é(h)(x,Çfx)+tT] 
e bj(t,x,Ç,x)9j(t)dtdxdÇ 

où u c " ( i . ) 
J o n 

supp 0  . fi JU = <f> 

et b .€r" M l , I h(]R nxlR( 2 h + 1) nxK n) 

Quitte à avoir modifié (au départ) I(b̂ ,(f)^^) par un opérateur du type Rfc (ce qui 

n'est pas important compte-tenu de 4.1.9), on peut également supposer que b̂  , et 

par conséquent les b.. , vérifient : 

(4.1.23) bj(t,x,Ç,y) = 0 

si (x,nu ,)€B ( R à fixer > 0) , ou, s'il existe i, l<i<h tel que n+1 R 
(yi+1,T,.)€BR. 
On peut alors choisir R assez grand de sorte que : 

(4.1.24) 

(h) v
 h v 

•t ( x ' c ' x ) = s ( t ~ h V x ' W " W n h + i
 + .^ (sdj.y.^.n^-y-.n. ) = 

= $^(x,Ç,x) (ave c y^x) si (t ,x,Ç ,x) G supp b.. . 

Le théorème résultera alors du lemme suivant : 

Lemme 4.1.3 
-M I 

Soit b(t,x,Ç,y)€r P h (3Rn x]R( 2 h + 1 ) n x]Rn) vérifiant (4.1.23) et 
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(4.1.24) et soit £  dan s C°°(I ) tels que : — o  h 

(4.1.25) Supp Q'HJC^ = (j) 

Alors on a : 

(4.1.26) 1 ( T ) d l f 

i[^h) (x,Ç,x)+tx] _ 
e b(t,x,Ç,x )e'(t)dtdÇdx 

= 0 ( | T | ~°°) pour |  T | "> «i . 

Démonstration :  Poson s : 

(4.1.27) y(t,x,C,x) = <f>̂ h) (x,Ç,x) + tT 

et soitĉ ,(x,e) le sous-ensemble de R x ln x l ^ + ^ n constitu é des (t,x,£) tels 

que : 

(4.1.28) (t,x,Ç) €jl(x,e) <=> 
t e supp 9 

?;|2 + I lî^ |4 + HÎ': I4 < ex2 

j j  j  j 

3n va montrer qu'il existe e > 0 et T >0 tel que, pour |x|^|x |,e< e : 
o o  o  o 

(4.1.29) Ji(x,e)c:{ (t,x,Ç) 0<C o<A(x,n h + 1)|xf
1 / 2<C¿ 

0<C j<X(y j + 1,nj)lT|
 1 / 2 < Cj} j  = l,...,h . 

On notera simplement 

A(x,nh+1) ~ IT 1 1 / 2 

A(yj+1,nj)=|t|1/2 

en convenant que les constantes apparaissant dans l'équivalence ne dépendent pas 

de x et de e (0 < e <e ). 
o 

Remarquons tout d'abord qu'il résulte de (4.1.28) que : 

(4.1.30) 2 2  Û 
|a S(t-hT. ,x,nu .) + x I < ex dansl/fc(x,e ) . t 1 n+ 1 

0n_déduit d e (4.1.30) qu'il existe £j tel que : 
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(4.1.31) |8tS(t-hT1,x,nh+1)I ~ IT| dans A (T,E) 5E<E1 

Compte-tenu de (4.1.17), on obtient alors que : 

(4.1.32) 
112 

x(x,a s(t-hT ,x ,n h + 1 ) ) ~ IT| 
dansjft(x,e) ( | T | > T J , e<£j) 

Il résulte alors du §2.3 (hypothèse (G2) et (G3) ) que : 

(4.1.33) w ^  — . ,1/ 2 A(x ,n h + 1 ) ~ IT I dans ^(T,Ê) ( I T 1 > T T , e<£j) . 

On a utilisé ici et on réutilisera la propriété suivante 

(4.1.34) X(y,n) ~ Hy,(9 S) (s,y,n)) ~ A(0 S)(s,y,n),n) 

x n 

pour s G [-TpTj] . 

Reprenons l'exploitation de (4.1.28). On obtient maintenant : 

(4.1.35) IO n S)(T 1,y2,n1) -x| < e
l M

 | T | 1 / 2 

et 

(4.1.36) IOxS)(t-hT1,x,nh + 1) - n j I < e 1 M | T | 1 / 2 

De (4.1.32) et (4.1.36), on déduit l'existence de e 2

< e l e t de T2>T\9 t e l s 

que : 

(4.1.37) A(x,ni) ~ I T | 1 / 2 iansc^(T,e) ( | T | > T 2 , e < e 2 ) 

De (4. 1 .37), (4.1.35) et (4.1.34), on déduit alors l'existence de ̂ ^^^2 9  

T3^ T2 t e l s q U e 1 

(4.1.38) w .  ~ . ,1/ 2 Hy2>nj) ~ IT I dans (T,e) ( | T | > T 3 , e < e 3 ) 

En itérant le procédé, on montre finalement (4.1.29). • 

Soit maintenant x une fonction égale à +1 sur [- -j , + y] et à support dans 

[ -1, + 1 ] et posons : 
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(4.1.39) £3(t,x,£,t) 

Ot' |2+Ej|Q'xj|4+Ej|Q£j|4 

e|T|2 

Décomposons b  sou s la forme : 

(4.1.40) b = b1 + b 2 avec b1 =  C b 
1 e 

Considérons tout d'abord D^ . Le support de es t contenu dans le complémen-

taire de C$(t,e:/2). Pour estimer la contribution de b ^ dan s (4.1.26), on 

introduit l'opérateur 

(4.1.41) M = 
, t  t i  Yx. x. .  TÇ. £• 1 i  i  i  i  *i i 

+ Î  |Ф Г+s Щ r 
i j J  j 

On a alors : 

(4.1.42) 1 ^ ) = e i 4 , ( t , x , Ç , T )b 2(t,x,€ ,i)e(t)dt dÇdx 

= ||je
i^ ( t' X , C , T^ tM) kb 2(t,x,Ç,T)e'(t)dt dUx 

pour tout k  6 ]N . 

Compte tenu des conditions sur le support de b 2 > o n en déduit que : 

(4.1.43) J 2 ( T ) = 0(|T| °° ) 

On doit cependant vérifier que, pour ne pas perdre en (x,ç), ce que nous gagnons 

en T , on a 1' équivalence suivante : 

(4.1.44) 
l i. 

v ( t . x . e ) 0  i/£(*,e/2), x(x,ç-,|x|-2)* X ( | ? ; | 2 , | ? ; U I * ' I ) 
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Or on déduit de (4.1.15) que : 

A ( x , 0 < U|3 S | 2 , o V h ) ) ( x , Ç , x ) ) 

^.x(|3 S + T | 2 , | 3 Ï | , | T | 2 ) 

4 X ( | ^ | 2 , | * | | , | T | 2 ) 

* X ( | * ; | 7 , | ^ | , | ^ | ) c a r ( t . x . ç ) £ # ( T , § ) 

Remarque 4.1.4 : Dans l'estimation de J2(t)(défin i e n (4.1.42)), on n'a pas 

utilisé l'hypothèse 4.1.25. B 

Considérons maintenant : 

(4.1.45) 1 J ( T ) ^J||ei^(t'X'^T)b1(t,x,Ç,t)0(t)dt.dC,dx . 

Posant (x,£ ) = |T , 2 (x,y) on obtient, compte tenu de (4.1.24) et (4.1.29),que : 

(4.1.46; V > = i T i ( h + 1 ) r e i | T^± ( t , X , 0x(x,ï)c(t,x,ï,T)9(t).dtdxdï 

pour | T | > T Q ( T q assez grand) 

où x(x,£) es t une fonction C° ° à support compact sur le support duquel on a : 

(4.1.47) 
ly.^,l + ln. |>c > 0 
j + l J o 

ly .^, l + ln. |>c > 0 
j + l J  o 

j=l,...,h 

où • 

(4.1.48) 
I Ì i 

c(t,x,ç,x) = b(t , |T| 2ï , |T| 2î , | i| 2x)e(t) 

et où : 
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?±(t,x,T) = S(t-hT l,x,n h + 1)-y h + rn h + 1 

(4.1.49) 
h 

J-2 
^ V V l ' V ' W +S(T ry ,nJ-x.nj i t 

(± dépendant au signe de T ) 

Mais compte tenu de (4.1.47) la phase ty+ est C°° sur le support de x • 

On va alors utiliser une légère extension du théorème de la phase non-stationnaire 

(cf. Th. 2.9.1) dont la démonstration est immédiate. 

Lemme 4.1.5 : Soit m->> f (m) une fonction C  réelle sur un ouvert de _ ]R et ^ 

g(m,p) une fonction C  °° sur Q x [T , +« [ telle que : 

(4.1.50) supp gcK x [ T Q>
 + to [ °ù K est un compact de . 

(4.1.51) |D̂ g (m,p)| < CjpH âvec 6 < 1 

(4.1.52) :f (m) ï 0 pour m 6 K . 

Alors 

(4.1.53) Ï ( T) = | elpf(m)g(m,p)dm = 0(p~~), p  -* + » .  m 

On applique le lemme (4.1.5) pour l'étude de l'intégrale J^ (T) avec : 

|t|= p, s =1/2;m=(t,x,£) 

f(m) = i|>±(t,x,Ç) , g(m) -6(t)ï(ï,Ç)b(t,|' 

1 

x, |T 

1/2 

£[t 
o1/2 

X) 

Pour que le lemme s'applique, il reste à vérifier la condition (4.1.52) . 

Considérons d'abord le cas où -° ° 

Si f'(m ) était nul en un point, on aurait : 
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3tS(t-hTlfx,nh+1)-l = 0 

v 

ce qui est impossible car a^Ct-hTj ,x,n h + 1 ) <0 d'aprè s l'équation eiconale et 

v 
la positivité de q ^ • 
Remarque 4.1.6 : 

* i j (T) = 0(|T| °° ) pour T — 0 0 

Compte tenu de la remarque (4.1.4), on a : 

J(x) = 0C I x j °° ) pour T + - ° ° 

et pour démontrer (4.1.54) on n'a pas utilisé l'hypothèse (4.1.25). m 

Ceci sera utilisé au § 4.2. 

Considérons maintenant le cas où T -» + °° , et cherchons les points critiques éven-
v 

tuels de la phase +̂(t,x,£) situés dans le support de 

(t,x,I) -> e(t)x(x,Ob(t,|x 
i 

|y|t 

1/2 

£|t| 

1/2 

x) 

Ces points critiques sont déterminés par les équations : 

(4.1.54)' ^^t-h T l,x,n h + 1) - . 1 

(4.1.55) 3xS(t-hT ,x ,n h + 1 ) = n 

(4.1.56) 3~ 
'h+l 

s(t-hT1,x,n : yh +l 

(4.1.57)j 

V + 1

? ( V y

j + i > ~ j > =  ~j +i 

V+1

?(Vy

j+i>~j> = ~j+i 
j = l,...,h 

(4.1.54)' et (4.1.55) impliquent que : 

(4.1.58) q2(x,r)j) = 1 

Des autres équations, on déduit, comme dans la démonstration du théorème (3.3.2): 

(4.1.59) (X,nj) = <j> (XjTlj) . 
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(4.1.58) et (4.1.59) disent justement que t e ¿5^ c e qui est exclu par (4.1.25) 

et l'hypothèse que t e sup p 6. 

Il n'y a donc pas de points critiques sur le support de l'amplitude. 

Le lemme (4.1.3) et donc le théorème (4.1.1) dont démontrés. • 

4.2 - Formule de Weyl avec reste 

Dans le paragraphe précédent, nous avons localisé les singularités de la distribution 

tempérée Tr( e Xt^)(A d'ordre 2). Ce paragraphe est consacré à l'étude de la 
oo 

singularité à l'origine de cette trace. Soit ip 6 Cq(1R) , à support contenu dans 

] "T2 , T2  ̂°̂  T2 6 S t c ^ ° ^ s ^ t e H e sort e que : 
(4.2.1) 

] - v T 2 [ n V { 0 } • 

On suppose de plus que : 

(4.2.2) (p est paire 

(4.2.3) cp(0) = 1 . 

Posons 

(4.2.4) K T) =  Tr [ -itA ,  . itT , , e cp(t)e dt ] 

On a alors le théorème : 

Théorème 4.2.1 : Sous les hypothèses du théorème (4.1.1) et de ce paragraphe, on a 

(4.2.5) i ) K T ) = 0(|T| °°) , T -

(4.2.6) ii) I(T) ^ Z c . . T1 1 * J , T->+ 0 0 

où les C j (j^O) sont des nombres réels ne dépendant que du symbole de A. 

De plus, 

(4.2.7) c o = (2 ) 

V 1 

as 

IVq2l 
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où d S es t la densité riemannienne sur l'hypersurface ^2=1 . 

Enfin, si n  = 1, on a : 

(4.2.8) Cj = 0 s i n = 1 

Démons trat ion : Le point i) a été démontré au paragraphe précédent (cf. Remarque 

4.1.6) . 

En procédant comme au paragraphe précédent, on se ramène modulo 0(| T| )  à 

l1- étude de 1-intégrale suivante : 

(4.2.9) K T ) = 
•ei(S(t,x,n)-x.n+t.T)a(t)X)n) M t ) 

- X( T 
o 
;|x|+|n|))dtdxdn 

où x e s t égal e à 1 sur un intervalle de la forme [e^C^] et à support dans 

e ^  _  _ 
K- , 2C ] ave c 0  < e < C . 2 ' o  o  o 

En effet, sur le support de (1-X^» on peut, par un choix convenable de £ q et C Q , 

et compte tenu de (4.1.29) (avec h =0), utiliser les intégrations par partie 

introduites en (4.1.41) et (4.1.42). 

On remarque maintenant que modulo 0(| T| N + n)(N arbitraire), il suffit de regarder : 

(4.2.10) I N ( T ) = E I . ( T ) 
0<j<N J 

avec 

I . ( T ) -

. v 
i(S(t,x,n)-x.n+tT) y t .  . . 
e à  .  (t,x,n)cp(t) 

x X ( | T | 
" 2 |x| + |n|))dtdxdr, . 

On regarde donc un terme du type I *(T). Le changement de variable : 

X = | T | ' 

1 

X 

n - W 
9 
' n 

nous conduit à : 
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(4.2.11) I . ( T ) =  |x| n-J ei(S(t,x,n)-x.n+t) v _ ^( t j X > n ) c p ( t ) 

x x(|x| + |n|)dtdxtfn . 

Il s1 agit donc de montrer que 1̂ . (T) a un développement asymptotique de la forme : 

(4.2.12) L W M ^ d c k r k ) 

lorsque T tend vers + 00 . 

On va appliquer le théorème de la phase stationnaire généralisée (Th. 2.9.4) dont 

nous allons maintenant vérifier que les hypothèses sont satisfaites. 

On a 

*(y) = $(t,x,n) = S(t,x,n)-xn+ t 

a(y) = a(t,x,n) = a_2j(t,x,n)cp(t).x(|x| + |n|) 

a es t dans C° ° grâce à x et $ est C  su r le support de a. 

Déterminons maintenant la variété critique W  . Elle est définie par les équations 

(4.2.13) 

t 6 supp cp 

V 
3 S(t,x,n) + 1 =0 

3xS(t,x,n) - n 

3 S(t,xs-n) - x 

Mais comme on l!a vu au paragraphe précédent, (4.2.13) implique que t e « ^ ^ S UPP <P 

et donc finalement que, au dessus du support de a, W est défini par les équations : 

(4.2.14) t - 0 , q2(x,n) = 1 

v 
Compte tenu de 11ellipticité et de 11 homogénéité de q 2» on a : 

(4.2.15) 
v v 

grad q  f 0 sur q =1 
X, T] £. L 
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et, par conséquent, W  es t une sous-variété C  d e codimension 2 de 2l2 n +^ 

on a donc : 

(4.2.16) v  = 2 

Calculons maintenant (Hess 4>M) sur la base orthonormée _3_ J _ J L 
3t 9 3x * 3n en un 

point de W. On a : 

(Hess O")o,x,n = 

â t t s 

V x ? 

» t n 

3tV 

2 * 
r S xx 

nx 

3 t V 

r S -

x n 
2 * 

a * s nn y ( o , x , n ) 

Compte tenu de (3.1.22), on obtient : 

(4.2.17) (Hess ¿"1 v = 

2 v 

a ' s 
ex 

3x 
x , y ) 

3Qo 

en 
X , n ) 

3 q 7 

~3x 
(x;n) 

O 

o 

3 q ? 

an 
c . n ) \ 

0 

0 

Calculons maintenant : (Hess 4>"/N) 
(o,x,n) 

On choisit comme base orthonormée de 

N(o.x.ni 
3 
at 

g r a d x . n \ 

IVq2l 

Dans cette base, (Hess 
(o,x,n) 

devient la matrice 2 x 2 

(4.2.18) (Hess <fr"/xl) 

2 v 
3 t t s 

|VVq, 

|Vq2 

0 

( o , x , n ) 

On voit alors immédiatement que le Hessien transverse est non dégénéré et que 

(4.2.19) o = 0 
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(4.2.20) det(Hess <t>") =  - lVVq (x ,n) | 2 . 
/ N (o,x ,n) 1 

Toutes les hypothèses du théorème sont donc satisfaites et on en déduit (4.2.12). 

Examinons plus en détail I  (T) dont le premier terme donnera le calcul de c . 
o o 

Il résulte de (2.9.10) et (4.2.20) que : 

I (T) - c T ^ + O C I T T " 2 ) o o 
avec 

C q = ( J a o(o,x,n)lVq2(x,n)| *dv w(y)) (2ir) nx 2TT. 

y 

Mais :(aQ(o,x,n) = 1), d'où la formule (4.2.7). 

Lorsque n = 1, on remarque que c j T ^ n e P e u t provenir que du 2ème terme de IQ ( T ) , 

car le premier terme de I J(T) qui pourrait contribuer est nul (car aj(o,x ,n) =0). 

Au voisinage d'un point (o,x,n) de W, on peut prendre comme système de coordonnées : 

(t,x,n) -> (t,r,oj) 

où : 

w(Ax,An) = (jo(x,n) 

r(t,x,n) = 
v 
STt.x.n̂ -x.n t 

Dans ces nouvelles coordonnées, l'intégrale I  (T) s'écrit : 

I o ( x ) = | T | 
03 Xi r 

eixt(r 1) x ( t ) W j r ) £ ( t > w ) d r d t ) d a j 

avec : x(t,o),r) =  iKw) 

et on a : 

(4.2.21) I Q ( T ) - C Q + 0(1x1""°°) 

(on peut utiliser ici le théorème 2.9.3, l'opérateur R  qu i apparaît dans ce 

théorème est alors : y 3 ^ . 3^ ) . 
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Remarque 4.2.2 : Plus généralement, on peut démontrer de la même manière que : 

(4.2.22) c =  1 . n 

Remarque 4.2.3 : O n peut réécrire 
{y2=1 

AS 
v S 2 l en utilisant la mesure de Leray. 

Considérons la fonction C° ° pour s  > 0 : 

(4.2.23) h(s) = f l dx.d ê . 
JJX9(x,Ç) <s 

Alors on a : 

(4.2.24; h ' < s > - f v 
J{q9=l} IVq | 

v 
Plus généralement, il existe sur {q = s} (s >0) une mesure w  noté e 

o s 

telle que : 

dx A d£ 

h ( t ) • 
I 

v u 

q2=s 
Ù )ds 

Notons que, en un point où, par exemple 
9q0 

l'expression de dS dans 

les coordonnées (x.,..., x )  est simplement 1 n— i i n 

dx.... dx d Ç ...dÇ 

I3x I n 

Rappelons maintenant que I (T) n'est autre que : 

(4.2.25) I (T) = E  $(A. - T ) =  tp(y-i)dN(y) 
3 J J 

où dN(y ) désign e la mesure de Stieltjes, associéeàla fonction croissante, 

continue à droite, à support dans [0 , + ooL̂  N(A), définie par : 

(4.2.26) N(A) = {# j , Aj< A} 
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Pour déduire du comportement asymptotique de I(T-) le comportement asymptotique 

de N(A), on doit utiliser le théorème Taubèrien suivant : 

Théorème 4.2.5 : Soit p dans (3R ) une fonction vérifiant : 

(4.2.27) p > 0 , p(0) >0, p à support compact ,  p(0) - 1 

p pair e 

Soit A->N(A) une fonction croissante, continue à droite, à support dans [0,+ °°[. 

On suppose que N es t à croissance polyribmiale et qu'il existe C q>0 telle que : 

(4.2.28: p(A-y)dN(y) ^ C q A11"1 + (n-l)0(An"2) +0(A n~ 3),A+ + «> . 
— oo 

On a alors : 

(4.2.29) 
C 

N(A) ^ - ~ An + 0(An )  pour A + «>. 

Avant de démontrer le théorème, faisons deux remarques préliminaires. 

Remarque 4.2.6 : Dan s le cas où N (A) est défini par (4.2.26), N  es t bien à 

croissance polynômiale. Ceci résulte de (1.9.35). m 

Remarque 4.2.7 : I l existe des fonctions p vérifiant (4.2.27) et telles que le 

support p soit arbitrairement petit. 

En effet, soit ]p une fonction paire réelle dans C ^ , non nulle en 0 e t à 

support dans ]-T, T [ , es t non nulle en 0, positive et à support dans 

]-2T,2T[. Si on normalise IJJ , on peut donc supposer que (I|J*I J0 (0) = 1. 

La transformée de Fourier inverse p de vérifi e toutes les propriétés 

indiquées. De plus, p est également paire. • 

La démonstration du théorème (4.2.5) repose sur les lemmes suivants : 

Lemme 4.2.8 : Sous les hypothèses (4.2.27) et (4.2.28), il existe y > 0 telle  

que pour tout K  >0, tout A , on ait : 
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(4.2.30) 
J|A-u| < K 

dN(y) < Y(l+K)
n (l + l A l ) 1 1 " 1 

Démonstration : Soit 0  < ô < p (0) e t soit [- K ,K ] un intervalle où p>6 . o o 

On a alors trivialement : 

(4.2.31) ô 
|A-p|<K 

dN(u)< 
.+00 

~00 
p(A-y)dN(y) 

Or, on a l'estimation : 

(4.2.32) Î
+oo 
p(A-y)dN(y) < C(l +|*l) 

—00 

pour tout À 6 ]R . 

Pour A>-C , (4.2.32) résulte immédiatement de l'hypothèse (4.2.28) j pour A < 0 

on va même montrer : 

(4.2.33) 
-+00 

J p(A-y)dN(y ) = 0(|Af ") 

pour A •> - °° 

En effet, le support de la mesure (dN) est dans [0, + o o[. La décroissance de 

p à 1' 00 condui t alors à : 

Î
+ 00 
p(A-u)dN(y) < 

CM 

(1 + |A | ) M La 

dN(y) 

(|y| + D
M 

pour tout M  asse z grand. Les intégrales apparaissant ici ont un sens car N 

est à croissance polynômiale. On déduit alors de (4.2.31) et (4.2.32) : 

(4.2.34) 
J |A-y| <K 

dN(y) < Cj (1 + | A | )n 1 , V A 6 IR . 

Soit maintenant K  quelconque . Il existe £ 6 IN tel que.: 

(4.2.35) U-1)K < K < IK . o o 

On écrit alors : 
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$|z-u|<k dN(u)<$ 

|z-u|<lk0 

dN(wX< 

£-1 

j=0 J V < | x - p k < ( j + i ) K 0 

dN(u) 

/-1 

1=0 | A . j K 
K 
o 
Z 1 

1/ 

<0 

dN(p)-. 

|A-jko 
ko 

2 
-4|< 

K ' 

2 

IN (y] 

<2C 3 

£-1 

i=0 

[ i + | x | + ( j + i ) K 0 ]
n _ 1 

(4.2.36) 
|z-u|<k 

dN(u)^2C 1(l+|-)(l +2^
+l Al + K) n" 1 

(4.2.30) se déduit alors immédiatement de (4.2.36). 

Lemme 4.2.9 : Sous les hypothèses du lemme (4.2.8) , pour tout e > 0 , il existe 

K > 0 tel que : 

(4.2.37) 
J | À - U | * K 

p(A-u)dN(u)|<e X n" pour tout \£ l 

(4.2.38 

u<z+k 

X 

4n 

p(i-u)dT)dN(uk<e A pour tout A^ l 

(4.2.39) 
u< A-K 

+oo 

A 

p(T-u)dT)dN(u) v<£ A n pour tout A^ l 

Démonstration : Remarquon s tout d'abord que p étant dans ,  il existe pour 

tout M>1 , une constante ^ M>0 tell e que : 

(4.2.40) | P ( U ) | < C m . ( i + | u | ) " M , v u e m . 
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Montrons d'abord (4.2.37) : 

On a : 

J | A - U U K 

3(A-u)dN(u X 

kÉtN 

f^|x+K+k+|-y|N<2 
p(X-u)dN(u) 

^ C  r pa - v ) d N ( v ) 
k>0 ^|x+K+k+|-y|N<2 

C p(A-u )dN(u)l 
J i x . K - k 4 - p u 4 J 

« 2 C M Y 1 U Y ( | ) n [ 4 + | x | + K + k ) n - 1 

kTÔ ( 1 + K + k ) 

« с C i + I X I ) n _ 1 

к >JÌ 

( l + K + k )
n _ 1 - M 

Choisissant par exemple : M = n+2 , il vient : 

[ p(X-u)dN(u ) < C n + 2 (l +lxl) 1 1"" 1 (1+K) 1 2  (1+k ) 2 . 

X-u W K 

n'où : 

(4.2.41; f pU-y)dN(y ) <C (l+^^Vl + lx l ) 1 1 " 1 . 
J|I-„I>K N 

(4.2.37) resulte immédiatement de (4.2.41). 

Démontrons maintenant (4.2.38) 

Remarquons tout d'abord aue l'on a : 

(4.2.42̂  j P(T-V)<1T = 

_ 00 

f X-\1 _ 

p(u)du = P(X-H) 
~ 00 
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où u  p'(u ) vérifie une estimation du type (4.2.40) pour u  négatif . 

Or { y >A+K} implique que (A-y) est négatif ; la démonstration suit alors presque 

identiquement celle de (4.2.37). 

La démonstration de (4.2.39) est analogue à (4.2.38). m 

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème (4.2.5). Intégrons la 

formule asymptotique (4.2.28) de -1 à T (T > 0). On a : 

On a : 
T 

-1 

+ 00 

— oo 

p(A-y)dN(y dA 
C 

n 
n ~ / n-K r + 0(T ) 

Par ailleurs, il résulte de (4.2.33) que : 

.-1 

—oo 

+ oo 

—OO 

p(A-y)dN(y))dA <  C. 

On a donc : 

(4.2.43) 

T »-+00 

—oo 
p(A-y)dN(y))dA 

C 
o n 

n ~  , n-K : +0( T ) , T - > + °° 

Il nous reste maintenant à réinterprêter le membre de gauche de (4.2.43). On 

réécrit ce terme sous la forme : A+B+C ave c : 

(4.2.44) 

A = 
y >T+B 

t 

q 
p(A-y)d; dN(y) 

B = 
U>T-IC 

t 

Leo 
p(A-y)dA dN(y) 

C 
|y-T|<K? 

• T 

-oo 
)(A-y)d; dN(y) 

i terme A  s e majore grâce à (4.2.38). 

»ur le terme B  , on remarque que : 

-+ oo 

J-oo 
)(A-y)dA = 1 (p(0) = 0) 
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et que par conséqnent : 

B= 

U<T-K 

dN(u)-
u<x-K 

+oo 

t 

p (X-y )dX)dN(y )=B 1 + B 2 

Le terme B  s e majore grâce à (4.2.39). 

Pour B  , on remarque que : 

B 1 « N ( T ) -

t-k<u<t 
dN(p)=N(T) +B 3 . 

(B̂ ) et (C) se majorent simplement (en utilisant (4.2.30))) par un 0(|x|n * ) . 

On déduit de toutes ces remarques que : 

(4.2.45) 

t 

+oo 

+oo 

-ex 

p(A-y)dN(y))dX=N(T)+A+B2+B3^C 

= N(T)+0(T N" 1) ,  (T++*° ) 

Le théorème résulte de la conjonction de (4.2.43) et (4.2.45). 

Théorème 4.2.10 - Formule de Weyl avec reste : Soit u n opérateur pseudodif-

férentiel elliptique, strictement positif, formellement autoadjoint d'ordre m> 0  

et dont le symbole admet une décomposition de la forme : 

(4.2.46) q-jeN qm-2j 

Alors la fonction de comptag e N ^(^) définie en (4.2.26) a asymptotiquemen t 

le comportement suivant : 

(4.2.47) NA(X) s(27î)"n{ 

xm(x,£)<1 

Q 2(n-l)/m 
dxdÇ)X +0 (X ) t->+oo 
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Démonstration : Dan s une première étape, on se ramène au cas où m  = 2. 

En effet, sous les hypothèses du théorème, l'opérateur A  associ é à adme t 

une puissance fractionnaire A 2^ m qu i s'écrit comme un opérateur pseudodifféren-

tiel dans G 2,C^(3Rn. C'était l'objet du théorème (1.11.1) (tout au moins si 

m € ]N ). De plus, un examen attentif de la formule (1.11.6) montre que, sous 

l'hypothèse (4.2.46), on a dans cette formule : d., =0 s i j  es t impair. On en 

déduit alors que A ^ m es t un o.p.d qu i vérifie également (4.2.46) et dont le 

symbole principal est : 

(4.2.48) 2̂/m. y . r,,2/m a2(A )  = (qm(x,Ç)) 

On remarque maintenant que : 

(4.2.49) 

q(x,Ç) <1 
m 

dxdf = 
v2/m, r N , qm (x,Ç) < 

dxd£ 

et que : 

(4.2.50) N 2/ m ^2 / m ) -  N ( X ) 

A A 

ci déduit donc aisément de (4.2.48) à (4.2.50) que l'on peut se limiter dans la 

emonstration du théorème au cas où m  = 2 . 

>émonstration du cas m = 2 : I l résulte du théorème (4.2.1) et de la formule 

:4.2.25) que : 

(4.2.51) $(ïi-t)dN(y) * Z  C -T 1 1 1 J . 
j>0 J 

où c p vérifie les hypothèses (4.2.1) à (4.2.3). 

Soit maintenant p vérifiant (4.2.27). Compte tenu de la remarque (4.2.7), on peut 

choisir p de sorte que si l'on pose : 

(4.2.52) <P<t) - e p(i)dî 

cp vérifie (4.2.1) à (4.2.3). 
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On déduit de (4.2.51) et (4.2.52) que : 

(4.2.53) p(À-u)dN(y) * (2TT) 1 Z c.X n 1 _ j 

j>0 J 

(avec Cj = O si n = 1 ) . 

Il résulte alors du théorème (4.2.5 ) et de (4.2.53) que : 

(4.2.54) 
-1 c - 1 

N(X) = (2TT) .  Xn + 0(Xn )  pour X-> +«> 

Rappelons que (cf. 4.2.7) : 

(4.2.55) to ^"n+1 

c =  (2TT) 
o 

{q2-1} 
dS 

IVq2l 

Le coefficient de X n dan s (4.2.54) est donc : 

(4.2.56) (2,)"" . I 
tq,-i> 

AC 

|vq2| 

Reprenant les notations de la remarque (4.2.3), on calcule aisément : 

(4.2.57) 

q2<l 

dxdÇ =h(l) = 
-1 

1 c 
h'(s)ds 

-1 

o 
s h 1(l)ds h» m 

n 

V 
(grâce à l'homogénéité de q̂ ) 

On obtient ainsi (4.2.47) dans le cas m = s2. Ceci termine la démonstration du 

théorème (4.2.10). 

4.3 ~- Spectres d'opérateurs et trajectoires classiques périodiques 

Soit J^un opérateu r pseudodifférentiel de symbole : 

(4.3.1) q % 1  V 2 i 
j 6-W Z J 

globalement elliptique, autoadjoint, strictement positif. 

On fait l'hypothèse (cf. 3.3.6) : 
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Le flot $  associ é au champ de vecteurs 

(4.3.2) H v 
q2 

v 
9q2 

e£ 

v 
9q2 

3 x 

est complètement périodique de plus petite période T> 0 , i.e. on a : 

<J>T(y,n) ? (y,n) , V (y,n) + C 

et l'hypothèse 

(4.3.3) T 

T 

s0 
(X8(x,0)ds 

est indépendant de (x,£)6 3R2n\0 

(ici v, v q = q -o o 2i 

n 

j=1 

3 q0 

3x. 3Ç. 
J J 

On posera alors : 

(4.3.4) 1 
y ~ T. 

f 

'o 
q^S(x,£))ds. 

Remarque 4.3.1 : Lorsqu e n  es t égal à 1, les hypothèses (4.3.2) et (4.3.3) 
v 

sont automatiquement vérifiées car (q2 = 1) est décrit par une orbite et 

l'expression définie en (4.3.3) est indépendante du point choisi sur l'orbite. • 
Il résulte du théorème (3.3.2) le théorème suivant : 

-iTA 

'héorème 4.3.2 : Sous les hypothèses (4.3.1) et (4.3.2), e est un opérateur 

iseudodifférentiel dans G°(]R n) dont le symbole vérifie ; 

a (x, 0 ^ Z *L ?.(x,Ç) • 
i G IN J 

Si de plus (4.3.3) est vérifié, il existe a 6 Z tel que : 

178 



PROPRIÉTÉS ASYMPTOTIQUES DU SPECTRE 

(4.3.5) e - i T A = / I a

e ^ T

 +  V(T) ; 

avec V(T ) 6 G^IR1 1) 

Théorème 4.3.3 : Sous les hypothèses (4.3.1) à (4.3.3), il existe R  dan s 

Gj2(]Rn ) te l que : 

(4.3.6) [A,R] = 0 

(4.3.7) Spectre (A+R)c{ T J+a) i e 21} 

avec 

(4.3.8) a T 
0 "  " 8 + Y  27 » 

Corollaire 4.3.4 : I l existe une constante C  0  tell e que o 2 

(4.3.9) Spectre(A) c u j>l 
1 1 
T j+a) 

C 
o 

23 
2m4 (j+o)+co/j]u 

Démonstration du théorème 4.3.3 : O n déduit de (4.3.5) que : 

(4.3.10) 
-21TT[-Ï- A-o] e 2TT =  1+ w 

avec [W,A] =0 e t WGG j (]R n). 

Si cp . désigne une base vecteurs propres de A, on a alors : 

(4.3.11) W ip. = v. , cp. 
J J  J 

2 2 
et, W  étan t compact de L  dan s L  (propositio n (1.6.11), on a : 

(4.3.12) V • 0  1 j ^ + °° • 

On déâuit de (4.3.12) l'existence de j  te l que : 
o 

(4.3.13) 3 j 6 IN tel que : V ] >j ,  on ait:|v. |<i . Jo o  1 j1 2 
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On cherche à construire un opérateur F  dan s Gj 2(3Rn) tel que : 

(4.3.14) [F,A] = 0 

(4.3.15) F 
e =  I + W 

Posant alors : 

(4.3.16) R=iF/T 

on obtiendra le théorème (4.3.3). 

On définit abstraitement F  e n posant : 

(4.3.17) 

F cPj = loge> ( 1 + ̂ j)<Pj, si j  < jQ 

+ 1 v? 
F Ф. = Log.(l+v.)cp. = ( Z (-1) P ^)Ф. , si j>j 

J J J  p> l *  3 ° 

où 1°8 0 (1+v. ) est une détermination arbitraire du logarithme. F  vérifi e 

clairement (4.3.14) et (4.3.15) et le seul point qui reste à montrer est ^appar-

tenance de F  à  Gj 2(]Rn). 

On vient de construire un logarithme "abstrait" de (I+W) ; montrons maintenant 

comment on peut construire un logarithme approché pseudodifférentiel de (I+W) 

(modulo un régularisant), il s'agira ensuite de comparer ces deux logarithmes. 

Si on regarde formellement la série : 

(4.3.18) Z 
p> 1 

(-D P + W / P 

W/p 

on remarque que le terme général de la série : (-1)P+* — es t dans G. 2 p(]R n). 
P 1 

—2 n 
On sait alors qu'il existe H  dan s G ^ (Ж ) tel que, pour tout N  , on ait : 

(4.3.19) 
N 

__H- Z 
P=l 

(-D P + 
W^ 
P 

s ;-2(N +l) ( m n ) 

Introduisons enfin les opérateurs w  e t F défini s par : 
о о 

(4.3.20) 

W ср. = 0 
О 1 

si j<J o 

W cp. = Wcp. о J J si j>J o 
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et 

(4.3.21) F =  2 
° p> l 

(-D P + 1 

W P 

P 
dans^ (L2,L^) 

La série définissant F  en (4.3.21) est normalement convergente car il résulte 

de (4.3.20) et (4.3.13) que ||W0||L(l2,l2)<1/2 

Remarquons maintenant que, compte tenu de (4.3.11), (4.3.17), (4.3.20) et (4.3.21): 

(4.3.22) F - F q est régularisant (on utilise que cp . 6 ^(]R
n )) 

(4.3.23) W P - WP (pou r tout p) . 

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le : 

Lemme 4.3.5 : H-F 6 G"°°(]Rn). 

Démonstration : Compt e tenu de (4.3.22), il suffit de montrer que : 

(4.3.24) H - F q est régularisant. 

•/2 2 
Or. nour tout N> 1 . on a dans ^  (L .L ) : 

(4.3.25) 

H-F - (H -o v 

N 

p=l 
- 1 ) P + 1 ^ ) 

P 
+ 

N 
E ( 

p-1 
1 ) P + 1 

(WP-WP 

P 

N 
- ( F - E 

° i p=l 

(-D P + 1 

j5 
w*) 
o 

H" Fo = W C N 

-2(N+1} n  -oo 
Or es t dans G (3 R ) d'après (4.3.19), es t dans G d'aprè s 

(4.3.23), il reste à examiner : 

(4.3.26) 
N 

C = F - £  -N o p=l 

: - D P + 1 

p2 n n 

oo 

p=N+l 
("1)P+1 

WP-N-1 

B 
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qu'on peut réécrire sous la forme : 

(4.3.27) c =w N" 1- M( z ( - D ^ V ^ V 
° p=N +l 

Sous la forme (4.3.27), on voit immédiatement que : 

(4.3.28) CNeL(B-N+1,Bn-1 

car W P es t un o.p.d. et 
o r 

; z (-D p + 1 ^ - ' j e ^ a ' . L 2 ) 
p=N+l ° 

On déduit alors de ce qui précède, en variant les choix de N que 

(4.3.29) H-F e 0  #(B~ k,Bk) =^(^',^) 

(4.3.24) (et donc le lemme)est démontré. 

Démonstration du corollaire 4.3.4 : On définit y. par : 

+.3.30) R cp. = y. cp . 
J J  J 

(cf. 4.3.16 et 4.3.17 ) . 

On a : 
Uj = Y Log(l+Vj) (pour j  >j q ) . 

Il résulte du théorème (4.3.3) que, pour tout j  € E , il existe JeZ te l que : 

(4.3.31) 
V y j T  + • 

On remarque maintenant que AR est dans G°(]Rn) et que, par conséquent, il existe 

une constante C  tell e que, pour tout j dans I N , on ait : 

:4.3.32 l V j | < c . 

Remarquons ensuite que, lorsque j  ten d vers 1'°° , ten d vers +0 0 et 

tend vers 0. On en déduit qu'il existe jj6Ntel que pour tout j^j j , il existe 

j >\ te l que (3.4.31) soit vérifié et tel que : 

182 



PROPRIÉTÉS ASYMPTOTIQUES DU SPECTRE 

(4.3.33) X.>^- (j + a) - 1 > 1 . 

On déduit alors de (4.3.31) à (4.3.33) que, pour tout j>i,  i l existe j  61 

tel que : 

(4.3.34) 
|zj-2TT(j+o) C 

T V i+a)-l 

C 
^ o 

j 

Le corollaire s'en déduit en remarquant que, quitte à changer la constante C q, on 

peut toujours absorber dans l'intervalle •h 
T 
U+a)-C , i l 

T 
(l+a)+C ] o un nombre 

fini de valeurs propres 

Remarque 4.3.6 : L e corollaire (4.3.5) a un caractère insatisfaisant car il ne 

dit pas s'il y a réellement des valeurs propres de A dans l'intervalle 

(4.3.35) r 2ÏÏ ,. ~ ̂ o 2T T /. ~n , ̂ o n 
Ij =[-if(j+a) - -j-,-ç-(j+a) + -j-] . 

On peut définir, pour étudier ce problème, une notion de multiplicité approchée 

en posant : 

(4.3.36) dj = Card{h;xh 6I } 

étant la suite croissante des valeurs propres de A  répétée s suivant leurs 

multiplicité!. 

Il résulte immédiatement de la définition de (4.3.36) que : 

(4.3.37) d j < N (  ̂(  j + a) + C Q ) - N ( (̂ j+a) -C Q - 1 ; 

On déduit alors de (4.2.29) que : 

(4.3.38) dj = 0(jn S, j — 

Il est en fait possible de démontrer, sous des hypothèses supplémentaires 

raisonnables, l'existence d'un polynôme P  j  d e degré (n-1) et d'un entier 

j te l que, pour j> j ,  on ait : 

(4.3.39) dj - Pn-l« +*>. 

Dans le cas où n  = 1, on obtient ainsi l'existence de j te l que, pour j  >j , ' o  o 
on ait : d. = 1 . • 

J 
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NOTES ET COMMENTAIRES 

Chapitre I : A l'exception du § 1. 12, nous suivons la présentation du livre de 

Subin [SU]. Toutefois, dans ce livre, l'auteur écrit le chapitre consacré à ces 

questions postérieurement à l'étude des mêmes questions sur une variété compacte 

où il présentait les résultats de l'article de L. Hormander [27]. Ici, nous avons 

fait une présentation ne nécessitant aucune connaissance préalable (hormis des 

connaissances d'anlyse fonctionnelle et de théorie des distributions) . Nous 

admettrons cependant un théorème classique de Caldéron-Vaillancourt sur la 

continuité L2 des opérateurs pseudodifférentiels dans la classe OPS° (cf . par 

exemple le livre de R. Coifman e t Y. Meyer [CO-ME ]. 

§1.2 : Pour les idées de base conduisant à la notion d'intégrale oscillante, on 

renvoie à L. Hormander [26] et aux livres [DU], [CHA-PI] ou [TR]. La théorie 

classique des o.p.d. es t due à Kohn-Nirenber g [30], L. Hormander [25], et A. et 

J. Unterberger [39]. Elle a connu de grands développements depuis avec les 

travaux de R. Beals et C. Feffermann [6], R. Beals [2], L. Hormander [28], 

A. Unterberger [40]. 

§1.4 : L e formalisme antiwick ne nous sera pas très utile pour la suite, mais 

nous l'avons utilisé ici pour donner une démonstration très simple de la conti-
2 2  o nuité L  . La continuité L de s opérateurs de G q résult e de la théorie classique 

mentionnée ci-dessus. 

Pour l'étude fine de ces questions et des références, nous renvoyons à [CO-ME]. 

§1.5 : O n a volontairement développé ici un cas très particulier étudié (en 

vue d'application à l'hypoellipticité)par V.V. Grusin [17] et dans un cadre 

voisin (en vue d'applications à la physique) par Grossmann-Loupias - Stein [16] 

ou plus récemment par A. Voros [41]. En fait des théories beaucoup plus générales 

ont été développées par l'école soviétique (cf. les références du livre de Subin 

[SU]), par R. Beals [2], D. Robert [32] ou,plus récemment, par L. Hormander [29]. 

§1.6 : O n suit ici l'approche du livre de Subin [SU]. On aurait pu également 

utiliser la théorie de l'interpolation holomorphe (cf. par exemple le livre de 

Lions - Magenes [LI-MA]). Notons que dans des classes d'opérateurs pseudodiffé-

rentiels très générales, l'étude des espaces de Sobolev naturellement associés-

est plus délicate (cf. l'article de R. Beals [5] qui travaille dans des classes 
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de L. Hormander [28] ou l'article de N. Lerner [31] qui travaille dans les classes 

de A. Unterberger [40]). 

§1.7 : Pou r la théorie des opérateurs à indice, on pourra consulter le livre de 

Dunford - Schwartz [DU-SCH]. 

§1.8: C e paragraphe est développé dans un contexte plus général dans le livre 

de Subin [SU], chez Beals [2] ou chez Robert [32]. 

§1.10 : On a préféré détailler ici un calcul fonctionnel élémentaire pour les 

opérateurs autoadjoints à résolvante compacte. Ce n'est bien entendu qu'un cas 

particulier d'une théorie très générale (cf. Dunford - Schwartz IDU-SCH]). 

§1.11 : Le théorème (1.11.1) est démontré dans un contexte plus général par 

D. Robert [32]. Antérieurement, dans le cas des opérateurs elliptiques sur une 

variété compacte, le résultat était connu depuis les travaux de R. Seeley [34]. 

Le théorème (1.11.2) est dû à D. Robert [33] (cf. également une extension de ce 

travail due à A.M. Charbonnel [8]) qui s'est inspiré de travaux de R.Strichartz 

[35]. 

§1.12 : C e paragraphe est consacré à la présentation dans un cas particulier 

de résultats de R. Beals [3]. On donnera des applications de ce théorème au 

chapitre II. Pour une présentation de résultats voisins, nous renverrons au 

livre de Taylor [TA] ou à la monographie de R. Coifman et Y. Meyer [CO-ME]. 

Chapitre II : Le chapitre II est au départ tiré de notre article avec D. Robert 

[23] qui traite d'un cas plus général. On a profité du cas particulier considéré 

ici pour présenter une théorie plus élaborée (et en particulier une théorie 

des Fourier-Intégraux globaux "classiques" (ou homogènes)). Cette présentation 

a dans notre esprit surtout un intérêt pédagogique. Il est en effet probable 

que les résultats de ce chapitre (dans le cas homogène) se déduiraient des 

résultats généraux du livre L. Boutet de Monvel et V.V. Guillemin [BO-GU] 

(cf. également [-7]) sur les opérateurs de Toeplitz, théorie qui contient le cas 

considéré ici et le cas des Fourier-Intégraux de L. Hormander [26]. Toutefois, 

la compréhension de cette théorie est peut-être difficile pour beaucoup et nous 

présentons ici, sous une forme en principe self-contained, une théorie qui nous 

semble plus accessible aux analystes. 

§2.1: Nou s avons (avec D. Robert) introduit cette classe dans un cadre plus 

général [23] où l'utilisation des classes de Asada-Fujiwara [1] était interdite. 

Elle a des analogies avec la"classe de F.I.O introduite dans [27] pour les besoins 
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de la théorie spectrale. C'est dans l'article de J. Chazarain [11] que nous avons 

découvert tout l'intérêt de ces classes. Il faut préciser qu'il y a en plus dans 

les classes de Asada-Fujiwara l'introduction d'un petit paramètre h. Pour l'uti-

lisation de ces classes dans ce contexte, nous renvoyons à [11],[20],[21] et [33]. 

Le théorème d'inversion globale admis dans la démonstration du lemme (2.1.15) est 

démontré par exemple dans [SCH], 

Le théorème (2.1.6) est admis. Sa démonstration [1] est basée, comm e pour le 

théorème de Caldéron-Vaillancourt, sur le lemme de Cotlar(cf.[CO-ME]). On donnera 

cependant des démonstrations dans des cas particuliers (cf. Remarque 2.3.8, 

Corollaire 2.10.5). Remarquons enfin que les théorèmes de composition sont plus 

simples dans cette théorie que dans la théorie classique où on devait introduire 

la notion d'opérateurs proprement supportés. 

§2.2 : L'analogi e avec la théorie classique des Fourier-intégraux [26] est 

évidente. On observera toutefois que l'absence d'homogénéité oblige à faire des 

hypothèses dans un voisinage convenable de C e t d'utiliser des théorèmes d'in-
* 4 n version globale.est une sous-variété Lagrangienne (cf.[DU]) de R globalemen t 

difféomorphe à R2 u. 

-§2.3 : L'étud e du cas particulier où la phase cj> est de la forme S(x,9)-y-0 

est intéressante car c'est la forme sur laquelle on tombe naturellement dans les 

applications (cf. chapitre III). L'étude de F* F es t ici particulièrement simple 
2 

et donne le théorème de continuité L  pou r F . C'est selon ce schéma qu'on 
2 

démontre la continuité L d'u n Fourier-Intégral classique d'ordre 0 dans [ 26 ]. 

Le lemme (2.3.7) est un cas très particulier d'un théorème de Segal. On peut 

remplacer pa r un élément quelconque U  d u groupe métaplectique (cf. [LE],[28]) 

(revêtement à 2 feuillets du groupe symplectique) et on obtient alors que 

lf1 B U es t un o.p.d. dont le symbole de Weyl b e s t défini par 

MXJO =  b(x u^ (x,0) où X u es t la transformation symplectique associée à U 

(cf.[28]). 
§2.4 :. La classe des F.I.O globaux "classiques" introduite ici est celle qui 

est "isomorphe'a la théorie classique de [26] (cf.[7]). Remarquons toutefois 

qu'on ne peut manier ici des phases homogènes partout et qu'on doit introduire 

l'hypothèse d'homogénéité simplement dans un voisinage conique de C  . 
<P 
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§2.5 : C e paragraphe est repris tel quel de notre article avec D. Robert [23], 

à ceci près qu'on ne considère dans cet article que des phases de la forme 

considérée au §2. 3(plus générales par ailleurs). 

§2.6 : L e théorème d'Egorov ne nous servira pas dans la suite mais, comme c'est 

dans la théorie classique un des théorèmes qui est à la base de l'introduction de 

cette théorie (cf. par exemple [TA],[TR]), il nous a semblé intéressant d'en 

donner une démonstration dans le cadre considéré au §2.3. La démonstration 

donnée ici est voisine de la démonstration originelle de ce théorème. Nous 

reviendrons sur ce théorème dans un cadre différent au § 2. 10. Signalons des 

démonstrations de nature différente du théorème d'Egorov dans le livre de 

M. Taylor [TA] (et dans un cas particulier dans notre article [23] (en suivant 

une idée de R. Beals [4])). 

§2.6 : L a proposition 2.8.1 figure toujours sous une forme ou une autre dans 

toute théorie de F.I.O. La démonstration que nous donnons ici est très simple. 

Elle s'appuie sur le théorème de Beals, la continuité dans des chaînes d'espaces 

des F.I.O considérés et la proposition (2.2.7). Elle suit la démarche de notre 

article avec D. Robert [23]. Cependant, elle ne donne pas le symbole principal 

de l'opérateur pseudodifférentiel. Dans des cas particuliers (cf. [23], on peut 

contourner cette difficulté. Dans le cas homogène (F.I.O globaux classiques), 

on redémontre cette proposition par une voie plus classique en s'appuyant sur 

des théorèmes de phase stationnaire (cf. § 2. 9). Cette fois-ci, on n'a plus 

besoin d'avoir de théorèmes de continuité dans les BS et en étudiant ensuite F * F, 
2 

on pourra au contraire en déduire des théorèmes de continuité L pou r F. L'avantage de 

cette approche est qu'on détermine le symbole principal de 1'o.p.d.(formule 2.8.5). 

Ceci sera utilisé aux chapitres III et IV et permettra les développements du §2.10. 

§2.9 : Nou s rappelons dans ce paragraphe le s théorèmes classiques de la phase 

stationnaire et non stationnaire. Nous avons choisi de ne pas en donner les 

démonstrations détaillées, non qu'elles soient difficiles, mais parce qu'elles 

sont clairement exposées dans [CHA-PI] ou [DU]. Le théorème (2.9.4) est dû à 

Colin de Verdière. On peut en trouver une démonstration dans [10]. 

§ 2. 10 : On présente ici la théorie des F.I.O globaux classiques. On s'est 

inspiré de l'article de L. Hormander [26], en s'efforçant d'être self-contained 

et de ne pas parler des notions d'indice de Maslov et de Lagrangiennes. 

Il faut cependant être conscient que ce choix a ses limites et qu'il faudrait 

recourir à toutes ces notions pour définir une notion de symbole principal 
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intrinsèque. Il a toutefois, pour les applications que nous avons en vue dans 

les chapitres qui suivent, peu d'inconvénient s (si ce n'est l'interprétation 

du nombre o apparaissant dans le théorème 4.3.2) et a l'avantage (je l'espère) 

de ne pas décourager les analystes. 

Chapitre III : 

§ 3. 1 : L a démarche suivie est classique. Utilisant la formule de composition 

-itA 

d'un o.p.d. et d'un F.I.O., on cherche e  sou s la forme d'un F.I.O satis -

faisant à (  4- +  A) e l t A =  0 pou r |t| petit.Utilisant l'homogénéité, on 
1 o t 

met en évidence une équation eiconale et des équations de transport que l'on 
résout grâce à la théorie d'Hamilton-Jacobi. L'approximation pour t  gran d 

-itA 
se fait en utilisant.1 es propriétés du groupe à un paramètre t  •> e 

Remarquons qu'ici on n'a pas besoin d'une phase linéaire en t  comm e dans 

l'article de L. Hormander [27]. Ceci s'explique par le fait que l'on n'étudiera 

pas le noyau distribution des projecteurs P  su r l'espace engendré par les 

vecteurs propres correspondant à des valeurs propres inférieures à X . 

§3.2 : O n rappelle ici l'essentiel de la théorie de Hami1ton-Jacobi. Pour une 

exposition "qualitative" de cette théorie, nous renvoyons aux livres de mécani-

que mais surtout à l'excellent livre de Arnold [AR]. On a ici précisé les résul-

tats en introduisant des estimations dans des classes de symboles. L'exposition 

donnée ici s'inspire des articles de Y. Chazarain [11] et de Helffer-Robert 

[20], [21] qui travaillent dans des classes différentes (adaptées au problème h 

petit. 

§3.3 : Dan s le cadre classique, nous renvoyons au livre de Guillemin-Stërnberg 

[GU-STE] . Le calcul fait ici n'a été possible que grâce à la proposition (2.8.3). 

Dans notre article avec D. Robert [23], on verra une approche très différente 

donnant des informations moins précises mais susceptibles de marcher dans un 

contexte plus général. 

§3.4 : O n trouvera les formules démontrées ici par exemple dans le livre de 

Fedoriuk et Maslov [FE-MA]. 

Chapitre IV : C e chapitre expose dans un cas particulier une partie de nos 

résultats avec D. Robert [23]. 

§4.1 : Des théorèmes de ce type ont été montrés dans le cadre des o.p.d. sur 

une variété compacte par J. Chazarain [10]. Pour des résultats voisins 
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(comportement semi-classique), nous renvoyons à J. Chazarain [il] et à nos 

articles avec D. Robert [20], [21]. 

§4.2 : C e paragraphe est consacré à l'étude de N(X) . Conceptuellement, il est 

assez proche de l'article de L. Hormander [27]. Le théorème principal est le 

théorème (4.2.10). La nouveauté (par rapport aux articles antérieurs à 1980) 

est que l'on obtient par cette méthode le meilleur reste. 

Initialement, on peut renvoyer pour ce type de théorème aux travaux de 

Tulovski-i - Subin [38] (cf. également [SU]), à la thèse de D. Robert [32] et 

au travail de L. Hormander [29] qui obtiennent des contrôles du reste moins 

précis (mais dans un cadre plus général) par des méthodes pseudodifférentielles; 

Dans le cas des opérateurs différentiels, ce théorème a d'abord été obtenu par 

des méthodes très différentes par Guillemin-Sternberg [19] et Helffer-Robert 

[20]. L. Boutet de Monvel [7] a également expliqué comment on pourrait le 

déduire de la théorie des opérateurs de Toeplitz [BO-OU]. Une autre technique 

(qui ne donne pas le meilleur reste) consiste à trouver un opérateur unitaire 

qui par conjugaison transporte le problème sur Rn e n un problème sur une 

variété compacte. Cette technique est présentée dans l'article de Guillemin -

Sternberg [19] et apparaît également, dans le cas n  - 1, dans des travaux plus 

anciens de Gelfand (communication personnelle d u professeur Subin). Elle est 

détaillée et explicitée dans un exposé de M. Gouleau [15]. Tout récemment, 

D. Robert nous a transmis des preprints de H. Tamura [36],[37] dont les 

méthodes, différentes, s'appliqueraient à des cas non homogènes. Signalons 

enfin des travaux de Feigin (cf. [44]) don t 11 existence nous a été signalée 

par le professeur Subin et des articles en préparation de A. Mohammed (cf.[45]). 

Nous avons détaillé ici la démonstration du théorème Taubérien dû à L.Hormander 

[27] et Duistermaat - Guillemin [14]. Cette démonstration n'est qu'esquissée 

dans les articles mentionnés et nous avons profité ici d'une rédaction d'un 

exposé de D. Robert à Nantes. 

§ 4. 3 ; Compt e tenu des ̂ héorèmes démontrés précédemment, nous avons suivi la 

démonstration de Y. Colin de Verdière [12] (cf. également [43]) pour le cas 

d'une variété compacte. Le théorème démontré ici est un cas particulier d'un 

théorème plus général démontré dans notre article avec D. Robert [23]. 

Toutefois, les résultats obtenus au §3 . 3 nou s ont permis de présenter, dans 

le cas particulier considéré ici, une démonstration un peu différente. Signalons 

que dans notre article avec D. Robert [23], d'autres théorèmes sont démontrés 

traitant du cas non périodique. 
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Comme nous l'avons remarqué, le cas n=l est un cas où les hypothèses de ce 

paragraphe sont automatiquement vérifiées. On a développé avec D. Robert [24] 

des résultats beaucoup plus fins correspondant à ce cas et qui généralisent 

des résultats de A. Voros [42] sur l'oscillateur quartique. 
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ABSTRACT 

The purpose of this book is to give a self contained 

presentation of the spectral theory for globally elliptic diffe-

rential operators on Rn (generalizin g the harmonic oscillator) . 

First we recall the theory of global pseudo-differen-

tial operators and the classical spectral theory. Then, we study 

classes of global Fourier-integral operators and present in a 

particular case results obtained in collaboration with D. Robert 

which are analogous for globally elliptic operators to the well 

known results for the elliptic operators on a compact manifold. 
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