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0. INTRODUCTION

L'objet de ce cours est double. D'une part, nous avons voulu présenter dans
un cas particulier une partie des résultats obtenus avec D. Robert durant les
années 80-81 concernant la théorie spectrale des opérateurs pseudodifférentiels
globalement elliptiques sur IR" et d'autre part nous avons essayé de familiariser
le lecteur avec une théorie des opérateurs Fourier-intégraux. On s'est efforcé de
partir d'un niveau E€lémentaire etil n'esten principe pas nécessaire de connaitre la
théorie classique des Fourier-intégraux ni la théorie spectrale. Les spécialistes
pourront se passer d'une lecture détaillée du chapitre I. Dans le cas particulier
considéré dans ce cours, les résultats que nous avons obtenus avec D. Robert
peuvent &tre également obtenus en utilisant les opérateurs de Toeplitz. On renvoie
aux notes situées 3 la fin de ce cours pour la présentation des travaux de
Guillemin-Sternberg, Boutet de Monvel - Guillemin et Boutet de Monvel. Les théories
développées par ces auteurs ont sans doute une portée théorique plus générale et
mettent mieux en &vidence les analogies avec la théorie spectrale pour les opé-
rateurs elliptiques sur les variétés compactes qui n'apparaissent dans notre cours
que sur un plan technique. Toutefois ces théories sont difficiles et une approche
directe nous semble utile et a conduit dans notre article avec D. Robert a des

énéralisations qui sortent du champ d'application de ces théories.
g p P

La meilleure introduction 3 ce cours nous semble &tre de rappeler bri&vement
les propriétés de 1l'oscillateur harmonique qui constitue le mod&le le plus simple

de la théorie.

Considérons donc l'opérateur :

1
. P == (-
(0.1) 5 ( Bx +x7)
il est bien connu que cet opérateur admet une suite de valeurs propres de multipli-
cité 1 :
(0.2) e 1 .
Aj G+3), jEN

et que les fonctions propres de norme 1 correspondantes sont les fonctions d'Hermite:

-x
(0.3) hj(x) = cj( E%-— x)j e 2 .
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On introduit classiquement en théorie spectrale la fonction de comptage :
(0.4) NQD = {# 5, A5 <)

Un calcul élémentaire montre alors que l'on a :

(0.5) N(A\) = X +0(1) 1lorsque A tend vers 1' « ,

Ql- La question qui se pose est de savoir si on peut retrouver ce comportement
asymptotique sans utiliser le calcul explicite des valeurs propres qui n'est pas

possible en général (exemple : P = 3 i + x4).

La relation (0.2) déterminant les valeurs propres est trés particuligre, pour des
opérateurs plus généraux, on se posera la question de savoir si on a des résultats
voisins, & savoir : Existe-t-il >0, T et C=0 tel que les puissances ¢
des valeurs propres de l'opérateur considéré soient contenues dans la réunion

d'intervalles de la forme :

I - [G+j -c/j ,0+j+c/jl,je N

aq
]

(Pour l'oscillateur harmonique, on peut prendre

~

Q2- Peut-on expliquer ce phénoméne sans revenir & un calcul explicite des valeurs

propres ?

Enfin, si on considére la distribution tempérée sur R :
-it], -it(j+1/2)
(0.5)" s(t) =.L e J= 2L e

jeIN jEIN
on vérifie aisément que le support singulier de cette distribution est exactement
2n Z .
Q3- Sous quelles conditions observe-t-on un tel phénoméne ?
L'idée directrice, pour répondre 3 ces questions, provient du lien entre la méca-
nique classique et la mécanique quantique.

A 1'oscillateur harmonique, on associe son symbole :

=2 2
0.6) px,p) = X

II
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et le flot hamiltonien de p, c'est-i-dire le flot associé au champ de vecteur sur

IR2 (ou plutdt IRZ\O)

o (09 _ 9 - .
0.7) W, = (5B (68, - 52 e = €m0

On résout pour cela les équations :

(2 ey, = 22 x(eyom, ECEy,m) (= ECEy,)
2 (6,3, = - (e,y,m), E(E,y,n) (= -x(E,y,m)
(0.8) ﬂ
x(0,y,m) =y 2
(y,n) €ER
\ £(0,y,n) =n

Le flot ¢t est alors défini comme 1'application :

(0.9) (yan) ~—> @, (y.n) = (x(t,y.n), &(t,y,m) .
Dans le cas considéré ici, on a :

(0.10) ¢t(y,n) = (y cost +n sint, -y sint +ncos t)

On observe ici que le flot @t est périodique de plus petite période T = 2m .

On verra au chapitre (IV) que c'est cette propriété qui permet de donner une

réponse aux questions (Q2) et (Q3).

Considérons pour t # §“+ km(k €Z) la fonction :

2 + hz Xn
2 tgt + cos t

0.11) S(t,x,n) = - =

S vérifie le systéme :

BtS(t,x,n) + p(x,BxS(t,x,n)) =0 m
ltl< 3
S(0,x,n) = xn

appelé équation eiconale et a la propriété que l'ensemble :

(0-12) {6, 8(,x,m), 3 8(E,x,1),n), %, NEIR’}

est égal au graphe de o, .

oI
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Par ailleurs, le noyau distribution de (e-ltP) s'écrit pour t # %—+ km .
itP
") x,y) =
(0.13) = 2m '[Jeost| V2 [ellS(Exmy.n] 4y
e-iﬂ(k+l)/2

r

si T+ km<t < g-+ (k+1)71 (k€ Z) .

Cette derni&re propri&té est facile & vérifier pour |t|< % mais plus délicate
o s -im(k+1)/2 . o .z

pour t quelconque. Le coefficient e mk+1)/ s'interpréte comme un terme 1ié

3 1'indice de Maslov dont nous ne parlerons pas. Les techniques développées dans

ce cours permettent cependant de retrouver cette expression (cf. §3.4).

Remarquons qu'il apparait en (0.13) le noyau d'un opérateur Fourier-intégral qui

s'écrit 3 1'aide d'une phase :
(0.14) ¢, (%n,y) = S(t,x,m)-y.n

et d'une amplitude

-im(k+1)/2 -1/2

(0.15) at(x,n,y) = (21T)_l e [costl .

Cette phase a la propriété d'homogénéité suivante :

@t(Ax,An,Ay) = 22 ¢t(x,n,y)

viemr'
3
v (X,TI,Y) € IR .
Ce type de propriété sera le point de départ de 1'introduction de notre théorie

des opérateurs Fourier-Intégraux.

Remarquons pour terminer que le noyau distribution de (e_ltP) s'écrit aussi sous
la forme :
. -it],
€,y = 1 e J.hj(x).ﬁg(y)
J

©.17) s _
= 3 Gy oy Foy) .
j J ]

On voit sur cette formule que S(t) défini en (0.5) est également :

s(t) = j(e-itp)(x,x)dx
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et donc :
-1 172 [ ils(t,x,n)-x.nl "“‘%’
(0.18) s(t) = (2m)" ' [|cost| JJ e X)X M gedn]. e

(sous réserve de donner un sens aux intégrales qui apparaissent) pour
Frkm<t< g+ kD (k€ Z).

On voit également sur (0.13) ou (0.17) que :

e—iT? - e—iZﬂP - -

(0.19)

L'objectif de ce cours est donc de comprendre toutes ces formules (déduites ici

d'expressions explicites) et les liens qui existent entre elles.
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’
I - OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS GLOBAUX SUR IR" (D'APRES SUBIN)

1.1 - Classe de symboles

Définition 1.1.1 : Soit p €]0,1], m €IR, N €IN, z le point générique de IRN.

[‘m(IRN) est 1l'ensemble des fonctions a C°° telles que : Va,3 C tel que V z G]RN
p o

(1.1.1) la: a(z)| < ¢, A= lel

2 1/2
oli Az) = (I+1z19) .

On vérifie immédiatement les propriétés ;

m m, +m

m
) 2 )
(1.1.2) aIGFp,aZGFp = a, aZGFp
(1.1.3) a€T™=va, 0 ae poe el
P z o

Introduisons maintenant la notion naturelle de développement asymptotique :

m,
Définition 1.1.2 : Soit aj € FDJ(jGIN*); on_suppose que mj est une suite

~ . ; . . N P
décroissante tendant vers -« . On dira qu'une fonction a6C” (IR') vérifie :

(1.1.4) av I a

L}
On montre classiquement que si aJ. est une suite du type ci-dessus, il existe
a tel que (1.1.4) soit vérifié.

Si a et b sont 2 symboles admettant le méme développement, alors a-b € ‘f(IRN).

Pour définir les opérateurs pseudodifférentiels, on est amené & introduire la

classe de symboles suivante :

Définition 1.1.3 : Soit ne€ IN* , m€ IR, p € ]0,1], nE(]RBn) est par défini-

tion la classe des fonctions c¢” a sur IR?{ny £ telle que
’ ’

3n,BC

Am'>0 t.qv(a,B,yY) € IN By t.q :
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(1.1.5) |n Ds oY a (3.0 < cg Ay, £ymPdal+ 181+ 1Y)

B I LI

Remarquons tout d'abord que m' peut dépendre de a.
On démontre ainsi aisément la proposition suivante :

Zn)’

Proposition 1.1.4 : Si aé€ ﬂ?(IRBH)EtSi-Onposeb(x,€)=a(x,x,g),alorslyerz(lk

. . . PP 2
Inversement, soit p une application linéaire de IR T dans WR" telle que

(X,y) - (P(X,Y) ’ X"Y)

soit bijective. Alors si b(x,£) € FE(IRzn), la fonction

(x,y,8) - a(x,y,&) = b(p(x,y),E) appartient a HE(IR3H).

1.2 - Opérateurs pseudodifférentiels - Définition.

3n

Si a est dans NE(IR ), on cherche & donner un sens pour u dans C:(IBE)

3 1l'expression

(1.2.1) mue) = [ e T sy uiay d g

ol de=(mn"a

qui permettra de définir 1'opérateur pseudodifférentiel A comme &tant 1'appli-
cation u - Au.

Comme souvent dans ce genre de questions, (1.2.1) doit &tre considéré comme une

intégrale oscillante.

Le lemme suivant va nous permettre de définir (1.2.1) :

Lemme 1.2.1 : Soit X dans j(IR3n) telle que x(0) =1 ; alors, pour tout x,

dans IRn, pour tout u dans f(IRN) la fonction définie pour € > 0 par

(1.2.2) IX,E(X) - Jei<x-y’g> X (ex,€y,€E) a(x,y,E) u(y)dyd £

+ ' P s 312
admet quand € - 0 une limite IX(x). De plus cette limite est indépendante

de X .
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Démonstration : On remarque que si M et N sont des entiers pairs, on a :

Ay ™ (1—A5>M/2 ol <xy,E>_ i<xy,e>

NG (l-Ay)N/ 2 ixy,E>_ i<x-y,p> .

Par conséquent, en faisant des intégrations par parties, on obtient

M/2

(1.2.3) 1, () =Jei<x_y’£>}\(x-y)—M (1-85) (1-Ay)“/2 ) N x(ex, ey, )

a(x,y,&) u(y)) dyd £ .

Pour M et N assez grand, on voit facilement que, compte tenu de (1.1.5), que

1'on utilise sous la forme (correspondant 3 p = 0)

(1.2.4) |p% Dg D} a(x,y,8) |< T Ay, 8)™ AGxy)"

on peut appliquer le théoréme de Lebesgue et on obtient immédiatement, que si

M>n, N>n :

1ax=y,8> 5 (x-yyM(1-1

(1.2.5)  limI G0 = Je /2 (1-Ay)N/2

3

N

A(E) X (0,0,0) a(x,y,£) u(y))dyd £

Cette derniére intégrale ne dépend pas de ¥ car ¥(0,0,0) =1 et par conséquent
le lemme 1.2.1 est ainsi démontré.
Compte-tenu de (1.2.5), on définit (Au)(x) par : (Au)(x) = Ix(x).

On a la proposition suivante :

Proposition 1.2.2 : Si on définit Au(x) par (1.2.5) pour tout x GIR“, u > (Au)

est une application linéaire continue de -_f(]Rn) dans j(IRn).

I1 est clair, compte tenu de (1.2.5) et du théor&me de Lebesgue que (Au)(x) est Cco.
I1 s'agit de montrer que x > (Au)(x) est dans :f(IRn) et que u > Au est

continue de J dans f .

Remarquons tout d'abord que : (Di Au) (x)
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est une somme de termes du méme type que (1.2.5), il suffit donc de regarder le
cas ot Ja| = 0.
On veut donc majorer : )\(x)k (Au) (x)

indépendamment de x.

On utilise dans (1.2.5) la majoration :

(1.2.6) AKX < ¢ a@E A@X  pour k>0 .

M et N qui seront déterminés ultérieurement sont choisis assez grands.

On a
k - -
A x) (Au)(x)l < Ck,M,N Sup X (x=y) M+k+n+1 ACE) N+n+1 A(y)k

Ys&
oM
[8l<N

D} DY (a(x,,6) u(y))]

Gy S [ ACxey) MkmeL | Nenel |k

Ys&
o fM
]

A=-N™ Ax,y, )™ ID; u(y)l-]

= -M+k+n+l+m'+!m| <N+n+l+|m|
Su A (x-
< GomN P[ (x-y) A(E)

Y6
lo | M

A(y)k"lm‘ |n® u(y)l]

y
Si on choisit : M>k+ntl+m'+|m| et N>n+l+|m|

on obtient finalement :
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(1.2.7) 1A @ aw) @< oup A<t =l
M

||
y € ®"

ID; uy| .

La proposition (1.2.2) en résulte aisément.

La proposition 1.2.2 a permis d'associer @ un symbole a dans I‘Z(IR3n) un opéra-

teur pseudodifférentiel continu de :f(IRn) dans J(]Rn).
Soit b(x,y,£) le symbole défini par : b(x,y,£) =a(y,x,& et soit B 1'opérateur

pseudodifférentiel considéré comme opérateur continu de :f dans :)0

- . T
B8 admet un transposé B continu de ' dans F' et on pose : B* = "B . B*est

un opérateur continu de ¥' dans ' et on a :
1.2.8 (B*u,v) = (u, BV vued' ,vved
( ) ’ .Jv ,:f » BV) \3"3 ’
Par ailleurs, compte tenu du choix de b, on a
B*¥y = Au  pour u dans (=" .

Par conséquent, Y &tant dense dans Zf', A admet une extension unique comme

opérateur de ' dans ' .

Définition 1.2.3 : On désigne par Gg'(]Rn) 1'ensemble des o.p.d qui s'écrivent

34 1'aide d'une amplitude a dans I'[;(IR3H) .

On pose
—o0 m
1.2.9 G =N G
( ) o o .
Proposition 1.2.4 : G—pw est 1'ensemble des opérateurs & noyau dans :f(IRZH) s

i.e. si A€ G;Oo, il existe KA(x,y) € :f(len) tel que

Au(x) = J KA(x,y) u(y)dy .

Preuve : Posons, au sens des intégrales oscillantes

(1.2.10) K, (x,y) = Iei<"'y’£>a(x,y,£)d’ £

ie. Vye J(mM
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def

(1.2.11) <KA(X,Y) ,\D(X’Y)>:f,'f = li: ”Jekx_y’g>a(x,y,E)X(EX’€Y,€€)1P(X,Y)dded' £
£

On vérifie aisément en revenant 3 la définition (1.2.11) que a(x,y,§) et

1
—_—-‘T(I_A

X (x-y)"

)M/Z

(1.2.12) bM(x,y,E) = a(x,y,&)

g

définissent la méme distribution KA(x,y) dans .f'(IRzn) et que

(1.2.13) Au(x) = J KA(x,y) u(y)dy.

Montrons que KA(X,Y) est continue en (x,y) et que l'ona: VN, 3 CN t.q.

(1.2.14) R, Gy | < GO Gy ™ .

Par hypothése, pour tout m, il existe a et m' tel que 1'on ait (1.2.10) avec

(1.2.15) |n¢ DS b al < ¢ Ay, E)™ AGx=y)™ .

m’O‘,B’Y

Alors bM(x,y,E) définie en (1.2.12) vérifie si on choisit M>m'

) M = ,
(1.2.16) b (x,y, 0| < € AGy,0" .

Si on cuoisit w< -N-n-1, on voit clairement que KA(x,y) défini par (1.2.10) avec
a remplacé par bM est une intégrale absolument convergente et qu'on a la majora-
tion indiquée (1.2.14).
L'étude des dérivées de KA(x,y) ne pose pas de problé&me nouveau.

Inversement, un noyau dans !(IRZH) définit un o.p.d.

Soit en effet KA(x,y) € f(IRzn). Posons

(1.2.17) ?A(u,v) = KA(v,v—u) (i.e. KA(x,y) = KA(x-y,y)) .

RA est dans f(IRzn).

Alors,si on pose :
def

(1.2.18) P(x,E) = ( K,) €,%)

Fu+£
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il est clair que p € f(]Rzn) et est donc dans N I‘g] .
m

Compte tenu de la proposition l.1.4, si on pose :
def
a(x,y,e) = p(x,8) ,

alors : u€n
m P

Par conséquent 1'opérateur de noyau dans :f définit un o.p.d. dans G;aD .
Tel qu'on a défini A (cf. formule 1.2.1), on n'a pas unicité du symbole a(x,y,£).
Ce phénoméne apparait de la méme maniére dans le cadre des opérateurs pseudodif-

férentiels classiques. Le théoréme suivant va clarifier un petit peu cette

question :

Théoréme 1.2.5 : Soit A € G? , alors on peut &crire A sous l'une des trois

formes suivantes

(1.2.19)  (Au) (x) ” ei<"'y’5’oA LG65E) udyde ,vueY

(1.2.20) (Au) (x)

JJ e1<x-y,£>0A r(y’g) u(y)dyde ,V ue€ :?

(1.2.21)  (Au) (x) ” ei<x"y’€>oA G50 upade ,vued

(On gcrit 0,,, Pour left (c'est le symbole classique!), 0, p Pour right et
Rdahabd , s S T T

OA,W pour le symbole de Weyl).

Remarque : On a : 0 = 0
A, A,x
o = Qg L]
*
AL AW

Le théoréme 1.2.5 est la conséquence du théor@me plus général suivant :
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Théoréme 1.2.6 : Soit A€ Gi ; alors on peut écrire A, pour tout T € 10,11,

sous la forme :

(1.2.22) Au(x) = ”ei<x'y"5>bT((1-1)x+ry,g) u(y)dyd £, vu eX

avec bT(x,E) € Tﬁ(IRzn). De plus bT est unique. bT est appelé le T-symbole de A.

Démonstration : Par hypothése, on a

(1.2.23) Au(x) = Jje1<x—y,5> a(x,y,£) u(y)dyd £, avec a € ﬂg
Posons : v = (I-1)x + 1y
W= X-y .
On a

a(Xry,E) = a(V+TW, v -(l-T)W,E) .

On fait un développement de Taylor prés de w = 0:

-nY
1

(1.2.24) a(x,y,8) = Bl vy !

a-ny YD 2 1BLE Y (8o 2y (vv, 0 e Gy )
|8+ v]<e-1 Y )

avec

1
(1.2.25)  1y(x,y,8) = > Co (x—y)B+YJ -0 @8 87 2) (vrer w,v-t 10w, )at
|6]+]y|=n PY ° 7

Il correspond 3 la décomposition de a, la décomposition de A:

(1.2.26) A=Ay *+Ry

On a :
- i<x-y,&>, __(B+y B .Y
Ay u®) |B|+%’_—|- o BYJe Gey) (9 30a) (v,v,E) u(yayd €

que 1'on réécrit, en remarquant que :
2 o~ + .- + +y  i<x-y,E>
EXTLE> (BT sl iy 32 Y Ji<x-y,E
sous la forme :

Ay-p vt

< ~

= I T [IYE B BY L (yv,E) u(y)dyd €
|8 ]+]y|<n-1 By € xy
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. m B+ B .
Or si a € wp . (85 Y ax a; a)(x,y, ) est, si |B|+|Y| = p, dans T

m-2p

On déduit alors de la proposition (l1.1.4) que

m-2p p
o

By

%

aBaY a(v,v,g) €T
Xy

Enfin, en utilisant la 2&me partie de cette proposition, on en déduit que

B+y B .Y _ _ m-2pp
(BE Bx By a) ((1-1)x+ty, (1-Dx+1y,£)€ “p .

Par conséquent, AN—] s'écrit bien sous la forme voulue avec :

N-1 Nl m-2
(1.2.27) b (v,8) = I et b er™P |
p=0 P,T P>t P

L'examen de RN est plus délicat. On peut réécrire RN sous la forme suivante,

pour u dans j :

(Ry w) (x) = ” ei<x_y’€>?N(x,y,€) u(y)dyd €

avec
1
(1.2.28)  F(x,7,8) = . J (1-t)¥! 82+Y3i3;a(v+t'rw-,v—t(l—T)w,E)d
[B]+|y|=N 0 t
On aura besoin de 1'indgalité suivante : VvVt € [0,1],2 C>0 t.q =
& T
1 [vttw| + |v-(1-1)w|
_— < <
(1.2.29) G T+ Tw] C'r

T

On déduit de (1.2.28) et (1.2.29) la majoration, pour p GIN3n

- ' )
(1.2.30) A mop (204 p ) (o ym"+0 (2N4[p)

1
P ~ <
be’y, : rN(x,y,€)| CP J (v, tw, £)

N,p b

On suppose dans la suite que N est choisi assez grand de telle sorte que

(1.2.31) m-2Np < 0
On déduit de (1.2.30) que si

(1.2.32) |w|< ¢ A(v,£)
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alors :
1
(1.2.33) AN,p(x’y’E) < 5; A(v,w,g)m P (2N+p) A(wn:+p(2N+p) .

Dans une zone ol on a
(1.2.34) lw| = ¢' A(v,w,E)
il résulte de (1.2.30) que

(1.2.35) By, G3s8) < € ORI LY

On introduit maintenant une partition de 1'unité. Soit ¥ dans O(IR) telle que

X =1 sur [-1/2,1/2] et x = 0 en dehors de [-1,+1] et posons
S|l
b (x,5,8) = x( e)\(v,w,g)) .
On décompose RN sous la forme
RN - R;,e + RZ,e .
N

avec R%’E de symbole r;,e (j=1,2) et

1,€ _ ~ 2,8_ ~
N Ve Ty s ==y
Pour € assez petit, 1l'in&galité (1.2.32) est vérifiée sur le support de r;’e;
i a ° T i ' 3 - m-2Np
WE appartient & np et rN appartient, d'aprés (1.2.33), a3 = sur le support
de _. Par consiquent, ré’e appartient 2 "2-2Np et R;,e est dans Gg—sz )

Sur le support de (l—wa), on a 1'estimation (1.2.34). En raisonnant d'une maniére

. s 2
analogue 3 la démonstration de la proposition (1.2.4), on montre que RN’E est 3

m-2 pN

noyau dans . En conclusion, RN € Gp

On vient donc de démontrer que, pour tout N, N >No, on a la décomposition :

(1.2.36) A= AN_l + RN
oll AN_1 admet un Tt-symbole
N-1
A Y
p___op’
m-2pN
et RN est dans GD .

10
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. . m
Remarquons maintenant qu'il existe un symbole b'(x,£) € Fp t.q :

o
b'~v I b

P=° T

(cf. la remarque qui suit la définition 1.1.2, car bp € Fg-ZOp).
s T

Soit A' 1'opérateur de symbole b% . On a pour tout N :

v - '
(1.2.37) A' = AL * R

avec R' dans Gm_ZDN'
N p

Par conséquent A-A' € G;K'. Donc, d'aprés la proposition (1.2.4), A-A' est 3

noyau dans ‘9

~ s

Il reste a montrer que tout opérateur 3 noyau dans :f peut étre défini par un

T-symbole. Ceci se démontre comme en (1.2.17). Posant :
(1.2.38) K (v,w) = K(v+1w, v=(1-1)w)

. ~ . 2n '
on voit que KTappartlent a :f(IR ) et qu'on peut prendre :

(1.2.39) b (v,E) = &

KT(v,w) .

Vg
L'unicité du T-symbole se démontre en prolongeant les formules (1.2.38) et
(1.2.39) 3 des noyaux dans f'(mzn).

Remarque 1.2.7 : Avec les notations du théoréme 1.2.6, on a, VTG[O,l],VTlG[O,l]

(1.2.40) b (x,6) v & a—‘, (rl—r)l"" (az D, le)(x,E)

_ m-2p
(1.2.41) bT(x,E) le(x,E) erp -

1.3 - Opérateurs pseudodifférentiels : Calcul symbolique

Le calcul symbolique dans GE est trés voisin du calcul classique.

On a le théoréme :

M _n mtmy
o (R™); alors A° A)€ G @®Y.

m
Théorsme 1.3.1 : Soit A, € cp‘(m“), Ay € G oA,

1

1
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Si b1 est le 1,-symbole de A et si b2 est le T _-symbole de A,, le
‘[l 1 1 ‘[2 2 2 —

T-symbole bT(x,E)_gg Al ° A2 admet le développement asymptotique suivant :

o R 1 Y68, 2
(1.3.1) b _(x,€) v L CaByé(T’Tl’TZ)(angbt ) (x.8) X(BngbT ) (x,8)
a,B,v,8 1 2
C0,0,0,0 = !
CaBYé =0 sauf si a+y = B+ & .

En particulier on a 3

1 2 mptm,=20
(1.3.2) b (x,8) - bT](x,E) . brz(x,E) € rp .

Démonstration : Si bT est un développement du type (1.3.1) pour un 1 déterminé,
on a d'aprés (1.2.4) le méme type de développement pour tout 7t'. On peut égale-

ment modifier comme on veut T et Ty I1 est commode de choisir T = 0, t,=1.

On a i<x-y,E> 2
p, e = [FFVERG 0 et e L vued

d'oll

(1.3.3) Aﬁ(&) = Ie_ly'g bf(y,e) u(y)dy ,vueX
Pour v dans ff, on a

(1.3.4) A VG = Jei"g bc])(x,g) sode .

On déduit de (1.3.3) et (1.3.4) que, pour tout u Gif, on a;

o A = [F ! o nybl (v, D u ) ayde
1 2 m* M 3n
On voit facilement que :(x,y,g)—»bo(x,g) . bl(y,g) € "p (IR7).

Les autres propriétés se déduisent du théoréme (1.2.5) et de sa démonstration.

1.4 - Symbole antiwick et applications.

2
“-n/4 e—lxl /2

Soit ¢°(x) = 3 ¢°(x) est la premiére fonction propre de

1'oscillateur harmonique (-A+|x|2) normalisée par || ¢0|| 9 = 1.
L

12
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Soit Po la projection orthogonale associée 3 ¢o :

Y3u~+>P u=-<u,b>0
o o o

Po se prolonge en un opérateur régularisant dont le noyau distribution (qui

appartient a v,f) est 2 2
_(J._’E.l__';Jll_ )
e

K(x,y) = '"_n/z
Le symbole de Weyl de P0 est
1 1 2 2
oo(x,g) =}—v_)£ K(x + FVX -5 v) = Cn(exp(—|x| —|£| )

Posons z = (xo,‘g’o), z = (X,£). On définit un nouveau symbole par :

(1.4.1) UZO (z) = co(z—zo) .

Soit Pz 1'opérateur de symbole de Weyl o, (z).
o o

On montre facilement le lemme suivant :

Lemme 1.4.1 :

(1.4.2) P =U P U

T ‘est la translation de x définie, Yu € f , par T u = u(x-x )
X o X o

° ixg ° ix.£
ME est la multiplication par e définie Vu € ﬂgar : (ME u)(x) =e °ux).
o L }

o
On pose pour a dans 1";] :

= [. : =z (] 2
(1.4.3) A= Ja(xo,go) PXO,EO dxo dE;o (intégrale d'opérateurs)

On peut voir que A est continue de j’ dans D' ; on montre en effet que

13

u) (x) € j(IR: x IRY x IR?{) et que l'application :
(s 0

(P
(XO’EO)

Y3u » (@ ux) € F(R] » ®Y *RY)

o’Eo o Eo

(x

est continue.

13
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. . . n . . .

Si a(xo,go) est un multiplicateur de :TZIRX ><IR2 ) (ce qui est le cas ici)
) o

la propriété annoncée en résulte aisément.

Définition 1.4.2 : L'opérateur A défini par (1.4.3) est appelé opérateur de

symbole antiwick a

La proposition suivante est immédiate.

Proposition 1.4.3 : Si a=>0, alors : (Au,u)>0 , vuegg =

En effet V zo,,Vu ef

z o z z
o o o
-1
= |<U_" u, ¢ >|2 >0
o
o
ce 22
Continuité L .
Proposition 1.4.4 : Soit a € l"g(IRzn), a réel. Alors A se prolonge en un

. 2 2 s
opérateur continu de L~ dans L~ de norme majorée par sup 2n|a(z)[.
z €IR

Démonstration : Soit M = sup|a|. On montrera dans le théor&me suivant que
1'identité a comme symbole antiwick 1. I1 résulte de la proposition (1.4.3) que

(M-A) et (M+A) sont des opérateurs positifs. On donc, pour tout u dans ¥ :
| 2 — 2
(1.4.4) M| ju||® < <Au,u>< M| |ul]
a @&tant réel, A est autoadjoint et il résulte alors d'un théoréme classique que

||Au||<M .

s
frull

up
ued
u#0 c.q.f.d.
Remarque 1.4.5 : Lorsque a n'est pas réel, on décompose a sous la forme
Rea + i Ima.
La proposition 1.4.4 est encore vraie en remplagant sup |al par 2 sup lal.
z 6D z 6R%"

Les théor@mes qui suivent précisent le lien entre les opérateurs a symbole

. . m
antiwick et la classe Gp .
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Théoréme 1,4.6 : Soit A un opérateur de symbole antiwick a € Fz .

Alors A appartient 3 G: et le symbole de Weyl de A est donné par :

2
- —|z=z"
n/2 Je |z-z"|

(1.4.5) bl/2(z) =7 a(z')dz'

De plus le Tt-symbole de A admet un développement asymptotique :

a
(1.4.6) bT(z) ~ 2 C0l Bz a(z)

avec en particulier : C, = 1, C, = 0 pour a impair. D'ol :
(1.4.7) Ve [0,11, b -aerh P,

Démonstration : La formule (1.4.5) résulte immédiatement de (1.4.3) et (l.4.1).
Pour montrer (1.4.6), on fait le développement de Taylor de a en z :
' ' (Z' -z )Ol a '
(1.4.8) a(z') = a(z) + (z'-z)(3 a)(z)+...+ === a(z) + r_(z',2)
z al z N
| af=N-1
avec

1
(o = I oC (el Jai‘*‘(“t(Z'-Z))(l-t)N—l dt .

o

Modulo 1'estimation du reste, qui est laissée au lecteur, on trouve ainsi faci-
lement (1.4.6) en réintroduisant (1.4.8) dans (1.4.5) et :

1

(1.4.9) C = —

. 0/2 Jzu e—|z|2 dz .
o o!

La réciproque "partielle" du théoréme (1.4.6) est donnée par le

Théoréme 1.4.7 : Soit B dans G:. Alors il existe A dans GE admettant un

symbole antiwick a dans Fz tel que A-B soit 3 noyau dams Y .

Démopstration : Soit B le symbole de Weyl de B et Al 1'opérateur de

symbole antiwick bj; il résulte de (1.4.7) et du théoréme (1.4.6) que

m-2p

B2 =(B_Al) appartient 3 Gp

De la méme maniére, si A2 est 1'opérateur dont le symbole antiwick est le
symbole de Weyl de BZ’ on a :
a - n - m=4p
B—A] A2 = B2 A2 € Gp .

15
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G?—ZJD admettant des symbo-

On construit ainsi une suite Aj d'opérateurs dans
les antiwick aj.

Si a est un symbole tel que an I aj ,» l'opérateur de symbole antiwick a
répond 3 la question,

c.q.f.d.

Continuité L2 (suite).

Théoréme 1.4.7 : Si A€ Gz » A se prolonge en un opérateur continu de L2 dans L2.

lére démonstration : On remarque que le symbole classique a (& gauche de A)

vérifie : B _a _p‘a[
<

I D, a(x,£) | C,e (+1ED

et on applique les théorémes usuels.

~

2&me démonstration : D'aprés le théoréme 1.4.7,il existe A dans G° tel que A
P ’ 0 q

admette un symbole antiwick a et tel que A-A soit régularisant. On utilise

alors la prop. l.4.4 pour A et la continuité de (A-A) qui est évidente.

Compacité

PENY P m
Théoréme 1.4.8 : Un opérateur A dans Gp avec m <0 se prolonge en un

opérateur compact de L2 dans L2.

La démonstration repose sur les 3 points suivants :
- 5 2n . '
a) Les opérateurs a noyaux ds (IR™") sont compacts (classique!).
- . 2 2 <

b) Toute limite d'opérateurs compacts au sens de Z(L ,L7) est un opérateur

compact.

Compte tenu du Th. 1.4.7, il suffit de démontrer que :
c) Si B est un opérateur dans Gs avec m <0 et s'il admet un symbole

antiwick b(x,&)-, alors B est limite dans Jf(Lz,Lz) d'opérateurs régularisants.

Or B = lim Jx(ex,si) a(x,g) P dxdg .
€~0 X,&
et comme : sup |x(ex »>ef) a(x,£) - a(x,£)| > 0 lorsque ¢ >0 ,
X,€

la propriété résulte de la prop. l.4.4.

16
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(x(x,8) =1

si |x|+|g]< 1/2, x(x,8) =0

si

|x|+|g] =1) .

1.5 - Opérateurs globalement elliptiques

Le mod&le de 1'opérateur globalement elliptique est 1'oscillateur harmonique
que nous avons considéré dans 1'introduction P =-Ax+|x|2.

Dans la suite de ces conférences, on va encore particulariser les classes consi-
dérées en supposant que p =1 .

Définition 1.5.1 : On dira que a € F?’Gl' (cl. pour classique)

si a€Tr” et si a admet un développement asymptotique :

St 1 P

(1.5.1) anv & a

jemw ™I
00

oi a . €C et
£ g3
(1.5.2)

= 0]
am_.(AX,XE) = A am_j(X,E)

pour A =1, |x|+|g| =1 .
Remarque 1.5.2 :

.

Comme ce qui se passe pour
écrit parfois

z
v o 2n
avec a . €C (R" ~0)
m=]

|x|+]£|< R est peu important, on

v .
et a homogéne en
m=]

(x,£) de degré (m-j).

On sous—-entend dans cette &criture que

anv .

a _. et que
j EIN J
- = .
j nej  POUT |x|+|€] R
©, . 2n
a,; & (™).
Définition 1.5.3 :

Si aé€ FT’CI

, on dit que a

est le symbole principal.

17
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1

Définition 1.5.4 : On dira qu'un o.p.d A est dans G T’c s'il peut &8tre défini

T’CI(IRzn)).

m,cl

par un symbole de Weyl a dans r ‘(IRZD)(ouparxulPsymbole dans T

Remarque 1.5.5 : La notion de symbole principal de A ne dépend pas du

t—formalisme choisi (cf. Remarque 1.2.7).

Définition 1.5.6 : On dira qu'un o.p.d. A dans GT’Cl est globalement ellip-
tique si on a :
3R, 3C>0 tel que V(x,£) € IR2n vérifiant
. m
(1.5.3) |x|+|&] >R, on ait iam(x,£)| =c(|x|+|g])”
ol a désigne le symbole principal de A.
Construction d'une paramétrixe
Théoréme 1.5.7 : Soit A dans GT’CI un opérateur globalement elliptique,
. . -m,cl

alors il existe B dans Gl tel que
(1.5.4) BA=1I+R

AB = I+ R'
oi R et R' sont régularisants.
Démonstration : Elle est similaire 3 celle du cas classique.

Remarquons tout d'abord qu'il suffit de montrer 1l'existence de B et B' dans

-m,cl

Gl tel que
(1.5.5) BA=1+R
(1.5.6) AB' = I+ R'

En effet, on a alors
BAB' = B + BR'

(I+R)B' = B + BR' .
D'ot B'-B = BR' - RB' .

Mais BR'- RB' est régularisant de sorte que :

18
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AB = AB' + A(B-B')

AB = I+ R'+ A(BR - RB')

et on voit facilement que R' = R' + A(BR' - RB') est régularisant .
On va démontrer (1.5.5) ((1.5.6) se démontre de manid&re analogue).
Par hypoth&se, le symbole principal a vérifie (1.5.3). Si X désigne une fonc-

tion dans C égale a | en dehors de B(0,2R) et nulle dans B(O,R), b_m = E?— est

-m,cl n
1 .

Soit Bl 1'opérateur de symbole de Weyl b_m

un symbole dans T

(on notera Bl = Opw(b_m)).

I1 résulte de la formule de décomposition (cf. 1.3.2) que

~1,cl
- I o
(1.5.7) OW(B].A) 1€ 1 .
On a donc construit Bl dans GIm’Cl tel que
(1.5.8) B.A=TI+R, avec R &G, °°,

1 1 1 1

On déduit de (1.5.8) 1'égalité, pour tout N :

N . .
(1.5.9) SRS ORE DI NEDUEE S CPLULE N
j=0
Soit ri le symbole de Weyl de R{ et soit s dans F?’Cl un symbole tel que
(1.5.10) svi (D7 r .
j=0

Alors l'opérateur S de symbole de Weyl s, vérifie, compte tenu de (1.5.9) et
(1.5.10)

(1.5.11) S o B1 ©cA=I1I+R ol R est régularisant.
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1.6 - Espaces_de Sobolev

On étudie ici la chaine d'espaces naturellement associée aux opérateurs

pseudo-différentiels considérés au §1.5.

Définition 1.6.1 : Pour tout k € IN, on pose

B

Cue L2 (Y, |o|+]8]< Kk )

YY) = (ue 2@, 1 .

On voit aisément que :

(1.6.1) B, = f(r™)

n
k
Inversement, si u est dans f', il existe k €IN tel que u se prolonge en un
élément du dual de Bk.
_ k k . -k Ve s PN '
f étant dense dans B, le dual de B (noté B ) s'injecte continfiment dans j’ .
On pourrait alors définir les BS(IRH) (s € IR) en utilisant la théorie de

1'interpolation. Nous allons donner ici une définition & 1'aide des o.p.d.

Soit bs(x,s) = A(x,6)° .

Pour chaque s , on choisit un opérateur LS dont le symbole est bs(x,g) modulo

FSII. On pose la définition

Définition 1.6.2 : On désigne par B°(IR") 1'ensemble des u € ¥ (R™) tels que

2
%uGI‘(an.
Cette définition a beaucoup d'inconvénients mais elle permet de démontrer facilement
la

m

1 A opére de B dans B°°7 .

Proposition 1.6.3 ¢ Si A€ G

Démonstration : Soit u € B°, il est clair qu'alors Au est dans f' (cf. 1la
remarque suivant (1.2.8)).

Montrons que L Au € L2 .
s-m

Soit i;s une paramétrixe de Ls (Ls est globalement elliptique) ; on a

(1.6.2) 1 L =I+R ot R_ est régularisant.
-s" s s s
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D'oll pour tout v dans ¥

(1.6.3) v=L oL v-R_¥.
S S

Appliquant Ls-m oA 3 (1.6.3) avec v = u, on obtient
(1.6.4) L AT .L u-L__ AR u=L_ Au.
s-m -s s s-m s s-m
On voit immédiatement que L AT est dans GO et que L AR est
s-m -s 1 s=m s
régularisant d'oll la propriété.
Le théoréme suivant se démontre également facilement :

Théoréme 1.6.4 : Régularité Soit A€ dT’Cl um opérateur globalement elliptique,

+
alors: Vs € IR ; u€ ', Au€ B* »ue 8"

Démonstration : Par hypothése, il existe Q dans G;m’Cl tel que :
(1.6.5) QA=I+R avec R régularisant.

On en déduit
u=QAu-Ru

=
[
[}

g+m Ls+m QAu- LS+m Ru .

D'aprés (1.6.3), on a

(1.6.6) Ls+m u = Ls+m Q L_S.Ls Au

—LS+m Q Rs Au - LS+m Ru

. ' P
Si on remarque que Ls+m o Qo L_S est d'ordre 0 et que les opérateurs Ls+mQ Rs A

et Ls+m R sont régularisants, on en déduit aisément le théoréme.

Corollaire 1.6.5 : B° ne dépend pas_du choix de Ls._Blgg_généxalgmgnjh

3 - (ued, aue LX(@®Y), A€ cz":l}.

La proposition suivante permet de faire le lien avec les espaces introduits au
départ :

Proposition 1.6.6. :
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Démonstration : Supposons d'abord m pair
Jemonstration P

(Di + xiﬁm/z = Am est globalement elliptique d'ordre m.
1 i

s

L'opérateur (
i

. m o s s
Si u€ B, comme Am est une combinaison lindaire des x* Di pour |a|+|B|< m,
. s 12 ~m
Am u appartient 3 L et donc u€ B .

8 sont dans G pour |o|+|B8|<m, on a

. ~m o
Inversement si u € B, comme les x Dx 1

& Di u € L2 (Prop. 1.6.3) et donc u € B .

Supposons m impair :

. . ~m m o .
L'injection de B~ dans B se démontre comme ci-dessus. Montrons que BT < B™®

m+
n o
(m+1) est pair et l'opérateur : Am+l =(z (Di -kx?))z est globalement elliptique.
i=1 i
-m-1
On a donc l'existence de Q dans Glm telle que :
m+1
b2 2., 2
(1.6.7) QC 2z (b, + x.)) =I1+R
i=1 ¥ 1

On réecrit (1.6.7) sous la forme

(1.6.8) I (QeD ) (D oA )+ I(Qox)(x;eA ) =T+R
i i i i

On a donc trouvé 2n o.p.d Qi dans G." et 2n opérateurs différentiels 3 coeffi-

1
cients polynomiaux de degré en (x,£) inférieur & m tels que :

2n
(1.6.9) I Q °P, =I+R .
i=1 1 7

Pour tout u dans ', on a

2n

(1.6.10) Lu =t (L ° Q) e Pu-1L Ru

i=1

.. . m ~m ~ A
L'injection de B~ dans B en résulte aisément.

~, "~ '
Lemme 1.6.7 : Si s >s', ona B B .

. - . s .
A dessein nous n'avons pas parlé de topologie sur B . Nous allons esquisser

s . ~s . . . . .
briévement comment munir B d'une structure Hilbertienne. Ce serait facile si
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. P PR . . ~s 2
nous avions un opérateur réalisant un isomorphisme de B  sur L™, appartenant i

s,cl

Gy (dans notre cas, l'opérateur le plus simple serait

s/2

o2 2 . . . .
T (Dx + xi)) , mais nous n'avons pas encore défini la puissance fractionnaire).

i=1 i
Nous proc&dons de manidre légérement différente.

Soit s € IR, p un entier positif supérieur ou égal 3 s; 3 1'aide de (1.6.2),

on munit B° d'unme structure préhilbertienne, en posant :
(1.6.11) (u,v) = (Lu,Lv) + % (quBR u anBR v) .
*7s s ’'s o ‘xs " "xs o
a1+l <P
Lemme 1.6.8 : B° est complet.

P . . . s
Démonstration : Soit u ~une suite de Cauchy dans B". On a
2

v =L u 2oy (L2 est complet)
n s n
(1.6.12)
8P p
w =R u —> w (B" est complet)
n s n
On a d'aprés (1.6.2) :
u =T Lu-R u .
n -5 s n s n

~
. ~s
Soit u =1 s v - w et montrons que un > u dans B

L u =LL Lu-LR u
s n S s s n 8§ s n

(1.6.13) L u=LL v -L w

Clairement, Ls ils étant d'ordre O, on a

(1.6.14) L T v tendvers L L v dans L2(IRn).
s -s n s -s

Regardons de plus prés Ls o On utilise (1.6.9) (avec m=p)

2n
Lyw, = 2

1

1 (Ls ° Qi) Pi “n "~ Ls R Ya

oll P.1 est un opérateur différentiel de degré p (emn x et Dx) .
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. ' - 2
On sait d'aprés (1.6.12) que Pi v tend vers P.1 w dans L°. (Ls Qi) et (LS R)

étant d'ordre 0, on en déduit que :

2n
o -— =
(1.6.15) Ls wn.,'z (Ls Qi) Pi w Ls Rw LS wo.
i=1
On a ainsi montré que Ls u - Ls u dans L2 .
Par conséquent : v = L u (d'aprés 1.6.12) et donc :

w=u - Z . Ls u (en revenant 3 la définition de u)
et :
(1.6.16) w = RS u (d'aprés 1.6.2)

Finalement, il résulte de (1.6.12) et (1.6.16) que
(1.6.17) R_u > R u dans 8P .

Ceci termine la démonstration du lemme (1.6.8).

On laisse le lecteur vérifier que la topologie d'espace normé associé ne dépend

pas du choix de Ls et du choix de p (p>0, p>s).
Montrons maintenant le

Lemme 1.6.9 : La topologie de B" coincide avec celle de B" .

Preuve : D'aprés (1.6.2) avec s =m, on a :

xa DB u=x D ‘i L u+x DB R u
X -m m m

2 2 2 2
a1, < el + iRy ull < cllol 2

Pour montrer 1'inégalité inverse, on utilise (1.6.9).

Lemme 1.6.10 : f(IRn) est dense dans B° .

Preuve : On sait que :? est dense dans L2. D'aprés (1.6.2), on a :

u = i .L u-R u.
-s s s
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. . 2 .
Soit v € J une suite telle que V. —» Ls u dans L, alors la suite

u =T v - R u est dans ‘3 et tend vers u dans B° .
n -5 n s

c.q.f.d.

. . ~s s _ . . s
Convention : On notera maintenant B~ par B~ puisqu'il n'y a pas d'ambiguité.

Proposition 1.6.11 : Si A€ G“pl ,» A est continue de B° dans B°" pour tout s

s—m-

s
dans R et est compact de B” dans B € pour tout € >0 .

Preuve : On a :

Ls—m Au = Ls—m A L—s Ls v Ls—m A Rs u= (Ls—m A L--s) Ls u.)i(]"s—mAQi)Pi Rs u

+ (Ls-m AR) RS u
(grace a 1.6.9 ol les Pi sont des opérateurs différentiels d'ordre P avec
p = sup(0,s) et les Q.1 sont d'ordre -p).
D'ol

2 2 2
(1.6.18) ||L$_m Au||0 <c(|1LS ullo +||Rsu||Bp)

De méme :

R Au=(R AL )Lu-(R AR u.
S—m S—m =S S S—-m S

D'oli, avec F?sup(o,s-m) :

2 2 2
~ <
(1.6.19) ||RS_ Au||BP C(HLSuHo + HRsuHBp) .

Montrons maintenant la compacité. On a

I)L L+% ot R est régularisant .

A=(QT
-S € =€ 8 [o] o

Ls est continue de B° dans Lz, L—e est compact de L2 dans Lz(si e > 0)

d'aprés le théoréme (1.4.8) et (A T‘—s QI:E) est continue de L2 dans 3™ | Le

composé (A 'f_s te) L-e Lg est donc compact de B° dans B®™ € 11 nous reste @

- = ] ~
montrer qu'un opérateur .régularisant ]R0 est compact de B° dans Bt pour tout

s,t dans R. On utilise pour cela 1'identité :
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(1.6.20) Ry =L @ R T DL -rR®&.IT )L

~ ~

- R +
L @ E)R+R K R

Si on se rappelle qu'un opérateur régularisant est compact de L2 dans L2 , chacun
des 4 termes du membre de droite de (1.6.20) est le composé d'un opérateur continu

2 , 2 . .
de B® dans L , d'un opérateur compact de L2 dans L” et d'un opérateur continu de

L2 dans Bt.

Dualité entre B° et B ° .

Proposition 1.6.12 : Le produit scalaire L2 défini pour u,v dans :f se pro-

longe en une forme sesquilinaire Qs continue sur B° xB °. Le dual (Bs)* de B®

s'identifie a3 B °.

Pour u et v dans g , on a

~

(U’V)LZ L2= (L—s Lsu’v) - (Rs u’Ls L—sv) * (Rs“’ R-—sv)
9’
D'ol :

~ K ~
(1.6.21) (u,v)Lz L2 = (LS u,([_s) v) - ((Ls) RS u,L_S v) +(Rs u,R_S v) .

’

I1 résulte immédiatement de (1.6.21) et de la proposition (1.6.11) 1'inéqualité :

(1.6.22) [y, J< cllull lIvll _, ~vued ,vved .
L-,12 B® B

3

Et pour u dans B® et v dans B ° , on posera :

def
= T Y*v) - (T )*
(1.6.23) Qs(u,v) (Lsu,(L_S) v) ((Ls) R U, L_Sv) + (Rsu, R_sv).
D'aprés (1.6.21) et le lemme (1.6.10), la premiére assertion de la proposition
1.6.12 est claire.
Montrons maintenant que B S = (BS)* .
- *

D'aprés ce qui précéde, l'application Xg de B™° dans (Bs) définie par :

s

B” v 4—xs(v)(u) = Qs(u,v)

-~

est antilinéaire continue injective. Il reste 3 montrer qu'elle est surjective.
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D'aprés le théor&me de Riesz, si f € 3%) , il existe w dans B®

OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS GLOBAUX SUR R™

pour tout u dans Bs, on ait :

=

Revenant a

f(u) = < u,w> .
BS x B°

pose | v = L: Ls w o+ RS w
- N o B * (& B
(oi R = I (x Dx R )* (x Dx RS)) ’
® faltlsl<p y
on a x (u) = f£.
s c.q.f.d.
1.7 - Propriétés de Fredholm des opérateurs globalement elliptiques.

tel que,

e s . . s gt .
la définition du produit scalaire dans B~ , on vérifie que si 1'on

Rappelons que si H, et H sont deux espaces de Hilbert, un opérateur

1 2

continu de A et de H, dans H_, est dit de Fredholm ou 3 indice si

1 2

i) dim Ker A <o

ii) dim coker A < »

(oti aoker A = Ho/ImA).

On pose alors !

(1.7.1)

Ind(A) = dim Ker A-dim coker A .

On rappelle que, dans ce cas, on a les propriétés

(1.7.2)

(1.7.3) si
(1.7.4) si
(1.7.5) si

Im A est fermée .

A désigne 1'adjoint de A, A est 3 indice et

dim coker A = dim Ker A* , Im A = (Ker A*)l .

T est compact de H, dans H,, I+T est 3 indice et d'indice nul.

1 1

A€ Fred(Hl,Hz) (ensemble des opérateurs de Fredholm de H

1

)
dans H2

et BE€ Fred(Hz,H3), alors BA € Fred(Hl,H3) et Ind(BA) = Ind A+Ind B.
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(1.7.6) Fred(Hl,Hz) est ouvert dans &f(Hl,Hz) et la fonction indice de
Fred(Hl,Hz) dans Z : A -+»Ind A est continue.

(1.7.7) Si A€ Fred(Hl,Hz) et R est compact de H, dans H2 , alors

1

A+RE Fred(Hl,Hz) et Ind(A +R) = A .

Le critére suivant est trés utile pour montrer qu'un opérateur est de Fredholm :

Proposition 1.7.1 : Soit A dans X(HI,HZ), on suppose qu'il existe BI’BZ tels que
(1.7.8) BIA =1+ R1

et B, B, € Z(HZ,HI)
(1.7.9) AB2 = I+ R2

avec Rj compact de Hj dans Hj.

Alors A est 3 indice.

Les principaux résultats de ce paragraphe sont les suivants :

Proposition 1.7.2 : Soit A un opérateur globalement elliptique dans GT’CI. Alors

(1.7.10) i) Ker(A/\BS) = Ker(A/l\j,) = Ker(A/;f)

(1.7.11) ii) Vs ,Vs'<s, 3C, o+ t.q Yue M
s 1

2
<
eli? <c,

2
v QA" g +] IUHBS.)

La proposition résulte immédiatement de 1l'existence de la paramétrixe :
(1.7.12) QA = I+R .

En effet, on &crit : u = QAu-Ru et on utilise la continuité de Q et R pour
montrer (1.7.11) .
Si u€Y' et Au=0, ona: u= Ru. R &tant régularisant, on en déduit que u est

dans J d'od (1.7.10).

Proposition 1.7.3 : Soit A un opérateur globalement elliptique dans GT’CI. Alors

s .S-m oz
pour tout s € IR, A/\BS € Fred(B ,B" ). De plus, Ind(AﬁBs) est indépendant

de s (on note alors Ind A). Si A est formellement autvadjoint (i.e. a son

symbole de Weyl réel), alors : Ind A =0 .
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Preuve : Aﬁ s € Fred(Bs,Bs-m); il suffit d'appliquer le théoréme (1.5.7) et
B

la proposition (1.7.1).

D'aprés (1.7.10), on a :

(1.7.13) Ker(A/\ s) = Ker(A/\Bs.) .

B
On montrerait de méme que pour l'o.p.d. adjoint formel de A* , on a :

(1.7.14) Ker(a* ) = Ker(A*/‘ )

A B—s+m

A}
=s'+m
B

I1 ne reste plus qu'a vérifier que

* ok
(1.7.15) (A/\Bs) =

ce qui se montre grice 3 la proposition (1.6.11).

On déduit de (1.7.13), (1.7.14), (1.7.15) et (1.7.3) que :

Ind(Af ) = Ind(A ) .

1
B® M gs
On a clairement, compte tenu de (1.7.15)

(1.7.16) Ind(A) = Ind(A )= Ind(Asz)*) = Ind(A*/‘ B_S+m) =Ind(A¥).

I gs
Maintenant, si A est formellement autoadjoint, on déduit de (1.7.16) que :

Ind(A) = - Ind(A) =0 .

La proposition est entiérement démontrée.

Remarque 1.7.4 : Il suffit en fait que le ymbole principal soit réel pour
que IndA =0M
La derniére proposition de ce paragraphe montre que l'inverse (s'il existe) d'un

o.p.d. globalement elliptique est un o.p.d.

Propostion 1.7.5 : Soit A un opérateur pseudodifférentiel globalement ellip-

. 1 . . . . . -
tique dans GT’C . 8'il existe s tel que A/\ g soit bijectif de B° sur B® m,
B

alors on a la méme propri&té pour tout s et (A/\ s)-] peut &tre considéré
B
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comme la restriction 8 B° " d'un opérateur pseudodifférentiel dans GIm’CI .
Démonstration
Pour simplifier, on pose As = Aﬁ 5s On a :
(1.7.17) QA =I+R

AQ=TI+FK

-1
(1.7.18) As.(As) =1
(a) (a)=1.
De (1.7.17) et (1.7.18), on tire
(1.7.19) al=q -RQ +ra R
s A pS™™m N gs™™ s N g5 o

Q et RQ étant clairement des o.p.d. dans G;m’CI, il suffit de vérifier que

-1 P P . ~ . PN
R AS R est un opérateur régularisant. Or R envoie continiiment 7' dans S ,

. S . S
AS envoie § dans B~ et R envoie B dansf . c.q.f.d.

1.8 - Les opérateurs globalement elliptiques formellement autoadjoints sont

essentiellement autoadjoints.

Définition 1.8.1 : Un opérateur non-borné d'un espace de Hilbert H1 dans H

2

est un opérateur défini sur un sous espace DA_gg Hl 3d valeur dans Hz.

Ici nous nous placerons le plus souvent dans le cas ol hl=H2 et on.fera toujours

1'hypothé&se que :

(1.8.1) D =H, .

Exemple 1.8.2 : Soit (§, un o.p.d. global sur R". On peut lui associer un

opérateur non-borné A0 EE LZ(IRn) dans LZ(IRn) en prenant :

(1.8.2) >, =F(mY .
[o]

(1.8.3) YVu€D ,A u=du.
Ao o
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Définition 1.8.3 : Soit A un opérateur non-borné de Hl dans H2 vérifiant

(1.8.1). On appelle adjoint A* de 1'opérateur A 1'opérateur non-borné de H,

dans Hl défini par :

DAf= {veH,,t.q u-(Au,v) définie sur D, se prolonge en une forme linéaire

2° A

continue sur H ,i.e:3 f€ H, t.q (Au,v), = (u,f) }.
—_— 1 1 H2 Hl

On pose alors : A*v = f .

Remarque : f est unique car DA est dense dans Hl'

Exemple 1.8.4 : Si A0 est 1'opérateur défini en (1.8.2), (1.8.3), A: est

1l'opérateur défini par :

(1.8.4) D= {ve 12 Axver?)
[¢]
(1.8.5) VVED,, , Av=Arvy
o

%k
dq’ désigne 1'adjoint formel de 1'opérateur pseudodifférentiel .

Définition 1.8.5 : Supposons que Hl est égal 3 H

est dit symétrique si : (Au,v) = (u,Av) V u,v € DA

. Un opérateur non-borné A

2

Exemple 1.8.6 : Si A est l'opérateur défini en (1.8.2), (1.8.3) et si (f,

est formellement autoadjoint, alors A0 est symétrique.

Définition 1.8.7 : Soit A un opérateur non-borné de Hl dans HZ' On dit que A

est fermé si le graphe GA de A est fermé dans Hlx H2 (GA= {(u,Au),llGDA}).

(GA = {(u,Au) , vé& DA}).

On dit que A est fermable si EX est le graphe d'un opérateur.

On note alors A 1'opérateur dont le graphe est E; .

Exemple 1.8.8 : Si Ao est 1'opérateur défini en (1.8.2), (1.8.3), A0 est

fermable.
I1 suffit en effet de vérifier la proposition suivante :

Pour toute suite u € DA telle que : u > 0 dans LZ, Aoun+ w dans L2, alors w=0.
o
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Or si u —¥ 0 dans Lz, Aoun = J{un tend vers 0 dans f' et par conséquent w=0.

Définition 1.8.9 : Un opérateur non-borné de H dans H est dit essentiellement

autoadjoint si DA =H et si A= A¥ (i.e. DA* =D x et Yu €& DA* ; Au = A*u).

Remarque : Comme on a toujours : A* = A* | on a dans ce cas : A* = A. A est

donc une extension autoadjointe de A (on peut montrer que c'est la seule).

On se propose de démontrer le théoréme suivant :

m,cl

Théoréme 1.8.11 : Soit (f, dans G,

un opérateur pseudodifférentiel globale-

ment elliptique (m=>0) et formellement autoadjoint.

Alors 1'opérateur non-borné Ao associé a A, de domaine DA =Y(m®") est

— (o]

essentiellement autoadjoint et la fermeture AO de A0 est 1l'opérateur autoadjoint
défini par :
™ - m
(1.8.5) Dy =B et Ax =Hu, Vues
Démonstration : Il y a des critéres généraux pour vérifier qu'un opérateur est

essentiellement autoadjoint. Nous préférons donner ici une démonstration directe.

On a déterminé dans 1'exemple (1.8.4) le domaine de Ag et comment il opérait.

n
. P - * 2
Remarquons maintenant que v% étant formellement autoadjoint, on a: PSRN

De plus, J\, étant globalement elliptique d'ordre m =0, il résulte du théoréme

(1.6.4) et de (1.8.4) que :

(1.8.6) D = {ve 2 Ave1?) ="
[o]
et que :
(1.8.7) VveD,, =@, Atv = Av .
(6]

Etudions maintenant K; . Montrons d'abord que 1'ensemble M défini par

OAL = {(u,Au), u € B"} est inclus dans 5;-. :f étant dense dans Bm, il existe
o
donc,pour u dans B" ,une suite fn dans :f(sDA ) telle que : fn > u dans B".
o
On en déduit immédiatement que :
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f »>u dans L2
n

Aofn-n/tu dans L2 (continuité de & de B™ dans Lz).

Inversement, soit (u,v) dans GA . Par définition, il existe une suite u danstf
o

telle que :

u > u dans L2

n
= 3 2
A uy ‘7% u > v dans L° .

On en déduit que : v = Au et que par conséquent, Jf &tant globalement elliptique,

u appartient a B". Par conséquent, GA c:d(

o
On a ainsi montré que :
m
(1.8.8) DA = B
o
et
(1.8.9) Vuesd® ,au=Au.
o

Ceci termine la démonstration du théoréme 1.8.11.

~

1.9 - Les opérateurs globalement elliptiques d'ordre > 0 sont 3 spectre

ponctuel et 3 résolvante compacte.

Soit A un opérateur fermé non borné de domaine D(A) cH 3 valeur dans H.

Définition 1.9.1 : On appelle spectre de A et on note o(A) le plus grand

sous—ensemble de € tel que : si A ¢ o(A), (A-A1) admette un inverse continu

partout défini, noté (A~AI)—] (cela signifie que (A-AI) est injectif sur D(A)

et que son image est H tout entier).

On voit aisément que o(A) est fermé. On dit que ) est valeur propre si (A-AI)

est non injectif.

Définition 1.9.2 : On désigne par op(A) 1'ensemble des valeurs propres de A, qui

sera appelé le spectre ponctuel de A.

On a clairement 1'injection op(A)c:c(A). On définit alors les vecteurs propres
associés a A comme les &léments non nuls de Ker(A-AI). Le principal objet

de ce paragraphe est de démontrer le :
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Théorsme 1.9.3 : Soit K€ GT’CI un opérateur globalement elliptique d'ordre

m > 0 (m €IN) et formellement autoadjoint.

Alors l'opérateur non borné Ao canoniquement associé & A admet un spectre

réduit au spectre ponctuel, discret et contenu dans IR. Plus précisément, .il

existe une suite de nombres réels Aj (j € IN) tendant vers l'infini et une base

orthonormale de LZ(IRn), ¢j (j EWN), oi ¢j est une fonction propre associée

*
Aj( ) telle que :

o A)=0(A)= U (A,}cR .
jEIN
Avant de démontrer le théoréme (1.9.3) par réduction 3 la théorie spectrale pour
les opérateurs compacts, autoadjoints, injectifs que nous admettrons, nous allons
établir quelques résultats préliminaires qui ont leur intérét en soi et qui per-

mettent d'obtenir directement certaines affirmations du théoréme.

On a vu que DK- =87 et que (J% -A\I) est, si m>0, un opérateur a indice,
o
o as . s 1gog = 2
d'indice nul, s'il est considéré comme opérateur de B" dans L° .

On en déduit immédiatement que : Im(z;-AI) est fermée dans H et que Ker(z;- I)
est de dimension finie.

Soit A € o(Ao). De deux choses l'une : ou bien (AO-AI) n'est pas injectif et
dans ce cas A € op(z;) ou bien (K;—AI) est injectif, mais dans ce cas il est

surjectif puisque 1l'indice est nul. Ce cas ne peut se produire puisque XA GG(K;).

Par conséquent, on a montré que

(1.9.1) cp(Ao) = c(Ao)

Comme m est > 0, JL-AI est globalement elliptique et il résulte de 1l'exis-
tence de la paramétrixe (cf. 1.7.10) que : Ker(VZ—AI) c fcm“).

Par conséquent :

(1.9.2) Les fonctions propres de K; sont dans'{ .

(*) Autrement dit, chaque valeur propre est répétée selon sa multiplicité.
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K; étant autoadjoint, on vérifie immédiatement que :

(1.9.3) op(Ao)c b I
et
(1.9.4) Si ¢ € Ker(A-AI), ¢y € Ker(A-pI) et X # u, le

produit scalaire <, ¥ > est nul .

On en déduit que :

(1.9.5) OP(K;) est dénombrable .

Sinon il existerait une famille non dénombrable de vecteurs orthogonaux, ce qui
o . . P 2
contredirait la séparabilite de L Cm“).

En particulier, on dé&duit de (1.9.5) que

(1.9.6) 3 Ao € IR , Ao é op(Ao)

On va maintenant donner une autre démonstration de cette propriété lorsque le
symbole principal de .f% est positif.

Proposition 1.9.4 : Soit 1/16 Gm’CI un opérateur globalement elliptique formel-
P 1 P pLic =—

lement autoadjoint d'ordre m >0 (m €IN pour simplifier) de symbole principal a

réel positif.
Alors A° est semi-borné, i.e. il existe C € IR tel que (Ao+ C) soit positif,

i.e.:
(1.9.7) ((a,* Ou, w)>0 vued .
Corollaire 1.9.5 : Sous les hypoth&ses de la proposition 1.9.4, on a 1'inclusion

OP(KO) < [_C yt [

Démonsttration de la proposition 1.9.4 : Soit x dans Cw(IR) telle que x(t) = O

pour |t| <1 et x(t) =1 pour |[t|=>2.

Alors q_(x,£) =x(|x|+|g]) /am est un symbole d'ordre m/2. Soit Q 1'opérateur

admettant q, comme symbole de Weyl. Le calcul symbolique montre que :

35



B. HELFFER

(1.9.8) J% =Q*Q+ R avec R dans Gm—l
1

(Q* = Q car a, est réel).

On déduit de (1.9.8) que :

(1.9.9.) Aa,w) = |loul]? + Ruyu), vuef.

Q &tant elliptique, on a 1'inégalité (cf. 1.7.11).

2 2 2
(1.9.10) ||u||Bm/2<c°(||Qu||o+||u||o) ,vued.
-1 -
Or R est continu de B dans B 5 on en déduit que:
2
(1.9.11) | Ru,wy[< € [ful] _ HRe[] < Clfull® -
7 - 7
B B B
Bl
m/2 2

Comme on a injection compacte de B dans B (d'apré&s la proposition 1.6.11),
il résulte d'un lemme classique (lemme de Lions) que l'on a, pour tout ¢ >0,

1'existence d'une constante C(e) telle que

2 2 2
(1.9.12) ||u||m_l<g||u||m/2+c(e)1|u||o ,Vued

B 2 B

Les inégalités (1.9.9) 3 (1.9.12) permettent alors, par un choix convenable de ¢,
d'obtenir (1.9.7). La proposition est ainsi démontrée.

I1 résulte donc de toutes les considérations qui précédent le :

Lemme 1.9.6 : Il existe Ao réel tel que (AO-AdI) admette un inverse borné

(AO—AOI)_l compact, autoadjoint, injectif dont 1'image est B" .

Preuve : Tout a &été démontré sauf le caractére autoadjoint de (K;-)\I)—l qui
résulte immédiatement du caractére autoadjoint de (K;;AI).
Le lemme 1.9.6 permet alors d'appliquer a T = (K;;AI)_I la théorie spectrale

classique pour les opérateurs compacts, autoadjoints injectifs. On sait qu'alors

(1.9.13) o(T) = op(T) u{(o)}.
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et que :
(1.9.14) Yue cp(T), dim Ker(T-pI) <=,

Comme T est autoadjoint et injectif, on sait de plus qu'il existe une suite

uj(je IN), décroissante en module, tendant vers O et une suite ¢j(j€]N) dans L2,

telle que

(1.9.15) ¢j€Ker(T—uj1)

et

(1.9.16) Les ¢j constituent une base orthogonale de L2(IRn) .

Enfin, si Pk désigne le projecteur orthogonal sur 1l'espace engendré par les

k-premiéres fonctions propres, on a :

(1.9.17) T = lin TP, dans Ja’iy .
ke

On a alors immédiatement le théoréme, en remarquant que si :

on a :

.= w (A -2 T)g.
¢J uJ( o )41J

Si on pose A, =i _+ -l-, on a :
i o wy

1.9.1 Ad. = \.o.
(1.9.18) A A4

uj tendant vers 0, A, tend vers l'infini.
J

On a ainsi terminé la démonstration du thé&oréme 1.9.3.

Définition 1.9.7 ¢ Si A est un opérateur non-borné dans H, on peut définir

N 5
A" pour N €IN, par récurrence sur N par :

p(aY) ={ue p@a" !y aN!

u€ D(A)}
AVu = 2™y , Vu epad).

N
On voit facilement que Ao est, pour N>1, 1'opérateur canoniquement associé 2a

N
1'°-P-d-J\ et que c'est 1'extension autoadjointe de, Ag :
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(1.9.19) Y

La base orthonormale ¢j~permet Jde réaliser un isomorphisme de L2(IRn) sur 22 N

on voit facilement que, dans cet isomorphisme, on a :

—N
(1.9.20) DAY =(u/ 2aMNu,|? <o, u=zu.4.) .

° i I
Enfin, si on pose :
(1.9.21) p° = NDA Y

o ’
N
on voit facilement que :
(1.9.22) p” = n B™m") = f (&™)
N

Pour terminer ce paragraphe, on va donner une estimation grossiére de la croissan-

ce des valeurs propres Aj de K; .

Proposition 1.9.8 : Sous les hypothéses de ce paragraphe, si on supposede plus que

0¢ o (A), il existe N € IN tel que ¢
p o’ ——— "o _—
-2N

I o

DY
2]

J

<o

Démonstration : D'aprés la proposition 1.7.5,J% N est un opérateur pseudodiffé-
;mN,cl . Soit aN(x,E) le symbole 3 gauche de JL_N et L le

rentiel dans G N
. . . J{—N .
noyau distribution de . On a la relation :

(1.9.23) LN(x,y) = Jei(x_y’g)aN(x,E)iTE (dans :r') .

Cette intégrale, qui est 3 considérer comme une intégrale oscillante pour N €IN,

devient absolument convergente si mN> n. LN(x,y) est alors continue bornée sur
n n

IR xIR .

On remarque que, si N est assez grand (mN>n+l), on a :
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- i<x-y,£>
yiLN(x,y) Iyi e > aN(x,E)i 3

- ]D£i<ei<"'y’5)>aN<x,g)a‘ g+ [I Y xa ol e

= [ i<x-y,&> : i<x-y,&>
= Je ’ DgiaN(x,E)H £ +Je ’ xiaN(x,E)Et £

. L n__n
et onvérifie qu'alors yiLN(X’y) est continue bornée sur IR xIR .

Itérant cette remarque, on trouve finalement No tel que xayBL (x,y) soit

N
o

continu borné pour tous a, R tels que |ot'|+|B| <2n+2.

On en déduit qu'alors LN (x,y) est dans L}Z( y(IRanRn) et donc :
o ’

(1.9.24) J|LN (x,9)|? dxdy <.
[o]

Remarquons maintenant que
les {¢i(x)} forment une base orthogonale de L}Z(
les {(TJ._(y)} forment une base orthogonale de L;

et par conséquent que les {¢.1(x)¢7j'(y)} i3 forment une base orthogonale de Li
’ ’

Calculons les coordonnées a.j de LN (x,y) dans cette base :
i
o

. _ -N
335 = iy T4, (rranay = [0 1y cmo;rana - [sreock %60 x .

° o
(1.9.25) a..= 6.. A, .
1] 1] ]
On a donc : 2 2 -2N
[Ing Geon Paxay = 5 a2 = 2l <
o 1,] J

c.q.f.d.
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Remarque 1.9.9 : On peut préciser la proposition 1.9.8. en utilisant la principe

du Max-Min qui dit que pour un opérateur autoadjoint positif, d'inverse compact,

on a :
(1.9.26) A, = max min (Au,u)
J u€M
codim M=j-1 [lul] =1

oli M parcourt 1'ensemble des sous-espaces fermés de codimension (j-1) de D(A).

Considérons 1l'oscillateur harmonique en dimension n.

2 2
(1.9.27) P = E (-3X.+ x4 )

Les valeurs propres de Po sont explicitement connues.

n
A tout o € IN" , on associe une valeur propre A(a) = I (20.+1) et une fonction
=1
ropre : ¢ (x x)=9 (x,)- Yy (x ), ol Y,(t) désigne la 'iéme—fonction
prop R S .} o 17 """ Yat"n’? i g J
propre de (-35 + tz).

On voit alors aisément qu'on a 1'encadrement suivant pour la fonction de comptage
N (A) associée & P :3C_ et C tels que
o o o

1

(1.9.28) c, A+D™ <N ) < a+]APD" pour r> ¢,

(N ) = {#a, A<D,

On montre en effet 1'encadrement suivant, pour ) =n

ol [a] désigne la partie entiére de a pour a €EIR .

On en déduit (compte tenu du fait que, si A? désigne la jleme valeur propre de
o .
Po’ on a : No(xj) = j) que :

(1.9.30) A? ~ jl/n ( i.e. sans contrdle des constantes) lorsque j tend

vers 1' = .
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Soit maintemant Q un opérateur globalement elliptique d'ordre 2, autoadjoint.

On a les inégalités suivantes :

(1.9.31) laul12< & (llzgul 2+ (lulld v ue X
(o] [o]
et
2_ o~ 2 2
(1.9.32) e ul1?< €l fQul |2 + [lullD) ,vued

On peut réécrire (1.9.31) et (1.9.32) sous la forme :
2 ~ 2
(1.9.33) (Qu,u) < (Cl(Po + I)u,u)

2 ~
(Pou,U) < (CZ(Q2 + I)u,u)

et si Aj désigne la valeur propre de Q , on déduit de la formule (1.9.26)

appliquée a Pi et Q2 que

(1.9.34) AL

I1 en résulte que 1l'on a * Aj ~j .
Pour un opérateur globalement elliptique d'ordre m, autoadjoint, on obtient en

prenant par exemple la puissance fractionnaire d'ordre 2/m (cf. §1-10 et 1-11)

(1.9.35) A ™ /2

NO)m A2

Bien entendu, on donnera ultérieurement des résultats beaucoup plus précis.

1.10 - Calcul foncionnel sur les opérateurs globalement elliptiques (théorie

abstraite).

Soitl’% un opérateur globalement elliptique d'ordre m>0 (m € IN) formellement

autoadjoint et Ao , A; les opérateurs définis dans les paragraphes précédents.
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Pour simplifier, on pose K; = A. Soit f une fonction définie (au moins)
sur le spectre de A. Soit ¢j la base orthonormée de L2(IRn) associée a la suite

des valeurs propres Aj. On pose la :

Définition 1.10.1 : £(A) est 1l'opérateur non-borné défini par :

}

(1.10.1) D(£(A)) = (u€ Lz(m“)/;lf(xj)|2|uj|2<m avec u = fu.
j j

373

et pour u dans D(£f(A)) :

1.10.2 f =3 £ )u, ¢. .
( ) (A)u § féAJ)uJ ¢s

I1 est immédiat de vérifier que f(A) est fermé et de domaine dense (les fonctions
propres ¢j appartiennent & D(£(A)).

De plus, f(A) est autoadjoint si f est réel.

Rappelons qu'on a défini D“(=jf(IRn)) en (1.9.22) ; il est naturel de se demander

sous quelle condition f(A) opére de D~ dans D . C'est 1'objet du lemme :

Lemme 1.10.2 : Si f est 3 croissance lente sur le spectre, i.e. s'il existe une

constante C et p EIN tels que
(1.10.3) viemw, If()\j)I < c(l+|xj )P

alors £f(A) opére continlment de D dans D .

Preuve : D'aprés (1.10.3), on a, pour tout N, 1'inégalité

N N+p
1+, f(A)u.|S Cl(1 +|X, .
[ Dy DY 20 a1 ela el D™ u |

On en déduit immédiatement la continuité de £(A) testreint 3 D(AN+p) dans D(AN)

(ot D(AN+p) et D(AN) sont munis de leur structure d'espace de Hilbert naturelle).

Notons qu'en fait : D(AN) - 3™

Remarque 1.10.3 : Si f est bornée (cas o p = 0), £(A) est continu de L2 dans Lz.

Exemples :

Exemples 1.10.4 : On suppose que Ao est strictement positif. Dans ce cas
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— +
0(A ) IR . On peut prendre dans ce cas :
o

+
f(x) = x° o x6 IR et s EIR .

Exemple 1.10.5 : si f € C:(IR), f(A) est de rang fini et régularisant.

tx - =
oi t est un paramétre réel.

Exemple 1.10.6 : f(x) = et

Alors f(A) = e—ltA est on opérateur borné unitaire dans LZ(IRn),d'adjoint e+1tA.

P . —+
Exemple 1.10.7 : On suppose que A0 est positif. Alors si f G:f(IR ), £(A) est
un opérateur régularisant. Par exemple, on peut prendre la fonction :

ft(x) = e_tx avec t >0.

Exemple 1.10.8 : Si f et g sont a croissance lente, on a, sur D , 1'égalité

£(A).g(A) = (£.8) ().

Proposition 1.10.9 : t - oT1tA appartient 3 C:(k!(Dw,Dw)).

De plus, 1'équation suivante est satisfaite :

(1.10.4) (%a +A)e itA

. = 0 dans ct(_z_'(D”,D ))

-itA _
e /t=0 =1.

Démonstration : En revenant aux définitions, on montre en effet que pour tout

m€ IN et tout p €IN, tre ‘A6 CI:_I(IR,X(D(Am+p),D(Ap))).
L'équation 1.10.4 vérifiée par e_1tA sera la clé pour chercher une bonne appro-
ximation de e—1tA .

Etude du noyau distribution de f(A).

Proposition 1.10.10 : Si f est & croissance lente sur le spectre de A, le
noyau distribution K de f(A) est dans ‘3'(IRnXIRn) et on a :
(1.10.5) K = lim K, dans J' faible
N
N+

ol KN est le noyau :

N
(1.10.6) Ke(x,y) = = £, ()4, (5) .
l=

1
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Le fait que le noyau de £f(A) soit dans :f; y résulte du théoréme des noyaux et
’

du fait que, de par le lemme 1.10.2, f(A) est continu de :f dans :f et donc

de ‘f dans ‘:f' .

£(),)
(1.10.7) Soit k € IN tel que —————l——§E tende vers 0 lorsque i » «
(1+|Ai|)

( k existe toujours, car f est 3 croissance lente sur le spectre

et A tend vers 1'infini avec i.)

(1.10.8) Soit BN = f(A)PN (cf. 1.9.17 pour la définition de PN) 1'opérateur

ie no .
de yau KN
_ . k k..' . ~
BN se prolonge en un opérateur continu de D(A™) dans (D(A)) et i1 résulte de

(1.10.7) que By est de Cauchy dans 2@y, p@ay.

I1 existe donc B dans Z (D(Ak), D(Ak)') tel que :

(1.10.9) B =1lim B

N->oo

N

On constate de plus, compte tenu de (1.10.8) et (1.10.9), que, pour tout i :

B ¢i = lim BN ¢i = lim f(A)¢i = f(A)q>i .
N->c N>
N1 N>i
Par conséquent B et f(A) étant dans ){(:f,:f') et coincidant sur les ¢i sont

égaux dans .2,’(:?,-3'). On a donc

(1.10.10) f(A) = 1lim B .
N
N+oo
Proposition 1.10.11 : Si f est 3 décroissance rapide sur le spectre, alors

KN tend vers K dans g .

D'aprés la démonstration précédente, qu'on peut utiliser avec k=0, on voit immé-

diatement que KN(x,y) + K(x,y) dans Li y quand N »>« , Introduisons A¢ par :
’

(1.10.11) vueY,a®u=2aq
On a :

M . cM N oM —
(1.10.12) A Ay Ky (x,y) = iil AMUEQD e, )6, () -
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M M o
D'une part, Ax A; KN(x,y) tend vers Ai A;M K(x,y) dans :f;’y (proposition
1.10.10) et d'autre part, comme AiM f(Ai) tend rapidement vers O quand i tend

2
vers 1'« , est convergente dans Lx -
’

On en déduit que pour tout M€ IN :
M, cM M, cM 2
Ax(Ay) KN(x,y) tend vers Ax(Ay) K(x,y) dans L
lorsque N tend vers 1'infini.

c . B P PR
Ax et Ay étant globalement elliptiques, on en déduit, er admettant un théoréme

de régularité de Ax (ou A;) a valeurs vectorielles & partir de Li - que
’
M~ M

KN(x,y) -+~ K(x,y, dans Bx f By pour tout M.

Compte tenu de 1l'inclusion de BZ ) Bg dans BZ et de la propriété :
’
M f! - P 2
n B = , la proposition est démontrée. g

M XY X,y

Corollaire 1.10.12 : Si f est 3 décroissance rapide, on a

def
Trace f(A) = I f(Ai) = J K(x,x)dx .

1 mn

Etude de Trace (e_ltA) (définition abstraite)

. e s -itA . . .
On voudrait définir Trace (e t ). Si f é&tait une fonction (t,x) » f(t,x) dans
CO(IRt,tfx), alors Trace f(t,A) serait une fonction continue en t. Mais
itx

(t,x) » e n'a pas cette propriété.

PP -itA . . .
On va définir Trace e comme une distribution.

Proposition 1.10.13 : L'application :

ff 3 ¢ > Trace g(A) ol g(x) = Je-itx¢(t)dt .

P . . . PP p -i
définit une distribution tempérée notée Trace e tA .
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Démonstration : ¢ > g = 5 étant continue de :f dans ¥ , 11 reste 3 montrer
que |Trace g(A)] € C P(g) pour un C € IR et une semi-norme P convenable. Or

on a :

lzgr )] =lzan®™ an?¥ g0
j j i J J ]

<zamH™ swp |(1+t2)N g®)] .
i J tEIR

Or, on a montré dans la proposition 1.9.8, qu'il existait No tel que :
-N
2
$(1425) © < w,
i J

La proposition est donc démontrée.

c s . . . oz -itA . .
Il sera intéressant d'&tudier les singularités de Trace (e ). Ceci sera fait

au chapitre II.

1.11 - cCalcul fonctionnel sur les opérateurs globalement elliptiques

(Théorie o.p.d.).

On garde les hypothéses du paragraphe précédent et on suppose de plus

que K; = A est inversible et positif, i.e. OD(K;) cr”.

On a vu (cf. ex. 1.10.4) que 1'on peut définir abstraitement A® pour tout z€ C.
On a d'abord le théoréme suivant :

1

Théoréme 1.11.1 : Soit JLG GT’C un opérateur globalement elliptique d'ordre

m>0 (m € IN), formellement autoadjoint, strictement positif.

Soit A = K; 1'extension autoadjointe associée. Alors Az(z € L) peut étre

défini comme un opérateur pseudodifférentiel dans G? Rez-l.

Le théoréme suivant précise et généralise le théoréme 1.11.1.

Théoréme 1.11.2 : Soit f une fonction d'une variable réelle )\ & valeur complexe

vérifiant les propriétés d'un symbole classique d'Hormander d'ordre r :

(1.11.1) 155 oy |< Ck(1+|>\|)r_k .
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PR — . rm
Alors, sous les hypothéses du théoréme 1.11.1, f(Ao) est inclus dans G1 et son

symbole de Weyl a_ admet un développement du type

£
o mr-j
(1.11.2) ag ~ jio af,rm—j avec af,rm-j GI‘l
(1.11.3) af,rm = f(am)
= '
(1.11.4) af,rm-l am_l.f (am)
i d.. (a)

c s 3 jk (k)
(1.11.5) Pour j =2, af,rm—j b ] f (am)
~ < . mk-j
ol les djk ne dépendent que de a et sont inclus dans Fl .

rm,cl
1 .

De plus, si f(X) ~ % cj.Ar_] (pour A>0), alors f(K;) est dans G
o 2o F hainhuid -

Remarque 1.11.3 : En fait, il suffit de faire 1'hypothése (1.11.1) dams r .

Nous ne démontrerons pas dans ce cours le théoréme 1.11.2.

Remarque 1.11.4 : En particulier, dans le cas ot f(A) = zZ pour A >0, on obtient
que le symbole de Weyl de Az, a(z), admet un développement (en termes homogénes si

z est réel) de la forme :

alz) ~ ? amRez—j(z)
avec
amRez(z) = a pour |x|+|€| assez grand
a _(2) _ z-1
(1.11.6) mRez-1 =za _,.a
: d., (a) _
fmRez=3 % = 1 (1 s el

1

Mous démontrerons ici le théoréme (1.11.1) et la propriété (1.11.6)

z

Démonstration du théoréme 1.11.1 : A" a été défini "abstraitement" au §1.10

m

(cf. 1.10.4) et on a vu que, sur D”(='4(1Rn)), on avait (cf. Remarque 1.10.8) :

(1.11.7) A'.AC=A ,Vz,, 2z, € L.
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I1 suffira donc de démontrer le théoréme dans le cas ot Rez <0. On concluera
dans le cas général en utilisant (1.11.17) et pour les formules (1.11.6) un

argument de prolongement analytique.

Soit maintenant T le contour dans € défini par exemple par la réunion de

T
—17
Tl = {pe , =o<pg-g}
-i%+t — ¢ s —o—v—
I, = {ee , Ogtgm) op(Ao)
F3 = {pe N s\<p<+m} r

On choisit € assez petit de sorte que T soit & gauche de OP(K;).

Posons alors :

BZ Zlﬂj’ AZ(A-A)" dk

oli on a pris la détermination principale de AZ dans C~TR
Ve X &g 2 2 P
L'intégrale est convergente dans (L°,L7) car Rez ¢0 et on a (A &tant auto-

adjoint) pour AET:

(1.11.8) [a-0" e @, o)) et
|A|+1
Remarquons maintenant qu'on a, pour j € N:
_ 1 _ -1
Bz ¢j = 211]9 Az (A-\)~ ¢ dx = Zlﬂj, 2z (X A) dk)¢j

48



OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS GLOBAUX SUR RZ

Utilisant la théorie de Cauchy, on constate que

z
B .= A9, (e IN .
z 4>J J¢J ] )
On montre ainsi que :
(1.11.9) A% ==L hZa-n! a
i 2im # :

La démonstration du théor&me résultera d'une &tude soigneuse du symbole de 1'opé-
rateur pseudodifférentiel (A—A)_l. Pour tout A€ T, (A-)) est inversible et on
a vu (cf. proposition 1.7.5) que (A-)\)-1 est un o.p.d. (plus généralement pour
tout X € C(b(Ao))° En suivant soigneusement dans la démonstration la dépendance
en )\ , on obtiendrait que le symbole de Weyl q(x,{,)A) de (A—)\)-1 dépend de

maniére C* de X et qu'on a :

(1.11.10) Ve O (A) » V(,8) e N, 3C(K,0,8) t.q.

DgDla e, e, | < C(K,a,801Gx,5) I8

Cette information est insuffisante et on doit examiner plus soigneusement la
dépendance du symbole en A . Pour s'é@viter quelques problémes techniques, on fera
1'hypothése :

(1.11.11) L'opérateur J@ considéré est un polyndme de x et Dx de degré m.

Soit I le sous~ensemble de CGP(K;) construit comme &tant la réunion du complé-

mentaire du cbne : |arg zl<a (avec o <0) et d'une bande assez petite centrée 2

1l'origine : //
Z ra - - v 7

On introduit la classe rs,m,Z

de symboles définie par :
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s,l,m

(1.11.12) r ~{a €C™(IR™®x5);V a, V 8, 3 C, t9°

B8

|Bz aia(x,g,x)l < cus(x[x’ga|A|l/m])s‘|a|'|31}

On voit facilement que, si (1.11.11) est vérifiée, (JL-X) admet un symbole de Weyl

m,Z,m. On notera : (4 ~)\) € Gm,E,m .

dans T
Par ailleurs, son symbole principal est elliptique en (x,£,)), en ce sens qu'il
vérifie :

(1.11.13) la, (x,€,1) > c(lx|+|g[+[r]/mym

/
pour |x|+|g|+|A|1'm assez grand
ol am(x,E,X) = am(X,E)-X .

On peut alors faire une théorie elliptique (en (x,£,)\)) "avec paramétre'" et cons-

truire une paramétrixe QA telle que

Q)\.(\R,—A) 1+ R,

I+R'

A- -Q, \

i q, ec™H® R et R €6

oo’z’m
A A ’

Compte tenu de (1.11.18), on peut montrer alors (cf. proposition 1.7.5) en contrd-

1 55 ,m

lant soigneusement la dépendance en )\ que (A—A)— est lui-méme dans ¢ ™ et

qu'on a

1 ,Z,m

(1.1.15) a-n" -q e ¢ .

Si on analyse la construction de la paramétrixe QA , on peut donner une informa-
tion plus précise sur q(x,&,1A) ; q(x,£,A) admet un développement asymptotique de

la forme :

(1.11.16) a0, 8,0) ~q_p (68,004 (L8 *e. kg o (x,E,0)

—m~

(la somme asymptotique &tant prise au sens des symboles en (x,E,1)).
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On a de plus pour |x|+|g|+|A| >R avec R assez grand, A € I

/
ateEn) = (@ E)-)T
-a__ (x,8)
(1.11.17) a4 %60 = """Etj“‘if
(a (x,€)-})
(x,E,1) = % d. (a)(a_(x,6)-N K71
\ 9op-j 2> k=1 jk m

avec djk(a) dans FTk_J (en fait homogéne de degré mk-j en (x,£)).

Remarque 1.11.5 : Sous 1l'hypothése (1.11.11), djk(a) est polyndmial en (x,£) et

on a donc :

_ ] -k-1
(1.11.18) q_m_j(x,E,A) = k=%j/m]djk(a)(am(x,a)—x)

Revenons a la formule (1.11.9). Le candidat 3 &tre le symbole de A% est,s'il existe:

1 .2
(1.11.19) az(x,g) =55 J A q(x,E,0)dx .
r
Comme on a, pour |x|+|§| <R et AET:

a8 -1
D, Dpalx,£,2) [<C o (1+]A])

on n'a pas de probléme dans cette zone.
On suppose donc dorénavant |x|+|g| > R et on utilise (1.11.16)

N—
(1.11.20) E%F J A%q(x,E,)dA = I
r j=

! 1

z
=i L"X S (x,€,2)dA

0

1 z N
+ Tin J A q (x,E,1)dA
T
ol qN(x,é,A) est dans r—m-N,F,m

Examinons le second membre de (1.11.20). Pour |x|+|&] >R, on a
|x|+|€|+|A| > R et par conséquent, d'aprés (1.11.17)

1 z o 1 J z k-1
2im JFA Q_m_j(x:E’A)dA = kil djk(a) 21in FA (am N dx .
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D'oli, en appliquant le théoréme des résidus :

z(z=)...(z"k)  z-k def (z3%,8)

J
E (-1) djk( ) k! ‘m = amRez—J

k=1

z = . P . -
Il ne reste plus, pour montrer que A~ est un opérateur pseudodifférentiel, qu'a

montrer :
1

N -M(N) .2
2in JFAZ q (x,£,A)dA €T ( )(IR ny

avec M(N) > «» lorsque N tend vers 1' » . Ceci résulte immédiatement de la

propriété que qN est dans r-m—N,F,m .

1.12 - Caractérisation des opérateurs pseudodifférentiels (d'aprés Beals).

On se propose dans ce paragraphe de démontrer la caractérisation sui-

o
vante des classes Gp

Théoréme 1.12.1 : Soit 1>p> 0 et B une application linéaire de j’(IRn)

dans {'(IRH).

On pose :

=
=~}
]

[ixj,B] = iij—inj (j=1,...,n)

=
=
]

[D.,R] = D B-BD
3j X. X.
h] 3

. n s s
et si a ,B € ( Z+) sont des multiindices, on pose

o
1
@ 1 L ul. "B

By =N n M h

Alors B est dans GO(IRn) si et seulement si, pour tous o ,B € (Z+)n , 1'opéra-
(a) _ % % Bl B

n
®) " Ll .o Ln Ml e Mn B .

teur B

Alors B est dans GS(IR“) si et seulement si, pour tous o ,B € ( Z+)n s

(a)

1'opérateur B(B) a une extension continue de B_(|a|+|BI)p(IRn) dans L2(IRn).

Montrons d'abord la partie facile du théoréme.
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Lerme 1.12.2 : Si B est dans GO(IRn), alors pour tout o, BE zi‘ , 1'opéra-

teur BE:; a une extension continue de B-(la|+l8l)p (IRn) dang_Lz(IRn) .

Le lemme est vrai pour p = 0, mais compte tenu de ce que nous avons démontré dans

ce cours, nous ne ferons ici la démonstration que dans le cas ol p > 0 .

Si B s'écrit sous la forme

(1.12.1) Bu = Iei<x’€>a(x,£)u(z)d £
avec
(1.12.2) a6 Fz(IRzn) .

(@)

on vérifie immédiatement que B est un opérateur pseudodifférentiel de symbole
-5 (!

(B)B(Dga) (x,£) dans Fpp(,a|+|8|)(m2n)‘ Le lemme se déduit alors du théoréme

(1.4.7) et de la proposition (1.6.3).

Montrons maintenant le :

Lemme 1.12.3 : Soit B une application linéaire de < dans {' telle que,

(@)
B @)

de Lz(m“) dans LZ(IRn). Alors B appartient 3 Gz(IRn).

n _ . .
our tout g dans (Z ) 1'opérateur admette une extension continue
P s + s P

Démonstration : Nous cherchons d'abord une écriture formelle du symbole b (usuel,
cf. (1.12.1) en supposant par exemple que B est continu de ;(' dans :f .

Posons

(1.12.3) e (O = ix-E

et soit g € é) tel que g(0) =1 et tel que : g(x) = g(-x).

Posons : gx(y) = g(y-x).
Si u € ‘f , On a:

ux) = u(x)g (x) = Jjei(x_y‘g)gx(y)u(y)dyJE
- Jje_iy'geg(x)gy(X)U(Y)dy&E

on obtient alors formellement :

Bu(x) = ”e'iy"5 B(eggy)(X) u(y)dydé
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=Ijel<x'y’g>b°(x,y,£) u(y)dyd ¢

- J're'“"E b(x,8) GO ¢
od
(1.12.4) b (x,y,8) = e_E(x)B(eEgy)(x)
et
(1.12.5) b(x,£) = jfei<x‘y’””5>bo(x,y,n)d ndy

Les estimations qui vont suivre permettront de donner un sens a 1'intégrale oscil-
lante (1.12.5).

Considérons d'abord bo(x,y,é) défini en (1.12.4). Si B est continu de L2 dans
Lz, on déduit de (!.12.4) 1'estimation L2 suivante pour b0 considérée comme fonc-

tion de x dépendant des paramétres y et .

b, (x,y,8)]] <||B e
° LZGRH)\‘ I lgz(Lz,LZ)l l ggyllLi(Rn)

X

(1.12.6) by xuy,a || <|IBll, e
° L@ £a.t,1H |

Considérons maintenant : (Dxbo)(x,y,g), on a:

Dxibofx,y,€)=—i§j.e_E(X)B(eggy)(X)

+e_g(x)Dx{B(e€gy)](x)=—i£ie_€(x)B(e€gy)(X)

+e_€(XJ[Dxi,B][(eggy)](X)+e_£(X)(B(Dyi(eégy)))(X)
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(1.12.7) Dxibo(x,y,£)=e_g(x)[0xj,B](eggy)(x)

+e_g(x)(B[e£-(+Dxig)yl)(x)

2 2.-Hell+l[BI 11D eil

(1.12.8) [|p, b x,y,0) || 5, <llD_ Bl
X0 L‘GRQ)\ L as9
Etudions maintenant (Dy .bo) ’ on a :
i

(1.12.9) Dyibo(x,y,&):e_g(x)B(eg(-Dxig)y)(x)
D'ol
(1.12.10)  ||p, b_(x,y,8) |} <|IBl . Ho, ] 5

Yo 12D Latth %Lt
Regardons enfin (Déibo) ’ on a :

Dgibo(x,y,i)=-xj.C_E(x)B(eEgy)(x)+e_E(x)B[xie£.gyl(x)

(1.12.11) ngbo(x,y,5)=e_€(x)[B,xi](eg-gy)(X)
D'ol

(1.12.12) |jp, b_(x,y,e) || . _«lliB,x 1]}, Hell
P o Lty S U '
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Si on regarde les formules (1.12.7), (1.12.9) et (1.12.11), on obtient aisément

- . . +n .
par récurrence qu'il existe pour tout o,B, Y € Z une constante universelle

CGBY telle que :
BnOLY
1.12.13) DXDgDybo(x,y,ﬁ)
(R (@) 1
<c 1= @ gl 1y pa1
“BYLIT <]l (B) | Jelriglely]

: PITRRES
[Bl<[e]

ol H(|a|+|Bl+|Y|)(Rn) désigne 1'espace de Sobolev usuel construit sur Lz(Rn).

On a par conséquent montré que :

B oY ~
p%p'Db <
(1.12.14) D, Dy v o (%Y )IIL2 Cpy
X

~

~ - 2 .
ot les CuBY sont des constantes ne dépendant que des normes dans JP(L ,LZ) des

(@)

B°_~ pour Igl <o et |E| <|B|. Utilisant le théoréme d'injection de Sobolev,
(8)
déduit : Vv 8 3t t.q :
on en déduit : a, B, Y, By .q :
B oY <™
(1.12.15) | D DeDib oy, 8) | <€ o0

i.e b e (R"xR™xR")
o) (o]

Si on avait démontré que b0 était dans I'g(]Rnx]Rrl X]Rn) avec p > 0 , 1la
conclusion du lemme (1.123) serait immédiate (cf. Déf. 1.2.3 et Théoréme 1.2.6).

I1 reste & généraliser 1'étude faite au §1.2 dans le cas p=0 .
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Pour donner un sens & (1.12.15), on introduit l'opérateur différentiel :

-i(x-y).9 _-i(g-n).d +1
(1.12.16) Lo i(x-y).3 -i(E-m).3 '

2
1+[x-y |2 + |€-n]

qui vérifie :
(1.12.17) Lol <X¥,n=&>_ i<x-y,u-£>
On a alors :

(1.12.18)

i N
b(x,£) = ”e1<x—y,n £> () b (x,y,n)dndy

qui devient, pour N>2n+l, une intégrale convergente grace & (1.12.15).
On déduit alors de (1.12.15) et (1.12.18) que

b e r2(R*™)
o
et plus précisément : V a, 8, 3 CQB tel que

B0
(1.12.19) |DXDEb(x,g)| < Cup

de plus les COl g ne dépendent que d'un nombre fini de normes dans f(L/',LZ)
’

des B(g) .
®)

Dans le cas général, on approche B par des opérateurs continus de ‘Zf' > f

Soit h G.ﬁ)(]Rn) égale 3 | au voisinage de l'origine. Pour O0<e< l, on pose:

P, (x,8)=h(ex) , qe(x,€)=h(€£)

P =P (x,D) , Q.=q (x,D) , B_=P_ B Q_.
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Les opérateurs B sont régularisants et pour tout u dans j’, on a
€

(1.12.20) Bu 5 Bu dans C*
€

€ o .
et donc bo(x,y,E) (défini en 1.12.4 en remplagant B par Be) vérifie :

(1.12.21) bz(x,y,g) —_ bo(x,y,g) dans €~ .
€>0

Par ailleurs :

(1.12.22) Les BEEE; décrivent quand € €]0,1[ des bornés de ;ﬁ(Lz(]Rn))

I1 résulte de (1.12.20), (1.12.21), (1.12.22) et de la remarque suivant (1.12.19)
que les symboles b_ convergent dans Cm(IRn><IRn) vers un symbole b dans Fg(IRn)
(défini par 1.12.18) et que :

g

lim BE (x,D)u = Bu pour u dans J .
e~>0

(1.12.23) b(x,D)u

Démonstration du théoréme 1.12.1 : Soit donc B tel que, pour tous a ,B € (Z+)n,

1'opérateur BE:; ait une extension de B—( l0‘|+|B|)O(IRH) dans LZ(IRn). I1 résulte
du lemme (1.12.3) que B est dans Gg(IRn) et défini par un symbole b(x,&)
vérifiant :

1 08 <
(1.12.24) IDXDEb(x,g)I\CaB .

Si p = 0, on a terminé. Si par contre p est strictement positif, les estimations
(1.12.24) sont insuffisamment précises.

Remarquons maintenant que, compte tenu de la remarque précédant le lemme (1.12.3),
on a :

(o)

° o(lal+]8])
(1.12.25) BE GO e B

€c, (RY Va,ge (zH" .

(o)

Considérons donc B(B) et soit 2% g un opérateur globalement elliptique dans
’

60" lal+ 8 g0y,

On remarque maintenant que :

(@) o ~o(lal+]|8]) o2 () o, n
(1.12.26) B €6, “ B .o‘fa’ee O (R™) .
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Ceci résulte immédiatement de 1l'existence d'une paramétrixe pour ‘2/ (Th. 1.5.7)

<,

Pour démontrer le thé-réme (1.12.1), il ne reste plus & démontrer que B(B;

vérifie les hypothéses du lemme (1.12.3). Montrons tout d'abord que :

(1.12.27) BE;; x se prolonge en un opérateur de Lz(]Rn) dans Lz(]Rn).

. 2 n
D'aprés la proposition 1.6.11, l’aB est continu de L“(R ) dans

(o)

- +
B e(lal+[8]) et B est par hypothése prolongeable en un opérateur continu de

3P Ul 18D 4ans 12, 0n en déduit immédiatement (1.12.27).

Considérons maintenant par exemple : [ D Eg; I ]
. (a) ¢ _ gl 5(®)
on a : [ DXi. zﬁaBB(B) ] B(‘B) [Dxi,fash[ D ; (B) ]o\gag

- . s oo (laf+]B])-1
[ Dx. ’iaB ] appartient a Gl

1

et donc a fortiori a Gzp(lal |B|).

Par conséquent, EZ; [D R faB ] se prolonge en un opérateur continu de L2(]Rn)

dans LZ(]Rn). Remarquons malntenant que : [ D EZ;] Eg;l) se prolonge par
hypothé&se en un opérateur continu de B-p(la“IBlH) dans L2 et donc a fortiori de

g0 (al+lsl)

2 C +1)
dans L”. Par conséquent, B(B)

Z;:B se prolonge en un opérateur
continu de L2 dans L2. On démontre alors (1.12.27) par récurrence. Le théoréme

est ainsi démontré compte tenu de (1.12.25), (1.12.26) et (1.12.27).
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II - OPERATEURS FOURIER INTEGRAUX SUR R® (D'APRES B. HELFFER - D. ROBERT)

Dans le chapitre I, on a rappelé, en suivant de plus ou moins prés le livre
de Subin, la théorie des opérateurs pseudodifférentiels globaux et on a déja
démontré un certain nombre de résultats qualitatifs concernant la théorie spec-

trale.

Dans ce chapitre, on va &tudier différentes classes de Fourier-intégraux globaux
sur R" pouvant &tre utiles pour notre probléme (cf. chapitre III) et des pro-

blémes voisins.

2.1 - Une classe générale d'opérateurs Fourier-intégraux.

On s'intéresse ici 3 donner un sens a3 des intégrales du type :

i *]
(2.1.1) (I(a,9).£)(x) = ” 10068 L (x,6,y) £(y)dy de
]RQan
6y
on fe J®"), xeR"
On doit considérer bien entendu cette intégrale comme une "intégrale oscillante",

c'est-3a-dire lui donner un sens par des intégrations par parties (on précisera

dans ce paragraphe).

On fait sur ¢ les hypothéses suivantes

(H1) [ r" X]RN *xR" + R est une application C00
2 2 2 1/2
Si on pose comme au chapitre I : A(x,8,y) = (1+|x|%+|y|"+|6]|%) s
n n N . .
(H2) V (a,B,y) € N xN xIN , il existe C tel que

aBy

a8,y @=(fal+|8l+l¥] )
|axsyae¢(x,e,y)|<ca8y(k(x,y,e)) +

(H3) I1 existe des réels K K2 >0 tels que

1’
Kl-)\(xsan)< X(3y¢,36¢,}’) <K2>\(X,9,Y)

(H3)* I1 existe des réels KT, Kz >0 tels que

K} A (x,0,7) < A(x,8,0,3_¢) <KIA(x,0,y) .
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On définit &galement la classe d'amplitude de la maniére suivante :

Soient uy€ R,p€ [0,1] , @ un ouvert de r" ><]RN xR" . On pose

u-e(lal+lel+[v]),

Beoy = fae (o). la%aBaY
(2.1.2) rp(n) = {a€C (O: axayaealscaeyx(x,e,y)

Lorsque Q = R™x ]RNx RrR" , I‘E(Q) est la classe définie au chapitre I. On notera

simplement I‘S s'il n'y a pas d'ambigiité.

Soient donc ¢ vérifiant (H1), (H2) et (H3) et a dans I‘g; on se propose de
préciser le sens que 1'on donne 3 (2.1.1) comme intégrale oscillante. Pour cela,
on procéde suivant la méthode classique.

I(a,¢)f étant bien défini pour ae'f , i1 s'agit de montrer que 1'on peut passer
3 la limite & 1'aide d'intégrations par parties.

Soit donc, comme au chapitre I, x une fonction dans 'J telle que x(0) =1

et posons :

(2.1.3) a (x,8,9) = (@ (x,6,9)) alx,8,y) .
On a la

Proposition 2.1.1 :

n
i) Pour tout f€ :{ (R ), tout xG]Rn, ('I(ap,¢)f) (x) admet une limite

lorsque p - «, indépendante de la fonction x . On pose alors

(2.1.4) I(a,¢)f = lim I(ap,qb)f

p>

ii) I(a,¢) définit un opérateur linéaire continu de ‘ff(]Rn) dans lui-méme.

iii) Si de plus, ¢ vérifie H;, alors I(a,¢) se prolonge en un opérateur

PP . n s A
linéaire continu de j'(]R ) dans lui-méme.

Démonstration : Soit 6§ € C:(IR) telle que suppsc [-1,2] et telle que
§ =1 sur [0,1].

Pour tout ¢>0 , on pose
2 2
+
|3y¢| |3e¢’| \

€ >\(x,e,y)2 /-

(2-1-5) we(x’e,y) =6(
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L'hypothése (H3) implique qu'il existe y>0 tel que l'on ait sur le support de(»é

El/

2, 1/2 2
(2.1.6) AMx,8,7)) < y[ |y + A(x,8,7)] .

Par conséquent, il exite € et une constante Yy o telle que pour tout e< ¢ ,
on ait 1'inégalité :

1/2
2.1.7) 2,0, < v (+lyl D)

sur le support de w .
€

Dans ce qui suit, on fixe € = € -

I1 est imm&diat qu'alors : I(mE ap,¢)f est une intégrale atsolument convergente
et que 1l'on a : °

(2.1.8) ;ig; I(oueo ap,¢)f = I(m€0 a,¢)f

tn utilisant (H2) on montre &galement aisément que I(mE a,¢) est un opérateur
o

continu dej’CRn) dans lui-méme. Pour étudier limI ((1-w_ )ap,¢)f, on introduit
p >t “o
1'opérateur :
[5G o)+ b oy 2
R A TR %" %, )
(2.1.9) L=i ] VR ]

2 2
lajol™ + lag0l

On a clairement

(2.1.10) Le1¢ = e? (sous réserve que le dénominateur de (2.1.9) soit non nul).

Soit Qo l'ouvert de R" X'RNXHJI défini par
(2.1.11) Q= {(x,0,y),|? ¢|2 + |2 ¢[2 >fg-A(x 9 y)2} .
. . 0 ’ ’ b y e 2 ’ ’

si fL désigne le transposé de L, on a le

Lemme 2.1.2 : Pour tout entier q =0, on a,pour tout b dans Cm(R; X'Rg) :

(2.1.12) (fL1-s b = = g

.asag ((-s_ )b)
o lal+lel<q %Y

»B °

oili_les gz 8 sont dans F;q(Qo) et ne dépendent que de ¢ .
’

On démontre le lemme parrécurrence. Il est clairement vérifié pour q= 0. On

voit maintenant facilement que:
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(2.1.13) i "9y,

LLeLF, . =— +I G, .0 4H
- . 36,
i i 3 j
ot F,er. (@), 6. 6r @) Her ) .

j o o’ 7] o o’ o o

Ces derniers points résultent de 1'hypoth&se (H2). La récurrence se démontre

alors immédiatement.

Fin de la démonstration de la proposition 2.1.1.

Pour tout entier q > 0, on a, compte tenu de (2.1.10) :

(2.1.14) (=g a0 e = [ 000 FHdaug )a,.Haye
Or :
(2.1.15) (tL)%Kl—w Ya_f) décrit (quand p varie) un borné de e
50 p o
et
(2.1.16) lim (LY da £)(x,0,y) = (L)Y~ daf) (x,0,y)
P—)oo Eo P 60

pour tout (x,6,y) € ]Rnx]RNx]Rn .

Enfin, on a, pour tout s ~n+N |

(2.1.17) Jj\_s(x,e,y)dedy<ys AR TNTS
I1 résulte alors de (2.1.14) 3 (2.1.17) que 1l'on a (gréce au théoréme de conver-
gence dominée)
. id .t
(2.1.18) Lin (1((1=2, )a ) £G) = ”el*(x’e’Y)(( 1% ((-v_ yafydyds .
P>« [e] (o)

ol q vérifie q>n+ N+y.

(2.1.8) et (2.1.18) permettent de démontrer le point i) de la proposition.

Montrons maintenantquel«l—we)a,¢) est continu de 7{ (Rn) dans jﬂ(mn).
o
Compte tenu de (2.1.13) et (2.1.18), on a :

(2.1.19) I((1-w_)a,0)f(x) = % ” 100D o oy aTE(yyayde
o lyl<q Y y

avec h (@) € Fu_q .
Y o

D'autre part,on a :
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(2.1.20) x“ai(ei¢hiQ)(x,e,y)) ¢ rz‘Q+l“|+131

On déduit de (2.1.19) et (2.1.20) que, pour g>n+N+p+|a|+|B|, il existe une cons-

tante (;,3,q telle que :

(2.1.21) lxa.ai(l((l—wao)a,¢)f)(x)|<CuB:u§€n¥1Ialf(x)l

Ivl<gq

(2.1.21) démontre la continuité de I(]—we Ya,®).
o
Le point (iii) de la proposition est une conséquence de ce qui précéde.

En effet, posons F=I(a,$) et désignons par tF le transposé de F.

s a1z t - s A n PP
On a 3 démontrer que F opére continiment de 7{ (R ) dans lui-méme.

Posons : ~
¢(X76)y) = ¢(Y,9,X)
?(X,G,Y) = a(y’e;’()

~,

¢ vérifient (HB)*, 5 vérifie (H3). On en déduit alors facilement que tF=I(§,¢).

Par conséquent, iii) résulte de ii).

Remarque 2.1.3 : Le calcul développé ici généralise celui d&veloppé au chapitre I.
On prend en effet N=n, ¢(x,y,0) =<x-y,0> et on remarque que si aé€ Hg‘ (R Jn)’

il existe u tel que a€ FE cm3“).

Remarque 2.1.3 bis : Le calcul défini ci-dessus est encore valide si les hypo-

théses sur ¢ ne sont satisfaites que sur le support de a.

Proposition 2.1.4 Composition de deux Fourier-intégraux : Soient ¢1,¢2 deux

phases vérifiant (H1), (H2) et (H3). Posons

(2.1.22) ¢(x,0,2) = ¢](x,91,y)+¢2(y,92,z)
N1 NZ n n n
avec SIG]R ,92€]R , XER , yeER , z€ER , O= (el,y,ez).

H H
Alors ¢ vérifie (H1), (H2), (H3) et, pour tous a GFOI, a, €T02, on a

(2.1.23) I(a;,0,) o I(a,,0,) =1(a; x a,,9)
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avec (alx az)(x,e,z) = al(x,el,y)az(y,ez,z).

Démonstration : (Hl) et (H2) sont immédiates & vérifier pour ¢ .
Concentrons nous donc sur 1l'hypoth&se (H3). La majoration étant &vidente, il nous

suffit donc de vérifier que ¢ satisfait 1'inégalité :

(2.1.24) il existe K>0 tel que :

<
)\(Xsel:y;929z) K )\(z’az¢2’3y¢l+3y¢zaael¢l,aezq’z )
La propriété (H3) appliquée 3 ¢l et ¢2 montre qu'il existe C>0 telle que :
(2.1.25) A(x,el,y,02,2)< ¢ )‘(By(bl’ael(bl’y’862¢2’3z¢2’z)

mais on a également :
< L}
(2.1.26) Ay) <C A(392¢2;Bz¢2,z)
(d'aprés H3 appliqué a ¢2)

et

(2.1.27) lay¢2| < C" A(y,0,,2) < C"'(A(aez¢2,az¢2,z))

(d'aprés H2 et H3 appliqués 3 ¢2).

Enfin, on remarque que

(2.1.28) |ay¢l|< |ay¢l+ay¢2| + |ay¢2| .

Les inégalités (2.1.25) 3 (2.1.28) impliquent (2.1.24).
Vérifions maintenant la formule de composition (2.1.23). Introduisons pour cela

les suites de fonctions (i=1,2):

N,

i -1, 2 2., 2
x;(x,e-l,y) = exp(-p (Ix|%+[o [%+|y]%)) 5 (x,6,,y) €RxR "xR"

I1 est clair que (2.1.23) est vérifiée pour :

1 1
a al.xp

I
P *Tp 2™y

1 2 -1 2 2 2 2 2
or X (x,0,,3).x (7,0,,2) = exp(-p  (|x|"+-2]y["+[o,["+[0,|7+[2|D) .
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D'oll il résulte que

(2.1.29) lin (3(a'.a%,0)E)(x) = (I(a, .a,,0)f) (x)
p->oo 3 P l 2

pour tout fé€ {(]Rn) .

D'autre part, la démonstration de la proposition (2.1.1) montre qu'il existe, pour

tout 2€ N, pour j=1,2, un entier Mj . et une constante C, >0
’ ’

telle que, pour tout f dans :P (R™) et tout p> 1, on ait :

j
2.1.30 I 0.0 f < C, L||f]]| M.
( ) 1 (s IIBQ 0, IIB I

On déduit d'abord de (2.1.30) que , pour tout f0 fixé dans jf(]Rn), gp=I(a§,Q2)fo
décrit un borné de tf(]g5 quand p varie. ﬁ’(m“) étant un espace de Montel,
on peut, quitte 3 extraire une sous-suite, supposer que gp converge dans :f

n
vers g = I(az,cbz)fo dans :f(]( ).
Or, on a :

1
(2.1.31) |‘I(ap’¢1)gp'1(al’¢1)gl|Bx

< Jl@ e ol L+ 1@, 0 )-1c, 608l , -
P71 P BE p’'l 1’71 Bl

-

Quitte & extraire de nouveau une sous—suite, on peut supposer que :
, 1
(2.1.32) I(ap,¢1)g > I(al,¢l)g dans :f(mp)

I1 résulte alors de(2.1.30) a (2.1.32) que, pour tout %, quitte 3 extraire une sous-
suite, on a :

1 2 2
(2.1.33) I(ap,¢l).I(ap,¢2)fo-+1(al,¢]).I(a2,¢2)fo dans B .

On déduit de (2.1.29) et (2.1.33) 1la relation (2.1.23). c.q.f.d.

Comparaison avec la théorie de Asada-Fujiwara

*
Considérons une classe de phase ol 1'on remplace les hypoth&ses (H3) et (H3)

par l'hypothése :

(H4) 11 existe une constante strictement positive 60 telle que

|det D(®) (x,8,y) |28,

ol D(¢) est la matrice carrée :
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2 2
) )
SY%»’(""”Y) 57%3(! »0,Y)

(2.1.34) D(¢) (x,0,y) = ) )
Irx.ey b0,y

*
Cette hypothé&se est plus forte que les hypoth&ses (H3) et (H3) , on a en effet

le lemme suivant :

Lemme 2.1.5 : Soit ¢ une phase vérifiant (Hl), (H2) et (H4), alors elle vérifie

(H3) et (H3)*.

Considérons 1'application h définie par
h
(2.1.35) (x,8,y) > h(x,8,y) = (n,2,¥) = (~0,04,¥)

La matrice jacobienne de h s'écrit :
o 1] -h!
byx  “tye  “oyy
n ]
(2.1.36) Bx 66 ¢gy
0 0 I

et son déterminant est égal en valeur absolue & |det D(¢)(x,68,y)].

I1 résulte alors de 1'hypoth&se (H4) et d'un théorime classque d'inversion

N

globale que h est un difféomorphisme global de R th R" sur R™ R x R"

et que l'inverse h-1 vérifie
-1
(2.1.37) [T D'z, ] < € an,z,y).

L'inégalité (H3) en résulte.

Pour démontrer (H3)*, on considére 1'application g définie par :

(2.1.38) x,0,9) 5 g(x,0,y) = (x,2,6) = (x59050.)

et on raisonne comme précédemment.

Asada et Fujiwara ont démontré le théoréme suivant (dont nous donnerons des

démonstrations dans des cas particuliers) :

Théoréme 2.1.6 : Soit ¢ une phase vérifiant (Hl), (H2) et (H4) et soit a

une amplitude dans Fg(Rnx RNXIRn), alors I(a,¢) se prolonge en un opérateur

continu de Lz(Rn) dans Lz(Rn).
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Proposition 2.1.7 : Soient ¢ deux phases vérifiant (Hl), (H2), (H4). Alors

la phase ¢ définie en (2.1.22) vérifie également (Hl), (H2) et (H4).

Démonstration : Il suffit de vérifier (H4). On a :
— 32¢1 ,‘)Zq)1 —
v 3x36, X3y 0
o)
320 a%¢
0 1 1 0
301061 SGIBY !
(2.1.39) D(¢) =
2 2 2 ~2 .2
3 ¢2 b} ¢1 3 ¢1+a ¢2 3 ¢2
oyoz ayael 3ydy dyoy ayBBZ
2 22 2
37 ¢, _ 3¢, 070,
36,02 0 36,3y aozae._ZJ
On en déduit alors facilement que
(2.1.40) |det D(¢)| = |det D(¢1)| det D(¢,)

(H4) s'en déduit alors aisément.

2.2 Les Fourier-Intégraux globaux "réguliers"

Les classes précédentes d'amplitudes et de symboles sont trop générales pour
espérer un calcul symbolique raisonnable. On va introduire dans ce paragraphe et

le suivant des classes plus petites permettant un calcul.
Auparavant, remarquons que, comme dans le cas des opérateurs pseudodifférentiels,
on a la propriété suivante

. n N n P -
(2.2.1) Si a G:f(]R xR xR ) et ¢ vérifie (H1), (H2) et (H3), I(ad) est 2
noyau dans .j"’(]Rnx ]Rn).

Si ¢ est une phase vérifiant (Hl), (H2) et (H4), on introduit une famille de

voisinages Q¢ . de la variété critique ¢é = 0 en posant
2
N 2 2 2 2 2
(2.2.2) 2, = ((,0,y) 6 KK xR, Jog]”<e”(|x[ +[y|%+[e]D))
’

ot €>0 .
On fait maintenant sur ¢ 1'hypothése suivante :
(2.2.3) (HS) il existe € >0 tel que ¢ € FZ(Q )

o 1 ¢,eo
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et sur l'amplitude a 1'hypothése :

(2.2.4) (Al)m Il existe €,>0, y€é R, m € R tel que :

1

ae r‘;(mnmexm“) n r‘;‘(u )

4se,

On pose maintenant la définition :

Définition 2.2.1 : Soit ¢ une phase vérifiant (HI), (H2), (H4) et (H5);

P m . ez . P
On désigne par ‘j »¢ 1'ensemble des Fourier-intégraux qui peuvent s'écrire

comme la somme d'un opérateur régularisant (i.e. 3 noyau dans J) et d'un opér
P y P

teur de la forme I(a,$) oi a est une amplitude vérifiant (Al)m (on écrira

pour simplifier a€¢€ FT’¢).

s . . . m
Le lemme suivant justifie la notation ’j ¢ :

Lemme 2.2.2 : Si F appartient 3 jm’¢ , 11 existe une amplitude b dans

m,_n N n P 2 s .
l‘l(lR xR xR ) et un opérateur régularisant (R, tel que *

(2.2.5) F=1I(b,9) + R
Démonstration : Posons ¢ = inf(eo.,el). Par hypothése, il existe a dans

I‘: tel que aer‘l“(% ) et un opérateur régularisant Ro tel que :
S E
(2.2.6) F = 1(a,¢) +Ro .

Compte tenu de (2.2.1) , on peut toujours supposer que a est nul si
lx| + |y| + lo| <

Soit & une fonction C® é&gale a 1 sur [~1,+1] et & support dans [-2.+2]

On décompose a sous la forme :
2
A
a4lo4l

(2.2.7) a =a, + a 8( ))
x| BelylPelel®

[
N
o
1 Oy
rh
[
N

+ a.8(— :Mé[z 77)
e“ (x| “+ly|+]e]®
Sur le sunport de aj, ona:
2.2.8 log12 2 E(lx |21y 121013
et donc, puisqu'on a supposé a nulle pour : |x|+|y|+|6] <1, on a
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(2.2.9) [o0] > 5 A(x,y,0) .

s N

. n n s .- .
De plus, a, appartient a I“;(]R xR xR ), et on vérifie aisément en faisant des

1

intégrations par parties en 6 et compte-tenu de (2.2.9) que le noyau-distri-

bution de I(al,¢) défini par 1'intégrale oscillante :
(2.2.10) I(a;,0) (x,y) = J e1¢(x’y’e)al(x.yfe)de

est dans ‘j (IRn xR ).
m, ¢

On remarque maintenant que compte-tenu (2.2.7) a,, qui est dans [‘l

N

et &

support dans Q¢ e,est dans I‘T(]Rnx]R x]Rn). c.q.f.d.

’
Montrons maintenant que la classe introduite est stable par composition :

Proposition 2.2.3 : Soient ¢1,¢2 deux phases vérifiant (Hl), (H2) (H4) et (H5).

Alors la phase ¢ définie en (2.1.22) vérifie (H1), (H2). (H4) et (H5).

m ,é m ’¢
De plus, si F appartient a ‘J L. et F2 appartient éj 2772 , le
jml+ my, [} _
composé FI'FZ est dans .
Démonstration : Posons 0O = (Gl,y,ez) et supposons que (%,y,0) €Q¢ c
’
oi € est @ choisir assez petit.
On a :
v 1 [ vy
(2.2.11) % (¢,el,¢1y ¢2y’¢202'

On va montrer qu'il existe € assez petit tel que l'on ait dans §2¢ c
’

(2.2.12) A (%,0,2) ~ )\(x,el,y) ~ )\(y,ez,zf .
(On entend ici par axb que l'ona 0<¢ <%<—3—:— ).
Or on a :
A(x,0,2z) < )\(x,el,y) + )\(y,ez,z)
< A(x,8,,5) A(y,¢éy,¢502) (d'apras (H3 ))
< A(x,8,,3) + x(¢;y,¢§y+¢;y,¢592)
(2.2.13) A(%,0,2) < A(¢éy+¢iy,¢é¢2) +A(x,0,y) -
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Si (x,0,z) est dans 9¢ e on déduit de (2.2.13) que :
’
(2.2.14) A(x,0,2z) < cll(x,el,y) +c2 e A (x,0,2)

pour des constantes S et <, convenables.

Par conséquent, il résulte de (2.2.14) que, si l'on choisit ¢ assez petit, on a:
(2.2.15) A(x,0,2) S A(x,6,y) -

Comme on a clairement:

A(x,el,y)s A (x,0,2)

la premiére partie est démontrée.

On démontre de maniére analogue que,pour ¢ assez petit et (x,0,z) dans Q N

$,€

on a : A (x,0,z) = x(y,0,,2) .

2

Remarquons maintenant que, si (x,0,z) € Q , Ona:

b€

lo] [<er(x,0,2) <Zl € A(x,8,,y) (d'aprés 2.2.12)
1

' ~
er |[<ex(x,0,2) < c, € A(y,0,,2) d'aprds 2.2.12)
2

Si € est choisi assez petit et ]x[+|61|+|y|> 1 (respectivement |y|+|92|+|z|>1),

on déduit de (H5) pour ¢ (respectivement pour ¢2) que ¢1 (respectivement ¢2)

1
est dans FT(Q¢ €). Par ailleurs, si |x|+|el|+|y| <1 (resp. |y|+162|+|z| < 1),
on a dans Q¢ e ¢ |x|+|6|+|z|< < et on a de maniére évidente les bonnes esti-
’
mations. Par conséquent, ¢ = ¢ + ¢ est dans FZ(Q ).
1 2 1" ¢,e

Les autres assertions de la proposition se démontreat nar des considérations

analogues.

. j m’¢o m
Proposition 2.2.4 : Si N=n, ¢0(x,y,9) =<x-y,6>, on a : =6 .

m,$
Démonstration : Il est immédiat d'aprés le lemme 2.2.2 que j © est inclus
m
dans Gl'
. m . . m, 2n
Inversement, si P est dans Gl’ il existe aé€ FI(I{ ) tel que :

(Pu) (x) = J.{ei<x_y’e>a(x,e)u(y)dyde

pour tout ué€ ‘:f .
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I1 reste a vérifier que le symbole (x,y,8) -+ a(x,6), qui est clairement dans

PEUP(O’m)CRBD), est dans l‘[ln(ﬂ¢ €) pour ¢ assez petit -
o’

Ici, @ est 1l'ensemble :

6,

o

(2.2.16) 9, .= {xy,0, Ix—yl2<€2(IXI2+|YI2+|GIZ) .

o

On déduit de (2.2.16) que, pour € assez petit, on a, dans Q¢

o’
(2.2.17) A(x,y,0) ~A(x,0) .
On en déduit que :
[0%pPpYa(x,6) | < A(x,e)“'_l"""lBI'Mgx(x,y,e)““'h'l"|'3HY| (dans @, ).
Xy [*] ¢,€

PR, 2 oo
En effet, c'est vérifié pour |B|= 0, car a est dans FT(R.“) et c'est trivial

pour |B|# 0.
¢

m_, . 12
= P o on peut, bien entendu s'intéresser au
Etant donné un &€lément F dans j ’ P ’

probléme de savoir s'il existe m<m tel que F est dans j m,¢‘ Ce probléme
est 1ié 3 la notion de "symbole principal" d'un Fourier-intégral dans la théorie

de HOrmander - Duistermaat. Par analogie 3 cette théorie classique, on introduit

la

Définition 2.2.5 : Soit ¢ une phase vérifiant (Hl1), (H2) et (H4) ; on associe

a4 ¢ les deux ensembles suivants :

(2.2.18) Cp = ((x,0,y) € R xR, 45 = 0) .

(2.2.19) A¢={x,¢)’(,y,—¢}',),(x,y,9) €c, }

On a d'abord le :

Lemme 2.2.6 : C est une sous-variété C  de codimension N de IRnXIRNX]Rn .

¢

Démonstration : Cela résulte immédiatement de la démonstration du lemme 2.1.5.
On est maintenant en mesure de montrer la proposition suivante :

Proposition 2.2.7 : Soit F € 3m,¢. Si le symbole qui définit F s'annule sur C

¢,
alors F Gl m-2,9 .
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Démonstration : Soit donc b tel que :
(2.2.20) F=I(b,4) + R
(2.2.21) bPC =0

¢
(2.2.22) ber™?,

1

De par le lemme 2.2.2, on peut remplacer (2,2.22) par :

(2.2.23) b € I‘[;](IRn ><]RN ><]Rn) et supp bEQ (avec €>0, arbitraire-

9, ment petit).

Soit c¢ 1le symbole sur IRnX]RNx ]R; défini par :
-1
(2.2.24) ¢ (n,z,y) =boh (n,z,y)
ol h est défini en (2.1.35).
11 résulte de (2.2.23), (2.2.24), (2.2.36) et du fait que ¢6€ 2% que:
(2.2.25) c€ rT(m“x]RNx]R“)

et
2 2 2 2
lel2<ce?(Inl® + || +1y1%

On écrit alors:

(2.2.26) c(n,z,y) = c(n,0,y) + I Cj-cj(n,C,y)
hl
avec
! ac
c.(n,z,y) =J = (n,sg,y)ds .
J o 3Cj

Si € a 8té choisi assez petit, on en déduit que cj(n,C,y) GI‘I;I—l .
Par hypothése c¢(n,0,y) = 0, on a donc finalement

(2.2.27) c(n,z,y) = );cj .cj(n,c,y)

Revenant aux coordonnées initiales, on a donc montré que (en modifiant &ventuel-

lement b en dehors d'un Q¢ e) on a :
’
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9

(2.2.28) b(x,7,0) = I & . b, (x,y,0
i %% J

avec b, 6 r‘;”](mnx RxrY)

Or on a :

3¢ =1(-rp L 2.
(2.2.29) I(z o - bJ.,¢>) =I(-I7 Th bj,¢)
j ] ] i

grice a des intégrations par partie, par rapport & 6, d'ot le résultat.

Remarque 2.2.8 : La proposition 2.2.7 montre en particu’ier que dans la classe
j m 0 un élément I(a,$) est entiérement déterminé, modulo J m—2,¢’ par la

restriction de a & C¢ . En particulier, s'il existe b dans 1‘2_1 tel que

a—b/C¢ =0, ona I(a,9) € jm_1’¢ .

Bien entendu, si on suppose dans la proposition 2.2.7 que le symbole qui définit

- - Um—Zk,tb

F s'annule 3 1l'ordre k sur C¢ , alors F appartient 3 . Par consé-
quent, modulo un opérateur régularisant, l'opérateur 1I(a,$) est défini par le

germe de a sur C

¢

2.3. Etude d'un cas particulier :®(x,6,y) = S(x,0)~y.0

On considére le cas particulier o N=n et ol la phase ¢(x,6,y) prend la forme

particuliére :

(2.3.1) $(x,0,y) = S(x,8)-y.0

et on fait sur S les hypoth&ses suivantes :

(G.1) S : IR: xR" > R est une application c’ .

(G.2) V (a,8) € N'xN" , 11 existe CozB telle que :
16395 300 1 £ 6 2 0x,0) FTI 11D

(G3) [x]<A(8,045)

(G3) * |e|5x(x,aX5) .
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Proposition 2.3.1 : Si S _vérifie les hypotheses (Gl1), (G2), (G3) gE_(G3)* ,
la phase ¢ associée 3 S en (2.3.1) vérifie (Hl), (H2), (H3) gE.(H3f .

Montrons par exemple que (G3) = (H3). On a :
(2.3.2) A(x,0,5) S A(x,0) +A(y) SA(8,35 §) + A(y) (d'aprds G3).

Or on a

3 ¢ =-9
5 i
36v¢ = 39.5 - yi .
i i
On en déduit que:
(2.3.3) A(6,3,8) = A(3y¢,3e¢ +y) < X(3y¢,3e¢,Y)

La partie non triviale de (H3) se déduit alors de (2.3.2) et (2.3.3).

Considérons maintenant 1'hypothése :

(G4) I1 existe une constante strictement positive 60 telle que, pour tout

(x,0) dans RrR™x R" , on ait :

25

9

2.2 >
(2.3.4) |det 5536 (x,e)] 60.
Proposition 2,3.2 : Si S vérifie (G4), la phase ¢ associée & S en (2.3.1)
vérifie (H4).
I1 suffit de remarquer que :

325
(2.3.5) n(¢)(x,e,y)=( D
-I BeeS

Remarque 2.3.3 : I1 résulte de (G2) et (G4) par le théoréme d'inversion globale
que les applications

(x,6) ~> (x,BxS)
et

(x,0) > (6,3,5)

sont des difféomorphismes globaux de RZn sur mZn .

On démontre ainsi que (G4) et (G5) impliquent (G3) et (G3)*et également 1'inégali-

té suivante qui nous sera utile par la suite :
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(2.3.6) |x-x"'|+|6-0"] < C[|(aeS)(x,e)-(aeS)(x',S')|+|6—6'|]

En particulier, on a :

(2.3.7) lx-x" < € [ (355) (x,6)-(3,8) (x",0)]
Considérons enfin 1'hypothé&se

5238 358 G0 | € AGen @lel - 18D

et montrons la

Proposition 2.3.4 : Soit S une phase vérifiant (Gl), 393) EE_(G&).

Si S wvérifie (G5), alors la phase ¢ associée @ S en (2.3.1) vérifie (H5).

On doit démontrer qu'il existe N tel que dans Q¢ e »mac:
’
o
a,.B 2-la|- -
(2.3.9) logaralel < AGx,0,y) laf=1& | -Iv
L'estimation est &évidente pour |B|#0. On regarde donc le cas ol : |B]| = 0.

Pour |a|+|y|<2, l'estimation a déja &t& vérifide (C2)= (1i2)).

Maintenant, on remarque que si |a|+|y] = 2, on a
3 Ny = 0aYg
(2.3.10) 3x86¢ (3 36 )(x,6)

Compte tenu de (2.3.9) et (2.3.10), il reste 3 démontrer que, pour |a|+|y| = 2,

on a :
(2.3.11) |azags(x’e) < A(x,e’y)z‘i““lYi
dans Q .

¢,€0

Compte tenu de (2.3.8), (2.3,11) résultera de :

(2.3.12) Il existe e°:>0 tel que dans Q¢ e A(x,0,y) ~ A(x,0) .
’
o
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Montrons (2.3.12). Il suffit de majorer |y|. La région Q¢ . est définie dans
’

o
notre cas par :

(2.3.13) 2,8, 0)-y|% < 2(|x|%+ [y12+ [o] P

On en déduit que,dans £ on a :
b,€ ,

o

ly| <A(3g5-y) +A(3,8) < e ([x[+|y|+]o]) + c A(x,0) .

D'oli, pour e, assez petit :

(2.3.14) |yl €2 C A(x,8) dans Sl¢ .

o]

(2.3.12) se déduit alors aisément de (2.3.14). c.q.f.d.

Parallélemment, on peut supposer que 1l'amplitude a ne dépend pas de y. On

démontre facilement la

Proposition 2.3.5 : Si (x,0) »> a(x,6) appartient 2 I‘E(]RI;X]RZ), alors

(x,8,y) > a(x,6) appartient 3 FE(JR:X]RHX]R;).
Si (x,6) - a(x,0) appartient 3 FT(]Rz X]Rn), alors (x,6,y) ~a(x,0) appartient
a ™R xR xR").
- 1 X y
Le deuxiéme point résulte de (2.3.12). c.q.f.d.

Le théoréme de continuité L2(Th. 2.1.6) résultera, dans le cas particulier

considéré dans ce paragraphe, de la proposition suivante :

Proposition 2.3.6 : Soit F 1'opérateur de noyau distribution :

Jei(S(x’e)_Y'o)a(x,e)Je

ol aeF:(]Rine) et S vérifie (Gl), (G4) et (G5) alors F.F* et F¥F sont dans
s yeritie == 29°° == fiadchlitird

sz(]Rn).

o

Si de plus aGTT(]R; 9) alors FF* et F*F sont dans Gfm(]Rn).

Les symboles de F*F et FF* sont donnés modulo Gfm_z(]Rn) par :
2

2.3.15) O(F-F*) (x,2 50,00 = |atx,0)|?| et 3:5)7 (x,0)]
2

(2.3.16) O(F*.F) (35(x,0),0) = |atx,0)|?| cdet 3397 x,0)]
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Démonstration : Pour u dans j (Egl), (Fu) (x) est défini par :

eiS(x,e)

(2.3.17) (Fu) (x) = j a(x,0)8(0)d6 .

n . PR, . Z
Pour v dans :f(]R ), on obtient immédiatement 1'expression de la transformée

de Fourier de (F*v). On a en effet :

(2.3.18) F*v) (0) =J TG 23 0y @ ay .

IRn

On en déduit que, pour v dans ‘j(]Rn) , ona !
(FF*v) (x) = ” A G0-8G0)) 0 0y TR 0y () dRde .

L'idée classique est de réécrire : S(x,0) -S(X,08) sous la forme :

< x-;,g(x,;,e) > puis de faire le changement de variables :

(x,?,e) > (x,§,€ = g(x,i,e)) pour retrouver 1l'expression usuelle d'un opérateur
pseudo-différentiel.

Considérons donc le noyau distribution de F.F* :

ei[s(x,e)—s&,e)]

(2.3.19) K(x,%) =J a(x,0)a(s,0)do .

I1 résulte de (2.3.7) que si :

(2.3.20) |x-%X| >e/2 A(x,%,8) (avec € >0)
on a
(2.3.21) l(aeS)(x,e)-(BeS)(;,e)P €/2C A(x,%,0) .

o7

1 1
—2',2] et

On introduit une fonction C° réelle positive w (égale a 1 sur [-
support dans J]-1,+1[) et on réécrit :

déf
(2.3.22) b(x,%,0) = a(¥0).a(x,0) = b(x,%,0) + by(x,%,6).

avec ~
bl (x,%,0) = w (:~--Ji"—f-|— ) b(x,%,6)
ex(x,x,0)
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Il correspond 3 la décomposition de b celle de K scus la forme :

(2.3.23) K(x,%) = KS (6,5 + K; (x,%)
avec:
(2.3.24) K G,D) = Jei[s(x’e)'S(x’e)] b5 (x,%,00d0

Sur le support de b;, 1'inégalité (2.3.20) est vérifiée. Des intégrations par
parties 3 1'aide de 1'opérateur :

2[(3, 8)(x,0)-(3, 8)(x,0)]9,

i i i i

(2.3.24) L= ——
laes(x,o)-aes(x,e)l

montrent que :

(2.3.25) K;(x,I) e F(R™x ™) .

L'examen de K? est plus délicat. On devra jouer ici sur le choix de € .

On écrit donc :

(2.3.26) S(x,8)-S(X,8) = <x-%X,E(x,%,0) >
avec : £(x,X,0) = Jl(axS)(§+t(x-i),9)dt
(o]
Posons : Ee(x,i,e) = w( x-i~ ). E(x,%,0)
(2.3.27) 2er(x,X,0)
+ (1ew) (=) (3,8) (%, 0)
2eX(x,%,0)

Remarquons que, sur le support de b?, on a :

(2.3.28) Ee(x,x,e) =€(x,;,6) , (x,;,e) € supp ﬂi
(2.3.29) |x-X|< € A(x,%,8) , (x,%X,0) € supp bf .
Par conséquent, si ¢ est aseez petit, on a :

(2.3.30) A(x,0) & X(,0) MA(x,%,8) sur le sunport de b°

1
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Considérons l'application:

(2.3.31) (%,%,E) + (X, %,E°(x,%,6))

Le déterminant de la matrice jacobienne est égal & :

3ET ~
(2.3.32) det (% (%,%,6))

Mais:
2 (E5(x,%,00)- m(-l§—51~—~) ~i,a- w)(lé—llxa )

(2.3.33) ae1 2er(x,X,0) aei 2¢A i j

(—I——i—)]li 0, S)(x,8)]

ae; 2e\(x,%,8) j

On réécrit (2.3.33) sous la forme :

2 (@5 x,%,00)= (2, o, $) (X, e)+w(-—l_:£l___)(__l(x %,0)-3, 3, s(X,0)
80 i 2ex(x,x,6) 39 1 j
_.__(_li(:_’.zl),)" ' (__ll_xl_)(g o S)
38, 2eX 2ex(x,X,0) j

On vérifie sous 1'hypoth&se (G5), qu'il existe C tel rue pour tout

(x,;,e) € R3n , on ait:

(2.3.34) | (3ei(€§)) (x,i,e)-(ae.ax 8)(x,8) |¢Ce
1)

Compte tenu de (G4), on déduit de (2.3.34), que, pour ¢ assez petit, on a

F€E [
(2.3.35) det (25 (x,%,0)) > -2.
20

"2

On fixe désormais e tel que (2.3.30) et (2.3.35) soient vérifiés.
Compte tenu de (2.3.31), (2.3.32), (2.3.35) et du thécrime d'inversion globale,

il existe une application ¢ de R"xR"xR" dans R
(X,;,g) > Q(X,;,E)

telle que 1'on ait
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cE - -
£ (X,X,e(x,x,ﬁ))=£
(2.3.36)
0(x,X,E%(x,%,0))=0
De plus, les dérivées d'ordre supérieur ou &gal a2 1 de 8 sont bornées.

Rappelons 1'expression de K?(x,ﬁ) :
€, = iex-%X,E5(x,X,0) €, = &
Kl(x,x)=j} bI(X,X,B) 6
On fait le changement de variables indiqué en (2.3.36) et on obtient :

KE (x, %) J’ L3, 0758 (%, 8 (x %,6)) [det (52 )I«ta

On vérifie alors que BT(X,X,O(X,%,E)).|det %g-lest dans rzm(mgn) (cf. 2.3.30)

si a est dans F:(Rzn) et dans rfm(m3“) si a est dans FT(RZH)

Plagons nous dans le cas ol a est dans FT(R?H) et calculons le symbole de F.F*
On sait (cf. le théoréme 1.2.6 et sa démonstration) que celui-ci est déterminé
modulo FZm—Z(RZn) par la restriction de b (x, x 0(x.x,£)).det ( ) ax=%.

On a donc

2

2m-
(2.3.37) o(F.F*)(x,§)= b (x,x,0(x,x,8)). det(—z)(x x,&) (modulo Ty )

Or (cf. 2.3.22) oma:  bi(X,X,8(x,x,6))=]a(x,0(x,x,£))|?

Par construction, 0(x,x,£) est 1l'inverse de 1l'application :
(2.3.38) 0 > 3,S(x,0) = &

Calculons maintenant det( 22 ) (x,x,E). Il est plus facile de calculer

3 S

det( —— ) (x,x%,8) qui est egal a det( 55r 309X ).

Par conséquent, on a :

det(%%)(x,x €)= (det(aea )'l(x,e(x,x,g))
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On a donc finalement démontré que:

(2.3.39) S (FF*) (x,3,5(x,0))= |ax, 0% |detS x,0) |1

969x

.2m-2
I

(modulo (Rzn))

La démonstration des autres points concernant FF* est laissée au lecteur. Etudionms
£ a *. P . P
bridvement F F. Il résulte de (2.3.17) et (2.3.18) que, si 1l'on désigne par.gr la

transformée de Fourier, on a pour v dans :f(ﬂgl)
AN "1 R -i( 3)-S 2 6 -— ~ ~ ey
(F.(7*9).F )v(a)=J’e 1S0,0-504,8) 3 0)a (x,5)v () ddx

Le noyau-distribution de (f.(F*F) ?-1) est donc :

-1 (S(x,6)-S(x,9))

(2.3.41) ®(9,8) = Je 2(x,0)a(x,d)dx

Si on compare avec (2.3.19), on constate que c'est une expression du méme type

en échangeant le r6le de x et 6 . Toutes les hypoth&ses du théoréme étant symétri-
* -1 s ~

ques en X et 6, on trouve que (?«F F)§' ) peut s'écrire comme un opérateur pseu-

do-différentiel dans G (]R ) (si aGFZ‘(]Rzn)).

De plus, dans le deuxiéme cas, on a (cf. 2.3.39)

2
- 2 378 -1
2.3.42)  o(FFEBF 1 )0:0,5(x,0))5|alx,0)| |det 5524 ™ (x,0)
(modulo er 2(11 )) .
Rien n'empéche, compte tenu de la remarque (1.2.7), de travailler en symbolisme
de Weyl, Le lemme suivant est un cas particulier d'un résultat général sur
1'action du groupe métaplectique par conjugaison sur les opérateurs pseudo-diffé-

rentiels ;

Lemme 2.3.7 : Soit B dans G? un opérateur pseudo-dif.érentiel de symbole de

Weyl b, alors j:_lB ?7 est un o.p.d dont le symbole de Weyl B est défini par :

(2.3.43) B(x,€) = b(g,-x)

La démonstration est immédiate.
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De (2.3.42) et (2.3.43), on déduit alors que :

2
(2.3.44) 0((F*F))(aeS(x,6),6)5-|a(x,6)|2 laer 25— (x,0)|"
(modulo ™ 2(r™)y).

1

Ceci termine la démonstration de la proposition 2.3.6.

Remarque 2.3.8 : Une fois démontrée la proposition (2.2.6), on en déduit immédia-
tement que pour m<O0, F est continu de LZ(]Rn) dans Lz(]Rn) (cf. Th. 2.1.6).

En effet, F*F est un o.p.d dans G:(p==0 ou 1 selon 1l'hypothé&se sur a)).

I1 résulte alors du théoréme de continuité L2 démontré au chapitre I (Th. 1.4.7)
dans le cas ol p >0 et du théordme de Caldéron-Vaillancourt dans le cas ol p =0

que F¥*F est continu de Lz(]Rn) dans LZ(]Rn).

2.4 Les Fourier-Intégraux globaux "classiques".

Au paragraphe (2.1), nous avons introduit une classe de Fourier-Intégraux
correspondant (dans le cas oli la phase ¢ &était <x-y,6-)a la classe G?.
Au paragraphe (2.2), nous avons introduit, sous des hypoth&ses supplémentaires

sur ¢ , la classe U m, ¢ des Fourier-Intégraux glcbaux réguliers correspondant
m
-

On introduit ici la classe correspondant dans le cas pseudo-différentiel 3 la

(dans le cas oli la phase ¢ é&tait < x-y,0>) 3 1la classe G

m,cl
1

On fait sur la phase ¢ les hypothéses suivantes :

classe G

(2.4.1) (F1) = (Hl)
i.e. ¢ : ]RnX]RN xR" > R est une application c .
(2.4.2) (F2) = (H2)

i.e. Vv (a,B,y) € NnxmanN , 11 existe CocB telle que :

Y

|85507 0 6,36 1< €y iy, BTl l* BT v 100
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(2.4.3) (F3) (comparer avec E5).

I1 existe eor>0, RO >0 tel que :

(x,y,0) €Q nc B(O,RO) = ¢ (Ax,Ay,A0) = )\2¢(x,y,e) vzl

b,€

o

(2.4.4) (F4) (comparer avec H4).

I1 existe R]> 0 tel que :

{ (x,y,6) ¢ B(O’Rl)
= det D(®) # 0
98 =0 .

Proposition 2.4.1. : Si ¢ vérifie (Fl) a (F4), ¢ yérifie (1), (H2), (H3),
(H3)* et (HS5).

Démonstration

Montrons par exemple (H3) : Pour tout ¢ >0, si (x,v,0) ¢ Q¢ gr onac:
b

2 2 2_ 1 2
IxI% +1y1? +101%< Sloy]

Par conséquent, il existe une constante C c telle que :
O,

(2.4.5) (x,y,0) € Q¢,€=>X(X,y,9) < CO’EK(3y¢,3 b,y)

De méme, pour tout R, il existe une constante C telle que :

1,R

(2.4.6) (%,y,6) € B(O,R) = A(x,y,0)<C| . X(aycb.,ae(t,y)

On est donc ramené 3 montrer une estimation de méme type dans Q¢ c nc B(O,RO)
’

pour e = assez petit et R0 assez grand.

En utilisant 1'homogénéité et la compacité des sphZres dans R"x ]RN>§‘ R" , il

suffit de montrer que :

(2.4.7) (x,,7,46,) € C NC E(O,Ro)s(cp}',,yo) #0 .

¢
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On en déduira alors qu'il existe un voisinage de (xo,yo,eo) dans lequel

(¢;,¢é,y) sera différent de 0, d'oti 1l'estimation voulue dans un voisinage

conique de (xo,yo,eo).

(2.4.7) résultera de la remarque suivante. Considérons dans un voisinage de
(xo,yo,eo) 1'application h définie en (2.1.35). Il résulte de 1'hypothése

(F4) que h est un difféomorphisme local. Supposons alors que (¢;(xo,yo,60),yo)=0.

Ceci implique que h(xo,eo,yo) = 0. D'aprés (F3), on a également :

h(Axo,Aeo,Ayo) = 0 pour tout ) assez voisin de 1. Ceci contredit la propriété

que h est un difféormorphisme local. (H3) est ainsi dénontré. (H3)* se démontre

par une méthode analogue.

Remarque 2.4.2 : On voit ici apparaitre la clé des démonstrations de ce paragraphe
(qui sont trés proches de la théorie classique de Hormander) : on remplace ici
le théoréme d'inversion globale par des théorémes d'inversion locale combinée

avec de 1'homogénéité.

Remarque 2.4.3 : (F3) et (F4) n'impliquent pas tout 3 fait (H4) mais seulement
(H4) dans Q¢ EﬂC(B(O,R)) pour € assez petit et R assez grand. Certes la
’

valeur de ¢ en dehors de cette zone ne semble pas importante mais il ne semble
pas toujours possible de remplacer ¢ par une phase ? vérifiant (H4) et

coincidant avec ¢ sur Q c NnC B(O,R). Ce sera néanmoins le cas dans nos

9

applications.

Montrons enfin H5 : (H5) résulte immédiatement de (F3).

Ceci termine la démonstration de la proposition 2.4.1.

Nous sommes maintenant en mesure de poser la définition suivante :

Définition 2.4.4 : Soit ¢ une phase vérifiant (Fl)_§_(F4). On pose :

(2.4.7) r‘{""”c' = {aeC*(R™xR'xR"),3 ueR , e, >0

tel que : a€ M (R R B ) nr™% @ )
—_—— o 1 ¢,el

m,¢,cl

et on désigne par Pl

1'ensemble des Fourier-Intégraux qui peuvent s'écrire

comme la somme d'un opérateur régularisant et d'un opérateur de la forme I(a,¢)
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avec a € Fm’¢’CI.

j T’¢’CI

Remarque 2.4.5 : Si ¢ vérifie (H4), la classe est contenue dans

j T’¢(cf. Remarque 2.4.3).
On démontre immédiatement 1'analogue du lemme 2.2.2.

m,cl (IRnX]RNX]l

Lemme 2.4.6 : Si F € 71“¢’Cl, il existe une amplitude b dans Fl

et un opérateur régularisant tel que :

(2.4.8) F=1I(,¢) +R .

De méme, on a 1'analogue de la proposition 2.2.3 :

Proposition 2.4.7 : Soient ¢ deux phases vérifiant (F1) a (F4). Alors la

1°%2
phase ¢ définie en (2.1.22) vérifie les hypothéses (F1) & (F4). De plus, §i_Fl
X R mly¢]’Cl m29¢2’C1
(resp. F,) appartient a j 1 (re B'j 1
4 ml+m2, ,cl
1

) le composé Fl.F2 est dans

.

Démonstration : On a démontré au cours de la proposition (2.2.3) que pour tout

€ (1=1,2) et tout Ri’ il existait c¢>0 et R>0 tels que :

(x,0,2) €2, _NC B(O,R)

o,

/

(x,el,Y)G Q¢’€1

(y,92,2)69¢2,€2

Toutes les propriétés annonc@es se démontrent ais&ment.

Proposition 2.4.8 (cf. Proposition 2.2.4) : Si N=n, ¢°(x,y,e)=<:x-y,e> ,

m’¢ ’cl
on a : j 1 ° = GT’CI

Définition 2.4.8 : On pose

R _ A
A¢ {(x,¢x9}’9 ¢y) » (x,y,0) € CenC B(O,R)}
Yoo X Eyn R

/\¢-{(X,€,ym) ,3 X440 , (A’}\’)\’)\)e A¢}-
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. v P . P 2n__2n
On voit aisément que A, est une sous-variété conique fermée de (R~ xR )\0

$
contenue dans (]RZn ~0) X(]Rzn\f())‘ .

La proposition 2.2.7 admet (cf. Remarque 2.4.2) 1'analogue suivant :

Proposition 2.4.9 : Soit FE€ jT’¢’CI. Si le symbole a qui définit F s'annule
sur C¢ n Cc B(O,R) (pour R assez grand) (ou simplement a eta si on écrit
a~v ¢ a_ .), alors F appartient & Jm_2’¢’Cl .

i W 1

JjZ

Terminons ce paragraphe par 1'&tude du cas particulier traité au §2.3 dans le

cadre des F.I.0 globaux réguliers.

On consid&re donc une phase du type (2.3.1) :
¢(x,0,y) = S(x,0)-y.0

et on fait les 3 hypothé&ses suivantes sur S :
(2.4.9) (E1) = (6)),i.e. (x,0) > 5(x,0) est (" de RyxR|y dans R.

(2.4.10) (E2) 3 R>0 , tel que V (x,0) € C B(O,R) , VAXI ,

SOx,18) = A%s(x,0)

2
(2.4.11) (E3) 3R>0 , tel que det (gag% (x,0)) # 0

pour (x,0) € C B(O,R).

Proposition 2.4.10 (cf. proposition 2.3.4) : Soit S une phase vérifiant (El),

(E2), (E3), alors la phase ¢ associée vérifie les hypothéses (F1) i (F4).

m,cl

1
. s .Mmyd,cl n__.n__n
appartient a T, (IRXx]R9 ><]Ry ).

-

§i (x,6) >~ a(x,0) appartient a3 T (]R:xmg), alors (x,68,y) + a(x,8)

2.5 - Composé d'un Fourier-intégral global et d'un opérateur pseudo-différentiel.

s

m
Soit I(a,$) un opérateur Fourier-intégral global dans 7 2 et Q un
m
opérateur pseudo différentiel dans Gll(]Rn) dont le symbole classique (& gauche)

est q(x,£). On se propose dans ce paragraphe de démontrer puis de donner des
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applications du théoréme suivant :

m2a¢
Théoréme (2.5.1) : Soit F dansj

ml+m2,¢

m
(F=1I(a,9)) et Q dans Gll(]Rn), alors

QF est dans 3 . Plus précisément, on peut &crire :

(2.5.1) QF = TI(b,¢)

et b admet pour tout M 1le développement suivant :

(2.5.2) b= I b o+p™M |
lul <M 2
avec
1, 9 a i
(2.5.3) by (6,0,2) = 57 ( —)Gxpy (x.0, 2B 00 ay, 0,211/
E13
oi Y est définie par :
(205'4) ¥ (X’y’e’z) = ¢(Y,e:2) -¢ (x,e,z) - <Y‘X,¢;<(X,9,Z) >
Enfin :
m1+m2_|°‘l’¢
(2.5.5) ba € Fl (cf. 2.2.4)
m,+m,_ -M,¢
(2.5.6) b™er ! 2,
Démonstration : Elle est longue et technique. Nous utiliserons librement les

intégrales oscillantes sans revenir 3 leur définition. Rappelons qu'il résulte
du paragraphe précédent que QF est de la forme : I(q.a,$) avec

g(x,y,g,e,z— =<x-y,£>+¢(y,0,z) , mais ce résultat n'est pas satisfaisant car il
ne fournit pas de calcul symbolique. On doit donc travailler pour réécrire
I(q.a,E} sous la forme I(b,¢).

Remarquons au passage que ¢ et ‘5‘ sont deux phases telles que A¢=Af$

(cf. 2.2.19). Le théoréme (2.5.1) est donc en un certain sens un cas particulier

d'un résultat général.

Formellement, le symbole b est donné par 1l'intégrale oscillante :

(2.5.7)  b(x,0,2) = Jjei[ XYL 00,0,2)7000,0.20] 5 g 6 ) .q(x, ) dedy
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Il reste 3 montrer que b est réellement un symbole dans la classe annoncée.
On réécrit d'abord (2.5.7) (grédce & (2.5.4)) sous la forme :

,i(<x—y,£-¢§(x,e,z)> i¥(x,0,y,2)
(2.5.8) b(x,e,z)=”e (e a(y,0,z).q(x,) 1dEdy

On développe ensuite q(x,f) par la formule de Taylor au point (x,¢;(x,e,z))

E-oH*

T al

(2.5.9) q(x,g) = Z q(a)(x,'b)'()

+q (X:E,Q,Z)
o] < .

1
' ( ) [] —_at - M-1
(2.5.10) Qy(x.€00,2) = M la§=MalT(g_¢x(x,9’z))aL a7 (%, +0(E-9)) (1-0) " do

Au développement (2.5.9) correspond la décomposition de b suivante :

i<x-y,E-0! (x,0,2)> (E-¢!(x,8,2)%
2.5.11) bx,8,2= 2 4@ x,01) ”e * — X1 eMaldiay

1
gy a!
l“l N b(M)

avec
1 ix-y,E-¢4> 1
bMay L ”Je TR e 20 ® tx,apro 40
(2.5.12) MERE

x(1-0)M"t40.de . dy

Posons alors :

(a) . ' .
q (x,0%) i<x-y,E-¢_> iy
(2.5.13) by =T ”e X (6-01)% a dedy

On peut réécrire b sous la forme

(o) '
q (x’¢x)

o o !

JJga.ei<x—y’£>(eiwa)dE.dy .

La formule 2.5.3 en résulte immédiatement.
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Montrons maintenant (2.5.5). On remarque que, pour ¢ assez petit,

(2.5.14) A(x,¢;) ~ A(x,0,z) dans Q¢’€ .

En effet, on a :

A(x,6,2) 3 A(x,¢;,¢é) (d'aprés H3¥%)

5A(X,¢;{)+e)\(x,e,z) dans Qq) .
’

Par conséquent :
m ~la]

(2.5.15) q(a) (x,0') €T 1 (@, ) pour e assez petit.

X 1 dy€
Par ailleurs :

sup(m. -|a|,0)
(2.5.16) q( (x,0)) €T 1 (P RVx R").
Considérons maintenant 1'expression :
def a, 1y
K(l = [Dy[e a((y’e’z)]] /y__.x

On remarque d'abord que : (DyW)/y=x = 0. Par conséquert, il n'apparait dans

1'expression ci-dessus que des dérivées plus grandes que 2 de Y et donc de ¢ .

I1 résulte alors des hypothé&ses (H2) et (HS5) que, si a€ Fg H
(2.5.17) K € TM(R™ R'x B™)
o o
et
)
5. T Q
(2.5.18) K, € i ( ¢,€°)

(2.5.5) résulte alors des points (2.5.15) 3 (2.5.18).

(M)

Il reste maintenant 3 Etudier le reste b qui est le point le plus délicat.

Remarquons tout d'abord que pour tout M'>M on a :

1
(2.5.19) p® - 5 b+ p MY
M< |a| <M'
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Compte tenu des propriétés de b, déja démontrées il suffit pour démontrer

(2.5.6) de montrer que pour tout B, y, §, il existe M'>M et C_,
M ’B;Y’ $

tels que l'on ait :

+m,-M-{8[-|v|-|6]
(2.5.20) lafagagbm')(x,e,z)lscw’B’Y’éx(x,e,z)ml 2

dans Q (e assez petit).

¢,€

et d'autre part de montrer que :

- N
(2.5.21) |3$3535"(M) x,8,2) [sCg S8, dans RUxR <R
b4 ’

\J
On réécrit d'abord b(M ) sous la forme (cf. 2.5.12).

|!—-‘

bM") (x,6,2) = M Z

la|=M’

1 '
iex-y,E-01>
] e *
gEyo
(a) . ap i¥, M'-14.ded
0 (x,0)+0(E-45)).D][e" 2] (1-0) odedy

Puis changeant £-¢; en £ , on obtient :
A
(2.5.22) b™M (x,0,2) =

1
1 i<x-y,€> (a) ) TR TIPS L
=M Z J J [ e q (X,¢x+°€)Dy[e a](1-0) dodkdy

= al
fof=M" €% o

Pour montrer (2.5.20), on cherche 3 contrSler des expressions du type
aéb(M ) .

")

Or 3 aYb est une combinaison linéaire de termes ce la forme :
(2.5.23)
1

Trl s " v 11 gn [
J” R R L LI PR LB ot o 38" 14 (x,0'+08) 1 (1-0)™ ldodedy
Vel o X 'y 6 z z X
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ol :
le*|+[8"]+|g™| = [8]

[y'l+ly"] = vl

ls*[+|s"] = |s]

Soit f 1le terme défini par :

g" a+R' LN iy iy
(2.5.24 Chr Y =
) x % Be 2 (e” a) f.e

Compte tenu de (H2) et de (2.5.4), on a la propriété

(2.5.25) 13%PaYa%| < ¢ (+]x-y )
Xy 6z e
aBy$

~ ~

pour tout (a,B,;,6) tel que : |a|+|B|+|Y|+|&| > 1
On déduit alors de (2.5.24) et (2.5.25) la majoration :

(2.5.26) |3;f|< C‘a’ )\(x,e,y)”(l+|x—y|)(|u|+|Bl+IY|+|6|+M')

Considérons maintenant 1'autre terme apparaissant dans (2.5.23) :

" ”n ” ré
(2.5.27) g(x,8,0,0,2) = 35 ol 3] (a4 (x,01408)]
Compte tenu de (H2), on a :
m -|a -
(2.5.28) |908(x,8,0,0,2)| < A PG 0,008)

On réécrit un terme de la forme (2.5.23) de la maniére suivante :

- 1. '
- - M'-1
2.5.29) B d;f LLJ ol<x y’g>'+W(x’y’e’z))f(x,y,e,z)g(x,g,e,c,z)(l-o) dodedy.
o
Posons :
(2.5.30) H(x,}’sa’e’z) =<x'y,€>+‘l’(X’}’,9,Z) .
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Comme souvent dans ce genre de question, on va découper 1'intégrale en fonction
de 1'éloignement aux points critiques de H par rapport d (£,y) qui sont

déterminés par les équatioms :

§—=x-y=0
X=y
(2.5.31
) A, a0, o L e = Jewo
3y 3% Y0,z "5‘,‘(‘()(,9,2)=0

On déduit immédiatement de (2.5.31) et de (H2), 1l'inégalité :

(2.5.32) |ayu|2 +|agu|23 lx-y|? +|g]? .

(2.5.32) conduit & découper 1'intégrale B de la maniére suivante.
Soit ® une fonction dans C”(R) 2 support dans ] -2,+2[ et &gale a |
sur [ -1,+11].

Pour 1 € R 3 déterminer, on pose alors

2 2
(2.5.33) Kn(%,¥58,0,2) = w( Ael7# mmy]”

n 22 (x,y,£,0,2)

On réécrit alors B sous la forme :

(2.5.34) .
B Bl + BZ
avec j
d&f (pp .
(2.5.35) B, = J[JJ[elH(l-kn)f.g(l—o)M Daoeray .

Sur le support de (]—kn), on a, d'aprés (2.5.32) et (2.5.33)

(2.5.36) (3yH|2+ |8£H|22)\2(x,y,€,6,z)
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On introduit alors comme d'habitude 1'opérateur :

2 2,-1
L= (JaH|"+|3,H|) " (2(3 H).s_ + (3, H).3_).

et on réécrit Bl sous la forme :

. '
(2.5.37) B, - Jjjelﬂ(tL)%(l-kn).f.g)(l-o)M laodyde .
Compte tenu de (2.5.25), (2.5.26), (2.5.28) et (2.5.35), on obtient que

pour tout M' >M, tout kK € R* , on a :

~

(2.5.38) IBl(x,e,z)l < A_k(x,e,z).

Considérons maintenant :

! iH M'-1
(2.5.39) B, (x,0,2) = JJJ et -k £.g(1-0) dodydg.

o

Aprés un certain nombre d'intégrations par parties en £ , on réécrit B2 sous la

forme :
' 2. ™ M
(2.5.40) Bz(x,e,z) = J I J e T (1+]|x-y| %) f.(l—AE) (kng)dcdydg .
y'&0

Estimation 2.5.21

Compte tenu de (2.5.22), (2.5.23), (2.5.34), (2.5.38) (avec M' = M), il suffit

de montrer qu'on peut choisir u, indépendant de B, vy, § tel que 1l'on ait :

M
My
(2.5.41) B, (x,8,2)| < A(x,0,2) .

Compte tenu de (2.5.26), (2.5.28), (2.5.33) et (2.5.40), on obtient que ,

pour |n| assez petit et en prenant dans (2.5.40) M = %[|ul+|8|+|y|+|6|+M+n+l],

1'inégalité (2.5.41) est vériiiée avec My = 2|u|+(m1—M)+-+n .

Estimation 2.5.20 dans Q

$,¢€

Sur le support de kn , ona:

(2.5.42) |x-y|2 +|£|2<2n Xz(x,y.g,z,e) .
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et d'aprés (H3)*, on a :

(2.5.43) A(x,0,2) < A(x,84,67)

Maintenant remarquons que si (x,0,z) € Q¢ ¢ et que € est choisi assez petit,
’

on a :

(2.5.44) A(x,0,2z) = k(x,¢;) .

On déduit de (2.5.%4) que :

(2.5.45) A(x,E,6,2,y) < A(X,¢;+o£,g,x—y) .
uniformément
par rapport a o

Finalement en utilisant (2.5.42) et (2.5.45), et en choisissant n et ¢ assez pe-
tits, on obtient que,pour tout(x,0,z,£,y) tel que :

(x,6,2) € Q , (x,£,6,z,y) € supp kn , on a, pour tout o € [0,1] :

b€
(2.5.46) A(x,8,2) = A(x,£,0,2,y) 2A(X,9 +0E)

les équivalences &tant uniformes en o.

Ml ml-M'
(2.5.47) (1—A£) (kng) < X (x,0,2)

Par ailleurs, il résulte de (2.5.26) 1'estimation :

-M

1 lul+lsl+ly]+]6] + -2
(2.5.48) (A (x=y))

£ sA(x,e,z)lul (1+|x-y|)

On joue sur M' et Ml de sorte que

(2.5.49) |ul+ml-M'+ 2n< m1+m2—M-|B[-[Y -|s]
et
(2.5.50) [ul+|8]+|y|+|6| +M'-2M. < 0O

1

(2.5.49) et (2.5.50) sont compatibles. L'inégalité (2.5.50) résulte alors de
(2.5.38)et de (2.5.47) a(2.5.50). c.q.f.d.
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Le théoréme (2.5.1) a l'analogue suivant pour la composition a droite.

mys9 ™
Théoréme 2.5.2 : Soit F dans j t Q damns G1 Cmn)(de symbole 3 droite

j m1+m2,¢

E) ; alors FQ _est dans . Plus précisément, on peut écrire :

(2.5.51) FQ = I(c,¢)

et c admet pour tout M le développement suivant :

(2.5.52) c= I <, + c(M)
la]<M
avec ;
2.5.53 6,2y = 4 T (4 o1 p%ei¥ar

(2.5. ) Ca(x’ ,Z) _a‘!'a_na' (z’ ¢Z X’e’z))- y[e a\X’e’y)]y=z .
et <y et c(M) vérifient les propriétés (2.5.5) et (2.5.6).
Démonstration : On souhaite bien entendu se ramener & la démonstration du
théoréme (2.5.1).
On a déja remarqué que :
(2.5.54) I(b,¢)* = I(b*,0*)
avec :

b*(x,0,y) = b(y,8,x)

¢*(X,9,Y) = _¢(Y’e’x)

Si F est de la forme I(a,$), on a :

(FQ)* = Q*.F* = Q* .I(a*,rb*)

Q étant défini par son symbole a droite q , Q est défini avec comme symbole

3 gauche q . Il résulte du théoréme (2.2.1) que :
(FQ)* = I(c*,¢*)
avec:

- 1 aa': * - i\P* *
(2.5.55) CG(X,epZ) = ;!‘F(xn¢x’ (X,e,Z))Dy[e a (y’e’z)]/)’:X
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D'oll ;

— o .
€ 0,8,2) = C2(2,6,%) = &7 L2 d(z,-05(x,0,30) (-DDleValx,00],  c.q.f.d

13

Comme application des thé&orémes précédents, on a la

Proposition 2.5.3 : Si F est danms j ™o , alors F opére continiiment de

BS(]Rn) dans Bs—m(]Rn) pour tout s€ R.

s— . p P
1 m(IRn). il résulte des théorémes

Démonstration : Si L €G (R") etlL €G
rorstren et -s = 1 s—m

(2.5.1) et (2.5.2) que :
(2.5.56) L FL €.9%¢

Le théoréme résulte alors du théoréme 2.1.6 (cf. également la remarque 2.3.8).

2.6 Fourier-Intégraux globalement elliptiques. Théoréme d'Egorov.

Dans ce paragraphe, on se replace (pour des raisons techniques) dans le

cadre du paragraphe 2.3.

Considérons 1l'opérateur F de la proposition 2.3.6 et supposons que :

2., 1/2
(2.6.1) a(x,0) = {det ;L;i}

Sous les hypothéses (2.3.11) et (2.3.4), on vérifie que
o,.2n

(2.6.2) a € FI(IR ) .

I1 résulte alors de la proposition (2.3.6) que :

(2.6.3) F*F = 1 + R

avec R dans G_z(]Rn

1 )

On déduit immédiatement de (2.6.3) et du théoréme (2.5.1) qu'il existe un

*
Fourier-Intégral G dans 5 ©s¢ (avec ¢*(x,y,0) = x06--S{y,0)) tel que :

(2.6.4) G.F=1a4 R
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avec R_ € G_GKJ(]Rn ).

On a ainsi construit ce que 1'on appellera naturellement un opérateur Fourier-
~ o s j 0,¢

Intégral globalement elliptique dans

On peut vérifier &galement qu'il existe G' dans 7'°’¢ tel que :
!
(2.6.5) FG' =I+CD\' avec Qe dans G ~.

On vérifie alors que G'-G est régularisant.

Remarque 2.6.1 : On peut raffiner (2.6.4) en construisant un F.I.O dans j°’¢'¥
tel que
(2.6.6.) ;‘*;‘ =1+ Q{ avec ® dans G"m"(]Rn) .

11 suffit en effet de construire un o.p.d B dans G?(]Rn) auto-adjoint tel que

(2.6.7) B(I+R)B = I+ § .
Or
p= () /2 cr- Lra CUDEID 2,

définit un o.p.d (défini modulo G ) qui répond 2 la question.

L'objet de ce paragraphe est de démontrer dans le cadre de § 2.3 un analogue

du théoréme classique d'Egorov.

Théor&me 2.6.2 (Théoréme d'Egorov) : Soit F un Fourier-Intégral global ellip-

*
tique dans j °,¢ et G son inverse dams 1 o .8 Q est un o.p.d dams

GT(]R“) de symbole q, alors G Q F est un o.p.d dans Grlu(]Rn) de symbole p

et on a :
(2.6.8) P(3:5(x,8),08) = q(x,3,5(x,8) modulo (" (%)
Démonstration : Remarquons les points suivants :
ler_point : Si un Fourier-Intégral dans j““¢ est défini par un noyau de la
forme

[ el(S(x,e)-ye) a(x,y,0)de

JRo
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on peut, modulo un régularisant, supposer qu'il est défini par une amplitude a
. -2
indépendante de y appartenant a FT(RZH). Montrons ce point modulo j m=2,¢

(modulo un régularisant se déduit par récurrence). On pose simplement :
Z(x,e) = a(x,93,5(x,0),9)

et on constate que (x,y,08) »> a(x,y,?) et (x,y,e)-»Z(x,e) coincident sur C¢ .

*
a . g 4 m PO
De méme, on montre qu'un Fourier-Intégral dans J ¢ défini par un noyau de la

forme :

el(x'e_ S\y’e))a*(x,y,e)de
n
peut &tre défini (modulo un régularisant) par une amplitude indépendante de x.

28éme point : Si F est défini par une amplitude a nre dépendant pas de vy,
QF s'écrit également avec une amplitude c(x,6) ne dépendant pas de y (cela

résulte du ler point ou de 1'examen des formules (2.5.2) et (2.5.3)) et on a :
= m-2,_2n
(2.6.9) c(x,e)==q(x,3XS(x,e)).a(x,9) (modulo Fl (R™))

38me point : Si G est défini par une amplitude b ne dépendant pas de x, on

peut &crire, pour v dans :{(Rn)

(2.6.10) G/.v-(n) =Je_is(y’")b(y,n)V(y)dy
et on a :
(2.6.11) ((QF)u) (x) = Jeis("’g) c(x,0)a)de .

Comme dans la démonstration de la proposition (2.3.6) (cf. 2.3.40), on considére
plutdt :

F@.qn F!
dont le noyau est donné par 1'intégrale oscillante :

(2.6.12) K(n,£) = J.ei(s(y’g)'s(y’“)) b(y,n).c(y,&)dy .

99



B. HELFFER

La démonstration se déroule alors comme dans cette proposition. On vérifie que

f(GQF)?-] est un o.p.d dont le symbole d est déterminé (modulo FT—Z(]RH))

par :

(2.6.13) d(n,—anS(y,n))E?b(y,n)q(y,ays (y,n)).a(y,n)
G étant 1l'inverse de F, on a :

(2.6.14) ba=1 (modulo 1;2(R™)) .

On déduit de (2.6.13) et (2.6.14) que :

= -2
(2.6.15) d(n,-anS(y,ﬂ))==q(y,ByS(y,n)) (modulo FT )
Compte tenu du lemme (2.3.7), on déduit de (2.6.15) que :
m-2

p(BnS(y,n),nFEq(y,ByS(y,n))(modulo r ) c.q.f.d.

Remarque 2.6.3 : Développons plus en détail le 2&me point de la démonstration
du théoréme (2.6.2), car on peut préciser la théoréme (2.51) dans le cas ol :

mz,cl ml,c]

1 , Q€EG et ol

Fel |

(2.6.16) $(x,6,y) = S(x,0)-y.0 vérifiant (E1), (E2), et (E3)).

On réécrit le théoréme (2.51) sous la forme :

Théoréme 2.6.4 : Soit ¢(x,0,y) +S(x,0,y)-y6 ol S vérifie (El) a (E3), a un

symbole classique : (x,6,y) - a(x,6) indépendant de y.

m,,$,cl m, ,cl
Soit donc F = I(a,¢) dans j et Q dans G1

) alors QF est dans
-jml+ m2,¢,cl
1

. Plus précisément, on peut écrire :

(2.6.17) QF = I(b,¢)

et b est indépendant de la 3&me variable et admet pour tout M le dévelop-

pement suivant :

(2.6.18) b= I b+ p M
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avec :
(2.6.19) ba(x,e,z) = bu(x,e) = ;l‘!—('gj;—g‘) (x,axS)D;[eiwa(y,e)]/y=x
ol § est définie par :

(2.6.20) V(x,y,6,2) = S(y,e)-S(x,e)—<y-x,aXS(x,9) > .

Comme fonction de (x,8), on a :

ml+m2—|a| , cl
(2.6.21) ba(x,e) € I'1
m, +m,_-M,cl
(2.6.22) Mg r! 2 .
Démonstration : Le seul point & remarquer est que si (x,68) - p(x,8) est un

symbole dans I‘p’ (]R xR ), (x,0) ~(P&,3s S(x 8)) est également un symbole dans

p’°1(m xR") .

2.7—Famille de Fourier-Intégraux globaux dépendant de maniére c”d'un paramétre.

Soit (O un ouvert de IRS; On aura besoin pour les applications d'une classe de
Fourier-Intégraux globaux dépendant d'un paramétre €&. Dans nos applications,

(9/sera un intervalle ]-T,T[ (T >0) de R. La phase ¢u (u€eld) vérifiera les hypo-

théses suivantes :

(2.7.1) Hypothése (H('?’)
(u,%x,6,y) ->¢u(x,9,}')

est C* sur (9§<]RnX]RNX]Rn .
(2.7.2) Hypothése (HZ)

€4 V a,By,86 €N xN'xN'xN® , VK compact &3 CIO(!BYG

V(i,x ,6,y) 6 KxR* xR xR ,

|3x3y838 ¢, (0,3 | < a Y(S A(x,e,y)(2'|°‘|+|5|+|Y|)+
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(2.7.3) Hypothése (H‘Z/)

Pour tout K dans L9/, il existe 60(1{) tel que : Vu€ K, vV (x,y,0), on ait :
= .
|det D(p ) |>8_(®)

De méme, on introduit la classe I‘::’w/(]Rt) (t €N ) des symboles au tels que

1'application :

(2.7.4) 51> RO z » a () € r;‘(mt) .

soit €% de @ dans l":;ﬂ(]Rt).

Sous ces hypothéses, on vérifie que, si a € rz’G(JRnN+n)
u

s

(2.7.5) I(a,0) est dans (2 ®Y), F®))

et que 1'on a la propriété :

da ¢

0 H s H .

2.7.6 e I =1 + . 1 s
(2.7.6) ou . (au)¢u) ( FIT au 1 _BU' ’ (bu) (@] ’ ,S)
] J ]

I1 est clair que sous les hypothéses (Hl(y, H2‘9: Hlo&)
9 3
(2.7.7) _i +i.a ¢U e I‘m+2’&(]Rn+N+”)
o Buj s 31-lj o

Si on fait de plus 1'hypothé&se (H;Y) (cf. 2.2.3).

Pour tout K c(),’ il existe € 0 tel que,Vu €K,

)

o

2,607
(2.7.8) ¢, €T (sz%’E

et sur 1'amplitude a, 1'hypothése

(2.7.9) a € r“"&(n ynr¥ (R RVxR®) pour tout € K
u 1 ¢u’€ o

et on obtient :
9 3¢ ~0
a

(2.7.10) M Py r“‘*z""(n ) n %Y (R’ ’Y% )
35 u 8uj 1 9,1%.
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On vérifie alors que tous les th&or&mes démontrés au chapitre II restent vrais

avec un contrdle C de paramétre HE€ @, uniforme sur tout compact de & .

2.8 —Fourier-Intégraux et opérateurs pseudodifférentiels

L'objet de ce paragraphe est de montrer comment la caractérisation de Beals
des opérateurs pseudodifférentiels permet de reconnaitre des opérateurs pseudo-
différentiels cachés sous la forme de Fourier-Intégraux globaux. Dans un cas
particulier, on démontrera un théoréme plus précis en utilisant le théoréme de

la phase stationnaire.

Proposition 2.8.1 : Soit I(a,¢) dans j ms ¢ (cf. définition 2.2.1). On fait

1'hypothése suivante :

(2.8.1) Il existe R > 0 tel que :
05 = 0
"y = _ !
= (x,0)=(, ¢y) .
[x|+|v]+]e| > R

(Autrement dit A¢ défini en (2.2.19) est "approximativement" le graphe de

1'identité).

Alors I(a,$) est un opérateur pseudodifférentiel dans GT(]R“).

Démonstration : Compte tenu de la proposition 2.2.3, on se raméne aisément au
cas ol m= 0. La proposition (2.8.1) est un corollaire du théoréme 1.12.1 et

de la proposition 2.5.3 si on démontre le

Lemme 2.8.2 : Soit I(b,¢) un F.I.O global régulier dans j psd tel que ¢

vérifie (2.8.1), alors [xj,I(b,¢)] et [3%-, I(b,$)] sont dans j p-1,9
h]

Démonstration du Lemme 2.8.2 : On a, pour u dans 1f(an)

(1(b,$)u) (x) = jjei¢‘x’9’Y) b(x,0,y)uly)dydo .

plod i ([, I(b,¢)Jw) () = jjei¢‘x'9'Y)<xj—yj)b<x,e,y>.u<y>dyde :

On a donc :
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(2.8.2) [xj,I(b,¢)] = chxj-yj)b,¢) .

I1 en résulte que [xj,I(b,¢)] est dans l3p+1’¢ . Mais, sous 1l'hypothése
(2.8.1), (9§ = 0) implique (x=y) pour |x|+|y|+|6| assez grand. Par conséquent,

(xj_yj)bb est nul pour |x|+|y|+|6| assez grand.
C
¢ -
Il résulte alors de la proposition (2.2.7) que [xj,I(b,¢)] est dans IIP Lo
On montre de méme que :

(2.8.3) [DX.,I(b‘¢)] =I((ax.¢+ay.¢)b+(Dxb)+(Dyb)’¢)'
J J J
Mais ¢é =0 implique (¢;+¢; = O)pour|x|+|y|+|6| assez grand. On conclut de
nouveau par la proposition (2.2.7) que [Dx ,I(b,4)] est dans j p-l,¢ .
i}
Plagons nous maintenant dans le cadre des Fourier-Intégraux globaux 'classiques"

(§2.4). La proposition (2.8.1) se réécrit sous la forme suivante :

Proposition 2.8.3 : Soit I(a,¢) dansff?’¢’C1. On suppose pour simplifier que ¢

vérifie également (H4). On suppose de plus que :

v
(2.8.4) A¢ est le graphe de 1'identité.

n,cl
1

symbole (x,Z) > b(x,&) est donné, modulo FT-Z(]RZH), ar :

Alors I(a,$) est un opérateur pseudodifférentiel dans G (Igl) dont le

n+N
2

|- lﬁ

+(
(2.8.5) b(x,&) = (2m)

(al . |aet DD

°

. T
1 5.0
e 4t igl(x,i,x,i)

o< N

oi n, €Z et (x,£) est assez grand .

— ¢

Précisons tout d'abord quelques notations apparaissant dans (2.8.5) .

104
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On a les deux schemas suivants:

(@}

¢
/ (X,),ﬂ)
i
' \
2ny ' l\ - Lo .
R (x,¢‘) (y, -¢ )€IR (Schema associe a la phase ¢)
‘ I.
(SCH1) e
t
)
4

(x’¢x"Yr‘¢)',)
P

4n
A ER
¢

et quand on passe a la phase homogéne correspondante % definic

dans un voisinage de |¢'e|2 < ez(lx|2+|yl2+|e|2)

(SCH2) , Ldent ité
R*M\0B(x, 1) ¢ lcentite (y,-$)',)€tR2n\0
).
3y
]

)
L 4

(x,85,7,-8))
m
A&':graphe de 1'identité dans RZ\0xR2"\0
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A; est défini au § 2.4 (Prop. 2.4.8); (det D(¢)) est défini en (2.1.39) et

compte tenude(F3), il lui correspond sur C¥ une fonction homogéne (det D( ;)) de
degré 0 et non nulle.
On supposera dans la suite que a est 3 support dans de sorte que a
s €

est une somme de termes homogénes (on se raméne ais@ment 3 ce cas).

Démonstration de la proposition 2.8.3 : On sait par la proposition (2.8.1) que

I(a,¢) est un opérateur pseudodifférentiel dans GT(RH). Il nous reste donc a
étudier le symbols de I(a,¢).
Posons B = I(a,¢).

Le symbole b(x,£) de B est donné par la formule :

(2.8.6) b(x,g) = e_E(x)B eg avec eg(x) = eix.g .
On a alors au moins formellement :
(2.8.7) b(x,£) = ” Lo 0,V XEYE] (o Syaydo .

L'intégrale apparaissant dans (2.8.7) doit &tre considérée comme une intégrale
oscillante comme nous allons le préciser maintenant. Reprenons 1'Gtude faite dans

la démonstration du lemme (2.1.5). On avait le schéma suivant :

(x,y,6)
(scH3) f/ \h‘
| , (x’¢;(9¢é) — (y’_¢}',s¢é)
On a vu que h,g,g ,h sont des difféomorphismes globaux dont les coefficients
de la matrice dérivée sont bornés. On en déduit 1l'existence d'une constante C
telle que © V (x,y,0),V (x',y',0') on ait :
[x=x'{ + [y-y'| + |o-8"] &

(2.8.8)
< C(y-y'| + |¢)',(x,y,e) - ¢)',(X',Y'»0')l + |og(x,y,0) - o(x',y",6" )

On va maintenant appliquer (2.8.8) avec un choix particulier de (x',y',0'")

déterminé par :

(2.8.9) h(x',y',8') = (y,£,0) .
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On obtient ainsi :

(2.8.10) y' =y, x' =x(y,8) ,8' = 08(y,8)

(2.8.8) devient alors :

(2.8.11) lx=x(z,8) | + [0-0(r, D)< CClo £ 1+]9g(x,0,9]).

Nous allons maintenant exploiter 1l'hypothése (2.8.4) et 1'homogénéité.

On en déduit que,pour |y|+|€|;3R, (y,8) - 6(y,&) est homogéne de degré 1.

(2.8.12) 0(Ay,AE) = A 0(y,E) V A= 1,V (y,8),|yl+|g] >R
et que
(2.8.13) x(y,8) =y si |yl+|g] >R .

Enfin , on a également

(2.8.14) le(y,E)-0(x,8)|< C|x-y|

D'oii :
[x-y| + le-00x,8)| ¢ Clloge] + [o50x,0,)]
v Ixty,8)-yD

On déduit de (2.8.13) que : |x(y,E) ~y|< ¢

D'ol finalement :

(2.8.15) Ix-yI + Ie-e(x,€)| < E(|¢;+EI + |¢é|*1)

On introduit alors 1'opérateur :

L} ” s
(2.8.16) S S AR AL T
1 I¢;+C!2 + |¢élz + 1

qui vérifie : L(eif¢(xae,Y)'XE+Y-€]) - i [0 (x,0,y)-xE4yE ]
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Compte tenu de (2.8.15), on rend 1l'intégrale oscillante (2.8.7) convergente en

posant, avec M assez grand :

(2.8.17)  b(x,£) = ” ei[¢(x,0,y)-x£+)’.€](tL)M a(x,0,y)dyds.

aM(x,O,y) dEer((tLJMa) (x,0,y) vérifie en effer :

M/2

2 2 -
(2.8.18) Qogrel™ + Togl "+ D7 la,(x,8,5)] Sax,0,0".

On veut montrer maintenant que b(x,f) est un symbole classique d'ordre m.

Soit X une fonction valant 1 sur ]-1,I[ et & support dams [-2,2] . On

réécrit a(x,p,y) sous la forme :

(2.8.19) e .
a(x,0,y) = al(x,e,y) + az(x,e,y)
avec
2
. . [or+&]+]02]
(2.8.20) af(x’9>yJ = a(x,0,y) X(—ZX o

Z Z Z
€ (1+|X| +|£l )
oi € est un nombre >0 que l'on déterminera ultérievrement. On a alors :

(2.8.21) b(x,E) = by (x,£) + b, (x,E)

avec :

() b50x,8) = [[ HO0ROMIXET-D) 2y 6 y)dody

(2.8.22)

) bg(x,g) JJ’ei(¢(x,e,y)-x£+y£) (tL)M ag(x,e,y)dedy

Examinons tout d'abord b;(x,g) . Compte tenu de (2.8.22), (2.£.20), (2.8.15)

et (2.8.18), on voit que pour tout ¢ >0, tout M', il existe C telle que

e,M'

(2.8.23)

b5, | <€ A(x, )7

En jouant sur N dans (2.8.22), on obtient des estimations du méme type, pour

les dérivées en (x,£) de b;(x,g), et on a donc :

108



OPERATEURS FOURIER-INTEGRAUX SUR RM

(2.8.24) bs(x,6) € r- SR

1 ) -

Modulo F_“(Rzn), 1'étude de b(x,E) se raméne d 1l'&tude de bf(x,g) défini par

1'intégrale (2.8.22) ol le support de aT(x,e,y) est compact en (6,y)

n

Pour localiser le support plus précisément, on va démontrer le

Lemme 2.8.4 : Si € est choisi assez petit, il existe c¢ et C tels que :

(2.8.25) c A(x,E) < A(x,0,y) <SC A(x,&)

sur le support de a?

Démonstration : Montrons tout d'abord que : A(x,0,y) < C A (x,&).

On a : A(x,0,y) & A(x, 0-6(%,8), y-x, B(x,£)) , d'ol :

~

(2.8.26) A(x,0,y) < A(x,¢;+5-£,¢é) (d’aprés 2.8.15).

On conclut alors en remarquant que sur le support de a_,ona:
(2.8.27) |¢}',+£|2+I¢(',I2 <28 ax,0)? .

Montrons maintenant que c¢ A(x,£) < A (x,0,y) .

On remarque tout d'abord que :

(2.8.28) A(x,E) S x(x,g+¢;,¢;)5A(x,e,y,£+¢}',) .
De (2.8.27), on déduit alors que :

(2.8.29) A(x,8) < C [A(x,0,y) + ex(x,£)]

sur le support de a (gréce 3 (2.8.26). D'oli (2.8.25) en coisissant ¢ assez

petit.

Revenons maintenant 3 1'étude de ble (cf. 2.8.23 (1)). On s'int&resse bien

entendu au comportement pour (x,f) assez grand . Posant :
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X =t
(2.8.30) avec t = |x|+|&]
£ =t
on obtient :
1, = if¢(tx,0 y)-t2§.5+ty§} E,.2
bs(tx,tg) = e T al(tx,e,y)dedy.
Il s'agit de montrer que ge(t,;) défini par :
-~ P . -~ ~ l ~ -
w = (x,8) (|uf=1), b_(t,w) = b_(tx,tE)
m,cl .+ 2n~1 ~ m,cl ,_+_ _2n-1 '
est dans S (R x S ) ot S (R xS ) est l'ensemble des symboles
vérifiant (cf. §2.9)
(2.8.31) S,y oz S b_ @

i=0

On a, aprés changement de variable :

o

- . 2T LTy G20 27 2
e(t’w) N tN¢n JJC1[¢(tx,te,ty)-t X.E+t7y.E]
(2.8.32)
aj(tx,td,ty)dedy

Maintenant, pour |t| assez grand, il résulte de (2.8.25) et de 1'hypothése
d'homogénéité sur a et ¢ que :
-~ -~ N .2v~~-...~~.-
(2.8.33) b (t,o) =t +N JJelt [¢(x,06,y)-x.E4yE]
a, (t,u,y,8)dedy
avec !

(2.8.34) 3, (t,0,7,8) = aj(tx,t0,ty)

I1 résulte de (2.8.25) et des hypothéses sur a que :

(2.8.35) % e sl (rt « g2l

1 x K)
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ol K est un compact de ]Rnx]RN et oill

(2.8.36) supp ;l c K.
On pose :
(2.8.37) P(@,7,%) = ¢X,5,9N-X.T+.7 .

I1 résulte de (2.8.25) que, pour t assez grand, y est C % sur le support de 2

.

1

-

Soit donc a étudier 1'intégrale :

: 2 .
5 ~ N+n ~ Y-

(2.8.58) bs(t,w)=t + Jjelt IW(N,}’,O)] al(t,m,y,e)dedy

En vue d'utiliser un théoréme de la phase stationnaire (cf. §2.9, Th. 2.9.3),

on doit d'abord &tudier les points critiques de la phase ¢ par rapport i (¥,8).

Les équations des points critiques sont donnés par :

$'=0 i.e (X,0,y) €C,
(2.8.39) 6 ¢
$1+€=0
y
Compte tenu de 1'hypothése (cf. SCH2), on a alors
X=y
(2.8.40) 61+§=0
y
V' -
§'=-
X
Les équations (2.2.39) déterminent donc pour tout @ = (;,23 dans SZn—l un point

critique (;,3(;,3)) (ol % est la fonction homogéne de degré 1 associé 3 ©
(défini en 2.8.12)), tel que

~,

(2.8.41) (;,;,'5(;, )) ne rencontre pas 0 dans R™x ]RNX Rr" .

Expression de la phase au point critique

Lemme 2.8.5. : Si (X,8(x,0)) est le point critique de ¢ par rapport 3 (¥,6)

. ~ ~
au point w = (x,£), on a :
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(2.8.42) T@,%,8E,8) =0 .
Démonstration : L'application :

T > @,X5W@)

se prolonge naturellement grice & (2.8.37) et (2.8.41) en une application homogéne

de degré 2 de Rzn\O dans R ; c'est l'application

(2.8.43) GDH —EFEED =TED

On a .

- - - - . . eb,
POELE) = 8 R,8(K,D),0) + 8 (K,8(%,D),0) + 5§ (K,6(K,D),0 . —1
. X . 6.

X1 i yl J Jj axi

D'oil :
(2.8.44) 5)'((1,'5) = 0 compte tenu de (2.8.39) et (2.8.40).

) _ . 36,
Par ailleurs : P! o(X,E) =% ¢' . —d

£, iy ek
D'ol ;
(2.8.45) V' (%,E) = 0 (d'aprés 2.8.39)

3

<
I}
o

Compte tenu de 1'homogénéité de ’\E on déduit, de (2.8.44) et (2.8.45) que :

(2.2.42) est ainsi démontré.

Expression du Hessien de la phase  au point critique.

Lemme 2.8.6 : (x,g(;,z)) est un point critique de y non dégénéré, c.a.d. que

det (Hess_ _y) (:;) #G .

y,0
Plus précisément, on a :
(2.8.46) |det (Hess_ _y) () |= |det(D(5)) (X,6(%,8),%)|
y,0
Démonstration : Remarquons tout d'abord que, d'apré&s (2.8.37), on a :
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(2.83.47) Hess ¢ = Hesgw‘vx
y,0 y,0

En ayant en mémoire le schéma 3, rappelons que : |det D(¢)| est la valeur absolue

du jacobien de 1l'application h définie par :

(x,y,0) B> (v,-07,08) = (y,n,0)

Considérons maintenant 1'application (g—lo h)

-1
(Y’n’C) g__O__ﬁ) (x()’,n,(,),ﬁ()’,n,t) ;C)

On peut alors considérer 1'application h1

hl
(2.8.48) (y,n,2) ——> (x(y,n,z),n,z).
L'application (hlo h) est alors 1l'application h2 :

h
(2.8.49) (x’y,e) ——2——) (x,'¢)',y¢é)

La valeur absolue du jacobien de h2 est alors :

(2.8.50) |Jac(h,) |=|det Hessy’9¢|
On déduit de 1'identité h2 = hlol1 que
(2.8.51) |det Hessy’etp[:ldet D(¢)[.|Jac(hl)1

Plagons nous maintenant en un point tel que ¢é =0 .

On sait que pour (|y|+|n|) assez grand : x(y,n,0) =y
et par conséquent :

(2.8.52) |Jac(h1)|(y,n,0) =1 pour |y|+|n| assez grand .

On déduit alors (2.8.46) de (2.8.51), (2.8.52) et (2.8.47) en utilisant 1'homo-

généité.
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Le lemme (2.8.6) permet l'utilisation du théoréme de la phase stationnaire avec

paramétre pour 1'étude de (2.8.38). On déduit alors du théoréme 2.9.3 que‘Be(t,I)

2n

est dans Sm’d(]R"' x 8 _1) et qu'on a

n+N 1
(2.8.53) ~ ~ "7 e e~ -
b_(t,u) = (Zn)Tldet D(§)| z(x,ecx,t:),:c)
O |
igysign(Hess~ =y) - -
Le t Y287 (3,%,8(x,E))
x 5](t,&,i,6(§,§)) modulo SM-2:¢lg*xg?n-1,

Compte tenu de (2.8.21), (2.8.24) (2.8.30), (2.8.31) et (2.8.34), on obtient :

n+N 1 < T
= 2 -5 . i=n
(2.8.54) b(x,£)=(2m) |det D($) | 2(x,e(x,g),x).e 47¢
xa(x,8(x,£),x) modulo F?'Z(Rzn)
pour |z|+|g| assez grand,ol n¢ est la signature de (HessE ;W) au point
’
(;,E,(;,EY,E) (avec (x%,£) = (|X|+|€|)(;,E)) et donc un nombre constant car le Hessien
est non dégénéré et‘Rzn \ 0 est connexe.
Ceci termine la démonstration de la proposition (2.8.3). ®
Remarque 2.8.7 : Sil existe un symbole homogéne au voisinage de C¢,am(x,y,9),

m-1l,cl,¢

tel que (a-am) (€ Fl

) s'annule sur C¢, on a sous les hypothéses de la

proposition (2.8.3)

(2.8.55) b(x,E)v b (x,8) + b (x,8) + ...
m m—-2
avec
n+N 1 .m
-= izn
(2.8.56) b x,E)=2m) 2 @/ |det D] Ze ¥ Hoitex,0)
m m C Cv $

§ ¢

Remarque 2.8.8 : Dans la démonstration de la proposition (2.8.3), on n'a pas
besoin en fait de la proposition (2.8.1). En particulier, on n'a pas besoin
d'utiliser un théor&me de continuité L2 pour les opérateurs Fourier Intégraux

de ce type.
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2.9 - Rappels sur le théordme de la phase stationnaire

Dans ce paragraphe, on rappelle sans démonstration les principaux résultats
(utilisés au § 2.8 et que nous utiliserons au prochain chapitre) tournant autour
de la méthode de la phase stationnaire.

Cas oll la phase n'est pas stationnaire |,

Soient X, Y des ouverts de rP . RY. On a déja eu et on aura souvent 3 &tudier

le comportement pour ¢ tendant vers l'infini d'intégrales du type

(2.9.1) I(x,1) = [ F0CY) 4 (x,y, 0 dy
y

© 2 +
ol ¥ € C (XxY) est 3 valeurs réelles et a est un symbole dans Sm(XxYx]K ),

c.3.d. vérifiant :

(2.9.2) Pour tout compact K de XxY, pour tout (a,B,y) € mp+q+l’ il existe
I telle que : ]DQDBDYH(X y T)lSCK (1+l1|)m-lY|
a,B,Y Xy 1 *7 aBy*

Dans ce genre de probléme, une premiére Eétape sera toujours de se ramener au cas
oi a est nulle pour y en dehors d'un compact KCY, hypothése que l'on fera

dans la suite.

Le premier théor@me trés facile et qu'on a déjd utilisé 3 de nombreuses reprises

est le :

Théoréme 2.9.1. Théoréme de la phase non-stationnaire : On suppose que

gp}', # 0 sur XxY (ou sur un voisinage du support de a), alors I(x,7) €S °°(X><]R+).

Cas_oli_la_phase_a un point critique non dégénéré en y |,

Le théoréme précédent nous conduit 3 1'étude du comportement de I quand ¢

posséde un point critique.
Si @ € C7(XxY), on dit que (xo,yo) est un point critique non dégénéré de ¢ en y

. . . 2
si 9 w(xo,yo) = 0 et la matrice hessienne (3 w(xc,yo) = (Q.,) est inversible.
y ¥3%k jk
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Dans ce cas, le théoréme des fonctions implicites montre qu'il existe des voisi-
nages U, V de (xo,yo) tels que pour tout x€ U, il existe y(x) € V unique
vérifiant ayw(x,y (x)) =0 et y(xo) = yo.

On pose Q(x) = aiyw(x,y)/y . C'est une matrice inversible d&s que U est petit.

=y (x)

Le lemme de Morse avec paramétre permet alors de ramener par un changement de

variables convenable 1la phase ¢ 3 une phase quadratique :

Théoréme 2.9.2 (lemme de Morse avec paramétre) : On suppose que (xo,yo) est un

point critique non dégénéré de ¢ en y. Alors quitte 2 diminuer les ouverts U,V,

il existe une fonction C° h de UxV dans Rq, telle que, si on pose

z = h(x,y), on a :
(2.9.3) 0(,y) =0,y () =3 2.0tz pour (x,y) EUXV .

De plus, h _est un difféomorphisme en y pour x fixé et vérifie

(2.9.4) h(x,y (x)) =0, Byh(x,y)/ =1, x€U

y=r(x)

(h est appelé le difféomorphisme de Morse).

On est maintenant en mesure d'énoncer le théoréme de la nhase stationnaire avec

paramétre :

Théoréme 2.9.3 Théoréme de la phase stationnaire avec paramétre : On se place

dans les hypothéses du théoréme 2.9.2 et on suppose que le symbole aGSm(XXYXR+)

est nul pour (x,y) en dehors d'un compact de UxV. On pose :

Q(x) = Biyw(x,y)/ et on désigne par k 1'application

y=y (%)

UxW2 (x,2) >y = k(x,2) telle que pour x dans U, y- k(x,z)

soit 1'inverse du difféomorphisme de Morse y - h(x,y) :

Alors l'intégrale I(x,t) vérifie :

-3
m 2q

(2.9.5) 1) TGy () 1y 1y e s xR .
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ii) Ce symbole admet dans U xR un développement asymptotique de la forme :

(2.9.6) q 1
. =5 gn Q(x)
(%)Zldet Q(x) | z
-k
r et R ,z,0 ) (x, 2,10/
L ! z=0J
k=0

~ D i -
ol F(0,2,7) = a05,2),1). [3E (u2)| et K(x,2,5) = 3<Q (0.8 >

iii) En particulier, le terme principal de ce développement est donné par :

m—;qﬂ
a(x,y(x),7) mod S

S1¥

L i T sien Q)
(2.9.7) (£ 7% Jaet Q| 2 e

3

On a vu au § 2.8, tout 1'intérét de ce théoréme.

P

Cas oli la phase a un point critique dégénéré

On suppose ici qu'il n'y a pas d'espace de paramétres X et on énonce un théo-

réme global.

Théoréme 2.9.4 Théoréme de la phase stationnaire géréralisé (Colin de Verdiére) :

Soit Y wune variété riemannienne. Soit a(EC:(Y) et ¢ dans Cw(Y) une phase

3 valeurs réelles. On suppose que les points critiques de (¢ situés dans le

support de a constituent une sous-variété compacte connexe W de Y de

codimension v . On suppose que W est une variété critique non dégénérée pour ¢

(i.e. pour tout v €W, le hessien ¢"(y) induit sur 1'espace rormal Ny=TyY/Tyw

une forme quadratique non dégénérée w"(y)/Ny) et on désigne par ¢ la signature

de ¢@"(y). On _a alors le comportement asymptotique suivant :

ite(y) > iZo itp(w)
2.2.8) I(1)= Je a()')d)’=(z—:)7e Te ¢ p(1)
Y

ol p(t) admet pour 1t + « un développement asymptotique de la forme :
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(2.9.9) PO~ I a K
k=0
avec
L
2
= 1
(2.9.10) a Ja(y)ldet o (y)/Nyl dy

ot dwy désigne la mesure induite sur la sous-variété W.

2.10 - Retour aux Fourier-Intégraux globaux 'classiques"

Toutes les phases apparaissant dans ce paragraphe vérifieront (Fl), (F2),
(F3), (F4), (H4) et (HS).

La proposition (2.8.3) va nous permettre d'aller plus avant dans 1'étude des
Fourier-Intégraux globaux ''classiques'. Revenons tout d'abord a certains résultats

démontrés au § 2.3.

Proposition 2.10.1 : Soit F = I(a,¢) dans j?h¢,cl. Alors FF* et F*F sont

2m,cl

dans Gl (]Rn).

De plus, les symboles principaux de (FF*) et (F*F) sont définis par :

(2.10.1) Y, FFGe) = oMY 2aeen@) (D) o 17 6l
C¥ $
Vo _ N+n, V V-l -l
(2.10.2) 0 5 FF) (y,n) = (2m) |am/cy|21de‘ D@ gy oip (o0
:
EE i et i2 sont définis par :
el
Cy3xy,0
;, (v.-8))

et ot Xm désigne le terme principal (bien défini au voisinage de C;) de

1'amplitude a .
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Démonstration : On va démontrer le théordme pour (F.F¥), 1'autre cas s'obtient
~ A * s _
en échangeant les rdles de F et et F . La proposition (2.10.1) est une conséquence

immédiate de la :

Tm' . o¥
Proposition 2.10.2 : Soit F € ﬂ?’q”d , 81 G G\JT s¢75cl , alors Fo G

1
appartient 3 GTﬂ“ ’CI(]Rn). De plus, si

v v
F=1(a,¢) , 6 =1I(b, ¢*) , a etb'

sont les symboles principaux homogénes de degré m et m' correspondant 3

a et b, le symbole principal de Fo G Cotm’ est défini par :

@.10.3) &0 = eo¥E ¥ lde n@)l iy o6
c C ¢

¢ ¢

v v
ol bm,(x,y,e) = bm,(y,x,e) pour (x,y,0) au voisinage de Cv .

* PR
Rappelons tout d'abord que par définition la phase ¢ est la phase définie

sur ]Rn X]RN, x R par :
z y

(2.10.4) $*(z,0',y) =-¢(y,0',2) .

Considérons donc le Fourier-Intégral (Fo G). D'aprés la proposition (2.1.4),

(Fo G) est de la forme :

(2.10.5) (Fo G) = I{c,V)

ol :

(2.10.6) c(x,0,y) = (axb) (x,0,y) = a(x,8,2).b(z,0',y)
et

(2.10.7) ¥(x,0,y) = ($+6™) (x,0,y) = ¢(x,0,2) +¢%(z,8",y)

Compte tenu de (2.10.4), on a :

(2.10.8) ¥(x,0,y) = ¢(x,6,z)-¢(y,0',2) .

On va appliquer la proposition (2.8.3). Vérifions en les hypothé&ses. C'est

1'objet du lemme :

Lemme 2.10.3 : ASP est le graphe de 1'identité.
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Démonstration : Considérons CW

Cw = {(X’O9Y) > \l’é = 0}

(2.10.9) Cp=l(x,8,2,8",y), (x,8,2)€C,, (y,0',2)€C,,

¢’
¢£(X.9,Z)=¢’;()’,9',Z)}

De (H4), on déduit immédiatement que :

X=y
(2.10.]0) (X,O,)’)EC éé , (x,O,z)eC
v B=6" 4
Par définition, A¢ est l'ensemble :
(2.10.11) Aw={(x,w;,y,-w;),(x,0,y) € C¢} .

D'aprés (2.10.10) et (2.10.11), on en déduit que :

- 1 L
(2.10.12) Aw— {(x,¢x(x,9,z),x,+¢x(x,e,z)),(x,e,z) € C¢ .
Comme 1'application : C¢ (x,B,z)—»(x,¢;) est un difféomorphisme de C¢ sur 'Rzn,
on en déduit le lemme.
Lemma 2.10.4 : Si ¢ est défini par (2.10.7), on a :
2

(2.10.13) | (Det (D(V)) (x,0,y)| = |det D($)|“(x,8,2) pour (x,9,y) € C

S_i- (x,06,y) € C\y c m
D'aprés (2.1.40), on a :
(2.10.14) |Det (D(y)) (x,0,y) | = | Det D (¢)(x,6,2)||Det D(*)(z,0",y)|

Compte tenu de (2.10.4) et (2.1.34), on a :

(2.10.15) |Det D(¢*)(z,6',7)| = |Det D(¢)(y,6",2)|

(2.10.13) se déduit immédiatement de (2.10.14) et (2.10.15), compte tenu de
(2.10.10).
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Comme dans la démonstration du lemme (2.8.4), on montre &galement que

(2.10.16) c(x,8,y) = a(x,0,2).b(z,6,x) = (a.D)(x,8,2)

si (x,60,y) € C¢

oll on a posé : E(x,e,z) = b(z,0,x).
Compte tenu de (2.10.16), (2.10.13) et du lemme (2.8.3), la proposition (2.8.2)

résulte de l'application de la proposition (2.8.3) sous réserve de montrer que :

. T
151N
(2.10.17) N

Or pour G = F*, on doit trouver un opérateur pseudodifférentiel autoadjoint

. T
lznw
positif. Dans ce cas, on voit que nécessairement e = 1 puisque les autres

termes apparaissant dans le symbole principal de (FF*) sont réels positifs

(cf. (2.10.1) qui sans (2.10.17) était démontré modulo la multiplication par un

nombre complexe de module 1).

Les deux propositions (2.10.1) et (2.10.2) admettent les corollaires suivants :

Corollaire 2.10.5 (théoréme de continuité L2) : Soit F = I(a,$) dans ?’¢’C1
alors F se prolonge en un opérateur continu de L2 dang L2.
Démonstration : Remarquons tout d'abord que, compte tenu de la remarque 2.8.8,

on ne tourne pas en rond !

Le corollaire (2.10.5) se déduit immédiatement du théoréme de continuité L2 pour

1'opérateur pseudodifférentiel : F*F (cf. Remarque 2.3.8).

Corollaire 2.10.6 (Existence d'un F.I.O (inversible) : Il existe F dans

*
j ?’¢’CI et G dans j ?’¢ sel tels que :

(2.10.18) F.G=1+R cr=1+Q

n

avec R et R,' dans G_m(]R ).

Démonstration : La démonstration est la méme qu'au § 2.6 .

121



B. HELFFER

Corollaire 2.10.7 (théoréme d'Egorov) : Soient F et G définis en (2.10.18).

m,cl

v
(]Rn) de symbole principal q , alors GQF _est
1 m —_—

Si Q est un o.p.d. dans G

v
un o.p.d. dans GT’CICRn) dont le symbole principal 1 vérifie

2.10.19 Y (a8 ,0,9)) = &_(x, 8 (x,8,5))
( . . ) P m Y ¢Y X0,y = qm xa‘px X,0,y
pour (x,0,y) € C; .

Démonstration : On suit la démonstration du théoréme (2.6.2) en utilisant la

proposition (2.10.2). o

Nous terminons ce paragraphe par une proposition qui pourrait &tre le point de
départ de la théorie des Fourier-Intégraux globaux classiques associés 3 une

Lagrangienne homogéne A .

Proposition 2.10.8 : Soient ¢, et deux phases vérifiant les hypoth&ses de ce

paragraphe et telles que :

(2.10.20) A, = A

my¢,,cCl m,¢,,cl
Alors:]l ! =71 2

De plus, supposons que l'on ait deux symboles homog&nes de degré m :

m,cl,¢1 n+N, +n

1
an € FI (R 1 . aznlefg’c 3 tels que :
n+N1 1 v
2.10.2 Y T2 TP % 1
(z.10.21) em (@ |det Do e >)/C$ o ii
1
n+N2 1. |
-, , 2T %0, )
= @m (@, [det D] e - )/c5 o igz
2
m-2,cl,¢ m-2,cl,¢
‘- 1 ’ ’ 2
Alors I(alm,tpl) I(aZm,¢2)€‘Jl =0, .
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Démonstration : Lorsque (2.10.20) et (2.10.21) sont vérifiées, on écrira
simplement :

v
(2.10.22) (CHIR DIEINC AN AR

Le premier point dans la démonstration est de remarquer que la relation définie

en (2.10.22) est stable par composition. C'est 1'objet du :
. v v vV v
Lemme 2.10.9 : Si (@ 20)) v (@, 590,)

v \' v v
A AL

Alors :
vV eV Yy vV oosV, AT
Gk d D v Gy ids MY

Il résulte de (2.1.40) que :

(2.10.23) | det D(¢il¢!1)| = |det D(¢i)| ldet D(o}) | i=1,2.

On vérifie facilement les différents points du lemme si cn vérifie le :

Lemme 2.10.10 (Hormander) : Supposons que Ag = AV
1

VvV, = AV
¢2 s ¢{ ¢é , alors
/\¥1+¥; =A¥2+¥é et on a :

(2.10.24)" (sign(gl4 {;)" - sign(%l)" - sign($")"
0,0 0,0 ! 9107
1" 171 171
= gi Vo Yiyn - af Voyn Cas A
slgn(¢2+ ¥2) _ 31gn(¢2) 51gn(¢é)"

1 L]
292 8,8, 828,

pour les points

(x,0,,) = (x,0,,y,,0},y) tels que (x,0,,y) € C¥1;¥{
(2.10.24)"
(X,Qz,y) = (x,ezyyzaeé,}') _E_ELS__‘:ES (x,@z,y) € C¥7;¥é

et tels que

i¥1;¥i(x’@l,Y) = i¥2+¥é(X,@2,Y) .
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Démonstration du lemme 2.10.10 (Remarques préliminaires) : Remarquons tout

d'abord que cette démonstration est locale (dans des cdnes). Le premier point i

remarquer est le :

Lemme 2.10.11 : Soit ¢ une phase vérifiant les hypothéses de ce paragraphe,

soit (xo,yo,eo) un point de C; , et (xo,ao,yo,no) le point correspondant de

ﬂk¥

A¥ . Soit U la restriction 3 Aé de 1'application (x,£,y,n) + (x,y),

1'application dérivée. Alors on a :

v
2.10.2 - " = - '
( 5) N - rang ¢69 (xo,yo,eo) n - rang “Ax(xo’go’yo’no) .

Démonstration du lemme 2.10.11 : Le membre de droite de (2.10.25) peut étre

interprété comme la dimension du noyau de nA ou encore , en utilisant le
o

difféomorphisme de CVY sur AY , comme la dimension de 1'espace des vecteurs

¢ ¢

tangents a Cg qui, par l'application tangente 3 (x,y,0) > (x,y) sont envoyés sur 0.

Un vecteur (tx,ty,te) vérifie les propriétés précédentes si et seulement si :

On en déduit immédiatement (2.10.25). ,

Corollaire 2.10.12 : _Soient ¢ 6 et ¢ deux phases telles que AY = Ag . Alors

1 2 ¢] 2
. VvV n . Vo =
(2.10.26) 51gn(¢1) 0.6 —s1gn(92)e o = Nl Nz(mod 2)
171 272
Démonstration du corollaire 2.10.12 : On a clairement
. v v .
sign(¢,)" = rang (¢,)" (modulo 2), i=1,2
i = i
6.,6, 6.,6,
1° 1 1" 3

(2.10.26) se déduit alors immédiatement de (2.10.25) dont le membre de droite ne

A¥ =

dépend que de

124



OPERATEURS FOURIER-INTEGRAUX SUR R™

Démonstration du lemme 2.10.10 (l&re &tape) : dans une premiére &tape, on vérifie

que le lemme est vrai si : ¢i = ¢é et :
(2.10.27) ¢2(x,62,2) = ¢>2(x,el,o,2) = ¢](x,91,2)+(A0,0)

ol g€ ]Rk , A est une matrice symétrique non dégérérée (k=N -Nl)'

2
Cn vérifie que ¢y ainsi définie est une "bonne" phase d&s que 9 1l'est et
qu'ona : Ay = Ay .

¥2 ¥1

De plus, on a clairement :

(2.10.28) sign (¥2)" = sign (Xl)" + sign A .

6,0, 8,6,

Démontrer le lemme (2.10.10) dans ce cas revient simplement 3 vérifier que :

(2.10.29) sign (¥1;¥i) = sign (¥2+¥i) +sign A

ce qui se déduit immédiatement des définitions et de (2.10.28).

Démonstration du lemme 2.10.10 (28me &tape) : Il r&sulte de la premiére étape,

que 1l'on peut se ramener au cas ol :

1 : v n 3 v . V’ : Vl "
(2.10.28) sign(4,) = sign(4,)" sign(¢)) = sign(¢,)
0.0 610, :

\l
19 6,0, 191 9,9,

(2.10.28)" N, =N

vz PRV TP : : .
((2.10.28)" étant vérifiée en un point (xo’elo’ylo‘elo’yo’ezo’}ZO’

(2.10.24") fixé).

' PR
920) vérifiant

En effet, soient ¢ et ¢, deux phases telles que : AY = A
! 2 5T,
Posons :
¢1(X,6],c],z) = ¢l(x,el,z) + (Aloi’cl)
(2.10.29)"'

$h(X’92’62,Z) = ¢2(X,62,Z) + (AZOZ’OZ)

ol ole'R , oZGH{ s Al et A2 sont deux matrices non dégénérées 3 déterminer.
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On cherche k , k., A, A, tels que

17 722 1P ™2

kprNp = kN

(2.10.30)
v v
sign(@ )" = sign(.)" en un point fixé (x ,£ ,z ) de pAv .
178,04 2 CPCDY 0’%0°%%0 Xl

Compte tenu de (2.10.29)' on réécrit (2.10.30) sous la forme :

(2.10.31)" K+ N =k +N,

W
. s "
+ sign A} =sign(d,) 0.6

(2.10.31)" sign(.:Yl)"
519 282

+ 51gn(A2) .

wo o« PP . e
(2.10.31) étant vérifiée en un point (xo,go,zo,go) de A¢lf1xe.

(2.10.31) est résoluble, compte tenu de (2.10.26) (On neut d'abord se ramener

au cas ol N1 = NZ)' [

Avant d'entamer la derniére &tape du lemme (2.10.10), introduisons la définition

suivante :

Définition 2.10.13 : On dira que deux "bonnes" phases ¢ et ¢ sont équivalentes
dans des voisinages coniques de points (xo,yo,eo) (€ C¥) gE_(xo,yo;go) (6(:%

. . . . © ~ - . . . . .
s'il existe une application C ® définie dans un vcisinage conique T de

(xo,yo,eo), homogéne de degré 1 par rapport a (x,y,p) telle que :

\%
(2.10.32) $(x,y,8(x,y,0)) = ¢(x,y,6) dans T

(2.10.33) det ( 50 (xo,yo,eo))# ‘.

L'objet du lemme suivant est de donner des conditions suffisantes pour que

deux phases soient équivalentes localement.

Lemme 2.10.14 : Soient ¢ et % deux "bonnes" phases. Alors les phases ¢ et ¥

sont équivalentes dans des voisinages coniques des points (xo,yo,eo)(e Cx) et

~ V . .
~, t 1 H
(XO,YO,GO) (€ C¢) si et seulement si

i)

= A% dans un voisinage conique de ix(xo,yo,eo) = i%(xo,yo,ﬁg) .

v
¢
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~

(ii) N =N
(iii) sign ¥ge (x,.y,,8) = sign

La condition est clairement nécessaire, mais la condition suffisante est beaucoup

plus délicate.

lére étape : Dans une premiére &tape, on va montrer que '$ est localement
équivalente 3 une phase Y telle que ¥-¥ s'annule 3 l'ordre 2 sur CX dans
un voisinage conique de (x 8 ).

g q (x,5Y,58,)

Pour cela, considérons l'application 6 définie dans un voisinage de C$ par :

\4 v
(2.10.34)  (x,81 (x,y,0),84 (x,5,8)) = (0,§](x,y,8(x,y,8)),3, (x,y,5(x,y,6))).

(31 est bien définie globalement (sous 1'hypoth&se H4 sur ¢ et $) ou localement
sous l'hypothése (F3) + (F4)).
Alors

(2.10.35) V(x,y,8) =9 (x,y,8(x,y,0)) .

est une phase localement équivalente & ¢ . Montrons donc :

(2.10.36) ¥-¥s'annu1e 3 1'odre 2 sur C, dans un voisinage conique de (xo,yo,eo).

¢

Remarquons tout d'abord que (x,y,0) - (x,y,g) réalise un difféomorphisme de C¥

sur C é. On déduit alors de (i) et (2.10.34) que

(x,y,6) € Cv ¥ ~
(2.10.37) { ¢ = §'(x,y,0) = ' (x,y,8(x,y,6))
(x,y,0) voisin de (xo’yo’eo) y y

Calculons les dérivées de ¢y . On a :

~ o Lo 38
‘P;{(X,y,e) = ¢;((x,y,e) + ¢%~ H
U (%,7,8) = &' (X,¥,0(x,7.0)) +¢n _23'—5'
(2.10.38) MCHS MERAICRE A
' -3, 98
we(x;y’a) = ¢e- 36
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l-¥ étant homog&ne de degré 2 dans un voisinage conique de (xo,yo,eo) on a :
v v v, v ; v, v VO
(2.10.39) (5-1) (x,y,0)=2x. (y=T0) v2y « (g -3 420 (By-Tg)

Compte tenu de (2.10.34), (2.10.35), (2.10.38) et (2.10.39), on vérifie aisément
(2.10.36).

28me étape de la démonstration du lemme (2.10.14) : Or suppose donc maintenant

que ¢ et V¥ sont deux phases vérifiant (2.10.36) et que :
2 " = > "

(2.10.40) sign § (x,y ,80) = sign Yo (x by ,0.)

et montrons que ¢ et U sont localement Equivalentes.

Compte tenu de (2.10.36), on peut en utilisant la formule de Taylor, écrire :

1 R
(2.10.41) ¥x,y,0) = $(x,y,0) +§-jzk ﬁjk(x,y,e). . (%:3,0). é%ik(x’y’e)

v
ot bjk(x,y,e) est homogéne de degré O et définit une matrice symétrique.

On a sur C V:

¢

V"
ll)96

mn

yo

¥ (148 95)
(2.10.42)
= $y6(1+3.¢ee) .

I1 résulte de 1'hypothése det(D(§)) # 0 qui implique clairement det D(M) # 0

que :

(2.10.43) det(l1 + B Xee) en (x,y ,0) -

Nous allons maintenant démontrer que Yy est équivalente & ¢ dans un voisinage

de (xo,yo,eo) si B est suffisamment petit.

On remarque tout d'abord que d'aprés la formule de Taylor on a :
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(2.10.44)

~ ~ 3% ~ ~ ~
»Y,0)-0(k,y,6) = Z (6,-0,) == (x,y, 8.-06. - .0,
Yy, 8- x,5,0) R SR TR RICERRINCRR)

ol les sont des matrices symétriques homogénes de degré O.

5k

Posons maintenant :

(2.5.45) ej = ej + ﬁ wjk(x,y,e) a¥/86k

ol les w, sont des fonctions homogénes de degré 0 3 déterminer.

jk
Alors on obtient :
(2.10.46) $x,8) = V(x,0)
si ¢
~ v 5
(2.10.47) ij’fE ¥y 3k oy (X5 €580 =b 5y /2
V,ud

On résout clairement (2.10.47) si B est suffisamment petit par le théoréme
d'inversion locale, et, si B est assez petit, on a également, compte tenu de

30
(2.10.45) : @et( 55 ) (x,,y,,0)) # 0.

38me étape de la démonstration du lemme (2.10.14) : Pour terminer la démonstration

~

du lemme (2.10.14), il reste a montrer que ¢ et Y sont localement Eéquivalentes

si (2.10.40) est vérifiée, c.a.d.

(2.10.48) sign Xge(xo,yo,eo) =51gn[¥ee(xo,yo,0°) + (¢eeB-¢ee(xo,yo,90)]

Compte tenu de la 2&me &tape, il suffit de construire une fonction continue de
yp de t, 0<t<1, & valeurs dans la classe des "bonnes" phases dans un voisinage
de (xo,yo,eo) et telles que wt— ¢ s'annule au second ordre sur C¥ . Plus précisé-
ment, on procéde de la mani&re suivante ; on remarque que compte tenu de la 2&me
Etape et de 2.10.51, on peut remplacer (2 &quivalence prés) la phase ¥ par la

phase :
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v v
v v 1 v 3% 3¢
SURL I B R LR T M 1N

(o3}

Admettons un instant qu'il existe une application continue de [0,1] dans 1'ensemble

des NxN matrices C (telles que det(I+AC) # 0 avec A = ¢;e(xo,yo,9°)) :t-B

t
telle que
(2.10.49) B =0 ; B =8B
o 1 (%55 50)
et considérons la phase :
v

(2.10.50) V.= ¥+3z58, : "a?ei LR

(j,k) k

Compte tenu du choix de Bt’ on vériifie que pour (x,y,0) assez voisin de (xo,yo,eo),

on a C¥ = Cm et :
t

(2.10.51) (¥t):9 = (+9%, B .8 .

Par consdquent, on a pour tout s, t € [0,1]

8¢ Y
(2.10.52) v v t t
“’t“’s*7§ B(t,s)%’j"{;e) " %0, " 36,

Js ’

avec la propriété que Bt t(x,y,e) =0 .
t]

Compte tenu de (2.10.52), on déduit de la 2&me &tape que Mt est équivalente a
¥S si (s-t) est assez petit. On a donc par un argument de compacité que ¢ est
équivalente a ml et donc 2 ¥ dans un voisinage conique assez petit de (xo,yo, g).

Il ne reste plus qu'ad démontrer 1l'existence de la famille Bt ; c'est 1'objet du

lemme :

Lemme 2.10.15 : Soit A une matrice symétrique mxm et soit R 1'ensemble

des matrices symétriques mxm C telles que det(I+CA) # 0. Alors deux matrices

C], C2 de R sont dans la méme composante connexe si et seulement si A+ACjA ont

la méme signature pour j= 1,2 ; les rangs sont bien entendu égaux & rang A.
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. . o o .
Démonstration : Soit #ﬁnle noyau de A et CAV son supplémentaire ortho-
. m o
gonal. Alors A:/V= 0 et A envoie R sur (/V avec VV’ comme noyau.
L'opérateur (I+CA) est 1'identité sur 04A . C'est par conséquent un isomorphisme
. . . ~ (/0 . .
si et seulement si (A+ACA) restreint & est un isomorphisme.

Si P désigne la projection orthogonale sur 64’0, il s'ensuit que det(I+CA)#0

implique que :

det(I+CtA) #C si Ct = (1-t)C+tPCP

de sorte que C et PCP sont dans la méme composante connexe de R. De plus,

C1 et C2 peuvent &tre joints par un arc dans R si et seulement si PCIP et
PC2P peuvent &tre joints par un arc dans R constitué d'opérateurs nuls sur ¢/’
et 3 image dans O¢/;. On est alors réduit a considérer des opérateurs de A°
dans Cl/b, et 1'8noncé du lemme résulte du fait bien connu que dans 1l'espace
des matrices kxk symétriques réelles non singuliéres, les composantes con-
nexes sont constituées des matrices ayant méme signature. En effet, 1'appli-

cation B - A+ABA des matrices symétriques dans les matrices symétriques est

bijective si A est non singuliére. g

Fin de la démonstration du lemme (2.10.10) : Compte tenu de la 2&me &tape, on

peut supposer que (2.10.28) est vérifiée. Compte tenu du lemme (2.10.14), ¢1 et

sont &quivalentes, de méme que ¢' et ¢!. On er déduit immédiatement que
2 4 4 1

2
(¢1;¢;) et (¢2;¢é) sont localement &quivalentes et donc en particulier que :
sign(o +9])" = sign(¢ +¢p)"

Q06 < 0.0
11 22

(2.10.24) est ainsi démontré. m

Remarque 2.10.16 : En suivant la démonstration du lemme (2.10.10), on peut

également démontrer que si ¢ et ¥ sont deux phases telles que A; = A%

(localement) alors :

v
- sign §" oiv ., =0
1 ga z—l

ol o est localement constant .

(2.10.53) sign §" oi,
[$]] ¢"

Fin de la démonstration de la proposition 2.10.8.
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lére assertion : Soit (F2,G2) un couple vérifiant (2.10.18) avec
= = * gk
F, = I(b,,4,) , G, = L(b,¢%) .

j m,¢1,c]).

Considérons : I(al’¢l)° G, (ol I(a],¢1) est un élément de

2
I1 résulte de la proposition (2.10.2) (AX +$* = graphe de 1'identitd) que
1 72

I(a],¢1) o G, est un opérateur pseudodifférentiel dans Gm’CICRn

&

). F, étant
m,d,,
dans j , on en déduit immédiatement que

I(a,¢)=(I(a),¢)) . G,)F,
j m,¢2,c1

est dans . Ceci démontre la premiére assertion de la proposition.

2éme assertion : Soient donc (alm,¢1) et (a ) vérifiant (2.10.22).

2m° %2

Compte tenu du lemme (2.10.9), on se raméne, en considérant

I(alm’¢l)’G2 et I(a ).G2

2m’ %2
au cas ol A¥ = A¥ = graphe de 1l'identité.
1 2

On est alors ramené au cas considéré dans la proposition (2.8.3) sous réserve de

montrer que dans (2.8.5)
= : " .
(2.10.54) n¢ sign ¢66 (modulo 8)

Si on se référe a la démonstration de la proposition 2.8.3, on a :

(2.10.55) n¢ =sign Hess¢’y¢

Pour montrer cette derniére propriété, on va utiliser le lemme (2.10.10) avec

les phases :

91 = 0505y 9y = <x,7Y,00, >
| ' | '
2 Y19, 2 Yp¥gy *
On déduit alors de (2.10.24) 1'égalité :

sign Hess -sign Hesse ¥]= 0. 4
1

:
(el,yl) 1
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III - APPROXIMATION de e itA PAR UN OPéRATEUR FOURIER-INTEGRAL

(D'aprés B. Helffer et D. Robert).

Dans le chapitre I, on a montré comment on pouvait définir e—itA pour
t € R, si A est un opérateur globalement elliptique d'ordre 2, classique, auto-
adjoint et positif. On va montrer dans ce chapitre que 1'on peut approcher e_itA
dans les classes introduites au chapitre II. On rappellera également quelques
résultats classiques sur la théorie de Hamilton Jacobi.

. . . itA
3.1 Construction d'une approximation de e

Soit donc A un opérateur globalement elliptique d'ordre 2, classique,

autoadjoint et positif :

(3.1.1) ae !

de symbole usuel q(x,&).

On a donc :

(3.1.2) q(x,8) ~v I qz_.(x,i) .
: J
jz0

. ~ . . . -itA
Le point de départ dans la construction d'une approximation de e est la

relation (1.10.4) démontrée dans la proposition 1.10.9.

+ A) oith | 0 dans C:(Qf(:f,ff))

~
e —
%]

(3.1.3)
-itA
€ /¢=0

On peut en effet légitimement penser que si 1l'on sait résoudre (3.1.13)

. . . P . . -itA
"approximativement", on obtiendra ainsi une approximation de e .

On cherche donc plus précisément un opérateur dépendant de maniére ¢” d'un
paramétre t€ ]-T,T[ dont le noyau distribution K(t,x,y) appartient 3

. / . . .
Cwl‘,]—T ,T[,j_fx y(]Rnx ]Rn)) et qui satisfait a
’

(2% a6,D)) K(6x,y) = R(E,x,y)

(3.1.4)
K(0,x,y) = &(x-y) + R(x,y)

ot R (t,x,y) est une fonction dans C*(]-T,T[, :fx y(]Rnx]Rn))et E(x,y)e j;{ y(]Rnx ]Rn))
’ ’

133



B. HELFFER

On cherche K(t,x,y) sous la forme du noyau d'un Fourier-Intégral global classique

dépendant du paramétre t :

(3.1.5) K(t,x,y) = Jei[s(t’x’n)—y’n]a(t,x,n)d’n
ol
(3.1.6) s(t,x,n) 6 ¢7(-1,70, 1H(R™™))

et vérifie (El) i (E3) et ol :

(3.1.7) at,x,n) € ¢°(-1,7[,19(R"™)) .

Il résulte alors du théoréme (2.6.4) et de 1'étude esquissde au § 2.7 que :

def
R(t,.x,y) = (Dt+ q(X,DX)) K(t,x,y)

est le noyau distribution d'une famille de Fourier intégraux classiques dépendant

de manidre C de t€ ]-T,T [ :

(3.1.8) R(t,x,y) = I(rt,¢t)

ol :

(3.1.9) ¢t(X,n,y) = S(t,x,n) - y.n
et :

f,]—T,T[(RZn

(3.1.10) rt(x,n) €T ) .

Le probléme est de déterminer T, a et S pour que l'on ait :
(3.1.11) roer IR
D'aprés le théoréme (2.6.4), on a :
1
(3.1.12) rt(x,n) = [Bt(t,X,n)-a tT 3ta+b(t,xm)]
ol b admet une décomposition de la forme :

b(t,X,n) N~ R ba(t9x9n)
[+

1% 1y eV (tsysx,n)
(3.1.13)avec b (t,x,n) =a—!—(;};g-)(x,ax5(t,x,n))[Dy[e at,y,m1l/,

et  Y(t,y,x,n) = S(t,y,n) - S(t,x,n) - <y-x,3 S(t,x,n)>
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Pour résoudre (3.1.11), il nous faut utiliser plus explicitement les hypothéses
d'homogénéité que nous avons déja introduites, & savoir (3.1.2), (3.1.6) et

(3.1.7), mais que nous renforcerons sous la forme :

(3.1.14) a(t,x,n) ~ I a_z.(t,x,n)
jEN J

ol les a_zj(t,x,n) sont homogénes de degré ~2j en (x,n) pour |x|+|n|assezgrand.

(3.1.15) q(x,8) v I qy_qo: (%,8)
j>o0 273
avec q2—2j homogéne de degré (2-2j) en (x,£) .

2
(3.1.16)  S(t,ax,An) = A°S(t,x,n),V A =1, V(x,n),|x|+|n|>1 .

On voit alors facilement que rt(x,n) admet un développement du méme type :

(3.1.17) r. (x,n) v g r, ,.(t,x,n)
t jew 2-2j

avec (t,x,n) homogéne de degré (2-2j) en (x,N) pour (|X|+|n|) assez grand.

F2-2j

On résoudra alors (3.1.11) en annulant chacun des termes (t,x,n) pour

F2-2j
|x|+|n| assez grand.

Il est ici plus commode d'introduire les symboles homogénes associés dans

2n

R“"N0 v \4

v
P50 3.2 To-2j?

assez grand se raméne 3 résoudre les équations suivantes

g(t,x,n). L'annulation de (t,x,n) pour |x|+|nl

F9-2j

v v v v R
(3.1.18) 0= ro(t,x,n) = [atS(t,x,n) + qz(x,axs(t,x,n))]ao

(3.1.19) 0=y (t,x,n) =[3.8(t,x,n) + 5. (x,5 S(t Yoe 1Y rag
ol _rO t,x, )"[ t t,x; q2 X, x ,x,n))]a_z 'I' YO aO

v ceex . P
ol YO est l'opérateur différentiel défini par :

v v v
(3.1.20) Yo = Bt+ ? ng qz(x,axs(t,n,n)).axj .
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v _ . s ze . =
On remarque que Yo est un opérateur qui conserve 1'homogénéité des symboles.

v
Plus généralement, r_zj(t,x,n) a la forme :

Y Sra x,o 08 . vy G )*E (tx,m)
(3.1.21) r_zj(t,x,n) =[3,5+q,(x,3.50a ,. )+ : g (£s%50

j- o =2j

v o .
ol f_zj(t,x,n) est C dans ]—T,T[XRzn'\O, homogéne en (x,n) de degré -2j

v .
et.ne fait intervenir que les termes a_Zk(x,g) avec k<j .

v
Retournons d (3.1.18). La condiftion initiale en (3.1.4) et 1l'annulation de r,

nous conduit au systéme :

v
3,5(t,x,m) + &, (x,3,8(¢,%,n) = 0
(3.1.22)

v
S(O,X,n) = X.Nn .

Ce systéme est appelé 1'équation Eiconale.
Soit (xo,no) dans Rzn\O. La théorie classique d'Hamilton-Jacobi nous dit

qu'il existe T > 0 et un voisinage V de (x ,n_) dans lequel
g q
X 5Ny X s o’ o

(3.1.22) admet une unique solution dans ] - Tx , T [ x vV

n x X
o’o oMo o’"o

et qu'on a : (X,BXS(t9X,n)) # (0,0).

Compte tenu de l'unicité de la solution et de la compacité de 1'ensemble :

B={(x,n), 5 <|x|+|n| < 2)

v
on déduit 1'existence de T>0 tel que (3.1.22) admette une solution S(t,x,n)
dans ]-T,T[ xB.

On prolonge alors cette solution par homogénéité en posant :

stexum = (xl+|nh? ¥, —2— , 0
ixl+lnl * [xl+In]

pour (x,0) € R~ 0, t € 1-T,T[ .
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v .
On vérifie alors aisément que S(t,x,n) est solution de (3.1.22) dans

2n 2

v
1-T,T[ xR ~0 et que 1'on a : (x,axS(t,x,n))G RN 0 .

v
De plus, quitte 3 restreindre éventuellement T, on a, (puisque S(0,x,n) = x.n)

la relation :
v 2n
(3.1.23) det(axans(t,x,n)) #0 dans ]-T,T[xR°"~0 .

Considérons maintenant 1'équation (3.1.19). Compte tenu de (3.1.18) et en ajoutant
une condition initiale pour que la condition initiale en (3.1.4) soit satisfaite

(modulo en régularisant), on est amené 3 considérer le syst@me suivant correspon-

dans 3 ce qu'on appelle la premiére équation de transport :
[31=0

Y
o o
(3.1.24) v
a

o(0,x,n) =1.

¥0 étant la somme d'un champ transverse 8 t= 0 et d'une fonction, on peut
résoudre localement et par un argument de compacité et d'unicité, on obtient

une solution de (3.1.24) homogéne de degré O dans ]-T,T[ x Rzn‘\O en restreignant
encore éventuellement T. Nous donnerons au § 3.2 une expression de go en uti-

lisant la théorie de Hamilton-Jacobi.
Enfin, en utilisant (3.1.21), (3.1.22) et la connaissance de g_k(t,x,n) pour
k< j, on résout de la méme maniére les équations :

v oY 4
‘Yo(a_zj) = f—Zj (t,x,n)

(3.1.23)"
v
4-2j(0,x,n) = G
en remarquant que ¥° respecte 1'homogénéité et que ¥—2j et donc 5—2j sont

homogénes de degré -2j .

I‘?’]—T”T[(]Rzn) tel que :

Soit alors a(t,x,n) dans
(3.1.24) alt,x,n) ~ § a_zj(t,x,n)
avec a_zj(t,x,n) = X_Zj(t,x,n) pour |x|+|n| assez grand .

et S(t,x,n) une phase telle que :

v
(3.1.25) S(t,x,n) = S(t,x,n) pour

+|nl = 1.

r
X

On déduit de ce qui précéde que K(t,x,y) défini en (3.1.5) vérifie (3.1.4).
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Il résulte de plus de (3.1.23) que 1'on a :

(3.1.26) det(BXBnS(t,x,n)) # 0 pour |x|+|n|> 1, t €1-T,T]

La phase S(t,x,n) vérifie donc uniformément par rapport 3 t € ]-T,T[ les hypo-
(E1), (E2) et (E3), et par conséquent la phase ¢t vérifie (cf. § 2.4) 1les
hypothé&ses (Fl1) a (F4). On vérifiera au § 3.2, que 1l'on peut &galement choisir
b de sorte que (H4) soit vérifiée.

Les constructions précédentes ont comme corollaire la proposition suivante qui

nous permet d'approcher e_ltA pour lt| assez petit.

Proposition 3.1.1 : Soit A un opérateur globalement elliptique d'ordre 2,

autoadjoint et positif dont le symbole (classique) admet un développement asymp-

totique en termes homogénes (cf. 3.1.15).

Alors il existe T0 , une amplitude a(t,x,n) dans Cm(]-To,T [, FT’CI(]Rzn)),
—_ o

une phase S(t,x,n) homogéne de degré 2 (pour |x[+]n| assez grand) telle que

si 1'on désigne par a 1'amplitude : (x,y,n) - a(t,x,n) et par ¢t la phase :

(X,n,}’) > S(t;xyﬂ)_y,ﬂ .

e-ItA —I(at,¢t) soit un opérateur @ noyau dans Cw(]—To,TO[,j%IRnX]Rn)) .
_ . . -itA ...
Démonstration : On sait que e vérifie (cf. 1.10.4).
1 3 -itA
- [=sp +A]l e =0 o
(3.1.27) 15t _ dans ¢ (4N
—1tA/ -1 t
t=0
., . def PR
Par ailleurs, l'opérateur Ft = I(at,¢t) vérifie par construction :
(3.1.28) [(F2)+al P, =R .
1 ., dans C (J-T ,T [,X(;/))
F/ -1+ o’ o
t' t=0
Posant : F=F -R
Rt = Rt ~ AR

on déduit de (3.1.27) et (3.1.28) 1'identité dams € (J-T_,T [, () :
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t
¥ - itA I ei(tms)An
t s
o
d'ot : .
(3.1.29) F, - TitA _ R4y J emi(tms)A R, ds -

[o}

Il est clair que le second membre de (3.1.29) est régularisant, ce qui démontre

la proposition 3.1.1 .

Approximation de e_ltA pour t€R

La proposition 3.1.1 a permis d'approcher e_1tA pour |t|<To .

Ceci est suffisant pour certains problémes de théorie spectrale (estimation de

la fonction de comptage) mais pour d'autres problémes, on doit avoir une appro-

. . -itA . cae .
ximation de e pour tout t . Pour 1l'obtenir, on utilise un "truc'" classique
cqs sz -itA
en utilisant les propriétés de e .

Soit Tl < TO/Z (on a éventuellement a jouer sur Tl) et soit

(3.1.30) Ih =]hT], (h+2)Tl [ (hezm) .
On approche alors e_ltA pour t dans Ih en remarquant tout d'abord que
1l'on a : .
i - (e-hT A (e—lthA/|h|)lh|
(3.1.31) e = e
et donc que 1l'on a :
(3.1.32) TIA L p . (F yItle ¢, 2 (47,4
t-th h o h
Al oy h| 71
grdce 3 la proposition 3.1.1).
I1 résulte de la proposition (2.4.7) que :
Ft—th . (F h )IhI

T ™

est un Fourier-Intégral classique dont la phase est donnée par :

() ) I
(3.1.33) %~ (OB =S X p ) = gy My et B STy ong) ).
j=1 je1°057 7Yy
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oli on a posé :
y =v
£ = ( n n e mCIM
nl,yz, 2,-.-,Y|h|+" |hl+l

oli 1'amplitude est donnée par :

h
(3.1.34) bh(t’xsgy}') = a(t_th’x’nlhl‘i'l):li.Erl[ a(leyjﬂmJ-) .

3.2 _ Quelques rappels sur la théorie d'Hamilton-Jacobi

Soit q, une fonction réelle dans Ff(lfl) , on associe & q, les équations

de Hamilton-Jacobi :

X an ( 1)
sr(tsyon) = =55 (x(t,y,n), £(t,y,n
2 eyon) = - 2 (x(t,y,n), ECt,y.m))
(3.2.1) Tt »YsN) = 3x sYsN), s Y
! x(0,y,n) =y
!
\ £(0,y,n) =n

Il est bien connu qu'une solution de ce systéme existe pour tout t car
¥, 99 . . 2, 2n
(x,8) + ( —sg-,- v ) est globalement Lipschitzien puisque q, est dans F](R ).

On suppose de plus que q, est elliptique, i. e.
JR, C>0 t.q

(3.2.2)
lx}+l£‘ 2 R > |qZ(x’£)l > C (lez*izlz)

Sous 1'hypothé&se (3.2.2), on voit immédiatement que les trajectoires sont compactes.

On vérifie en effet que :

(3.2.3) q, (x(t,y,n), g(t,y,n)) = qz(y,n)

Cette propriété est connue comme &tant la propriété de conservation de 1'énmergie.
Considérons maintenant 1'&quation aux variatious associde & (3.2.1), ¢.3.d. que

si or pose : - ax
/ 3y (©¥N) 5 (6,0
(3.2.4) A(t,y,n) = \

9E I3
'a—y' (tsy,n) a—f‘l (t,Y:n)
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On sait que :

(3.2.5) 2 Ate,ym = B(Ey,™ - Alt,y,n)
ou 2%q %q
2 3 12
m (X,E) —a‘g—a_é‘ (X,E)
(3.2.6) B(t,y,n) =| , 2
] q, 3 9y
wox 08 T g 08

x =x(t,y,n)
£ =€(tay,n)

Pour t = 0, on a, compte tenu des conditions initiales de (3.2.1) :
(3.2.7) A(O,y,n) =1 .

On déduit de (3.2.5), (3.2.7) et du fait que qZGFf(]Rzn) qu'il existe une

constante C telle que

ct 2n

(3.2.8) lA(t,y,n) - IIISTt e vV (y,n) € R .
On obtient ainsi le :
Lemme 3.2.1 : Pour tout € > C, 3 T'>0 tel que pour tout t vérifiant :

|t]| <T', on ait dans .Z(]R“)

N
[

I Byx(t,ym) - I+ IIan(t,y,n) 0o+ ||ay€(t;y,n)i| + ||8n£(t,y,n) - Il

En particulier il existe T>0 tel que : vy t € J-T,T[ .v n € R,

(3.2.10) y » x(t,y,n) est un ¢® difféomorphisme de R" sur R". .

La deuxidme propriété résulte du théoréme d'inversion globale.
Désignons alors par : x-y(t,x,n) l'application inverse de y->x(t,x,n).

Dérivant (3.2.5) par rapport 3 (y,n), on peut montrer le :
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Lemme 3.2.2 : 1,1-1,T1

(y,n) = x,(t,y,n) € P (]R . j=l,...,n
J b E)
(.2.11) 5 > ey, 6 1] L,1-T, T[(RZ‘; i=1,....n

Gem) >y, (exn) 6 1)1 T[(mz“,)] j=1,...08

Equation eiconale

La théorie d'Hamilton Jacobi nous dit qu'on peut alors construire pour |tl <T,

une phase S(t,x,n) solution de :

(3.2.12) S(0,x,n) = x.n

(3.2.13) (8tS)(t,x,n) + qz(x,aXS(t,x,n)) =0 pour [t] <T

en posant :

(3.2.14) S(t,x,n) = y(t,x,n).n +
t 3q
+ Jr (? €Ls,y,n). f (x(s,y,n),E(s,y,n)) - qz(X(s,y,n),E(s,y,n))ds s
o

y=y(t,x,n).

Compte tenu du lemme (3.2.2), on vérifie que :

2,]1-1,1([ 2n

(3.2.15) s(t,x,n) € r (]RX )
et cue :
S(t,y,n) = s(t,x(t,y,n) =
t 3q2
(3.2.18) =y.n +J (€. T q2) (x(s,y,n) , £(s,y,n))ds
(o]
. ~ 2,1-1,1l 2n
appartient également & Fl (I{y o
’
De plus, on a (cf. 3.2.21)
(3.2.17) det(3 3 8)(t,x,n) > 6 >0 ,V (x,n) €R" ,Vete€]-T,T]
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Définissons maintenant le flot hamiltonien ¢t par :

(.2.18) 4,0 = W) 5 $50m) = x(Ey,m) L ECE,y,m)

oil (x(t,y,n) , £(t,y,n)) est la solution de (3.2.1).

Pour Iti-cT, on a les relations suivantes entre S et ¢_ :

t

(3.2.19) (%, 8,8(t,x,n)) = ¢t(3ns(t,x,n),n), t € 1-1,T [
et en particulier, on a :

(3.2.20) y(t,x,n) =f'c).ns(t,x,n)

et par conséquent :

y; 2
(3.2.21) T5. (Bs%0) = (anlx_s)(t,x,n) .
J 1]
Remarquons enfin que si ¢t(x,n,y) = S(t,x,n)-yn, t € ]-T,T [ alors :
(3.2.22) A¢ = graphe ¢t
t

Cela résulte immédiatement de la définition A¢ et de (3.2.19).
t

Equations de transport :

Considérons maintenant les équations de transport (cf.(3.1.19) et (3.1.20)) qu'on

aurait obtenues sans utiliser 1'homogénéité. Elles sont du type :

atb(t,x,n)+§ BE' qz(X,BXS(t,X,n)) . (ax.b) (t,x,n)
J J J
(3.2.23)
azqz
Z J——
i,j %1%

2 .
+ ( (x,BXS).axi’x.S +1i qo(x,BXS)) b(t,x,n) = £(t,x,n)

]

1
2

-kQ]-T’T[

] (®R*™) (k& N)

2n
ot q € r‘l’(m Ty, £(t,x,n) €T

P_ks]_TaT [(

oli b est chéerché également dans 'Rzn) et vérifiant de plus la

condition initiale :
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k

(i.e. =1 si 0 si k#0)

Classiquement, on résout (3.2.23) et (3.2.24) en intégrant le long des courbes

intégrales du champ : X = Bt+§ SE. q2(x,axS)3x.. Posons :
J J J
z(t) = b(t,x(t,y,n),n)
(3.2.25)
h(t) = f(t,x(t,y,ﬂ) ,n)
Si (b,f) vérifient (3.2.23) et (3.2.24), (z,h)
( z'(t) +[1/2 I —jiiﬁi-(x 3.9) 32 S(t,x,n) +1i (x,3_5)]
i agia;j 2T X X, 2¥57 L9, %0y
(3.2.26) >d J
z(0) = 6ok

On a utilisé la propriété que :

(3.2.27) 3, x(t,y,n)

=9
€

vérifient les équations :

x=x(t,y,n)

qz(x(tyY9n), axs(t,x(t,y,n),ﬂ))

qui résulte de (3.2.1) et de (3.2.19) qu'on réécrit sous la forme :

(3.2.28) (3,8) (t,x(t,y,n),n) =E(t,y,n)
Posons : j(t,y,n) = det(ayx(t,y,n)) On a :
3.2.290 {40 veelnrlr 3.2.9 ec Jer® M@
Dérivons maintenant (3.2.27) par rapport a vy ¢
ij 2 axk
8. ( 3;7)(t,y,n) = ag,g qz(X(t,y,n),BXS(t,x(t,y,n)-n))-3§j +
1 i’k i
(3.2.30) x
2 2 k
+ (3 q).( 8$).( =—)
ijl 2 X X Byi
On déduit alors de (3.2.30) que :
Btj“ quz
= I o (x(t,y,n), &(t,y,n))
U T
(3.2.31)
2
) 2
+ i,j EETEET (X(t,Y,n), E(t9Y1n))~ax.x§(tax(t,y’n),n)'
1°7] 1]
Posons alors : 12
(3.2.32) v(t) = (J(t,y,n)) z(t)
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Compte tenu de (3.2.29), on peut vérifier que 1'on a :

b e k 1-T, T[(RZnJ >ver] -k, ]-T, T[(msng
‘e k]TT[(RZn)%herk]TT[(]R}Z,nn)

et que v vérifie 1'équation :

{ w0+ q) Gt y,m)eCt,y,m)vee) = (F ey, m) /2 nee)

(3.2.33) -
v(0) =8
ou on a : az
(3.2.34) Q' (%,8) = q_(x,£) - g 2 (x,6) € IR
o’ o ? 21 j=1 3X 8& ’ 1 :

L'hypothése naturelle venant de notre probléme (1'opérateur A est autoadjoint) est
la suivante :

(3.2.35) qé ne prend que des valeurs réelles.

Cn déduit alors aisément de (3.2.42) 1l'existence pour tout h dans FIk’]_T’T[

d'une solution v dans F;k"]_T’T[ de (3.2.33). Il faut pour cela se rappeler

la propriété(que nous avons déja implicitement utilisée) découlant de (3.2.2) et

(3.2.4)

3C1>0, C2>O tels que,“7’tG]R,V(y,n)GIRZ‘:l

c, A(y,n) < Ax(t,y,n), E(t,y,n) < C,.x(y,n) .

(3.2.36)

Dans le cas k =0, f = 0 , on trouve comme solution de (3.2.23) et (3.2.24) :

ao(t,xm) =

t
(3.2.37) 7 gy i L)qc',(X(s,y,n), £(s,y,n))ds
= (t,y(t,X,n),”)] e /y=Y(t’X,Tl)

pour t € ]-T,T[, (x,n) € RZn .

Compte tenu de (3.2.29), (3.2.21) et de la définition de y(t,x,n), on peut

réécrire (3.2.37) sous la forme :

a t,x =
0( sX,N)

t
qo(¢s(y,n))ds

(3.2.38) 1/2 -1 J
= [det(BxanS)(t,X,n)] . e o /y=y(t,x,n)

pour t € 1-T,T[, (x,n) ¢ R2D .
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Le cas homogéne retour aux constructions du § 3.1

Si q, est supposé homogéne de degré 2 pour |x|+ |£|assez grand et si q, est

supposé homogéne de degré 0, on vérifie aisément que :

(yon) > ¢t(y,n) est homogéne de degré 1 pour (y,n) assez grand
(x,n) > S(t,x,n) est homogéne de degré 2 pour (x,n) assez grand
(x,n) > y(t,x,n) est homogéne de degré 1 pour (x,n) assez grand

(x,n) > ao(t,x,n) est homogéne de degré O pour (x,n) assez grand.

On retrouve ainsi les solutions construites au paragraphe précldent.

En particulier, on a (cf. 3.1.24 et 3.2.47)

v
ao(t,x,n) =

(3.2.39) t
o i dd s

=[det(3 3 §)(t,x,n)]1 . e /
XxXn

\'
y=y(t,x,n)

Par ailleurs, on a ainsi montré (ce qui facilite certains points techniques,

cf. 2.4.3).

Lemme 3.2.3 : Pour tout t € ]-T,T [, la phase

(x,n,y) > ¢t(x,n,y) = S(t,x,n) —-yn vérifie les hypothéses :

(F1) = (H1), (F2) = (H2), (F3), (HA4), (HS).

Démonstration : On renvoie a (2.4.9) 3 (2.4.11), conpte tenu de (3.2.17).
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3.3 - Etude du Fourier Intégral approchant e-ltA

On a vu en (3.1.32) que, sous certaines hypothé&ses (cf. 3.1.15), on
pouvait approcher e_ltA par un opérateur Fourier Intégral global classique.
Les résultats du § 3.2 vont nous permettre de donner des informations plus

P -itA .
précises concernant la phase de e et son amplitude.

(h)
Lemme 3.3.1 : Si S est la phase construite au § 3.2, et ¢t

est la phase

construite en (3.1.33) pour t € 1h , ona :
(3.3.1) A¢ ) " graphe ¢t (i.e. 1'ensemble des points (x,£,y,n)
t

avec (x,§) = ¢t(y,n)) .

(3.3.2) A = graphe ¥ (flot homogéne associé) . g
¥t(h) t

Démonstration : Pour h=0, la remarque a &té faite en (3.2.22). Supposons
par exemple h>0. Les points critiques de la phase ¢Eh) sont définis par les

équations :

yl = 3n15(Tl,}’2,n1) =Yy
nz = ayzs(Tl’yz’nl)
(3.3.3) Y5 = an.S(Tl’yjH’nj) j=2,...,h .
]
Ny T Byj+15(T1’y3+l’"j)
Vpep = 2 S(t-th,x,nh+l)

Th+1
Les (2h)n premiéres &quations peuvent se réécrire sous la forme (cf.3.2.19)

(3.3.4) ¢Tl(yj,nj) = (yj+1’”j+1) i=1,...,h

tandis que les n dernidres équations correspondent 3 :

G381 g Operripey) = G380, 0)
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En particulier, on en déduit que :

(3.3.5) ¢t(y1,nl) = (x,BXS(t-hTI,X,n ))

h+l

si (x,£,y) € C hy
¢t
Par définition,

A¢(h) = {(x,axs(t-th,x,nh+1),y,nl),(x,£,y) €C
t

I1 résulte de (3.3.5) 1'inclusion :

}.
(h)
¢t

A (h) < graphe ¢t .
¢t

Inversement, on vérifie que si 1'on part d'un point (yI,n]) arbitraire et qu'on

définit (yj,nj) par (3.3.4)j et x par (3.3.4) , on définit un point de C

h+1 ¢(h)

dont 1'image dans A (h) est le point (¢c(y]’n1) s (yl’nl))' Le lemme est ainsit
o

démontré . L} £

Le lemme 3.3.]1 admet comme conséquence le :

Théoréme 3.3.2 : On suppose que le flot ¥t admet une période T>0 , i.e.
2n
(3.3.6) bp(x,6) = (,8), V(x,E) € RN 0
-iTA P ceex . O,cl, n
Alors e est un opérateur pseudodifférentiel dans Gl (R ), dont le

symbole aii(x,g) est de la forme :

T
(3.3.7) an(x,8) v I a_,:(x,8)
T JEN J
ot afzj(x,i) est homogéne de degré (-2j) pour |x|+|£| assez grand et ol

~

T
~ TR '@ (x,0)) ds
(3.3.8) Xz(x,g) ce 4% dgots

avec 0€Z.
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Démonstration : Quitte 3 jouer sur Tl (cf. 3.1.30), on trouve h € N tel que :

TGIh.

iT . . T
e1TP est alors un Fourier-Intégral &gal (modulo un régularisant) i I(bh,¢%h))
ot (cf. 3.1.33) et (3.1.34) :

¢(h)(x £,y) = S(a’—hT x ) - +

3.3.9
( ) ¥
h
+ -il(S(Tl’yj"'l’nj) - yj‘nj)
J
et
T_ . -n(h+l) | o h
(3.3.10) bh=:(2n) ao(T—hT],x,nh+l) .glao(Tl’yj+l’nj)
-2,cl,¢;
(modulo T )

1

ol a, a été calculé en (3.2.48).

I1 résulte alors de (3.3.6), du lemme (3.3.1) et de la proposition (2.8.3) que

~
-iT - crez .
et A est un opérateur pseudodifférentiel d'ordre 0, dont on peut calculer le

symbole modulo r;z(mzn) grdce 3 la formule (2.8.56)

",f T X ) \2/1 (T )
ao(x,ﬁ) = [[ao(T—thy SNhal Jll ° l’yj+1’nj
(3.3.11) ir.n
.|det D(&ih))|_l/2] i_1 (%,£,%,8) x e 4 ¢(h)
5 ¥ (h) s
T T
. .—1 .
Or on a, en un point 1¥~P)(X,E’X,E) de C¥ﬂ}h)’ les relatioms (cf.(3.3.4)j)
T
(3.3.12) (yj+1’”j+l) = ¢jTl(x,€)

On en déduit que, en ce point, on a :
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T
[y,
v _ 1/2 -1{ XO(XS(Yj,nj)dS
Bo(Tysyyypong) = det(@ ¥er Ly ) % e o

.T

D'oil : j 1
~i ! ds
v B v 1/2 1J . qo(¢s(x,€))
(3’3’13)ao(T1’yj+[’nj)—det(axanS(Tl’yj+l’nj)) . e (J"])Tl
De méme : ~

T
. \
-] @ (x,8))ds
1/2 J [o] S

V ~
Wy YR - T-hT . nT1
(3.3.14) ao(T th’x’nh+l) det(BxanS(T th’X’nﬁ\*l))

Par ailleurs, on vérifie aisément (cf. 2.3.4), (2.1.40C))

| Det D($ﬁfh))| =

T

(3.3.15) h

det(d 3 $(T-nT det (3 3 S(T
et x°n l,X e x°n l,y.

M) || #+1°"3)

Le théordéme se déduit alors de (3.3.11), (3.3.13), (3.3.14) et (3.3.15). =

Remarque 3.3.3 : Il serait intéressant d'interpréter 1'indice o apparaissant

dans la formule (3.3.8), mais cela sort des objectifs de ce cours.

3.4 Etude de l'exemple de l'oscillateur harmonique

L'objet de ce paragraphe est de réexpliquer,compte tenu de la théorie déve-
loppée précédemment,les formules apparaissant dans 1l'introduction, en particulier
la formule (0.13). Ces formules sont bien connues et nous ne donnons pas ici la

méthode la plus simple pour les obtenir.

Les calculs développés aux § 3.1. et 3.2 conduisent aisément 3 1'expression du

noyau distribution K(t,x,y) de e_ltp (P = %—(—a§~+x2)) pour It[ < % :
(3.4.1) K(t,x,y) = Jel(s(t’x’n)_y'n)|costl-1/2 dn

ol S(t,x,n) est définie par :
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2 2
+
(3.4.2) S(t,x,n) = - ——5— tgt+

cost

Les équations eiconales et de transport se résolvent en effet facilement. Il
s'agit de déterminer une expression de K(t,x,y) pour |tl3>% . Considérons
1'intervalle I = ]%,n { . Dans cet intervalle, la phase ¢t(x,n,y = S(t,x,n)-y.n
est bien définie et on a :

(3.4.3) hy = 1G8y,m), (x,8) = ¢,(y,n)} = graphe ¢, .

t

Par ailleurs, compte tenu de la méthode exposée précédemment, on peut écrire :

. U . t
s -1 P -1 =P
-itP 2 2
(3.3.3) (e ) = (e ) (e )
et par conséquent, pour t € ]%-,n[, on peut écrire e_1tP sous la forme :
-itP -2 t, "1
(3.4.5) @) = 1(@m ™ Jeos 7|, v, telvg,w

oll wt est la phase :

(x,0,y) > ¥ (x,0,y) = S( g, X,n)-z.n + S(-;—,z,n')-yn'
(3.4.6)

avec § = (n,z,n") .

On vérifie aisément (cf. les définitions introduites en 2.10.21 et 2.10.22) que:

(3.4.7) A¢t = Awt = graphe ¢t (te ]%,ﬂ[)
et que
-1 - - -
3.4.8  (eos £ @020 v @2 en  eost| 2y

La proposition (2.10.8) permet alors de conclure (dans ce cas particulier, la
phase étant quadratique et le symbole constant, il n'apparait pas de termes

d'ordre inférieur !) que :
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(e_itp) = I(e_iﬂ/z(Zw)-]|costl ¢,)

-1/2
Tt

(3.4.9)
pour tG]%,ﬂ[ .

Le membre de droite de (3.4.9) a un sens dans ] +

ST

37 PP ~ .
N TT.[ et vérifie 1'équation

-in/2

(21:)_l|cost:|—l/2

(1 0,+P) (I(e o, N =0

pour t €]%"’ 3 % [.
On en déduit que (3.4.9) est valide dans ]+ %, %; [ .
Par des méthodes analogues, on obtient aisément 1'expression du noyau dans

m m
1'intervalle ]%?, %Z-[et on retrouve en particulier la propriété que

-2imp . . ~ .
e = - I [ce qui est clair de départ, compte tenu de 1l'expression des valeurs

propres de P].
On a donc bien la formule (0.13) de l'introduction :
2
x“+

2
. k+1 n XN
- _ -in (=) i[-( Vtgt + -ynl
(e 1tP)(x,y) - |cost| 1/2 R 2 je 2 cost &n

(3.4.10)

%+kﬂ<t <%+(kﬂ)n(k€i)

Que se passe-t—il aux points ( % + kr) (k€Z) ? Il suffit d'étudier les

m 37

) et o (on utilise aprés que e—211IP =

points -1).

Le probléme est ici que l'on ne peut pas paramétrer 1l'ensemble :
P P p

graphe ¢ = {(x,8,y5m) 5 (x,8) = ¢, (y5n)

~

par (x,n) ce qui avait conduit 2 1'introduction de S(t,x,n) tel que .
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graphe ¢ = {x,8,y,m) 5 €= (3.8 (t,x,n), y = (BnS)(t,x,n)} .
Par contre, pour t vérifiant :

(3.4.11) O<t<m

on peut paramétrer le graphe de ¢t par (x,y), ce qui conduit & la recherche

d'une fonction S(t,x,y) telle que i

(3.4.12) £ =3, 8(t,x,),n = -3 8(t,x.y)
de sorte que :

(3.4.13) Ag} = graphe ¢t .

. . ~N
Le calcul donne 1l'expression suivante de S :

2 2
S =Xty - X
(3.4.14) S(t,x,y) 5 cotgt Sint
Pour t €]0, % [, on vérifie que :
(3.4.15) ((21{)—l ICOStl-1/2,¢t)’h((ZW)_l/Z e—ln/alsintt|-1/2,§;)
on a donc :
(3.4.16) P LM T g 727

pour te€lo, [.

ST

Le membre de droite a un sens pour t €]0,r[ et vérifie la méme &quation

que e_ltP. On en déduit que (3.4.15) est valide pour t €]0,n[.

Plus généralement, on obtient :

2 2

X+ X

. _ . s 22 cotgt- X
(e ltP(x,y) = @2n 1/2 e1w/4 R 1kn/2|sint|—l/2 R 2 8™ Sint

(3.4.17)
kr <t < (k+l)mw

Les formules (3.4.10) et (3.4.16) permettent une descrintion compléte de e_ltP

pour tout t.
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~
IV..PROPRIfTéS ASYMPTOTIQUES DU SPECTRE D'OPgRATEURS PSEUDODIFFERENTIELS SUR Rn
(d'aprés B. Helffer et D. Robert).

Dans ce dernier chapitre, on aborde les applications 3 la théorie spectrale.

4.1 Relation de Poisson.

On se propose de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.1.1 : Soitd% un o.p.d. globalement elliptique, classique, autoadjoint

positif dont le symbole q vérifie

(4.1.1) q~ X

avee q,_,: homogéne de degré 2-2j .
jEN ]

-2

On désigne par iagl'ensemble des périodes des trajectoires périodiques du champ

hamiltonien Hq , d'énergie 1. Alors :
2

(4.1.2) Support Sing. Trace e itA c €$ .
Rappelons que Trace(e-ltA) a été définie dans la proposition (1.10.13) et que par
définition

2n

(.13 L= (t€R,I M ERT, Y(yn) = 1 et ((t,y,m) , E(6,y,0) = (7,m)

. P v Vv
(cf. le chapitre III pour les définitions de ;2, X, £).

Avant de commencer la démonstration du théoréme (4.1.1), remarquons qu'on vérifie

facilement que

(4.1.4) 0 est un point isolé de L f

(4.1.5) f,ﬂ,est un sous—ensemble fermé de R .

Démonstration du théoréme 4.1.1 : Il s'agit en fait d'établir le résultat suivant :
(4.1.6) Soit eecZ(m) tel que : supp 6N £¢ﬁ= 8 ,
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alors

itt

(4.1.7) I(t) = Trace (J e(t) dt = o(ltl )

pour |T|->e .

Par une partition de l'unité, quitte 3 diminuer Tl’ on peut se ramener d &tablir
(4.1.7) pour 6 €(:(I ) (cf. 3.1.30). Pour simplifier, supposons h=0 et rappelons
qu'on a montré au paragraphe 3.1 1l'existence de I(bh,¢(h)) tel que (cf. 3.1.32) :

-itA t  (h) S h
(4.1-8) e _I(bhy¢t )GC (Ih"c(f ;f)) .
Or si RtE dn(Ih,f(j',f)), on vérifie immédiatement que :
(4.1.9) Trace (J Rt.e(t)eitTdt) ={}e(t)R(t,x,x)eitTdtdx = O(Iqum)

ol R(t,x,y) désigne le noyau distribution dans dn(Ih,f(Riny» de Rt. On déduit
’
de (4.1.8) et (4.1.9) que :

(4.1.10) I(z) = Trace [ I(b§,¢£h))e(t)e1tTdt (modulo 0(ItI™)) .

Il suffit donc de montrer que :

daf

(4.1.11) I'(1) Trace(J I(b;,¢éh))e(c)eitTdc) =o(It1™ .

On va d'abord démontrer qu'on peut calculer directement I'(t). C'est 1l'objet du

I
. . W h o on _(2h+])n
Lemme 4.1.2 : Soit a_ une amplitude dans Fo (I& XRE

XIR;) et soit

p € CZ(Ih), alors l'opérateur :

[or1@es™ar

admet un noyau Ep(x,y) dans J(Rzn) donné par 1'intégrale oscillante

t (xsE,Y)
(4.1.12) Ep(x,y) = [J e a (x,£,y)p(t)dt dE . 4

Démonstration : Il suffit de construire un opérateur différentiel L du ler ordre
en t et § tel que

1¢‘(:h) i¢£h)
(4.1.13) L(e ) = e
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et tel que :

U’I u_l’I
(4.1.14) YL envoie ro h dans T, h .

Montrons tout d'abord qu'il existe des constantes C, et C,> 0 telles que :

1 2
V t€supp p, V x€RY, v £€ RZMDD s e g .

)

(h)ll/z
t et

(4.1.]5) C])\(X,E,y) < )\(Iat‘b ) < CZA(X,E,Y)

Compte-tenu de (3.1.33), la deuxiéme partie de 1'inégalité est immédiate. Montrons
la premiére partie ; ¢(h)

>t
support dep (cf. proposition 2.1.4 et le lemme 3.2.3). On en déduit que :

est une phase vérifiant (H3)* uniformément pour t dans le

(h) (

(4.1.16) K]A(X,E,y) < A(x,axcbt ,35¢t

My =260, M, 0,8 (e-hryxn )Y

h+1
Utilisant l'ellipticité de q,> on a :

1/2
(4.1.17)" A(x,8 S(t=hT ,x,n, 1)) 2 Alla,(x,0 8) 1

uniformément
par rapport a t

1.

Si on se rappelle que :

" - = - -
(4.1.17) qz(x,axS(t th,x,nh+1)) BtS(t th,x,n )

h+1
d'aprés (3.2.13),

" = - (h)
([4.1-]7) = at¢t (t,XsE’Y)

d'aprés (3.1.33), on démontre facilement (4.1.15).

Posons alors :

(4.1.18) R=0+13,0™ 20z, o ™14
. &.Tt
J J
et
(4.1.19) L=-iR i+ oMys +xca o35
t't t T %7t £.
] J J
Grice a (4.1.15) et aux estimations sur ¢éh), on vérifie que L satisfait 3

(4.1.13) et (4.1.14).
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On peut alors donner un sens 3 l'intégrale oscillante (4.1.12), en posant pour Ml
assez grand :
., (h) M

~ 1¢ (x,£,y) ,t 1
(4.1.20) B (x,9) dsf”e t (‘L) “la, (x,E,y)0 () Jdede .
L'intégrale est en effet convergente. En jouant alors sur Ml’ on obtient gréce 3
(4.1.15) une décroissance arbitraire (en puissances négatives de A(x,y)) de
E (x,y). L'étude des dérivées de Ep(x,y) ne pose pas de problémes différents. Le
lemme (4.1.2) est ainsi démontré. 4

On déduit de ce qui précé&de que, pour M=M fixé assez grand, on a :

1

i 6 (x,e00 | My
(4.1.21) Trace(Ip(t)I(at,qht )dt) = JJJ e (L) [at(x,g,x)p(t)].dtdxdg

I1 résulte de (4.2.21) que I'(t) défini en (4.1.11) s'écrit sous la forme :

M
(4.1.22) I'(1) =

: A ”’r i[¢Eh)(x,e,x)+tT]
j=0

J e bj(t,x,E,x)Oj(t)dtdxdE

- oo
oll ej€Co(Ih) , supp ejn£w=¢

—M],I

ot bjero h(]Rnx]R(ZhH)n

x]Rn)

. - . ces s . t  (h) - .
Quitte 3 avoir modifié (au départ) I(bh,¢t ) par un opérateur du type R, (ce qui
n'est pas important compte-tenu de 4.1.9), on peut &galement supposer que b; , et

par conséquent les bj , vérifient :
(4.1.23) bj(t,x,e,y) =0

si (x )EBR (R a fixer >0), ou, s'il existe i, 1<i<h tel que

:nh+l
(Yi+l,ni) € BR .
On peut alors choisir R assez grand de sorte que

=

(h) L v
b T 0080 = SEET XN ) = Vg My * 2 GTygng) =y ) =
(4.1.24) I=

xéh)(x,g,x) (avec Y =x) si (t,x,£,x) € supp bj.

Le théoréme résultera alors du lemme suivant :

~ Mol o e
Lemme 4.1.3 : Soit B(t,x,E,y)€r (R" xR "xR") vérifiant (4.1.23) et
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(4.1.24) et soit § dans C:(Ih) tels que :
(4.1.25) Supp '5'0-% =¢

Alors on a :

Eh) (x,€,x)+tt]

¢ il¢ - -
JJJ e b(t,x,£,x)0(t)dtdedx

oy

1200 Jo @

= O(Irl-w) pour |1|->e

Démonstration : Posons

(4.1.27) F(t,x,E,1) = ¢§h) (X,£,%) + tt
et soitd{(r,e) le sous—ensemble de R xR" XR(2h+l)n constitué des (t,x,£) tels
que
t € supp (]
(4.1.28) (t,x,£) E(1,e) &
~, 2 ~ ~
Frfez 3y 1%er@y 1t e

J J J ]

On va montrer qu'il existe eo>0 et T0>0 tel que, pour |t1|= ITOI, e<eg

1/2

(4.1.29) HAr,e) e {(t,x,8) 0<c <aGe,n, It /2 <c!

1/2

< - <c! j=1,...
0<Cj )\(yjH,nj)lTI CJ} ji=1, ,h

On notera simplement

1/2

A (x Rt

’nh+l)

~ 1/2
X(Yj+1,nj) ® |t

en convenant que les constantes apparaissant dans 1'équivalence ne dépendent pas
de 1 et de ¢ (O<e<eo).
Remarquons tout d'abord qu'il résulte de (4.1.28) que :

(4.1.30) 2, S(t-hT, Y+112 < e’ dans f(r,e) .

,X,nh+l

On.déduit de (4.1.30) qu'il existe e, tel que :

1
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(4.1.31) 19, 8(e=hT ,x,n D1 = 7l dans & (r,¢) (e<e)) .

Compte-tenu de (4.1.17), on obtient alors que :

1/2

(4.1.32) )\(x,axS(t—th,x,nhH)) =t dans f (1,¢) (|Tl>‘rl , e<el) .

I1 résulte alors du §2.3 (hypothése (G2) et (G3) ) que :

(4.1.33) A(x y = 1212 dans die,e) (el>1 , e<e) .

’nh+l

On a utilisé ici et on réutilisera la propriété suivante :
(4'|‘34) )‘(Yan) = X(Y,(axs) (S,Y,T])) = A((ans) (S,y,ﬂ),n)

pour s€ [-Tl,Tl] .

Reprenons l'exploitation de (4.1.28). On obtient maintenant :

1
(4.1.35) 1. $)(T,,y,m) -xl <e'/% 11172
nl 17221
et
. 1/4 1/2
(4.1.36) I(axS)(t-hT],x,nhH)-nll S e / Il /
De (4.1.32) et (4.1.36), on déduit 1l'existence de ezséel et de T2>'r1, tels
que
~ 1/2
(4.1.37) A ) R It dans d(t,e) (ITl>1, , e<ey) .

De (4.1.37), (4.1.35) et (4.1.34), on déduit alors 1l'existence de e3<£ez N
<
35T, tels que

/2

(4.1.38) Ayymp) = 1112 dans (r,e) (Url>1, , e<e

3) -
En itérant le procédé, on montre finalement (4.1.29). &«

+ %] et @ support dans

Soit maintenant X une fonction &gale i +l sur [- %,

[-1,+1] et posons :
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~2 ~ 4 4
logl = zlo) 17 +2lep |
(4.1.39) c (t,x,E,T)=)’(“( T ) .
€ elt|?
Décomposons % sous la forme :
(4.1.40) P=% +5 avec b, =7 B
17 %2 1 e

Considérons tout d'abord gé. Le support de Eé est contenu dans le complémen-

taire de 06(1,5/2). Pour estimer la contribution de b,

2 dans (4.1.26), on

introduit 1'opérateur

~ ] ""3
1 ¢tat+ §$X13X1+ Zd>€1a€1
(4.1.41) M= 1 =2 A A
1&p 17+ z o, |7+2 18] |
i i J j
On a alors :
(4.1.42) 1, =J”ei¢(t""§ "B (6,6 ,1)8 (0)de dgdx

- ”Jf X600 (45 (o, yBeyar aca

pour tout k € N .
Compte tenu des conditions sur le support de b2, on en déduit que :

(4.1.43) jZ(T) = o(lt|™™)

On doit cependant vérifier que, pour ne pas perdre en (X,g£), ce que nous gagnons

en T, on a 1' Equivalence suivante :

1 L
Gerdh) v (e,x6) & UnE/2), 568 Ity m (315 15 15D
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Or on déduit de (4.1.15) que :

1
rx, ) € 2(e, 817, 0,6 (x,8,00)

1 1

RN EIEN RN O
% 1
PR TN
1
< A(|¢;|7,I$;(l,|5;;|) car (t,x,£) ¢A(1,3) m

Remarque 4.1.4 : Dans 1'estimation de :ﬂl(r) (défini en (4.1.42)), on n'a pas
utilisé 1'hypothése 4.1.25. 4

Considérons maintenant :

(4.1.45) jl(r) =:”Je1¢(t”"5’”bl(t,x,g,t)’é(c)dt,dg.dx .
1l
Posant (x,£) = |T|2 (;,E) , on obtient, compte tenu de (4.1.24) et (4.1.29),que :
Yoo~
@i L = @ ([P ERDrE bz 7, i i
pour |t >'ro (To assez grand)
ol ;(;,E) est une fonction C” 3 support compact sur le support duquel on a :

le+|nh+1|>co> 0

(4.1.47) j=1,...,h
|yj+1|+|nj I>c > 0
ol *
1 1 1
~ o~ ~ Y SO WO
(4.1.48) c(t,x,g,1) = b(t, || x,|T| g, 1] X)e(t)
et ol :
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"T;i(t,;,'g) = S(t-th ,;”ﬁ’h‘*l)_’;h"'l .?{h"'l
(4.1.49)
Lt
. )-y..n.) + -X.
o b 1Y541005)75 nJ) (T5y,sn)-x.n + t
J=

(+ dépendant au signe de 1)
v
Mais compte tenu de (4.1.47) la phase ¥, est C* sur le support de X .
On va alors utiliser une légére extension du théoréme de la phase non-stationnaire

(cf. Th. 2.9.1) dont la démonstration est immédiate.

Lemme 4.1.5 : Soit m-f (m) une fonction C réelle sur un ouvert £ QQIRN et

g(m,p) une fonction c® sur Q x [To,-+w [ telle que :

(4.1.50) supp gk x [ T+ [ol K est un compact de M .
o §lal

(4.1.51) IDmg (m,p)|<Ca|p| avec §<1 .

(4.1.52) f'(m) # 0 pour m € K .

Alors

(4.1.53) T(T) = J elpf(m)g(m,p)dm = 0(p_m), P>+

On applique le lemme (4.1.5) pour 1'étude de 1'intégrale Ja (1) avec :

[t] =0, 8

1 1 1
- C e T~ Ta T~
m) = ¥, (t,x,8) , gm) =68()x(x,E)b(t, || x,|7|E,|t]|° %)

Pour que le lemme s'applique, il reste & vérifier la condition (4.1.52).

Considérons d'abord le cas oli 1> -

Si f£'(m) était nul en un point, on aurait :
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v
Btb(t—th,x,nh+l)—l =0

v
ce qui est impossible car atS(t-th,x,n ) <0 d'aprés 1l'équation eiconale et

h+l

P v
la positivité de q, -

Remarque 4.1.6 :
1“0 =0qﬂ—w)pwrr+—m

Compte tenu de la remarque (4.1.4), on a :

j(‘t) = 0(|r|_m) pour T -

et pour démontrer (4.1.54) on n'a pas utilisé 1'hypothése (4.1.25). -

Ceci sera utilisé au § 4.2.

Considérons maintenant le cas ol T >+, et cherchons les points critiques &ven-
v

tuels de la phase $;(t,x,5) situés dans le support de
o1
- DR PN 2~ 427 2%
(£,%,8) > a(E)x(x, )b (e, [t| %, |17 &, 1|7 %) .

Ces points critiques sont déterminés par les équations :

[ - g -
(4.1.54) >t§(t BT ,x,m, ) =1
V ~ o~ ~
(4.1.55) a ST KR L) =
(4.1.56) a,ﬁh'..lS(t-th,x,nh_H) = Yiel
i C1T5eT) = T
(4.1.57), . j=1,...,h
3 ST Ysng) =95
(4.1.54)"' et (4.1.55) impliquent que :
v o~~~
(4.1.58) qz(x,nl) =1

(4.1.59) (x,n)) = ¢ (x,n)) -
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(4.1.58) et (4.1.59) disent justement que t€ ch ce qui est exclu par (4.1.25)
et 1'hypoth&se que t€ supp 9.
Il n'y a donc pas de points critiques sur le support de 1'amplitude.

Le lemme (4.1.3) et donc le théoréme (4.1.1) dont démontrés. m

4.2 - Formule de Weyl avec reste

Dans le paragraphe précédent, nous avons localisé les singularités de la distribution

tempérée Tr(e_ltA)(A d'ordre 2). Ce paragraphe est consacré a 1'étude de la

O
singularité 3 1l'origine de cette trace. Soit © € CO(HO , 4 support contenu dans

]—TZ,T2 [oi T, est choisi de telle sorte que :

2

4.2.1) ]—TZ,TZ[ n $&= {o}.

On suppose de plus que :

(4.2.2) @ est paire
(4.2.3) ©(0) = 1

Posons

(4.2.4) I(1) = Tr [j e ItA o(ryeltTae)

On a alors le théoréme :

Théoréme 4.2.1 : Sous les hypothéses du théoréme (4.1.1) et de ce paragraphe, on a

4.2.5) i) I(r) = o(|t| ") ,1o-w
(4.2.6) ii) I~z e e
j=o0

ol les cj (j=0) sont des nombres réels ne dépendant que du symbole de A.

De plus,

4.2.7) c = (2) ™! —ds
° 4,=1 1v4,1
2 2
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ol dS est la densité riemannienne sur 1'hypersurface EZ =1.

Enfin, si n=1, on a :

(4.2.8) e, = 0 si n=1.
Démonstration : Le point i) a &té démontré au paragraphe précédent (cf. Remarque
4.1.6) .

=

- 00
En procédant comme au paragraphe précédent, on se raméne modulo o(|t] ) a

1'8tude de 1l'intégrale suivante :

Y
(4.2.9) Tr) = ”Je‘(s(t’X’”)""”*t’”a(t,x,n).up(t)

1
- x| 2 (|x]+|n]))dtdxdn

oli x est égale @ | sur un intervalle de la forme [EO,EO] et a support dans
€

o
_2_ ,

ZE] avec 0<e <C_ .
o o o

En effet, sur le support de (1-x9, on peut, par un choix convenable de Eo et Co’
et compte tenu de (4.1.29) (avec h=0), utiliser les intégrations par partie
introduites en (4.1.41) et (4.1.42).
On remarque maintenant que modulo 0(|T|_N+n)(N artitraire), il suffit de regarder :

N
(4.2.10) I (1) = b I.(7)

o<j<n I

avec

i (8 +t1)

Ij(T) = IJJel S(t,x,n)-x.N+tT X_Zj(t,X,n)@(t)

1
< x(lx| 2

(|x|+|n]))dtdxdn .

On regarde donc un terme du type Ij(r). Le changement de variable :

=)
Nof —

nous conduit 3 :
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(4.2.11) L - |7 Jjjei(s(t’x’”)'x'”“*t) ¥ (£3,0(0)
xx(|x|+ln|)dtdxd‘ﬂ .

I1 s'agit donc de montrer que Ij(T) a un développement asymptotique de la forme :

(4.2.12) HOR N LTS

k=0 3

lorsque T tend vers + o« .

On va appliquer le théor®me de la phase stationnaire généralisée (Th. 2.9.4) dont

nous allons maintenant vérifier que les hypothé&ses sont satisfaites.

On a
v
o(y) = @(t,x,n) = S(t,x,n)-xn+ t

\

a(y) = a(t,x,n) = a_ J-(t,x,n)w(t)-x(|X|+|n!)

2
00 -~ - 00
a est dans Co grdce 3 X et ¢ est C sur le support de a.

Déterminons maintenant la variété critique W . Elle est définie par les &quations

-
t € supp ¢

v
BtS(t,x,n) +1 =0

(4.2.13) v
3xs(trx,n) =n

v
k BnS(t,x,n) =X

Mais comme on 1'a vu au paragraphe précédent, (4.2.13) implique que t Gngn supp @

et donc finalement que, au dessus du support de a, W est défini par les équations :
(4.2.14) £=0, L, G,m =1.

s s s PP v
Compte tenu de l'ellipticité et de 1'homogénéité de 9,5 on a :

v v
(4.2.15) gradx A # 0 sur q, =1
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2 sz . s 2n+
et, par conséquent, W est une sous-variété C de codimension 2 de R v l.

on a donc :

(4.2.16) v

]
N

Calculons maintenant (Hess ¢'") sur la base orthonormée ( -;t- ,—aa; ’B_Bn- ) en un

point de W. On a :

2 v v
3_S
atts ataxS at n
" Y% 2 b4 2 V-
(Hess ¢ )o,x,n = BthS axxs aan I
4 2 Y% 2 v
3,9 S - _S-1 )
tn nx nn (o,x,n)
Compte tenu de (3.1.22), on obtient :
4 v
2 v 3q2 an( )
9eeS 3% ) - (X
v
f 2 0 0
(4.2.17) (HESS i) )O,X,n:: -W(x’y)
33
—rt (,n) 0 0

Calculons maintenant : (Hess ¢"/N)
(0,x%,n)

On choisit comme base orthonormée de

rad 4
N : 2 ——-—g X,0 q2
(0,x,Nn) ot |VX2|
Dans cette base, (Hess ¢"/N) devient la matrice 2x2 .
(0,x,n)
2 Y v
(4.2.18 e oIl
. . H "

) (Hess ¢ /N)o,x,n y

‘,qul 0

(o,x,n)

On voit alors immédiatement que le Hessien transverse est non dégénéré et que :

(4.2.19) g=0
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2
(4.2.20) det (Hess ¢" ) = - v &xml .
/N (0,x,N) 2

Toutes les hypoth&ses du théoréme sont donc satisfaites et on en déduit (4.2.12).
Examinons plus en détail IO(T) dont le premier terme donnera le calcul de o

I1 résulte de (2.9.10) et (4.2.20) que :
-1 -2
I =c 1 +0(t]"D

avec

c, = (Jw a_(0,x,m 1V Y, G, | avy () (2n) .

Mais:(go(o,x,n) =1), d'ot la formule (4.2.7).

1 . 5
Lorsque n=1, on remarque que et ne peut provenir que du 2éme terme de IO(T),

. . . . v
car le premier terme de Il(r) qui pourrait contribuer est nul (car al(o,x,n) =0).

Au voisinage d'un point (o,x,n) de W, on peut prendre comme systéme de coordonnées :

(t,x,n) > (t,r,w)

w(Ax,An) = w(x,n)

v
S(t,x,n)=x.n

r(t,x,n) = t

Dans ces nouvelles coordonnées, 1'intégrale IO(T) s'éerit

I (1) = |1} J (J J eiTt(r-l) x(t,w,r)g(t,w)drdt)dm .
° w tir

avec : X(t,w,r) = Y(w)

et on a :

(4.2.21) I (1) =c + o(lt™%)

(on peut utiliser ici le théoréme 2.9.3, l'opérateur R qui apparait dans ce

i
théore : = . .
éoréme est alors 3 8t ar)
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Remarque 4.2.2 : Plus généralement, on peut démontrer de la méme mani&re que :

(4.2.22) c =1 .

Remarque 4.2.3 : On peut réécrire en utilisant la mesure de Leray.

L%ﬂﬂvﬁ'

Considérons la fonction C pour s>0 :

(4.2.23) h(s) = ”v dx.d€ .
q,(x,8) <s

Alors on a :

(4.2.24) h'(s) = I y 48
{q2=1} |‘7q2l
Plus généralement, il existe sur {;/1 =s} (s >0) une mesure g notée dij\‘_lﬂi_
telle que : 2 qu
t
h(t) = I (JV =s(»S)ds .
o “q,
34,
Notons que, en un point oli, par exemple % # 0 , l'expression de v dans
n IVq,l
2

les coordonnées (xl,...,xn_l,gl,...,sn) est simplement :

dg. ...dg

dx. ... dxn_1 1 a

1

v
qu

9X
n
Rappelons maintenant que I(r) n'est autre que :

(4.2.25) (1) = I $<Aj-r> =j$(u—1>dN(u)
i

oli dN(H) désigne la mesure de Stieltjes. associ&ed la fonction croissante,

continue 3 droite, 3 support dans [0,+09[,, N()), définie par :

(4.2.26) N ={#] , Aj< A}
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Pour déduire du comportement asymptotique de I(T) le comportement asymptotique

de N(A), on doit utiliser le théoréme Taubé&rien suivant :

Théoréme 4.2.5 : Soit p dans :f(ll) une fonction vérifiant :

]
—

(4.2.27) p=0, p(0) >0, 5 3 support compact , S(O)

o paire

~

Soit A>N(A) une fonction croissante, continue 3 droite, 3 support dans [0,+[.

On suppose que N est 3 croissance polynbmiale et qu'il existe C02>0 telle que:

+
(4.2.28) J o (mu)dN() v C A o™ 400 ) 0 4w
On a alors :
co n n-1
(4.2.29) N(A) '\‘T A +0(A ) pour A+,

Avant de démontrer le théoréme, faisons deux remarques préliminaires.

Remarque 4.2.6 : Dans le cas ol N()\) est défini par (4.2.26), N est bien &

croissance polyndmiale. Ceci ré&sulte de (1.9.35). 4

Remarque 4.2.7 : Il existe des fonctions p vérifiant (4.2.27) et telles que le
support § soit arbitrairement petit.

En effet, soit Yy une fonction paire réelle dans CZ , non nulle en 0 et &
support dans J]-T,T[, (¢ *y) est non nulle en 0, positive et & support dans
1-2T,2T[. Si on normalise y , on peut donc supposer que (Px9p)(0) = 1.

La transformée de Fourier inverse p de (y*y) vérifie toutes les propriétés

indiquées. De plus, p est également paire. u

La démonstration du théoréme (4.2.5) repose sur les lemmes suivants :

Lemme 4.2.8 : Sous les hypothéses (4.2.27) et (4.2.28), il existe y >0 telle

que pour tout K >0, tout A , on ait :
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(4.2.30) avG) < y(+® (a+ a7

le-u| <K

Démonstration : Soit 0<8<p (0) et soit [—KO,KO] un intervalle ol p =6 .

On a alors trivialement :

+00
dN(u) <J p(A-p)dN(u) .

—oo

(4.2.31) 8 I
A-ul <k

Or, on a 1l'estimation :

+00
(4.2.32) J p(A=p)dN(n) < C(I+IA|)n ! pour tout A € R

-0

Pour A=>-C, (4.2.32) résulte immédiatement de 1'hypothése (4.2.28) ; pour A < 0
on va méme montrer :

4o
(4.2.33) J p(-w)dNG) = 0(|Al” ") .

- pour A>—o

En effet, le support de la mesure (dN) est dans [0O,+x[. La décroissance de

p 3 1'® conduit alors 3 :

+ C o
J p (A\-w)dN(u) < M Mf dN(“_LM.
asADM e (ful+1)

- o

pour tout M assez grand. Les intégrales apparaissant ici ont un sens car N

est 3 croissance polyndémiale. On déduit alors de (4.2.31) et (4.2.32) :

n-1

(4.2.34) dN(u)<Cl(l+|A|) ,VIER.

e <
[A-u| <K_
Soit maintenant K quelconque. Il existe £ € N tel que.:
(4.2.35) (2-1)K S K <K .

o [

On écrit alors :
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£-1
[ awef oy e
[A-ulsk [A-ulcex 3=0 K s [A-uls G+DKy
£-1
SZU’ K, KOdN(“)*S) K KOdN(“)]
3=0 " A+iK em-ulsy [A~3K - = -uls 5~
£-1
.1 n-1
<2CIZ[1+|A|+(J+7)K0]
j=0

) K Ko n-1
(4.2.36) ; dN(U)\<2C1(1+K—) (1+'2—-+IAI+K)
[ x-ulsK °

(4.2.30) se déduit alors immédiatement de (4.2.36).

Lemme 4.2.9 : Sous les hypothéses du lemme (4.2.8), pour tout ¢ >0 , il existe

K>0 tel que :

(4.2.37) If p(A-wdAN() Jse A™ 1 pour tout Azl
[x-u|zK
A

(4.2.38) ‘( (j, p(t-u)dTt)dN(n)<e )‘n—l pour tout Azl
u>Air+K Voo

...oo
(4.2.39) f (‘Y p(t-w)dn)dN(wge A" ! pour tout Azl
p<A-K ¥

Démonstration : Remarquons tout d'abord que p &tant dans :f , 11 existe pour

tout M=>1, une constante CM>0 telle que :

(4.2.40) low]<c,- +jup™ , v uer.
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Montrons d'abord (4.2.37) :

On a :

j’ o (A-w)dN () « Z b (A=u) dN (1)
[A-u]2K k30 “Keks|A-p|gKeksl
keiN

sy [j; b (A-w)dN (W)

k>0 A+K¢k+%-u|6%

. ‘S’ p(x-u)dn(u)]
|A-K-k-%-u|s%

3.n 3 n-1
s 26, — L Y (34 A | +Kek)
>0 (1+K+k)

=

< EM (1+lk|)n-l :E: (1+K+k)n-1-M
k30

Choisissant par exemple : M = n+2, il vient :

1 2

T (1+k)

>

[ pO-wANG) < € (1+ AP (1er)”

[A-ul>K

n+2

D'ol :

(4.2.41) pQ-waN@) < C_ (14~ (1+[a ™!

J|l-u|>K

(4.2.37) résulte immédiatement de (4.2.41).

Démontrons maintenant (4.2.38)

Remarquons tout d'abord que l'on a :

A A-u ~
(4.2.42) J p{T-H)dr = J p(u)du = pP(A=H)

-0 = o
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o u » p(u) vérifie une estimation du type (4.2.40) pour u mnégatif.
Or {u>A+K} implique que (A-p) est négatif ; la démonstration suit alors presque
identiquement celle de (4.2.37).

La démonstration de (4.2.39) est analogue 3 (4.2.38).

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme (4.2.5). Intégrons la

formule asymptotique (4.2.28) de -1 a3 t (T > 0). On a :

On a : N oo c
J ( J p()\-u)dll(u)> =2 o™y .
‘1 - 00
Par ailleurs, il résulte de (4.2.33) que :
-1 +»
J J p(A-L)dN(u))dx < C.
On a donc :
! [+w Co n n-1
(4.2.43) J (J p(A-u)dN(u))dx = =Tt 0(t ), T>+

Il nous reste maintenant A réinterpréter le membre de gauche de (4.2.43). On

réécrit ce terme sous la forme : A+B+C avec :

(a- |
|

N \
J (j p (A=u)dr}dN(u)
it <R - /

( JTp(x—u>dx) an ()

H>T+ -0

/ T
j o(A—u)dx) aN(y)

u TR =@

(4.2.44)

A
o}
[}

LC

Le terme A se majore gridce a (4.2.38).

Pour le terme B , on remarque que :

+
I p(A-w)dx = 1 (5(0) = 0)

—o0
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et gue par conséqnent :

4

B=f AN() - (S o (-u)d\)dAN(u) =B, +B, -
u<t-K w<t-K Y1

Le terme B2 se majore grace a (4.2.39).

Pour Bl’ on remarque que :

Bl=N(T)-J dN(u) =N (1) +B, .
7-Kgust

(B3) et (C) se majorent simplement (en utilisant (4.2.30))) par un 0(|T|n-1).
On déduit de toutes ces remarques que

T 4™

(4.2.45) ‘r (f p(A-u)dN(u))dA=N(T)+A+BZ+33*C

=N(T)+O(Tn-1) , (1+4)

Le théoréme résulte de la conjonction de (4.2.43) et (4.2.45).

Théoréme 4.2.10 - Formule de Weyl avec reste : Soit Eﬂ% un opérateur pseudodif-

férentiel elliptique, strictement positif, formellement autoadjoint d'ordre m>0

et dont le symbole admet une décomposition de la forme :

(4.2.46) qn~n I q s
jew m2
Alors la fonction de comptage NA(A) définie en (4.2.26) a asymptotiquement
le comportement suivant :
- & 2m-1)/m
(4.2.47) Ny (W)=(2m) (ﬂ’ dxde)x MO (A ), Arse
g, (x,6)¢1
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Démonstration : Dans une premiére Etape, on se raméne au cas oi m=2.

En effet, sous les hypoth&ses du théoréme, 1'opérateur A associé a cﬁ%' admet

2/m

une puissance fractionnaire A qui s'@crit comme un opérateur pseudodifféren-

(Igl. C'était 1'objet du théoréme (1.11.1) (tout au moins si

tiel dans G%’CI

m € N). De plus, un examen attentif de la formule (1.11.6) montre que, sous

1'hypothése (4.2.46), on a dans cette formule : djk==0 si j est impair. On en

2/m

déduit alors que A est un o.p.d qui vérifie Egalement (4.2.46) et dont le

symbole principal est :

(4.2.48) 5. (A2/m /m

;A = (@00

On remarque maintenant que :

(4.2.49) J dxde = | dxdE
Yox,6) <1 E/m e <
m
et que :
2/m, _
N O\ =N )
(4.2.50) 2/ R

On déduit donc aisément de (4.2.48) 3 (4.2.50) que l'on peut se limiter dans la

démonstration du théoréme au cas oi m=2 .

Démonstration du cas m=2 : Il résulte du théoréme (4.2.1) et de la formule
(4.2.25) que :

(4.2.51) J?a(u-r)dN(u)m : c
izo ?

ol ¢ vérifie les hypothéses (4.2.1) a (4.2.3).

Soit maintenant p vérifiant (4.2.27). Compte tenu de la remarque (4.2.7), on peut

choisir p de sorte que si l'on pose :

(4.2.52) o(t) =Ie'itT o (1)dt

¢ vérifie (4.2.1) a (4.2.3).
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On déduit de (4.2.51) et (4.2.52) que :

n-1-j

(4.2.53) J b =W dNG) v (2m) ! csh

z

j=0
(avec cl=0 si n=1).

I1 résulte alors du théoréme (4.2.5 ) et de (4.2.53) que :

c

! 7? At O(An—l) pour A > 4o

(4.2.54) N(A) = (@2m)

Rappelons que (cf. 4.2.7)

(4.2.55) ¢ = o™ | ds
° Vg -1y 1wy
qz 'q2

Le coefficient de A" dans (4.2.54) est donc :

-n 1 ds
(4.2.56) m " .o J —
{q2=1} |v q, |

Reprenant les notations de la remarque (4.2.3), on calcule aisément :

1 1 .
(4.2.57) J dxde=h(1) = | n'(s)ds = [ s Thr(1yas = BLD

v ‘o Jo n
q2<]

v
(grice 3 1'homogénéité de qz)

On obtient ainsi (4.2.47) dans le cas m=2. Ceci termine la démonstration du
théoréme (4.2.10).

4.3 — Spectres d'opérateurs et trajectoires classiques pé&riodiques

Soit ;R;un opérateur pseudodifférentiel de symbole :

(4.3.1) qQ~ I q,_,.
jen 24

globalement elliptique, autoadjoint, strictement positif.

On fait 1'hypothése (cf. 3.3.6) :
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Le flot ¥t associé au champ de vecteurs

v v
A qu 3q2
(4.3.2) HHZ (=(W s 5% )

est complétement périodique de plus petite période T>0 , i.e. on a :

0T(y,m) = (y,m) , ¥ (y,m) # 0

et 1'hypothése :

T
1 [Vv s
(4.3.3) T Jq°(¥. (x,8))ds
o
est indépendant de (x,g)e'm2“\0
2v
Gei Y-y - L 7 2,
9% 9% 2i , 9x, o,
=t 7377
On posera alors :
T
v. V
(4.3.4) vy =1 | Seteen.

o

Remarque 4.3.1 : Lorsque n est &gal 3 1, les hypothéses (4.3.2) et (4.3.3)
v
sont automatiquement vérifiées car (q2 = 1) est décrit par une orbite et

1'expression définie en (4.3.3) est indépendante du point choisi sur 1'orbite. ®
I1 résulte du théoréme (3.3.2) le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.2 : Sous les hypothéses (4.3.1) et (4.3.2), e—1TA est un opérateur

pseudodifférentiel dans G?(Rn) dont le symbole vérifie :

T
a (x,8)v I a_,.(x,8) .
T jen 2

Si de plus (4.3.3) est vérifié, il existe o0 €Z tel que :
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. 10 .
(4.3.5) iAo DT gy

-2, n

avec V(T) € Gl (R)

Théoréme 4.3.3 : Sous les hypothéses (4.3.1) & (4.3.3), il existe R dans

GIZ(]Rn) tel que :

(4.3.6) [A,R] =0
4.3.7) Spectre (A+R) c { Z%[ (G+) , jez}
avec
~__g I
(4.3.8) o=-3 +y o

Corollaire 4.3.4 : Il existe une constante Co 0 telle que

C C
U 2m ., ~ o 2m ., ~ O
(4.3.9) Spectre(A) < j>l[~T ( j+o) T (J+U)+_j 1.

Démonstration du théoréme 4.3.3 : On déduit de (4.3.5) que :

. T ~
(4.3.10) 2imlor Al gLy

avec [W,A] =0 et WGGIZ(]RH

).

Si (pj désigne une base vecteurs propres de A, on a alors :

(4.3.11) W@, =Vv.,0.

et, W &tant compact de L2 dans L2 (proposition (1.6.11), on a :

(4.3.12) \)j->0 y Jortw.

On déduit de (4.3.12) 1'existence de jo tel que :

1

. Dy > ety <l |
(4.3.13) 3 j €N tel que:Vj>j , on ait lvjl 7
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. , -2
On cherche 3 construire un opérateur F dans G‘ (lfl) tel que :
(4.3.14) [F,aAl =0

(4.3.15) e =1+W
Posant alors :

(4.3.16) R = i%

on obtiendra le théoréme (4.3.3).

On définit abstraitement F en posant :

F QG = logej (1 +vj)q3’ si j <J°
(4.3.17) o P
Fo, =Log.(1+,)0, = (£ -DP*! Do | si >3
] I3 s P77y o

ot lo (1+v.) est une détermination arbitraire du logarithme. F vérifie
ge' J g

-

clairement (4.3.14) et (4.3.15) et le seul point qui reste 3 montrer est 1l'appar-

tenance de F 3 G;z(]Rn

On vient de construire un logarithme "abstrait" de (I+W) ; montrons maintenant

).

comment on peut construire un logarithme approché pseudodifférentiel de (I+W)
(modulo un régularisant), il s'agira ensuite de comparer ces deux logarithmes.
Si on regarde formellement la série :

(4.3.18) £ (-1)

pH W2
p>1 P

on remarque que le terme général de la série : (-1)p+l %; est dans GIZP(RH).

On sait alors qu'il existe H dans G;z(]Rn) tel que, pour tout N , on ait :

-2(N+1)

P
(—l)p”-'% ¢ (R").

n o~ =

(4.3.19) _H-

p=1

Introduisons enfin les opérateurs | et Fo définis par :
o

W, 0. =0 si J<j

(4.3.20)

Wotp. = chj si J>J°
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et P

W
(4.3.21) F o= = (-DP*! 22 (aans Z 2,1%))
° > P

La série définissant Fo en (4.3.21) est normalement convergente car il résulte

1

de (4.3.20) et (4.3.13) que : Wl < -,
o 5(1,2 2

2
,L7)
Remarquons maintenant que, compte tenu de (4.3.11), (4.3.17), (4.3.20) et (4.3.21):

(4.3.22) F-F0 est régularisant (on utilise que (pj € U,(Rn))

(4.3.23) WP—WE (pour tout p) .

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le :

n

Lemme 4.3.5 : B-F € G (R").

Démonstration : Compte tenu de (4.3.22), il suffit de montrer que :

(4.3.24) l-I-F0 est régularisant.

Or, pour tout N=1, on a dans Y(LZ,LZ) s

N N (WP-yP
P

( wr =@- 1 CDPTTE ) (p P

° =1 P =1

P P
N (_l)p+l
(4.3.25) -(F - ———— wbP)
« o p=1 P o

k H-F_ = Ay +By - Cy

Or AN- est dans G_Z(NH)(]Rn) d'aprés (4.3.19), BN est dans G d'aprés

(4.3.23), il reste a examiner :

- p-N-1

—1)P*!
( II)) wl; - wl(;lﬂ 5 (_l)p+l o

N
(4.3.26) CN =F - %
= p=N+l P

1
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qu'on peut réécrire sous la forme :

(4.3.27) CN=W1:'1‘M( e; (_l)p+l .WP-N—I)WM
o

Sous la forme (4.3.27), on voit immédiatement que :

(4.3.28) c e ¥, B

car Wg est un o.p.d. et

( 1 DPPP PN e w12
p=N+l °

On déduit alors de ce qui précéde, en variant les choix de N que
(4.3.29) HF_ 6 N a8 - 1S, %)

k EN

(4.3.24) (et donc le lemme)est démontré.

Démonstration du corollaire 4.3.4 : On définit My par :
(4.3.30) ij = uj ij (cf. 4.3.16 et 4.3.17) .
On a : .

_i c s
uj =7 Log(l+vj) (pour j>j 0).

I1 résulte du théoréme (4.3.3) que, pour tout jE€N, il existe :TGZ tel que :

2m v~
4.3.31 A.+u, == (J+0) .
( ) R (¢! )

. o, n P . .
On remarque maintenant que AR est dans Gl(]R ) et que, par conséquent, il existe
une constante C telle que, pour tout j dans N, on ait :

(4.3.32) [x..u. | <cC.
i3

Remarquons ensuite que, lorsque j tend vers l'e , Aj tend vers +« et Uj
tend vers 0. On en déduit qu'il existe j,eNtel que pour tout j=j, , il existe
q 1 P 1

3?1 tel que (3.4.31) soit vérifié et tel que :
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am v
(4.3.33) Aj>-il' (j+o)-12>1.

On déduit alors de (4.3.31) 3 (4.3.33) que, pour tout j >jl, il existe jEN
tel que :

C

C gTo
h

(4.3.34) =2 Gro) < e
J (j+o0)-1

2
T

~

Le corollaire s'endéduit en remarquant que, quitte 3 changer la constante Co’ on
. v 2m 2m
peut toujours absorber dans 1'intervalle [7F(1+0)—Co,—f-(l+0)+co] un nombre

fini de valeurs propres.

Remarque 4.3.6 : Le corollaire (4.3.5) a un caractére insatisfaisant car il ne

dit pas s'il y a réellement des valeurs propres de A dans 1'intervalle

2w ~ Co 2m ~ Co
(4.3.35) Ij=[-T—(J+0)‘T,—T'(J+0)+-j—]

On peut définir, pour é&tudier ce probléme, une notion de multiplicité approchée

en posant :

4.3.36 d. = Card{h;), €1I.

( ) 5 {h32 €1,)

Ah étant la suite croissante des valeurs propres de A répétées suivant leurs
multiplicité.

I1 résulte immédiatement de la définition de (4.3.36) que :

2m .~ 21 ,. ~
(4.3.37) dj<N(T(J+O)+CO) N((G+o)-C -1)
On déduit alors de (4.2.29) que :

(4.3.38) 4 = 0™ Yy, jow .

I1 est en fait possible de démontrer, sous des hypothé&ses supplémentaires

raisonnables, 1l'existence d'un polyndme Pn—l de degré (n-1) et d'un entier
jo tel que, pour j;ajo , on ait :

4.3. . = j+C

( 39) dJ Pn—l(J+ ).

Dans le cas oi n=1, on obtient ainsi 1'existence de jo tel que, pour j >j0,

on ait : dj =1.m
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NOTES ET COMMENTAIRES

Chapitre I : A 1'exception du § 1. 12, nous suivons la présentation du livre de
Subin [SU]. Toutefois, dans ce livre, 1'auteur écrit le chapitre consacré 3 ces
questions postérieurement 3 1'&tude des mémes questions sur une variété compacte
ol il brésentait les résultats de l'article de L. Hormander [27]. Ici, nous avons
fait une présentation ne nécessitant aucune connaissance préalable (hormis des
connaissances d'anlyse fonctionnelle et de théorie des distributions) . Nous
admettrons cependant un théoréme classique de Caldéron-Vaillancourt sur la
continuité L2 des opérateurs pseudodifférentiels dans la classe OPSE o (cf. par

s

exemple le livre de R. Coifman et Y. Meyer [CO-ME ].

§1.2 : Pour les idées de base conduisant 3 la notion d'intégrale oscillante, on
renvoie 3 L. Hormander [26] et aux livres [DU], [CHA-PI] ou [TR]. La théorie
classique des o.p.d. est due & Kohn-Nirenberg [30], L. Hormander [25], et A. et
J. Unterberger [39]. Elle a connu de grands développements depuis avec les
travaux de R. Beals et C. Feffermann [6], R. Beals [2], L. Hormander [28],

A. Unterberger [40].

§1.4 : Le formalisme antiwick ne nous sera pas trés utile pour la suite, mais
nous l'avons utilisé ici pour donner une démonstration trés simple de la conti-
nuité L2. La continuité L2 des opérateurs de GZ résulte de la théorie classique
mentionnée ci-dessus.

Pour 1'étude fine de ces questions et des références, nous renvoyons a [CO-ME].

§1.5 : On a volontairement développé ici un cas trés particulier &tudié (en

-

vue d'application a 1'hypoellipticité)par V.V. Grufin [17] et dans un cadre
voisin (en vue d'applications 3 la physique) par Grossmann-Loupias - Stein [16]

ou plus récemment par A. Voros [41]. En fait des thé&ories beaucoup plus générales
ont été développées par l'école soviétique (cf. les références du livre de Subin

[sul), par R. Beals [2], D. Robert [32] ou,plus récemment, par L. HSrmander [29].

§1.6 : On suit ici 1'approche du livre de Subin [SU]. On aurait pu &galement
utiliser la théorie de 1'interpoiation holomorphe (cf. par exemple le livre de
Lions - Magenes [LI-MA]). Notons que dans des classes d'opérateurs pseudodiffé-
rentiels tré&s générales, 1'étude des espaces de Sobolev naturellement associés-

est plus délicate (cf. 1'article de R. Beals [5] qui travaille dans des classes
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de L. Hormander [28] ou 1'article de N. Lerner [31] qui travaille dans les classes

de A. Unterberger [40]).

§1.7 : Pour la théorie des opérateurs 3 indice, on pourra consulter le livre de

Dunford - Schwartz [DU-SCH].

§ 1.8 : Ce paragraphe est développé dans un contexte plus général dans le livre

de Subin [SU], chez Beals [2] ou chez Robert [32].

§1.10 : On a préféré détailler ici un calcul fonctionnel élémentaire pour les
opérateurs autoadjoints 3 résolvante compacte. Ce n'est bien entendu qu'un cas

particulier d'une théorie tr&s générale (cf. Dunford - Schwartz [pu-scul).

§1.11 : Le théoréme (l.11.1) est démontré dans un contexte plus général par
D. Robert [32]. Antérieurement, dans le cas des opérateurs elliptiques sur une

variété compacte, le résultat était connu depuis les travaux de R. Seeley [34].

Le théoréme (1.11.2) est di & D. Robert [33] (cf. également une extension de ce
travail due 3 A.M. Charbonnel [8]) qui s'est inspiré de travaux de R.Strichartz

[35].

§1.12 : Ce paragraphe est consacré & la présentation dans un cas particulier
de résultats de R. Beals [3]. On donnera des applications de ce théoréme au
chapitre II. Pour une présentation de résultats voisins, nous renverrons au

livre de Taylor [TA] ou 3 la monographie de R. Coifman et Y. Meyer [CO-ME].

Chapitre II : Le chapitre II est au départ tiré de notre article avec D. Robert
[23] qui traite d'un cas plus géndral. On a profité du cas particulier considéré
ici pour présenter une théorie plus &laborée (et en particulier une théorie

des Fourier-Intégraux globaux 'classiques" (ou homogénes)). Cette présentation

a dans notre esprit surtout un intérét pédagogique. Il est en effet probable

que les résultats de ce chapitre (dans le cas homogéne) se déduiraient des
résultats généraux du livre L. Boutet de Monvel et V.V. Guillemin [BO-GU]

cf. également [7]) sur les opérateurs de Toeplitz, théorie qui contient le cas

considéré ici et le cas des Fourier-Intégraux de L. HOormander [26]. Toutefois,
la compréhension de cette théorie est peut-&tre difficile pour beaucoup et nous

présentons ici, sous une forme en principe self-contained, une thé&orie qui nous

semble plus accessible aux analystes.

§2.1 : Nous avons (avec D. Robert) introduit cette classe dans un cadre plus
général [23] ol 1'utilisation des classes de Asada-Fujiwara [1] &tait interdite.

Elle a des analogies avec laclasse de F.I.0 introduite dans [27] pour les besoins
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de la théorie spectrale. C'est dans l'article de J. Chazarain [11] que nous avons
découvert tout 1'intérét de ces classes. Il faut préciser qu'il y a en plus dans
les classes de Asada-Fujiwara l'introduction d'un petit paramétre h. Pour 1l'uti-

lisation de ces classes dans ce contexte, nous renvoyons a [11],[20],[21] et [33].

Le théoréme d'inversion globale admis dans la démonstration du lemme (2.1.15) est

démontré par exemple dans [SCH].

Le théoréme (2.1.6) est admis. Sa démonstration [1] est basée, comme pour le
théoréme de Caldéron-Vaillancourt, sur le lemme de Cotlar(cf.[CO-ME]). On donnera
cependant des démonstrations dans des cas particuliers (cf. Remarque 2.3.8,
Corollaire 2.10.5). Remarquons enfin que les théorémes de composition sont plus
simples dans cette théorie que dans la théorie classique ol on devait introduire

la notion d'opérateurs proprement supportés.

§2.2 : L'analogie avec la théorie classique des Fourier-Intégraux [ 26 ] est

évidente. On observera toutefois que 1'absence d'homogénéité oblige 3 faire des
hypothé&ses dans un voisinage convenable de C, et d'utiliser des théorémes d'in-
version globale./\¢ est une sous-variété Lagrangienne (cf.[DU])de R4n globalement

difféomorphe a RV,

§2.3 : L'étude du cas particulier ol la phase ¢ est de la forme S(x,6)-y-.6

est intéressante car c'est la forme sur laguelle on tombe naturellement dans les
applications (cf. chapitre III). L'étude de F*F est ici particuli&rement simple
et donne le théoréme de continuité L2 pour F. C'est selon ce schéma qu'on
démontre la continuité L2 d'un Fourier-Intégral classique d'ordre O dans [ 26 ].

Le lemme (2.3.7) est un cas tré&s particulier d'un théoréme de Segal. On peut
remplacer ?’par un élément quelconque U du groupe métaplectique (cf. [LE],[ZBD

(revétement a8 2 feuillets du groupe symplectique) et on obtient alors que

U—l B U est un o.p.d. dont le symbole de Weyl ; est défini par

g(x,i) = b(x;l(x,ED ol xu est la transformation symplectique associée a2 U
(cf.[28]).

§2.4 : La classe des F.I.0 globaux "classiques" introduite ici est celle qui
est "isomorphe's la théorie classique de [26] (cf.[7]). Remarquons toutefois

qu'on ne peut manier ici des phases homogénes partout et qu'on doit introduire

1'hypoth&se d'homogénéité simplement dans un voisinage conique de C¢.
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§2.5 : Ce paragraphe est repris tel quel de notre article avec D. Robert [23],
3 ceci prés qu'on ne consid@re dans cet article que des phases de la forme

considérée au § 2. 3(plus générales par ailleurs).

§2.6 : Le théoréme d'Egorov ne nous servira pas dans la suite mais, comme c'est
dans la théorie classique un des théor@mes qui est d la base de 1'introduction de
cette théorie (cf. par exemple [TA],[TR]), il nous a semblé intéressant d'en
donner une démonstration dans le cadre considéré au § 2. 3. La démonstration
donnée ici est voisine de la démonstration originelle de ce théoréme. Nous
reviendrons sur ce théoréme dans un cadre différent au § 2. 10. Signalons des
démonstrations de nature différente du théor&me d'Egorov dans le livre de

M. Taylor [TA] (et dans un cas particulier dans notre article [23] (en suivant

une idée de R. Beals [4])).

§2.8 : La proposition 2.8.1 figure toujours sous une forme ou une autre dans
toute théorie de F.I.0. La démonstration que nous donnons ici est trés simple.
Elle s'appuie sur le th&oréme de Beals, la continuité dans des chaines d'espaces
des F.I.0 considérés et la proposition (2.2.7). Elle suit la démarche de notre
article avec D. Robert [?3]. Cependant, elle ne donne pas le symbole principal

de 1'opérateur pseudodifférentiel. Dans des cas particuliers (cf. [23], on peut
contourner cette difficulté. Dans le cas homogéne (F.I.O globaux classiques),

on redémontre cette proposition par une voie plus classique en s'appuyant sur

des théorémes de phase stationnaire (cf. § 2.9). Cette fois-ci, on n'a plus
besoin d'avoir de théordmes de continuité dans les B et en &tudiant ensuite F*F,
on pourra au contraire en déduire des th&or@mes de continuité L2 pour F. L'avauntage de
cette approche est qu'on détermine le symbole principal de 1l'o.p.d.(formule 2.8.5).

Ceci serautilisé aux chapitres III et IV et permettra les développements du § 2.10.

§ 2.9 : Nous rappelons dans ce paragraphe 1les théorémes classiques de la phase

stationnaire et non stationnaire. Nous avons choisi de ne pas en donner les
démonstrations détaillées, non qu'elles soient difficiles, mais parce qu'elles
sont clairement exposées dans [CHA-PI] ou [DU]. Le théoréme (2.9.4) est dd 2

Colin de Verdiére. On peut en trouver une démonstration dans [10].

§2.10 : On présente ici la théorie des F.I.O globaux classiques. On s'est
inspiré de 1'article de L. Hormander [26], en s'efforgant d'étre self-contained
et de ne pas parler des notions d'indice de Maslov et de Lagrangiennes.

I1 faut cependant &tre conscient que ce choix a ses limites et qu'il faudrait

-

recourir a toutes ces notions pour définir une norion de symbole principal
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intrins&que. Il a toutefois, pour les applications que nous avons en vue dans
les chapitres qui suivent, peu d'inconvénients (si ce n'est 1'interprétation
du nombre o apparaissant dans le th&oréme 4.3.2) et a 1'avantage (je 1'espére)

de ne pas décourager les analystes.

Chapitre IIT :

§3.1 : La démarche suivie est classique. Utilisant la formule de composition

d'un o.p.d. et d'un F.I.0., on cherche eith sous la forme d'un F.I.O0 satis-
. N 1 3 -itA . cqs Ca PP

faisant a ( T3t + A) e = 0 pour |t| petit.Utilisant 1'homogénéité, on

met en évidence une &quation eiconale et des équations de transport que l'on

résout grice a la théorie d'Hamilton-Jacobi. L'approximation pour t grand
-itA

-

se fait en utilisant.les propriétés du groupe & un paramétre t->e

Remarquons qu'ici on n'a pas besoin d'une phase linéaire en t comme dans
1'article de L. Hormander [27]. Ceci s'explique par le fait que l'on n'étudiera
pas le noyau distribution des projecteurs P. sur 1'espace engendré par les

A
vecteurs propres correspondant 3 des valeurs propres inférieures @ ).

§3.2 : On rappelle ici l'essentiel de la théorie de Hamilton-Jacobi. Pour une
exposition "qualitative" de cette théorie, nous renvoyons aux livres de mécani-
que mais surtout 3 l'excellent livre de Arnold [AR]. On a ici précisé les résul-
tats en introduisant des estimations dans des classes de symboles. L'exposition
donnée ici s'inspire des articles de Y. Chazarain [11] et de Helffer-Robert

[20], [21] qui travaillent dans des classes différentes (adaptées au probléme h

petit.

§3.3 : Dans le cadre classique, nous renvoyons au livre de Guillemin-Sternberg
[GU-STE] . Le calcul fait ici n'a été possible que grice 3 la proposition (2.8.3).
Dans notre article avec D. Robert [23], on verra une approche trés différente
donnant des informations moins précises mais susceptibles de marcher dans un

contexte plus général.

§3.4 : On trouvera les formules démontrées ici par exemple dans le livre de

Fedoriuk et Maslov [FE-MA].

Chapitre IV : Ce chapitre expose dans un cas particulier une partie de nos

résultats avec D. Robert [23].

§4.1 : Des théorémes de ce type ont &té montrés dans le cadre des o.p.d. sur

une variété compacte par J. Chazarain [10]. Pour des résultats voisins
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(comportement semi-classique), nous renvoyons & J. Chazarain [11] et 2 nos

articles avec D. Robert [20], [21].

§ 4.2 : Ce paragraphe est consacré a 1'étude de N(\). Conceptuellement, il est
g

assez proche de l'article de L. Hérmander [27]. Le théoréme principal est le
théoréme (4.2.10). La nouveauté (par rapport aux articles antérieurs a 1980)

est que 1'on obtient par cette méthode le meilleur reste.

Initialement, on peut renvoyer pour ce type de théoréme aux travaux de
Tulovskidi ‘- Subin [38] (cf. également [SU]), a la thése de D. Robert [32] et

au travail de L. Hormander [29] qui obtiennent des contrSles du reste moins
précis (mais dans un cadre plus général) par des méthodes pseudodifférentielles;
Dans le cas des opérateurs différentiels, ce théor2me a d'abord &té obtenu par
des méthodes trés différentes par Guillemin-Sternberg [19] et Helffer-Robert
[20]. L. Boutet de Monvel [7] a également expliqué comment on pourrait le
déduire de la théorie des opérateurs de Toeplitz [BO-GU]. Une autre technique
(qui ne donne pas le meilleur reste) consiste 3 trouver un opérateur unitaire
qui par conjugaison transporte le probléme sur R" en un probléme sur une
variété compacte. Cette technique est présentée dans l'article de Guillemin -
Sternberg [19] et apparalt éealement, dans le cas n=1, dans des travaux plus
anciens de Gelfand (communication personnelle du professeur Subin). Elle est
détaillée et explicitée dans un exposé de M. Gouleau [15]. Tout récemment,

D. Robe¥ nous a transmis des preprints de H. Tamura [36],[37] dont les
méthodes, différentes, s'appliqueraient 3 des cas non homogénes. Signalons

enfin des travaux de Feigin (cf. [44]) dont 1'existencenous a &té signalée

par le professeur Subin et des articles en préparation de A. Mohammed (cf.[45]).

Nous avons détaillé ici la démonstration du théorime Taubérien di a L.HOrmander
[27] et Duistermaat -~ Guillemin [14]. Cette démonstration n'est qu'esquissée
dans les articles mentionnés et nous avons profité ici d'une rédaction d'un

~

exposé de D. Robert 3 Nantes.

§ 4.3 : Compte tenu des théorémes démontrés précédemment, nous avons suivi la
. by .-~ -

démonstration de Y. Colin de Verdigre [12] (cf. également [43]) pour le cas

d'une variété compacte. Le th&oréme démontré ici est un cas particulier d'un

théoréme plus général démontré dans notre article avec D. Robert [23].

Toutefois, les résultats obtenus au §3.3 nous ont permis de présenter, dans
le cas particulier considéré ici, une démonstration un peu différente. Signalons
que dans notre article avec D. Robert [23], d'autres théorémes sont démontrés

traitant du cas non périodique.
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Comme nous 1'avons remarqué, le cas n=1 est un cas oli les hypothéses de ce
paragraphe sont automatiquement vérifides. On a développé avec D. Robert [24]

des résultats beaucoup plus fins correspondant 3 ce cas et qui généralisent

des résultats de A. Voros [42] sur 1'oscillateur quartique.
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ABSTRACT

The purpose of this book is to give a self contained
presentation of the spectral theory for globally elliptic diffe-

rential operators on R" (generalizing the harmonic oscillator).

First we recall the theory of global pseudo-differen-
tial operators and the classical spectral theory. Then, we study
classes of global Fourier-integral operators and present in a
~particular case results obtained in collaboration with D. Robert
which are analogous for globally elliptic operators to the well
known results for the elliptic operators on a compact manifold.
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