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ETUDE MACROCAUSALE

DE LA DIFFUSION

(1978 )






I. - LE PRINCIPE DE MACROCAUSALITE.

1. La méthode de la phase stationnaire. Considérons une intégrale oscillante

dépendant d'un paramétre :

1(r) = jgnei*w<P>@<p) ap

ot w€ C(RY) et &€ HR™ .si w posséde un seul point critique P,
dans le support de & et si ce point critique est non-dégénéré, on a le

développement asymptotique, lorsque T = ® :
n

2 i -3 .
1(r) = (2711) e°4 ekl e (po)l Q(po)e”w(po)ﬁ +O(1)]
T

Si ® ne posséde aucun point critique dans le support de & , I(T) décroit

plus rapidement que toutes les puissances lorsque T = © ,

2, Application a une forme élémentaire du principe de macrocausalité

(non relativiste) .
soit & € 1.2 (R3) une fonction d'état en représentation d'impulsion.
Une particule libre dont 1'état (& 1'instant t = 0) est décrit par @

aura pour fonction d'onde

.2
3 B¢ ]
T2 RtomtT PeX
¥(t,x) = (enh) “f " " 8(p)dp (1)
R3
L3y m°
C'est en effet la solution de l'équatign de Schrddinger libre ih 5 =~ om AY

-5 —3 PeX
avec condition initiale (x) = (2mh) J e B ®(p)dp (transformée de Fourier

de & ) . D'aprés la formule de Plancherel, on a pour tout t :

Tle(e,x)|%ax = [12(p)|%ap = 1 (2)
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J. HARTHONG

Les principes fondamentaux de la mécanique ondulatoire nous font inter-
préter Ik.‘/(t,x)‘2 comme la densité de probabilité de trouver la particule
au point x & 1'instant t, tandis queld?(p)lz est la densité de probabilité
de lui trouver 1l'impulsion p ( indépendante du temps pour une particule
libre ). Rappelons l'hypothése fondamentale de la diffusion: les états
initiaux et finaux de diffusion sont des états libres, au moins pour les
situations ou le potentiel décroit assez vite a 1l'infini.

Supposons donc tout d'abord que Ct(p) soit une fonction de carré
intégrable et & support compact K. Cela veut dire que la probabilité pour
la particule d'avoir une impulsion a l'extérieur de K est nulle. On peut
appliquer la méthode de la phase stationnaire a l'intégrale de Fourier qui
donne q/(t,x): soit, dans l'espace-temps, le cdne CK = {(t,x)é R)<R3)fkf>0
E]poe K (t,x) = (Tm,tpo)} ; c'est le céne de sommet O et de base K. Nous

appellerons ce c8ne le '"céne d'impulsion'.

lespace l
On peut donc écrire, pour t =7m et
x =Tp_ :
- - o0 [ .
K{ ? v:?"w‘o“ -2 e P p,)
L. L7 ,,,7 'qJ(t,x) = (21R) ° 5 hoe oéb(p)dp
' R
. i 3 LA 1 iz
- temps 3 ' =rEp ¥ 1 (3)
5 - > =T e C;_F,’(po) e E"f@(t’)]

lorsque P € K ; bien entendu, si poé K,
\P(t,x) décroit rapidement (plus vite que toutes les puissances). On en

déduit que lorsque "t tend vers l'infini,

. (Tm,x) 2 -
llmvféK \\P Tm,x l dx 1

autrement dit que pour t infiniment grand, la particule est siirement dans

le céne d'impulsion CK'
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ETUDE MACROCAUSALE DE LA DIFFUSION

Il n'est pas nécessaire de supposer que &(p) est A support compact :
en appliquant exactement le méme raisonnement, on pourra voir que la densité de
probabilité de trouver la particule dans la direction de Py » mais & une distance
infiniment grande et au bout d'un temps infiniment grand, est égale a Ié(po)l2 .
C'est ce qui justifie le terme de "macrocausalité" : la particule, pourvu que
le cbne CK soit trés étroit, a un mouvement identique a celui qui est décrit

par la mécanique classique, & conditien qu'elle soit observée a une échelle

macroscopique, c'est-a-dire pour des distances et des temps infiniment grands.

Plus généralement, nous parlerons de macrocausalité au sens suivant :
connaissant la fonction d'état d'un systéme, nous pouvons prédire sa position
dans 1'espace-temps & 1'échelle macroscopique (la prédire & 1'échelle micros-
copique est impossible d'aprés le principe d'incertitude de Heisenberg ; voir
A ce sujet la discussion & la fin du chapitre III) . Dans ce travail, nous
ne parlerons pas de situations relativistes, ol la notion de "probabilité de
présence", sur laquelle repose celle de macrocausalité, est moins claire que
dans le cas non relativiste., Mais c'est dans les situations relativistes que
les idées se sont précisées sur ce probléme (c'est D. Ruelle, dans un article
paru en 1962, qui a adapté les méthodes ci-dessus au cas relativiste [17] .
Puis une longue série de travaux a peu a peu dégagé les idées dont on trouveraz
une synthése dans le livre de IAGOLNITZER [10] et dont nous donnerons au
chapitre III une application inédite) .

Dans la section suivante, nous allons tenter d'expliquer simplement lec
résultats qui nous sont nécessaires (et nous renvoyons le lecteur aux références

[3] et [10] pour en savoir plus) .
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J. HARTHONG

4, Macrocausalité et microanalyticité., En gros, l'idée que nous wvoudrions

exploiter plus loin, est la suivante : mathématiquement, la macrocausalité
sYexprime par un comportement asymptotique, lorsque le temps et la distance
tendent vers 1'infini, de la fonction d'onde Y(t,x) . Par exemple, une
décroissance exponentielle dans un cdne de directions signifiera que, macrosco-
pigquement, 1le systéme ne pourra pas &tre observd daus ce cdne. Or, les
propriétés 3 1'infini (pour 8trec plus précis : le comportement asymptotique
suivant chaque direction de 1l'espace-temps) de la fonction d'onde ¥(t,x)

sont reliées aux propriétés microanalytiques de la fonction d'état &(p) .

Pour donner une expression précise & cette idée un peu vague, nous allons

commencer par une étude la transformaticn de Fourier.

Voici tout d'abord une situation simple : soit C un cdne convexe
n . 1 N
dans R, et £ wune fonction dans E?(R ) , & support contenu dans C .

Alors il est facile de voir que la trensformée de Fourier
A . .
£2(8) = (2m)™ [ &8 £(x) ax
¢

se prolonge er une fonction analytique dans R+ ie , ou 8 est le cbne
dual (1) de C .

Ceci était élémentaire, Voyons mainterant ce qu'il est possible de
faire si C est un ensemble convexe, non nécessairemen* conique, mais adhérent
a 1l'origine. Cette fois, nous devons supposer que f a la propriété suivante

par rapport a C :

Ve>0 @c>0 Vx €C |2(x)] < Cee-(1—e)8(x) (5)

A
(1) 1e cBne dual C est le cBne formé par l'ensemble des vy € R pour

lesquels Vx € C, xey 2 0,
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ETUDE MACROCAUSALE DE LA DIFFUSION

x|

od B(x) = —x , x étant le point (unique puisque C est convexe) & 1'intersection
x

de la demi-droite issue de l'origine et passant par x , avec la frontiére de

C . En langage clair, cela veut dire que f ‘est égale & O en dehors du cdne

(2)

tangent (& 1torigine) & C'“/, et décroit exponentiellement en dehors de C
dans les directions intérieures & ce cdne. Nous résumerons ces propriédtés en
disant que le support essentiel de f est contenu dans C . (Ainsi, le support
essentiel est défini comme le plus petit convexe fermé & 1l'extérieur duquel

1'inégalité (5) est vérifiée) . Puis, nous introduisons l'ensemble polaire

A
C de C:

C={ceR|Vxe€cC,xE2-1]} (6)

Q>

On voit facilement que =C (si C est fermé et convexe) et que, si C est
A
borné, 1l'origine est & 1l'intérieur de C et vice-versa, que si C est non
A
borné et posséde un cdne asymptote C_ a 1l'infini, C aura l'origine sur sa

frontiére, avec un cOne tangent en O égal au cdne dual de C_ (situation

en "wedge" )

D

(2) si celui-ci existe. Mais nous pouvons convenir qu'il est égal a R® tout

entier lorsqu'il est mal défini (i.e. si 1l'origine est & l'intérieur de c) .

59



J. HARTHONG

Nous pouvons maintenant énoncer un résultat (élémentaire) .

PROPOSITION. Si f Eff(Rn) et si C est son support essentiel, alors

A A
£(E+1iM) est analytique dans {E+iT |B€C} . Il va de soi qu'en outre

A
£(E+1iM) décroit rapidement lorsque E tend vers 1'infini. (On a une proposition

A
analogue pour les distributions £ €“SV(R") . Evidemment £ ne décrolt plus

quand €] » =) .

La démonstration se devine aisément,

Nous n'avons exposé ces propriétés simples que pour mieux situer les
propriétés beaucoup moing élémentaires qui vont suivre. Nous voudrions
localiser les propriétés ci-dessus : §(§-+i1D est analytique dans un "tube"
invariant par les translations réelles. Comment tenir compte de l'analycité
dans un "tube local" ? Pour cela, en suivant [3] nous allons d'abord définir
en toute précision ce que nous pouvons raisonnablement entendre par "tube local".
Donnons-nous un ensemble fermé et convexe, C , qui sera la base du tube locale.

Ce dernier sera alors la composante connexe contenant O de l'ensemble :

{g+in| p+r(w)(|E]%-p2- €2) <0} (7

3
1]

c,0

ob 1'on représente 1 = pw en coordonnées sphériques (|w| =1) et p = r(w)
est 1'équation de la frontiére de C (M€ Ce p < r(w)) . On aura également,
moyennant une translation, des tubes locaux au voisinage d'un point §O

quelconque ¢ ce sera la composante connexe contenant §0 de 1l'ensemble :
€ .
To g = 8(e+im) | p+r()([5-5 %02 ¢®) <0} ()
o

On notera que la trace sur les réels de Tz £ est la boule de centre §O
L
o

et de rayon € ., Nous conseillons ici au lecteur de faire deux ou trois dessins

pour se rendre compte par lui-méme de la nature de ces tubes locaux suivant que

C entoure l'origine, est borné, est en "wedge", etc., Voir aussi [3] , pages
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ETUDE MACROCAUSALE DE LA DIFFUSION

158-162. On remarquera que nous simplifions 1'exposé de Bros et Iagolnitzer

pour n'en retenir que ce qui nous sera utile,

Aprés cette notion de tube local, nous avons également besoin d'une
"transformation de Fourier" locale, qui est une invention des auteurs cités.
. n ; . .

soit f Eff(R ) . La transformée de Fourier locale, au point Xy

de la fonction f£(x) sera la fonction
P @)= (em 2 ) Tl e (o)
LFEN - R?

A
qui dépend du paramétre T2 0 (si T =0, £(§) ne dépend plus de x, et
se réduit a la transformée de Fourier usuelle) . On voit instantanément comment
cette transformation de Fourier locale s'étend aux distributions tempérées.

On déduira facilement de la formule d'inversion classique une formule d'in-

version “locali": ._g Tlx_xol2 it
£(x) = (2m) “ e Fae™h (B (10)
R T,xo

Nous pouvons maintenant énoncer

THEOREME (Bros, Iagolnitzer). Soit £ € $(R") . Pour que £ soit au voisinage

de §o € R 1a valeur au bord d'une fonction analytique & l'intérieur d'un

€ . . . .
tube local TB 3 de base B , il faut et il suffit que sa transformée de
,
o

Fourier locale vérifie 1'inégalité

A Cy -7
lnygo(X)l - (14m+|x )N © ()

. o .
pour tout N entier et pour tous les (x,T) Q SB , et aussi que

A

T,E Gt?(Rn) . (SB désigne le cbne de base B , ensemble polaire de
H}
o

B , c'est-a-dire :

A
¥r>0, f
x o N n+1
SB={(x,T)|'T>O,-_F€ B} CR
et Sg son intérieur). Il revient au méme d'écrire, que pour tout x extérieur
A

4 B ou situé sur sa frontiére, on a pour tout N € N une constante CN telle que
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A Cy -
£ ¢ (1) | s =5 & (12)
2o 14T

Nous exprimerons cette propriété en disant que SB contient le support

A
essentiel de f
T,

La démonstration de ce théoréme, quoique reposant en fin de compte sur
les m@mes principes, est beaucoup moins élémentaire que pour les situations

précédentes.(voir [3] pages 169-176)

Ce théoréme reste valide pour £ € Y'(R") (distribution tempérée)
mais on prendra la transformée de Fourier locale de xf au lieu de f ,
oli ¥ est une fonction indéfiniment dérivable a support dans un voisinage
assez petit de §O , et analytique dans un voisinage encore plus petit de §o

(cf. [10] pages 127-129) .
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- 7
II. - DIFFUSION A SYMETRIE SPHERIQUE.

1. On supposera dans cette section que le potentiel V(x) ne dépend que de
la distance a 1l'origine r = |x| « Dans ce cas, les opérateurs et les noyaux
sont invariants par les rotations autour de l'origine. Les problémes se réduisent
alors A& une seule variable. Nous allons profiter de cet avantage pour découvrir
sans trop de peine un grand nombre de propriétés et tout particuliérement les

propriétés d'analycité du noyau S(p,q) que nous interpréterons ensuite.

Commengons par rappeler les propriétés classiques que 1l'on pourra
trouver dans [24] et [25] :
i) il existe une famille unique de fonctions de R dans € ,

x v+ ¢(p,x) (indexée par p € R3) vérifiant 1'équation intégrale :

el eyl ipux

o(p,x) - J'R3 V(y)e(p,y)dy = e

4nlx—y

ou bien, ce qui est équivalent :

(x)

1212 o(p,x) + 2 o(p,x) = V(x)ptp,x)

 1im [o(p,x) - eip.x] =0

lx -+ O
Autrement dit, w(p,x) est la solution de 1'équation de Schr¥dinger

s . s NP ip.x
indépendante du temps, qui se comporte a 1l'infini comme e P .

ii) De méme que les e'PeX définissent la transformation de Fourier,
les o(p,x) définissent une isométrie de I? (RS) dans lui-méme :

et avee £(p) = (212 [ £(x) W) ax
R

et on a la formule d'inversion :

o) = 2 2(p)o(p,x)ap

Lorsque V = 0 , cette transformation est la transformation de Fourier usuelle.
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iii) Les fonctions ¢(p,x) ont, pour |x| » ® , le comportement asymptotique

suivant: | || |
ilp||x
e + O( 1 2)

x| ||

ip.
o(p,x) = &P ¥+ A(p,x)
-i |p| XeY
avec A(p,x) = [ V(y)o(p,y) e B gy
R
iv) Le noyau S(p,q) est une distribution & support dans la variété

(hypersurface de R3X R3) {p2 . q2} qui se factorise en

5(p,a) = 8(p-a) - 2im6 (p%- ¢%) (p,a) od T(p,a) = [V(x)e(p,x)e I ax .

- 2112T(p,-|£-l-x ) .

X

On remarquera que A(p,x) =

2. Les premiéres conséquences de la symétrie sphérique sont la réduction,
pour les diverses fonctions, du nombre de variables.
Ainsi :

- ¢(p,x) ne dépend que de k = |p| , r = |x| et cos® , ou 6 est
l'angle entre p et x . Nous noterons dans la suite x = ru , p = k& avec
u et o appartenant a la sphére unité ; alors cos® =a.u .

-T(p,q) , sur 1'hypersurface p2 = q2 = ]<2 , ne dépend que de k et

de ao.B, o0 p=ka et q=%kB .

On peut donc développer ¢ et T en séries de polyndmes de Legendre ;

o(p.x) = T (24+1) ¢,(k,7) Pylaeu) (1)

7(p,q) ,Z (24+1) T,(x) P, (@.B) (2)
=0
(1) est a rapprocher de la formule classique :
P oz (241) ity (k) Py(e) (3)
=0

od les j,(E) sont les fonctions de Bessel sphériques :
4
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ETUDE MACROCAUSALE DE LA DIFFUSION

C(g) = ()%
34(8) = GpF 9y, 4(®) (4)
qui sont les solutions réguliéres des équations

JZ+'§‘ iy+ 0 - _(L;)] (5)

Par le changement de variable & = kr , (5) devient :

bu b' + [k2 _.(I’L)]b (6)

qui est simplement l'équation radiale de 1'équation de Schrddinger libre

k2¢ + A} = 0 . Les 9, sont solutions de 1'équation radiale non libre :
2 2 A(4+1) _
SRR A (7)

La comparaison de (6) et (7) nous donnera, par des méthodes de perturbation,
les propriétés des fonctions mz(k,r) et par conséquent celles de

o(p,x) = ; (2£-+1)¢L(k,r) Pz(a.u) . Remarquons toutefois que la comparaison
entre (6) =;: (7) n'a de sens que pour des solutions ayant méme comportement

asymptotique 1a ol V est petit, c'est-a-dire a 1l'infini. Ainsi, & chaque

solution bz(kr) de 1'équation radiale libre est associée univogquement la

solution de 1l'équation radiale avec potentiel qui a le méme comportement a 1l'infini.

Donc, on aura pour chaque couple de solutions indépendantes de (6) , un couple
de solutions indépendantes de (7) . Nous prendrons le couple des deux fonctions
de Hankel sphériques h$1)(kr) , et noterons le couple associé héjl (x,r) et
hé?l(k,r) ; bien entendu, on pouvait aussi prendre le couple jz(kr) et

nz(kr) (nz : fonction de Neumann) , mais attention ! rien ne garantit que
jV,Z(k’r) est la so&ution réguliére & 1'origine de (7) , car la comparaison
a lieu a 1l'infini., Ce qui néanmoins reste vrai, c'est que la solution réguliére

Py s qui est celle que nous cherchons, est une combinaison linéaire de

M) et n? (or
hv,z(k’) t gty (kyr)
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04057 = PR, v emBan (@)

(Rappelons le résultat de Bdcher selon lequel les solutions réguliéres forment
un espace de dimension 1 ) . Dans cet esprit, nous pouvons énoncer les gros

résultats de ce chapitre :

THEOREME

i) Si Vv(r) décroit & 1'infini plus vite que e (ot p est une

certaine constante > 0O ) , i1 existe pour tout k € € tel que k % 0 et

|Jhk| <l u , deux solutions indépendantes de (7) , h§11(k,r) et hézl(k,r)
? L

qui se comportent & 1'infini respectivement comme hg1)(kr) et hiz)(kr) ,
eikr _ig T -ikr i I
c'est-a-dire comme -1 = e Z et i SEET_ e 2 , et qui dépendent

analytiquement de k dans le domaine. Le point k = O est un pdle d'ordre

4+1 . Les fonctions 021)(k) et 022)(k) sont analytiques dans le méme

(1)

domaine .
ii) L'opérateur de diffusion § (1a "matrice S" ) , étant invariant

par les rotations, se diagonalise suivant les harmoniques sphériques et la

valeur propre associée a Ysz est notée Sz(k) (elle dépend de X , mais

pas de m ) . On a alors :
(x) Ciﬂ(k) (9)
k) = 9
St C(fj(k)

ce qui montre que dans {-ip <dImk<+lp}, Sl(k) est une fonction méromorphe

de kX . On a aussi les relations

5,(1) = = ,5y(-K) = — (10)

5,0 5,0

(1) 1les fonctions 051)(k) et Ciz)(k) sont appelées fonctions de Jost.
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iii) Les seuls pbles de Sz(k) dans le domaine {0 < dmk < 3 u}
sont les km = + 1 V-En ou les En sont les valeurs propres (négatives)
de 1'opérateur -A+V . Il n'y a pas de caractérisation simple pour les pdles
situés dans - 1 p <Mmk<o0.
Les résultats exprimés dans ce théoréme ont été, en gros, démontrés
pour la premiére fois, de maniére éparse et partielle par R. Jost (1947)
et T. REGGE (1958) principalement (voir [11] , [16]) . En fait, c'est la conclusion
d'une lente maturation & laquelle ont contribué de nombreux auteurs au cours des
années 40 et 50 .
Démonstration.
) - \ i (1) (2)
i) Montrer 1'existence et l'analyticité des hy z(k,r) et hy L(k,r)
’ ’
repose sur un pénible procédé d'itération. Nous connaissons toutes les
2
fl !
solutions de Bf = 0 , o B est l'opérateur x4 jLE + % g%— 4 ;L . Par
dor r

la méthode dite de "variation des constantes" , nous allons résoudre 1l'équation

avec second membre Bf = g & 1'aide d'un noyau X(r,s) & déterminer :
(=]
£(r) = fo(r) + f ¥(r,s)g(s)ds (11)

r

ou f est telle que Bf =0
o o

et nous obtiendrons alors la solution de Bf = Vf & partir de l'opération intégrale

©

£(r) = fo(r) + f X(r,s)v(s)£(s)ds (12)

(

qui nous donnera £(r) = hvfi(k,r) si nous prenons fo(r) = hgj)(kr) (3 =1,2)

et que nous allons résoudre par itération, Bien entendu, pour assurer la

convergence de 1'itération, des majorations du noyau K(r,s) seront nécessaires.
Donc, 1ére étape, chercher X(r,s) . Appliquons l'opérateur B aux

deux membres de (11) :

©

fo(r) + I K(r,s)g(s)ds

f(r)

£'(r)

fé(r) - X(r,r)g(r) + Jy %% (r,s)g(s)ds
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On peut choisir X de telle fagon que X(r,r) = O ; alors

@® 2
£(x) = £1(r) - X (r,0)g(x) + [ 25 (r,5)q(s)as

r or
3K > (r)
D'ol Bf(r) = Bfo(r) - S;(r,r)g(r) + f B\"/x(r,s)g(s)ds . Puisque
r
Bfo = 0, il suffit, pour avoir Bf = g , que

n
I
-

K(r,r) =0 5 )
8(*x(r,s) = 0

Or, pour avoir B(T)K(r,s) =0, il faut et il suffit que pour tout s fixé,
X(r,s) soit une combinaison 1linéaire de deux solutions indépendantes de

Bf = 0 , par exemple de jL(kr) et nz(kr) H
X(r,s) = A(s)jz(kr) + B(s)nz(kr)

et il ne reste plus qu'a déterminer A(s) et B(s) pour avoir X(r,r) =0

o) C s .
et 3§(r,r) = - 1 (Méthode de "variation des constantes") . Ce calcul facile
nous donne, pour tout k réel ou complexe :

1 jz(kr)nz(ks)—jz(ks)nz(kr)

K(r,s) = X jz(ks)nz(ks)—jk(ks)nz(ks) (12)

D'aprés un résultat classique, jz(g)ni(g)—ji(i)nz(g) = ;% et par conséquent :

g
K(r,s) = ksz[jL(kr)nz(ks)-jz(ks)nl(kr)] (14)

On peut majorer l'expression entre crochets par la formule des accroissements
finis :

[Ceeed] = (s-r)|x| rsssps S(ljz(kr)nk(ku)l + ‘jz(ku)nz(kr)l) si sz2r

Puis, en utilisant les quatre majorations suivantes (que 1'on obtient & partir
du comportement des jz(g) ’ nz(g) et leurs dérivées au voisinage de O

et de 1l'infini ) :
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Ijz(kr)‘ < cte ldhklr( Iklr

1+ |k|r

P
|3y | = o€ el HklrJtey

-4
ny(xr) | te o |l %I—f:) 1 >

1+

"
Q

A
Q

42
te el&nklr(__k I‘)

|ni(kr)| =C 1+|k|r

on parvient & la majoration pour X(r,s) que voici

+ 241 A
[K(ry)| = €% (omr) (1|26 M (il ) ™ Ll

2eme étape, l'itération. Pour appliquer cette méthode bien connue,
la premiére idée qui viert & l'esprit ect de poser

[e4] (o2}
£1(k,r)=dr K(r,s)V(s) £ (k,5)ds,ees fn(k,r)=‘r K(r,s)V(s)g,_,(x,s)ds,
r R r
et puis de remarquer que la série z fn(k,r) converge vers la solution clierchée,
= o]
Mais lorsque dnk f 0, il r'appara?t ;as clairement que f£(k,r) = I fn(k,r)
et fo(k,r) ont le méme comportement asymptotique & 1l'infini, C'es?zzzurquoi

nous introduisons

. ik 5
go(k,r) = ikr emlkr e 2 hi1)(k,r)

. -id =
ou bien =-ikr elkr e 4h22)(k,r)

selon que fo(k,r) = hg1zkr) ouhie)(kr) . Lorsque r — = , go(k,r) -1
En cutre, si on pose

g(x,r) = ikr T 2 #(x,r)

n
ou bien =-ikr 7 e 2f(k,r)

g(k,r) est solution de l'équation intégrale :

g(k,r) = g (k,r) + fm < eik<s-r)K(r,s)V(s)g(k,s)ds
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et le noyau de cette nouvelle équation vérifie 1'inégalité (pour r < s) :

12 (00| < i ¢ ] o )2l 190 ey _Licloy 7 Ll ™5

s 1+lkls  1+lx|r

On remarquera que dans tous les cas de figure, (|dmk|-dnk)s + (|dmk|+Smk)r

<2 |dmkls , si r<s.
=]

3)2 e2|&'ﬂk|$|v(

Donc, si on pose Y(k,r) = [ r(1+|k]| s)|ds , on voit que

T

-1

lxle )™ Do, e1™

1+|kir (n-1)!

-4~ n
= |g, (k,r)| = M(..ll&lr_) ! CDwv(e,r)] |x|r

1+|x]|r n!

lo, (6,00 | = m (

e 7
et puisque lgo(k,r)| <M ( ) |k|r si on choisit bien M , on en déduit

1+]x|r ©
par récurrence que, pourvu que Y(k,r) <o V r , la série z g, converge,

© n=o
et aussi que g(kx,r) - go(k,r) = I gn(k,r) tend vers O quand r — « ,
n=1

ce qui montre que f existe et est équivalent, pour r - ® , a fo . En ce

. . . te -
qui concerne l'analyticité, il suffit de remarquer que, si V(r) =C e.e wr ,

alors Y(k,r) est majorable uniformément en Xk sur tout compact de la bande

-3 u <dmk <+ %y, et évidemment chacune des gn(k,r) est analytique dans

cette bande, en dehors du point k = O , Enfin, la majoration par le facteur

(—Jﬁlﬁ—)—z_1 montre immédiatement que k = O , est pour g(k,r) , donc aussi
1+|k|r

pour f£(k,r) , un pdle (d'ordre 4 pour g d'ordre {+1 pour f )

ii) On peut développer A(p,x) en série de polyndmes de Legendre :

A(p,x) = z; (2Z+1)az(k)Pz(a.u)

(avec, toujours, p = ko, x = ru) . Evidemment az(k) =-2 ﬂsz(k) .
Puisque S(p,q) = 6(p-q)- 2ims (p2—q2)T(p,q) , on a, en posant §2= sd

P

2,(p) =2 (p) - 2im IR36(p2—q2)T(P,q)§o(q)dq
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Décomposons @o en série d'harmoniques sphériques :

s.(p) = z8(x) v, (o)

4,m

On a aussi :

T(p,q) = zz (2441)T ()P y(.B) = 4an T,()Y, ()Y, (B)
=0 m

?

d'ou

2,(0) = B 8Ty, (o)

m

_2injojsé(k2-m2)mzzzm L'Zm"mTl" (k)@gm(m)YL,m,(a) Ve (B)Y,  (B)dBdm

_ im 2 Ny d 4m .
= ,@Zm% (k)YLm(a)—21nJ06(k —s)§s2£2m4rr'rz (x) el (/s) Yoo (a) ds

Im .2 Iim
= Lzméo (k)Yzm(a’)—41n k Lzmcrz(k) 80" (k) Ylm(a) ,

? ?

ce qui montre que

o247 (1) = [1-air’k (107 827 (1) = [1+2ik a,(1)] 827 (x)

autrement dit que la valeur propre Sz(k) de S associée a anl est
Sz(k) = 14+ 2ik az(k) (16)
| 6y .
Nous allons maintenant montrer que ;Ezjz;; est aussi égal a

1+42ik az(k) , d'oll nous déduirons évidemment Ce que nous voulions, Pour cela,
nous allons comparer les développements asymptotiques de Sz(k,r) (lorsque r - «)

obtenus de deux maniéres différentes et identifier les coefficients,
ikr

1Y€ maniére : partons de la formule o(p,x) = e P**4a(p,x)E — + O(;%)
r
(134 rappelée au début). En prenant les composantes radiales, cela donne
4 eikr 1
sz(k,r) =1 Jz(kr) + az(k) T + 0( ;)
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Sachant que P WL
_ieikre1£2.+ie—ikrelz2 ]
Jylkr) = +0( =),
2 kr r
il vient
3 ek g i i 1
o (r) = [-gp + a, ()] ==+ (-1)" x ~—5— +o( )

T

2% maniére : on a aussi ¢z(k,r) =021%thji(k,r?+0$2)(k)hé?i(k,f) .

ikr LT ikr
Or, d'aprés i) h.é}i(k,r) = hg1)(k,r) + o(hy)(kr):i ekr iz, o(er )
et de méme pour h§2i (x,r) « Donc
123 ikr 143 -ikr L%mlr
. 2 . >
o ) = —ie 2 eV ) E—rie 2 P S 4 o) .
Ceci étant vrai pour tout k # 0 tel que - 3 p <JInk <+ 2 p , on en déduit :
i3
i ie 2 (1)
—§+a2(k) =——]?—Cz (k)
iy )
4 i ie 2
(-0 % = 7 Cy ()
d'ou le résultat :
1
ey )
= = 1+2ik a,(k)
(2) 4
Cy (x)

Pour achever la preuve de ii) il reste & prouver les relations (10) .
Elles résultent immédiatement de relations analogues pour les C;J)(k) (3 =1,2)
que l'on obtient par les considérations suivantes :

a) les coefficients de 1'équation Bf = Vf sont réels pour k réel

(

et les conditions asymptotiques pour hv1l(k,r) et (21 sont conjuguées—
, ’

( (@)

complexes ; donc hv1l(k,r) = n'? (x,r) . De méme, puisque la condition &
k)
’
1'origine de @z(k,r) est réelle :

Qz(irr) = ¢z(k’r)
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b) B est invariant par k - - k , et les conditions asymptotiques

vérifient hg1)(—kr) = (-1)‘hi2)(kr) . Donc

‘P‘(k’r)

n{2)(k,m) (-

CP‘(—](,I‘)

NSRS

Toutes ces relations de symétrie entralnent :

@ = el ()
(17)
V(1) = (%P 1)

d'ol on déduit immédiatement (10) .

iii) a) ko est un pdle de S‘(k) seulement si c'est un zéro de Ciz)(k) .

Nous avons donc a prouver :

Ciz)(ko) =0 et Jmko >0 = ki est valeur propre .

Or, si ng)(ko) = 0, alors cpz(ko,r) = 021)(k0) h‘(/,jl(ko,r) . D'aprés le
comportement & 1'infini de hé?l(k,r) , on voit que, si &n.ko >0, cp‘e(ko,r)
est a décroissance exponentielle, donc cpz(ko,r) Ylm (u) est dans ][,2 (RB)
et bien slir, vérifie (kg +A-V) . cpz(ko,r) YLm (u) = 0 . Autrement dit,
il existe une fonction propre (et méme plusieurs : une pour chaque valeur de
m ) . Cela signifie que ki est valeur propre. Comme toute valeur propre de
- A +V est réelle, cela entraine que nécessairement ko est sur l'axe
imaginaire.

b) Réciproque : si Eo est valeur propre de - A + V , posons
ky = 1,\/——_}3: . I1 faut montrer que C.(GZ)(ko) =0 et Ci”(ko) # 0 (c'est-a-dire
que k0 sera un pdle pour tous les Sz(k) , A =0,1,00e) « I1 y a évidemment

au moins une fonction propre ¢ associée a Eo s (k(23+ A=V)p =0 et

0 € ]L2 (R3) . Développons ¢ en série d'harmoniques sphériques :
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o(x) = zzmwz(r)anl(u) - Chacun des @, vérifie By, = Vo, et
© £l

I r2|m£(r)|2dr <o .Ces g, sont des solutions régulitres, donc (en choisis-
o

sant la bonne normalisation ) :

940 = eI m) + oD e )0

o

s 2w psos (1) (2)
Compte tenu des comportements & 1 1nf1:1 de hV,E(ko’r) et hv,z(ko,r) et
puisque dmk > O , on ne peut avoir I rzlmz(r)|2dr <o que si Ciz)(ko) =0.
o
D'autre part, on ne peut avoir Py % 0 que si 021)(k0) % 0, d'ou le résultat.

Remarques 1. On a montré en fait que si ko est un pSle pour 1l'un des Sz(k) ,
il 1'est aussi pour toutes les autres valeurs de 4 . Mais cela n'a plus aucune

raison d'étre vrai dans Jdmk <O .

2. Il n'y a pas de caractérisation simple pour les pdles dans dInk <O .
Mais les relations (10) ou (17) montrent qu'ils ont nécessairement 1'axe
imaginaire pour axe de symétrie.

3. Le lecteur spécialiste de théorie spectrale et habitué a voir dans
la théorie de la diffusion une application pure et simple des propriétés du
spectre continu, sera peut-&tre surpris de nous voir oublier la mesure spectrale
et tout fonder sur les propriétés analytiques des Sz(k) , d'autant plus que
le lien entre ces deux points de vue est loin d'@tre direct. La raison de cette
étude est la suivante : les grandeurs qui apparaissent ici, Sl(k) et az(k) ,
sontliées de maniére extrémement simple, comme nous le verrons au chapitre
suivant, aux grandeurs qui sont directement mesurables expérimentalement
(alors qu'aucune expérience de physique ne peut permettre de voir la mesure
spectrale sur un écran ou un graphique) . C'est d'ailleurs ce qui justifiait
aux yeux de Heisenberg 1'introduction de ce concept de matrice S (voir [6]

PPe 514-518) . Ainsi, bien que les phénoménes physiquement significatifs dont
nous parlerons au chapitre suivant (résonances principalement) soient lisibles

sur la mesure spectrale, cette lecture exige un regard prodigieusement pergant
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car le lien est compliqué et peu apparent ; le lecteur pourra le chercher, s'il

est curieux, en calculant le noyau K de la partie continue de la mesure spectrale :
a <eM)£lg > = (JX(A,x,y)£(x)E(y) ax dy) ar

a partir de la formule de Plancherel, puis ses composantes KL(X,r,s) suivant
les polyndmes de Legendre ; il y verra effectivement une relation entre les
zéros de Cge)(k) dont la partie imaginaire est négative et petite (résonances)
et une brusque variation de phase dans le comportement asymptotique oscillant
de Kz(r,s) lorsque r,s = o , Il conviendra qu'un effet de cet ordre reste
trés discret dans une expérience de diffusion ! Des effets considérablement
plus tangibles seront étudiés au chapitre suivant.

4. Si on décompose L2 (RB;C) en T2 (fo,=[ ; 1? (S2)) on $° est

la sphére unité de Rr3 , 1l'opérateur de diffusion se représente comme la
multiplication par un opérateur S(k) : 1? (82) - 1° (82) [i.e. 3(k) r'S(k):s(k) ,
ol a(k) € 1? (82) avec g(k)(a) = 8(ka)] ; pour tout k > 0, les valeurs
propres de 8(k) sont évidemment les Sl(k) (de multiplicité 24+1 ) ;
1l'application k + S(k) , & valeurs dans les opérateurs unitaires de 1 (82)

se prolonge analytiquement dans {l&nk| <-§} en une fonction méromorphe dont

les p8les sont ceux des Sz(k) « Ce résultat doit &tre comparé a celui de LAX

et PEILLIPS [12] qui étudiaient la diffusion par un obstacle réfléchissant.

Que S(k) soit méromorphe dans {|dmk]| <-§} est indépendant de la symétrie
sphérique ; cette derniére nous a permis de diagonaliser S(k) et donc

d'étudier les pSles pour chaque valeur propre séparément.
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ITI. INTERPRETATION DES RESULTATS.

1. La section efficace. Dans une expérience de diffusion, ol 1'on envoie

un flux de particules incidentes sur une cible, la grandeur mesurable par
excellence est le nombre de particules ayant diffusé (c'est-a-dire ayant
interagi) rapporté au nombre de particules incidentes, mais aussi au nombre

de noyaux qui constituent la cible : en effet, la cible (de 1'hydrogéne liquide
par exemple) est formée d'un trés grand nombre de noyaux atomiques, et si les
conditions expérimentales sont bien homogénes, la quantité de particules
diffusées sera proportionnelle a la densité en noyaux de la cible., Cette grandeur

est la section efficace totale de diffusion. Si le flux incident est homogéne

(invariant par les translations d'espace-temps au moins dans la région occupée
par la cible) , c'est-a-dire décrit approximativement par une onde plane mono-
chromatique, le rapport qui constitue la section efficace est la méme si on
considére n'importe quelle portion de la surface que la cible présente aux
particules incidentes, et la partie du flux incident qui frappe cette portion
de surface ; autrement dit, la section efficace ne dépend que de l1l'intensité
du flux incident (nombre de particules par unité de surface frappée) et de la
densité de la cible (nombre de noyaux par unité de surface frappée). Sous les
mémes conditions (flux incident homogéne), la section efficace est alors la
probabilité conditionnelle pour qu'une particule soit diffusée par un noyau,
sachant qu'elle est passée dans la zone d'influence de ce noyau et pas d'un
autre ; cela résulte simplement de la loi des grands nombres.(1)
On peut faire une analyse plus fine en mesurant le nombre de particules

diffusées dans un cOne de directions donné, également rapporté au nombre de

particules incidentes et au nombre de noyaux de la cible,

(1) Rappelons que dans une expérience de diffusion, on suppose (hypothése
amplement justifiée par les distances gigantesques - en proportion de leurs
régions d'interaction - qui séparent les noyaux) que les diffusions individuelles
entre chaque particule incidente et le noyau qu'elle rencontre sont des

événements indépendants.
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Sous les mémes conditions que ci-dessus, cette grandeur mesure la probabilité
conditionnelle pour qu'une particule incidente soit diffusée dans un cfne de
directions, sachant qu'elle a interagi avec un seul noyau donné : c'est une
fonction du cdne de directions, ou, si 1'on préfére, une mesure sur la sphére
unité. La densité de cette mesure par rapport a la mesure uniforme est

appelée la section efficace différentielle.

Nous voudrions maintenant relier cette grandeur de nature purement
expérimentale aux grandeurs théoriques des chapitres précédents. Nous avons
déja soumis notre interprétation & une condition : que la fonction d'onde des
particules incidentes soit aussi proche que possible de l'onde plane monochro-
matique, qui, nous 1l'avons vu, ne représente aucun état de particule. Mais on
peut calculer la densité de probabilité de diffusion dans une direction donnée
pour n'importe quel état initial, puis faire tendre ce dernier (non pas dans
L2 évidemment, mais au sens des distributions) vers 1l'onde plane monochromatique.
Si la probabilité ainsi calculée tend vers une limite, c'est cette limite
que nous pourrons identifier & la grandeur expérimentale, & condition toutefois
que de son c8té 1l'expérimentateur utilise tout son art a obtenir des flux

incidents suffisamment homogénes.

soit donc @o(p) la fonction d'état des particules incidentes (état
initial) , Qe(p) 1'état final, et @1 = @2— &~ 1'état diffusé, de sorte que
la fonction d'onde des particules diffusées est :
2 2
2 itp™= ix.p
¥, (tx) = (2m)° [ e 2 (p) ap
La probabilité de trouver la particule diffusée dans le cdne C longtemps

aprés l'interaction est par conséquent :

ct® x lim [ |v1(t,x)|2dx

toeo C
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t . . . . .
ot la C'€ est déterminée par le choix d'une normalisation pour Wo(t,x) ou,

ce qui revient au méme, pour @0(p) 3 en 1l'occurrence, puisque nous voulons
la probabilité conditionnelle indiquée plus haut, la condition de normalisation
va exprimer que la probabilité pour que la particule rencontre son noyau est

égale a 1 , c'est-a-dire que
t
c® x| |¢o(t,x)|2dx =1
v

ol V est un cylindre de section unité paralléle & la direction du flux incident
(soyons plus plus rigoureux : ceci n'a de sens qu'a la limite ou ¢O tend

. t .
vers l'onde plane monochromatique; c'est donc C ®x 1im I |Wo(t,x)|2dx =1).
A

Ce que nous venons de dire résulte simplement des principes (probabilistes)
fondamentaux de la mécanique ondulatoire. En appliquant aussi le principe de
macrocausalité sous sa forme la plus élémentaire (section 2 du chapitre I )

il vient :
Lim [ v, (t,0)|%ax = [ le.(p)|%ap
t=o C Cc

. . , T .
Or, considérons une famille de fonctions d'état {@0} r>o qui tendent,
lorsque T = ® , vers 6(p—po) , c'est-a-dire que les fonctions d'onde corres-
T itpi —ix.po
pondantes Wo(t,x) tendent vers l'onde plane monochromatique e ’

et cherchons la probabilité limite :

J &7 () Pap

im
T J'le(t,x) |ax

que nous identifions a la section efficace. Il suffit de faire le calcul pour

T B .
une famille choisie de & , par exemple des gaussiennes

2 .
éT(P) = (1)3/% e-Tlp—pol . Posant p = ko avec k >0 et o€ S (sphére unité) :
o ™
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]

87 (ko) = - 2im IRS6(k2-|q|2)T(ka,q)§Z(q)dq

- ik jsr(ka,ks)@Z(kB)ds

. 2 2 .26
On peut décomposer : ‘p—po| = (k—ko) + 4kkosln 3 avec p, = koao
et cosb = e de sorte que

. 28
kko'r e—kko‘r4sln >
il kko

(1)3/2e-T|P—Po|2 - (I)% e—"'(k-ko)z.

Lorsque T = o , le premier facteur tend vers 6(k—ko) , le second vers

6(0:—0'0) (mesure de Dirac sphérique) et on peut écrire :

2 . 20
-7(k-k ) Xk T -X¥k T4sin®<
T . T o o o 2
@1(](0:) =-i¥—e I T(ket, k) - e dp
o S
de sorte que 1lim @:(ka) = - ;—n 6(k—ko)T(koa,kooto) . D'aprés tout ce qui a été
T~ o

vu plus haut, la section efficace différentielle est alors la limite,

pour T — « , de
2

® . 20
2 \2 kk T -kk T4sin®Z| dk
® k -27(k=kg) o 2
| 2187 (xa) | 2ax jfz e [ 1(xe,xB) — e
o 1 _ oo S
- <
r o X2
I Wo(t,x)' ax f (211)—3 e 27 dx
v Yy

Sur cette expreision, on voit f;cilement que le numérateur est équivalent, pour
Too 4 2_%n27%|T(koa,koao)l , et que le dénominateur est équivalent a
(om) -S/ET% , d'oll la limite
2

o(py,@) = 4ﬂ4IT(kg(,p°)|
Dans le cas d'un potentiel d'interaction a symétrie sphérique, U(po,d) ne
dépend que de 1l'énergie kg du flux incident et de 1l'angle © entre la direction
d'incidence et la direction de diffusion, ce qui était d'ailleurs évident a
priori. Enfin, rappelons que l'on avait A(p,x) = - 2112T(p, % x) , ce qui

nous permet d'écrire la formule particuliérement simple :
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2
o(p o) = |A(py,)]

qui relie la section efficace différentielle au comportement asymptotique des

fonctions propres généralisées o(p,x) .

2. La formule de Breit-Wigner (1936) . Nous avons vu au chapitre II (formule

(8)) que les composantes suivant les polyndmes de Legendre des fonctions propres

généralisées de 1l'équation de Schr¥dinger s'écrivaient :

(
o) = 00 w0 + R0 D)

et que 1'on avait (9) :

o§ (1)
5, (k) = 22—~
! (2)
c,~(x)
. Ny = oo 08 ,
osons alors CL (x) = cye ou ¢, >0 et 61 réel. On appelle la

grandeur 62 le déphasage de diffusion. Cette terminologie se justifie aisément :

la solution libre correspondant a ¢L(k,r) , c'est-a-dire jz(kr) , se comporte

a 1'infini comme sin(kr—bg) 3 utilisant alors les comportement asymptotiques
kr

(1) (2) sin(kr—l:g— ét)
de h (x,r) et hy l(k,r) , on voit que wz(k,r) ~—
o b ’

ort
X , de sorte
que la perturbation se traduit par un déphasage 62 dans les comportements

a 1'infini, C'est d'ailleurs le méme déphasage qui revient dans le comportement

asymptotique du noyau de la mesure spectrale (cf. les remarques faites a la

fin du chapitre II ) .
id -i8

Puisque 021)(k) = cge 4 , on a Cge)(k) =cpe A (%)
(formule (17) du chapitre II) et par conséquent :
2id
4
Sz(k) = e

L'idée de Breit et Wigner [2] était alors la suivante :

* PpPour k réel ! en effet Cg2)(k) = Ci1j(k) pour k réel seulement.
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puisque |S£(k) - 1|2 =4 sinzé‘ est proportionnel a la Ziéme composante de la
section efficace, on peut relier 1'effet (& l'ordre 4 ) de la diffusion

A la présence d'un pdle de Sz(k) : on va voir que |S£(k) - 1|2 présente

un maximum lorsque k (réel) se trouve prés d'un pdle (complexe) , maximum

d'autant plus aigu que le pOle est plus proche de 1l'axe réel. Un maximum trés

aigu, cela signifie que dans un domaine d'énergie trés étroit, on observe

brusquement beaucoup plus de particules diffusées que pour d'autres valeurs de

1'énergie méme voisines. Le succés de cette interprétation provient du fait

que des maxima trés aigus sont fréquemment observés dans les courbes expérimentales
de section efficace en fonction de l'énergie des particules incidentes. Depuis

ce temps-1a, on a beaucoup approfondi cette interprétation : nous y viendrons.
Voici résumée 1l'étude mathématique : si ko+ iYo est un pdle de Sz(k) , c'est

un zéro de ng)(k) , donc

052)(k) = (k—ko—iYO)AL(k)
on en déduit:

cy = |k—ko-iYoHA£(k)|
6, = Arg (k—ko+iYo)—Arg A Jz(k)

Posons o = Arg(k-ko+iYO ), M=~ Arg At(k) . Il est alors immédiat que
sin 6£ = sin ¢ cos T + cos o sin 7|

v Xk
=—22  cos T + 2

,/(k-ko)2 + yg «/(k—ko)2

Cette expression est au maximum en valeur absolue si k—k0 = YOQgﬂ sauf si

sin 1

M=z g . Les choses seront plus claires en faisant un dessin :

7)

axe réel
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On a représenté la droite (D) dont la pente est tgl , (p') 1a droite
perpendiculaire. Ainsi l'angle formé par la droite (D) et le vecteur

. il . . .
k=k - iy, est Gzi 53 |sln 6&‘ est maximum lorsque k se trouve au point

A et |sin 5z| est supérieur a ;%? lorsque k se trouve compris entre B et
B' (zone hachurée) . La longueur de BB' mesure donc 1'étroitesse de maximum ;

comme elle est (pour T fixé) proportionnelle & Y, » on voit que pour Y,

trés petit, le maximum sera trés aigu, surtout si 1T est voisin de zéro.
Yo o

Lorsque T =0 on a sinf)z = m—————— d'ou |S£(k)—1l2 =
J(k—ko)2+voé (k=k ) 4vg

(formulezde Breit-Wigner) ; la courbe représentative de la fonction

X F-__;KE_____

e posséde un "pic" caractéristique et on 1l'appelle courbe de
(k=X )"+y
. .0 o . . .
Breit-Wigner. Remarquons pour terminer ce paragraphe que l'analyse de Breit-Wigner
reste purement qualitative ; la section efficace (seule accessible expérimentalement)

©
est égale & T (2£+1)|az(k)l2 et par conséquent un maximum de Iaz (k)|2
=0 o

est noyé par le bruit de fond I (2£+1)a2(k)‘2 . Si ce maximum est trés aigu,

o
il subsistera un saut brusque de la section efficace, le "bruit de fond"

affectant la hauteur du pic mais non sa largeur, Ainsi, seule la largeur du pic
(et aussi, bien entendu, son énergie) garde une signification quantitative; nous
allons voir au paragraphe suivant comment 1l'interpréter. En conclusion : un pdle
de 1'un des Sz(k) , pourvu que :

a) il soit trés voisin des réels (YO petit)

b) T ne soit pas voisin de = g
se traduit par un pic dans la courbe de la section efficace en fonction de
1'énergie, dont les deux grandeurs caractéristiques, 1l'énergie et la largeur,

sont données respectivement par la partie réelle ko et la partie imaginaire

Y. du pble. Le fait que pour une certaine valeur de l'énergie du faisceau

o

incident on ait soudain une diffusion beaucoup plus intense, signifie que la
cible réagit beaucoup plus : c'est pourquoi on dit qu'elle résonne ; l'effet
étudié dans ce paragraphe s'appelle une résonance. Nous pouvons donc dire :

les pSles de la matrice § s'interprétent comme des résonances.,
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3. La signification de la largeur du pic : le retardement. On peut observer

et justifier un autre effet 1ié aux résonances : l'émission de 1l'onde diffusée

est retardée en cas de résonances, d'une durée de l'ordre de 10_23 sec .
Macrocausalement, cela veut dire que la particule incidente s'attarde autour de la
cible. Ainsi, alors que les états statiomnaires, ou états 1liés, associés aux
valeurs propres, sont des captures définitives de la particule incidente

(1)

(celle~ci reste éternellement au voisinage de la cible) , les résonances

correspondent & des captures provisoires, On devrait donc en principe pouvoir

relier mathématiquement la grandeur de ce retardement aux fonctions Sz(k) o

Dés 1948 (thése non publiée : voir par exemple (5] , ou [13] , pp. 313-316)

EISENBUD et WIGNER ont déduit heuristiquement cette relation ; des démonstrations

rigoureuses de cette relation sont beaucoup plus récentes (voir [20] a [22] ,

mais hors de notre sujet : nous nous proposons ici de montrer que cette relation

est simplement un cas trés particulier de la relation générale entre les

positions des singularités analytiques de S(p,q) et les propriétés macroscopiques

des fonctions d'ondes diffusées, dont nous avions déja parlé au chapitre I .

Cette relation repose mathématiquement sur les travaux de IAGOLNIZER (voir [10]) o
Pour cela, nous allons faire comme pour les p8les des Sz(k) une

analyse suivant les composantes sphériques ; soient @o(p) , §1(p) , Qe(p)

les états initial, diffusé et final et @gnl(k), @zrl(k), %:nl(k) leurs composantes

suivant les harmoniques sphériques an1(a) (avec toujours p = ko ) .

Nous avons déja vu que :

@f"‘(k) = 2ik a,(K) @é"“(k)

(1) éternellement ... & 1'échelle muclaire : 10_10

1l'unité nucléaire étant de 1l'ordre de 10_23 sec .

sec , c'est 1'éternité,
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En décomposant aussi la fonction d'ordre diffusée suivant les harmoniques,

il vient : (avec x =ru)

V7 () = Ll-f 131t 3 (e0)a (1085 (1) ax

Faisons alors le changement de variable E = k2 (E est ainsi la variable

énergie ) . Il vient :
T () = ot Jo B "B (Er)a (B " (JE) ap

Dans cette formule, on remarquera d'abord que la fonction jz(dﬁl*) est une
fonction entiére de E . Par ailleurs, pour nous rapprocher de l'analyse faite
dans [10] et évoquée au chapitre I de notre exposé, nous supposerons que

2
_vB|E-E,
ey JE-Edl x(E) , ot X est une

1'on peut écrire @jln(JE) sous la forme
fonction Cw a support compact au voisinage d'une valeur EO de 1'énergie,
et analytique dans un voisinage complexe de Eo . Dans ces conditions, les
propriétés analytiques de la fonction & intégrer dans la formule ci-dessus
au voisinage de Eo (singularités) ne dépendent que de celles de az(VE)
pourvu que Eo % 0 (on supposera donc que X(O) = 0 ) et on peut appliquer
le théoréme de BROS-IAGOLNITZER [3] que nous avons énoncé au chapitre I ,
et que nous utilisons ici en une seule variable. I1 va de soi, puisque
Sl(k) = 1+2ik az(k) que, sauf pour k = 0 , les pdles de aL(k) sont les mémes
que pour Sz(k)

Supposons donc que az(JE) ait une singularité (pdle) en E, avec
Eo réel, Dans ce cas, aL(JE) est analytique autour de Eo , en particulier
dans un demi-voisinage complexe, ou un tube local dont la base B est en
"wedge" (cf. [3]) . Cela implique que le support essentiel de anl(t,r)
est inclus dans le cdne SB de base g , ensemble polaire de B . Comme B

A
est en "wedge" , B est une demi-droite compléte : [0,o[ . L'inégalité

(1,172) montre alors que |vzr\(t,r)l n'a aucune raison de décroitre pour t = « ,
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On interpréte cela en disant que la probabilité de présence (relative a une
composante d'ordre 4,m) dans un domaine borné au demeurant quelconque, ne
diminue pas nécessairement.

En revanche, si aL(JE) a une singularité en dehors de 1l'axe réel,
en Eo+ il' avec T > 0 , on peut construire un tube local dont cette fois la
base B est de la forme J]-o,+8] , avec & > 0 et proportionnel & I ; cela

A
implique que B est borné et alors 1'inégalité (1,72) montre que pour t 2 O

1437 ()] c*¥(x) &7

d'ol on déduit que la probabilité de présence (relative & la composante d'ordre
4,m) dans un domaine borné, décroit exponentiellement avec le temps, d'autant
plus vite que I est plus petit. Un tel résultat n'est rien d'autre que
1l'expression, en mécanique ondulatoire, du fait que la particule quitte le
domaine au bout d'un temps moyen égal & 1/6 (h/6 1lorsqu'on ne suppose pas
comme nous l'avons fait que % = 1 ) . Nous retrouvons de la sorte, a l'aide du
théoréme de BROS--TAGOLNITZER, un résultat déja connu par des voies heuristiques
(EISENBUD) ou par des méthodes spectrales (cf. [21] , [22] page 270, ou [20]) ,
a savoir qu'en cas de diffusion résonnante, la particule est captée pendant un
temps moyen de l'ordre de h/T avant de s'échapper & l'infini. De méme, en

cas de capture sous forme stationnaire, celle-ci est définitive. Ce résultat

est également a rapprocher du théoréme de MORAWETZ ([12] , appendice 3) qui

nous dit que pour la diffusion d'ondes lumineuses par un obstacle réfléchissant,
1'énergie locale (qui correspond & la probabilité de présence) décroit exponentiel-
lement avec le temps si l'obstacle n'a pas de cavité suffisamment encaissée

(1)

pour capturer de la lumiére.

(1) MORAWETZ suppose que l'obstacle est étoilé.,
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L'analyse faite ici est toutefois plus détaillée que chez MORAWETZ, en ce sens
que les estimations sont faites pour chaque composante de ¢1 3 il ne peut
donc y avoir globalement décroissance exponentielle que si les I sont
uniformément minorés, d'ol les hypothéses de MORAWETZ(I) « Un autre avantage
de la méthode suivie ici est de relier directement les effets de retardement

aux p8les de S , ce que ne permettent pas les méthodes de [20] - [22] .

4. Le principe d'incertitude de Heisenberg et le principe de macrocausalité :

discussion. Tout le monde connalt la formulation classique du principe

d'incertitude : si Ap est l'incertitude sur 1l'impulsion et Ax 1l'incertitude
sur les coordonnées, on peut au mieux atteindre dans les mesures une précision
telle que Ap. AX =% . Une formulation mathématique beaucoup plus précise

peut &tre donnée, & partir de la remarque syivante : soit V(%)

la fonction d'onde et &(p) = (21'|"P1)_3/2 I Q%P-X ¥(x)dx sa transformée de
Fourier (fonction d'état) ; on sait que lW(x)[z est la densité de probabilité
de trouver la particule au point x , tandis que |§(p)|2 est la densité de
probabilité de lui trouver 1'impulsion p . Il devient alors naturel de donner
la définition suivante : nous dirons que la particule se trouve au point X,
avec une incertitude Ax si x, est la valeur moyenne de la densité l¢(x)|2
et Ax sont écart quadratique moyen(e), et de méme pour 1l'impulsion. Il est

facile d'en déduire les relations d'incertitude, compte tenu que ¢ et & se
correspondent dans la transformation de Fourier (voir [23], tome 1, pages 113-114) .
Ce résultat est trés général, et indépendant des effets du potentiel auquel est

soumis la particule. Au contraire, le principe de macrocausalité s'applique

lorsque le potentiel est nul, c'est-a-dire pour des particules libres.

(1) voir [12] , page 155 (Corollary 3.4.)

(2) Cet écart quadratique est vectoriel : nous prenons pour Ap. (j = 1,2,3)
., o o o o
1'écart quadratique usuel de la densité p, + Q(p1,p2, p3) etc. (p?, Pys Py )

étant les composantes de Py »
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Or, ce que nous avons montré au chapitre I, c'est que plus 1l'incertitude sur
1'impulsion est petite, plus l'incertitude sur la position sera également petite,
a condition d'attendre un temps suffisamment long. Soit donc &(p) une fonction
dl'état, P, et Ap 1la moyenne et 1l'écart quadratique moyen de |<§(p)|2 .

Au chapitre I, nous avons vu que lorsque T = ® , nous avons a l'instant t = Tm ,

Ax = TAp et d'aprés les relations d'incertitude Ax.Ap 2 i d'ou lAp|2.'T 24,
A

2
|ap |
pour le paramétre T (et donc pour le temps t ) la limite en degd de laquelle

ou encore T 2 . Les relations d'incertitude nous fournissent ainsi

le principe de macrocausalité perd sa validité. On retrouve bien slir le méme

résultat par la majoration du reste dans la méthode de la phase stationnaire.
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