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ETUDE LOCALE DES COURBES ALGEBRIQUES PLANES

Michel GOZE

L'objet de cet article est d'illustrer les affirmations suivantes

a) a chaque point 1limité de 02 est associée une suite standard de transformations
quadratiques ;
b) lorsque le point est situé sur une courbe algébrique standard, la suite

détermine la branche passant par ce point avec sa multiplicité.

I1 en résulte une procédure qui met en évidence toutes les branches

de la courbe centrées en un point singulier.

Il est clair que 1l'on peut utiliser la méme technique dans le cas des

courbes algébriques réelles, et aussi celui des courbes analytiques.

Elle admet une extension naturelle en dimension quelconque, faisant
intervenir une suite de transformations birationnelles de degré égal a la
dimension, qui se décomposent chacune en transformations quadratiques mais de

manisre non naturelle.

Faut-il préciser, mais le lecteur 1l'aura sans doute deviné, que cette
étude se place dans le cadre de 1'A.N.S. (précisément sous la forme axiomatique

I.S.T.).

I. Décomposition d'un point limité de 82

I.1. Théoréme

Soit M un point limité (*) de 02, d'ombre M . Alors si M £ M , il existe
O™ o
deux vecteurs standard V1 et V

€, v 0ete, O tels que

linéairement indépendants et des nombres complexes

2

M= M0 + elvl + €1€2V2

les objets dépendent fonctionnellement de M.

Plus précisément, si 1l'on a deux décompositions de M

M=M +e V. +e,e,V, =M + ' V' +¢' €' V'
o 2

11 1722 o 11 1" 2
alors,
) -
€ 1 = alcl+blele2 avec al,bl,az standard
] 1 -
e'e', = a5 e, et a.a, £0

(*) 1limité signifie qu'aucune composante de M n'est infiniment grande.
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- L
et V1 = alv 1
- ] 1]
V2 = a2V 5 + b1V 1
Démonstration

Par hypoth2se M-Mo = (nl,n2) avec n; v, v 0. Soit € le plus grand des

deux nombres n en module (si ]nll = |n2| on peut choisir ¢, = n, pour avoir une

n
1’72 1
description fonctionnelle) ; alors - (M-Mo) a une ombre Vl # 0 dont 1'une des
composantes est 1 et s; (M—Mo)—V1 estlde la forme 52V2 ou V2 a une composante nul-

le 1la ou V1 a une composante égale a 1.

A -
D'ou M = Mo + elvl + 5152V2.

I.2. Si on itére la procédure pour le point (el,ez) € 02 on obtient au bout d'un
nombre standard d'opérations
- ] ]
M= Mo + Pl(s,e )Vl + Pz(c,e )V2
ou P1 et P2 sont des polyndmes standard et € ~ €' ~ O.

I.3. Transformations quadratiques associées au point M

: . < sz 2
Soit M = (nl,nz) + M= M, + €V, + €€,V un point limité de €~. Nous pou-

vons distinguer plusieurs cas dans la transformation
(ny5n,) > (eg5e,).

I.3.1. Supposons n_ # O et " / n, v 0. Alors

(o] 1
9’ v = 9 \' = ’
n €.€ 1 1 2 (o]

1 12

2

de sorte que (nl,nz) est 1'image de (51,52) par la transformation

Ll(X,Y) = (XY,X) .
n
I.3.2. Supposons nl £ 0 et ;g'v 0 et non nul. La transformation
1

L, (X,Y) = (X,XY)

2
vérifie L2(el,€2) = ("1'“2)'
M2 M2
I.3.3. Supposons Ny # 0 et v standard non nul (et w £ a).
1 1

La transformation L3 a(X,Y) = (X,X(a+Y)) vérifie
’

L3’a(e1,e2) = (“1’"2) .
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1.3.4. Si 1'une des égalités n, = an

M admet une décomposition ([ 3 ])

n, = an,,a standard est satisfaite le point

1’ 1

M= Mo + elvl
et est situé sur la droite standard passant par Mo et de vecteur directeur Vl'

(i.e. la droite MMo est standard).

Remarque - Chacune des transformations Ll, L2, L3 est birationnelle (ici quadra-

tique). Si le point M est fixé, il lui correspond une seule de ces transformations
(appelée transformation associée a M).

Notons que les transformations Ll et L2 correspondent a des éclatements,
la transformation LS,a est la composée d'une translation et d'un éclatement.

I.4. Suite de transformations associées a M

A chaque point limité M d'ombre Mo est associé de manidre fonctionnelle
une suite standard L' (via le théor2me de construction point par point d'applica-
L

tions standard) de transformations du type L L, telles que pour chaque n

1’ 72’ 73

standard
M= L1 o L2 0O ... 0 Ln(e,e') avec €, €' v O.

Notons que s'il existe un entier n standard tel que

M=1'o120 ... 0 1" e,e")

avec €/e' ou e'/e standard, le point M est situé sur la courbe standard d'équa-

tion paramétrique
{x(t) =X+ Pl(t)
y(t) = yO + Pz(t)

ol P1 et P2 sont des polyndmes standard et réciproquement.

II. Transformations d'une courbe algébrique associées & un point de cette courbe

II.1. Soit f(X,Y) un polyndme standard, nul en (0,0) et soit M~ (0,0) un point
situé sur la courbe (C) d'équation f(X,Y) = 0. Soit (Li) la suite de transforma-
tions quadratiques associée a M. On se propose d'étudier les polyndmes standard
fn (i.e. les courbes d'équations fn(X,Y) = 0) pour des valeurs standard de n, ou
fn est défini par

fn =fo L1 0 ...01L"

La courbe (Cn) est birationnellement isomorphe & la courbe (C).
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II.2. Soit M = (nl,nz) "~ (0,0) un point de (C) et M = . V. + ¢ une décomposi-

11 1%V
tion de M. Si 62 = 0, nous avons vu que (C) ou du moins la composante de (C) conte-

nant M est une droite. Sinon
(n,n) =Lle ,e))
1’2 1’2

Proposition - Le vecteur V. est un vecteur tangent du c8ne des tangentes en (0,0)

a la courbe (C). !

En effet l'ombre de la droite OM est la droite passant par O et de
vecteur directeur v1,' Or par définition une tangente du c6ne des tangentes
en 0 & la courbe (C) est limite dans P2(C) d'une sous-suite convergente d'une
suite (OMn) ou (Mn) est une suite de point de (C) convergent vers O. Le principe
de construction montre qu'une telle tangente peut &tre obtenue comme ombre

d'une droite OM ol M ~ (0,0) et M ¢ (C).

II.3. Cas ou l'origine est un point régulier

Si 1'origine est un point régulier, le vecteur V. est le vecteur tangent

1
en (0,0) a la courbe (C). Soit fl(X,Y) le polyndme standard défini par

£,(XY) =fo Ll(X,Y).
. 1
Si M= ("1’n2) et L (el,cz) = ("1'"2) alors,
fi(e ,e,) = f(nl,na) = 0.

Soit f = hn + hn—l + .. + h1 la décomposition de f en composantes homogé-—
nes. Comme (C) est régulidre & 1'origine, le polyndme homogéne h1 de degré 1 est
non identiquement nul. Les coorodnnées (al,uz) du vecteur V1 vérifie hl(ul,u2) =0,
i.e. hl(X,Y) =0,

~ . 1 ~
X—alY. D'ol ?1 M= €V, +e€eV_, h oL (51,92) = Aeje, O
A = det (Vl,Vz) # 0 et hi oL (el,e

11, 1722”1

1.3 ~ ~
2) = el(hi(ez)) ou hi est un polyndme standard

de degré i. Ainsi

fl(el,ez) = e?ﬂn(ez) ool + €§E2(52) + €1F1(€2) avec El(O) # 0.

soit fl(el,sz) =€, [fl(el,ez)] avec
_ n-1— —
fl(el,ez) =€ hn(sz) + el + hl(ez).

I1 s'en suit que le polyndme f1 s'écrit
fl(X,Y) = Xfl(X,Y) avec ?1 régulier en (0,0).

Soit (Cl) la courbe d'équation ?I(X,Y) = 0 ; alors (Cl) est birationnelle-
ment isomorphe & (C) et est régulier en 1l'origine.

Plus généralement, le polyndme fn(X,Y) =folL'o...o0 Ll(X,Y) s'écrit

n—
fn(X,Y) =X fn(X,Y).
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Supposons que la courbe (Cn) d'équation ?n(X,Y) = 0 soit régulidre a l'origine, un
~ 1
calcul analogue au précédent montre que le polyndme fn+1(x) =fol™ o...0 L1 (X,Y)
P _ S [P i T =
s'écrit fn+1(x) =X . fn+1(X,Y), et la courbe (Cn+1) d'équation fn+1(X,Y) 0 est

PN

birationnellement isomorphe & la courbe (C), et est réguli3re a 1l'origine. D'ol

Proposition — Soit M ~ (0,0) un point d'une courbe algébrique (C) d'équation

f(X,Y) = 0 régulidre en 1l'origine. Soit (Ll) la suite de transformations quadrati-

ques associées a M. Alors, ou bien M est situé sur une branche de (C) d'équation

paramétrique (x(t) = Pl(t), y(t) = P2(t)) ou P1 et P2 sont des polyndmes standard,

ou bien chacune des courbes (Cn) birationnellement isomorphes & (C) d'équation

?n(X,Y) = 0 ol fn(X,Y) =folL'o...0 L'(X,Y) = X fn(X,Y) est régulidre en l'origi-

ne.
Remarque - Supposons que la suite (Ll) ne soit pas finie. Alors

(61,62) =1"o...0 L2(e e(n)) est de la forme

1’72
- (n)y . (n)
€, = Pn(el)Lan+e2 ] o a est standard et €, v 0.
i €, = g o, (n)
.e. 5 = : ae, +ee, .

Cette procédure nous fournit une série standard aan qui vérifie formel-

lement f.(X,Za Xn) = 0.
1 n n

n P
De plus pour tout n standard €, L 4 anel. La convergence de cette série se
montre de mani2re ordinaire. ELle n'est rien d'autre que la série de Puiseux rela-

tive a une équation régulisre.

III. Cas ou 1l'origine est un point singulier

III.1. Définissons pour un polyndme standard P(X,Y) nul sur (e ) les nombres

1’%2
Ol(P) = nombre de racines infiniment petites de P(X,ez)

02(P) = nombre de racines infiniment petites de P(el,Y).

Si O(P(X,e )) # 0, (resp o(P(el,Y)) £ 0), alors(i(P) (respOz(P)) correspond &
1'ordre du polyndme Q(X) = OP(X,EZ) (resp Q(Y) = o(P(el,Y))).

Nous allons étudier 1'évolution des ordres des polyndmes qui se déduisent

des fi par extraction des facteurs non nuls au point M.
Soit f=h_+ h
n ° n-1

Par hypothase a= hj =J>1.

n . . S s
Notons (L) la suite des transformations associées & M. Nous supposerons

+ooot hj la décomposition en composante homogéne de f.

que cette suite n'est pas finie (sinon (C) est birationnellement isomorphe a une

droite du plan (I.4)).
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Soit M = € V1 + ele2V2 une décomposition de M et L1 définie par

1
n
(n ,“2) =1L (51,82). Alors

1
)

m
~
1]

1 1 1
fol (el,ez) = hn ol (51,52) Foeot hj ol (51,52

B 1 j.1
= e?hn(ez) +ewet eyhiley)

+e.V.).

N 1 .k
ou hk(eZ) =€ hk(Vl A

Le polyndme hi(Y) est standard et de degré k.

Comme V1 est un vecteur tangent du c8ne des tangentes en 0 a (C),

h;(o) = 0. D'od

fl(X,Y) XJfl(X,Y) avec

= n-j 1 1 1
fl(x,v) X hn(Y) Fooot th+1(Y) + hj(Y).

On se propose de comparer, suivant la nature dela transformation L1 les or-

dres Ol(fl)’ 02(f1) avec Ol(f) et 02(f).

Lemme (Ll) - Si L1 est du type Ll, alors

i) o,(£f)) = 02(f) -J

ii) 0,(f) € 0,(f), 1'égalité n'ayant lieu que si h,(X,¥) = xJ.
Lemme (L2) - Si Ll est du type L., alors
1) 0, (F)) = 0,(f) -
= Yj

P F < 12 P ' s s
ii) Oz(fl) < 02(f), 1'égalité n'ayant lieu que si hj(X,Y)

Lemme (L3) - Si L1 est du type L., alors

0,(f;) € 0,(f), 1'égalité n'ayant lieu que si h,(X,¥) = (Y-ax)J.

Démonstration - voir § III.6.
IITI.2. Conséquences

Notons O(P) = min (Ol(P), 02(P)). Si O(P) = 1 la courbe d'équation P(X,Y) = O est
régulidre en 1l'origine. Si O(P) > 1, les lemmes ci-dessus montrent qu'en général

0(?1) < 0(f). Les seuls cas ol ceci n'a pas lieu sont

cas 1) L1 du type Ll, j

; J
O(f)p Oz(f) ? 2J1 hj(x'Y) =X

cas 2) L' du type Ly, § = 0(£), 0,(£) > 2§, hj(X,Y) =yJ

(Y-aX)j.

1 . = .
cas 3) L~ du type Ly, J = o(f), Ol(fl) >, hj(X,Y)
Dans chacun de ces cas nous avons 0(?1) = O(f) = j. Plus précisément

RN —
cas 1) 02(f1) J < Ol(fl)
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= <o (F
cas 2) 02(f1) J Ol(fl)
=) L <o (F
cas 3) 02(f1) j s Ol(fl)
III.3. Cas ou o(?n) > 1 pour tout n

Dans le paragraphe précédent nous avons mis en évidence 3 cas dans lequels

O(f1) = 0(f).

Si ?n désigne le polyndme défini par fn =folL'o...0 Ll aprés simplifica-
tion du facteur non nul (fn = Xk?n), supposons que O(?n) = O(f ) pour tout n (stan-
dard), n > %. Nous -allons supposer, pour simplifier les notations que fz = f.

Alors les cas 1), 2), 3) montrent que la transformation L2 est du type L, ou L.

s 2 %% %3
Comme 0(f2) = 0(f) = j, on a

1°) si L2 est du type L2

1) 0,(T)) = 3 <0 (%)

ii) 0 (F,) = 0,(£)) - J
e = <y =1 oyl
iii) 02(f2) = 02(f1) =jet hj(X,Y) =Y

2°) si L2 est du type L

3
i) 0,(£)) = Ol(fl) =]
‘s = = . =1 Jj
ii) 02(f2) = 02(f1) =jet hj(X,Y) = (Y—alx)

s s > Iy
iii) 01(f2) 2 J
ou E;(X,Y) est la composante homogéne de degré j du polyndme ?1.
o i3 F - F -— i i i F j =
Notons que dans le cas 1°) ii, 01(f2) = Ol(fl) j > Jj, sinon 01(f2) < j = 0(f)

contraire a 1'hypothése.

Donc si O(?n) = 0(f), les transformations Ll, 2 £ i ¢ n sont du type L2 ou L3 et

il existe un entier standard n0 tel que L1 soit du type L

3°
Proposition - Si O(?n) = O(f) pour tout n standard alors il existe € et €y 0
tels que (N, =€_ et n_ = )? aei+ene)ou(n =€(ﬂ;1aci+€n_1€) =e.).
=171 ="27 C ot r2 = T T 1 ®2'" 27
En effet ceci résulte du fait que fn =fo Ln o0...0 L” avec Lt du type L2 ou L3

pour tout i,i 2 2.
III.4. Conclusion

La discussion précédente peut se résumer en le théorsme suivant.
Soit (C) une courbe algébrique d'équation f(X,Y) = O passant par l'origine et
M= (nl,nz) ~ (0,0) un point de (C). Soit (L") la suite de transformation associée

a M. Supposons que (L™) ne soit pas finie et notons (Cn) la courbe birationnelle-
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ment isomorphe & (C) d'équation fn(X,Y) = 0, ol ?n est défini par fn = Xk?n(X,Y)

avec fn =fol'o...0 Ll. Posons j = O(f).

Théoréme - Il existe un entier standard n tel que ou bien

1) o(?n ) =1 , ou bien
o
T ) = o(f < j >
2) O(fn) - Sifno) < j pour tout n > n.
. o 1 i .. i
Si (nl,nz) =1L 0...0 L (61,62) alors €, = ifl a e, la série standard 3 aiX

étant convergente.

I1I.5. Paramétrage (ou branche) associé & M

D'aprés le théoréme ci-dessus, les coordonnées du point M s'écrivent
n

+1 i
(nl,nz) =L°% o...0 Ll(el,ez) avec €, = I aiei, c'est-a-dire
ny = Pyleghey)
i
n2 = PZ(EI'EQ) avec €, = I a;e;

ou P1 et P2 sont des polyndmes standard définis a partir des transformations asso-
ciées a M.
I1 s'en suit, par permanence, un paramétrage de la courbe. (la permanence

"autorise" le remplacement de €. par un param2tre complexe t !).

1
Ainsi tout point M infiniment proche de 1l'origine détermine, par ses trans-

formations associées, un paramétrage de la courbe. Un tel paramétrage détermine

par définition une branche de (C). Dans le cas des hypothéses du théoréme III.3.2°

nous dirons que la branche (associée a M) est d'ordre jo = 0(?n ).
()
Conséquence — Si M parcourt h(0) (Y (C), od h(0) est le halo de 1l'origine, nous dé-

crivons de fagon systématique (et algorithmique car seules les trois transforma-
tions sont possibles pour une courbe ?n donnée) toutes les branches de la courbe
(C). La multiplicité de ces branches est donnée par la procédure aboutissant au

théoréme III.3.

III.6. Démonstration des lemmes Ll' L, et L3_

I11.6.1. Démonstration de L

1—
Par hypothdse M = (n,,n,) = ( €,) et v, = (0,1).

Soit f =h_+h
n n-

€1527
g Feeet hj avec hp homogéne de degré p.

On a f(nl,n2) = f(elea,el) = hn(e el) +ooot hj(elez,el) = 0.

12’

A _pl o.1
Comme hp est homogéne, hp(e1€2’€1) = elhp(ez) avec d -hp = p.
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Si ?1 = X-jf o Ll, on a
£(X,Y) = x"'Jh (Y) +...4 Xh L0+ h (v).
Par définition Ol(f) = inf (k, h (X 0) £ 0}
O (f) = inf {k, h (O Y) £ O}.
Comme hj(O,l) =0, 02(f) > j.

= L 1 o
Oor Ol(fl) =-j + min {k / hj+k(0) £0} =-3+ 02(f)

= A~ 1 . =
= < < .
et 02(f1) ordre du polyndme hj j Ol(fl)

. = 1 T BN _ oy
Si Oz(fl) = j, alors hj(Y) =YY, d'ou hj(X,Y) = XY.

d'ou le lemme.

III.6.2. Démonstration des lemmes L_ et L3~

Notons que la transformation L_ correspond 2 une transformation du type L

2
avec a = 0. Ainsi dans cette démonstration nous considérerons les transformations

L(X,Y)

3,a

(X,X(a+Y)) avec a nul ou pas.

OnaM-= ("1’n2) = (el,el(a+52)) et V1 = (1,a).
En reprenant les notations de III.5.1. nous obtenons de méme

£(x,Y) = X Jh (Y) +...+ Xh L)+ h (Y)
Comme hj(l,a) =0, Ol(f) > j, 1'égalité n'ayant lieu que si a # 0. Alors
= . 1 .
0. (f,) = inf {k / hj+k(0) £0} - ]

et 0,(f.) = ordre de hE(Y) < j< 02(f).

Si 02(?1) = j alors hj(Y) YJ, i.e. hj(X,Y) = (Y—aX)j et

Oz(f) Ol(f) =jsia#o
ou 02(f) = jsia=0.
Déterminons enfin 01(?1) dans le cas ou a = O.
= . 1 .
Ol(fl) = inf {k / hj+k(0) # 0} - j.
Or si a =0, h (O) £0 ﬁ-h (X,O) # 0, d'ol
Ol(fl) = Ol(f) -J.

Notons que si a # 0, cette équivalence est fausse.

En effet si 1'on a par exemple Ol(f) = 02(f) = j, alors
hj(X,O) £ 0 et h}(o) =

Dans ce cas Ol(fl) = inf {k,k > 1 / hj+k(x,a) # 0} car hj(X,a) = 0.

D'ou les lemmes.
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IV. Transformations associées & M et désingularisation

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que pour un point M ~ (0,0) donné ,
les transformations associées a M permettaient de trouver le paramétrage de la
branche passant par M. Deux cas se distinguant

st

Cas 1 37" n_ tel que O(h ) =1.

o
> T ) = off
n tel que ¥n, n n O(fn) O(fno).
Dans le cas 1, la courbe (Cn ) d'équation ?n (X,Y) = O est régulidre & 1'origine ;
o

Cas 2 jSt

il en est de méme de toutes les courbes (§ II) (Cn) d'équation ?n(X,Y) = O pour
tout n 2 n,- Nous avons dans ce cas désingularisé la courbe (C) et la courbe (Cn )
o
correspondant au plus petit entier (standard) n, tq (Cn ) soit régulidre
o

le nom de désingularisée '"minimale".

Dans le cas 2, aucune des courbes (Cn) n'est désingularisée. Ceci n'empé&-
chant nullement de trouver le paramétrage. Or d'aprés la discussion des paragraphes
I11.2. et III.3., il s'en suit que le paramétrage de la courbe (Cn ) est tel que
l'origine se comporte comme un point régulier. Comme le vecteur tangent est d'ordre
j= O(fno)’ la courbe (Cno) "pas§e j fois" par l'origine, i.e. son équation est de
la forme O = ?n (X,Y) = (g(X,Y))J, ol g(X,Y) = O détermine une courbe (de méme pa-
ramétrage que Cn ) régulidre en 1l'origine. Ainsi le polyndme f(X,Y) est non réduit.

- o
La courbe (C) d'équation g(X,Y) = O est dans ce cas la désingularisée de (C).
V. Exemples

V.1. Les coniques

Soit (C) une conique dans le plan complexe 02 définie par 1'équation
f(X,Y) = 0, ou f(X,Y) est un polyndme & coefficients complexes de degré 2. Soit Mo
un peoint standard de (C), la conique étant supposée standard, i.e. f est standard.

Par un changement convenable des axes de coordonnées, on peut supposer Mo = (0,0)

et
f(X,Y) = a X2 + a Y2 + a XY + a X
’ o 1 2 3
Soit M une perturbation de Mo et M = elvl + elezvz une décomposition de M.
Posons
v, = (a;,0,) et V, = (8,,8,).

Si M est située sur la conique, on obtient 1'équation

2 2
ao(elu1+eleZBl) +a1(ela2+519282) + a2(51a1+e15261)Giu2+515282)+a3(ela1+elezel)—0
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Soit, en développant

2 2 2 2, 2 2
€ [(a ol+a 0 ra 0 o)) +e,(2a a, B, 423, 0 8,48 0, By+a,0,8, )+, (a8 +a, B,+2,8,8,)]

+ € laga+eag8)) = 0

Aprés division par 2 et par passage & 1l'ombre on obtient

a3a1 =C
Supposons ag # 0, on a alors ul = 0 et le vecteur V1 peut &tre choisi égal a (0,1).
On peut ainsi prendre comme vecteur V2 le vecteur (1,0) car sa seule vertu est

d'étre linéairement indépendant de Vl.

L'équation f(M) = O se réduit donc a

2
el(a1 + eja, + ezao) + eyay = 0 (1)
Cette équation représente la conique dans le repére "mobile" (Vl,elvz). Ainsi, la
courbe (Cl) d'équation ?I(X,Y) = X(a1+a2Y+a3Y2) + a3Y = 0 est la transformée de (C)

par 1l'isomorphisme birationnel
1
L7 (X,Y) = (XY,X).

Si a, = 0, alors d'apréds (1) e, = O (sinon f est identiquement nulle). Le point M

1 2
est donc uneperturbation de longueur'1 ; la droite MoM est une tangente en Mo a (c)

enti3rement contenue dans (C) ; la conique est par conséquent dégénérée.

2
' s . P _
Supposons a, # 0. De 1'équation (1) on déduit € = —25€, / (al+a252+a052).

Les coordonnées du point M sont donc

2 2

X = -age, / (a1+a252+aoez)
2

Y = -age, / (a1+3252+a052).

Via le principe de permanence on en déduit le paramétrage suivant de la conique (C)

2
—a3t / (a1+a2

t+a t2)
o

X

t+a t2)
(o)

Y

—a3t / (a1+a2

ce qui montre que toute conique est rationnelle (admet un paramétrage rationnel).

Remarque - Nous avons supposé que le coefficient a, était non nul. Dans le cas

contraire, 1'équation de (C) se réduit 2

2 2
f(X,Y) = aOX + alY + a2XY = 0.

Un tel polyndme n'est pas irréductible ; la conique est dans ce cas réunion de

deux droites.
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V.2. Les cubiques

1° Exemple - le cusp X3 - Y2 =0

L'origine est un point singulier (il n'y a pas de terme de degré 1).
Soit M une perturbation de l'origine ; considérons une décomposition
M=eV, +ee,V, avec V, = (a)50,) et V, = (31,82)-
Le point M est sur la courbe si et seulement si
2 2 3 3
€ (a - =
1(05%58,) - ep(agreBy)m =0

ce qui donne

2
u2 =0
2.2 3
2520282 + €8, = el(u1+5261) .
Ainsi le vecteur V1 = (1,0) est vecteur directeur de la tangente (double) de la

courbe a 1l'origine.

Si on choisit pour V., le vecteur (0,1), 1'équation ci-dessus se réduit a

2
52 = €_.
2 1
. - < 2 3
Le point M admet donc pour coordonnées n1 = €5 Ny = €5t

Par permanence, on déduit que x(t) = t2, y(t) =,t3 est un paramétrage de la courbe.
Le comportement local de (C) autour de l'origine est déterminé par ce paramétrage.
La courbe tourne 2 fois sur le cercle |X| = |e2| et 3 fois sur le cercle |Y| = |e2|.
Considérons la courbe (Cl) d'équation ?I(X,Y) = X—Y2 = 0. Le calcul précédent
montre que le halo de l'origine est représentatif du halo de la singularité du

cusp. Elle se déduit de 1'équation X3 - Y2 = 0 par la transformation

LLx,y) = (x,%v).

Nous avons par cette transformation (quadratique) désingularisé le cusp, la parabo-
2 . .

le Y = X est donc 1'équation de la surface de Riemann associée 2 X3 - Y2 = 0 qui

est homéomorphe a une sphére dans le projectif PZ(C).

2° Exemple - X3 - Y2 -X=0

Contrairement & 1'exemple précédent, cette cubique ne comporte aucun point singu-

lier.

Le point & 1'infini est aussi régulier ; ceci se voit, soit par ure transformation

qui le raméne par exmeple en 1l'origine des coordonnées, soit en se placant dans le

plan projectif par homogénéisation de 1'équation.
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Nous allons donc étudier le comportement d'une perturbation d'un point quel-
conque de la courbe. Comme tous les points se ressemblent, autant se placer a 1l'ori-
gine des coordonnées qui n'est nullement privilégiée, alors que dans le cas du cusp

c'était 1'unique point singulier.

Soit M = €1V1 + € V2 une perturbation de l'origine. On a donc

)2

152

+€_B )3 - ei(a +€

3
e (oy+ey8) ALY

- el(a1+6281) =0

Par passage a l'ombre, on trouve o = o.
Le vecteur Vl, tangent en 0 & la courbe, peut donc &tre choisi égal a (0,1).

Prenons V2 = (1,0).

L'équation ci-dessus se réduit alors a

23
6162 - el -€ = 0.

Ceci montre que €. ne saurait s'exprimer rationnellement en fonction de €yt Par

1

contre une telle équation polynomiale en e,, a coefficients dépendant de ¢, admet

1 2
une unique solution infiniment petite, 1'ombre d'un tel polyndme se réduisant a

X = 0. Une telle solution est développable en série entiére en ¢ En effet posons

2°
- — 1

€ = €2( 1+ el).

) 5 "2 . ., 4 W2

On obtient 52(—1+€1) - €€ = 0, soit e2( 1+ el) = 0.

5

4 . a4 N 9 g
[ - - "), n o_ _ " [ = - . m
Posons €] 62( 1 +el) On obtient €y 52( 2 4+ e} ) d'ou € <5, 252 +ef

La série s'obtient par itération. On trouve € = 52(2 anedn). Une telle série est

2
convergente. Par permanence on a le paramétrage suivant

X = —t2 - t6 - 2t10 + ..

Y=~-t - t5 - 2t9 + ...

Un tel paramétrage n'est évidemment pas unique ; en changeant de représentant de la
décomposition associée a M, on trouve un autre paramétrage (qui est équivalent).

Notons que 1'on peut également paramétrer la courbe en développant €, en fonction

de € On trouve dans ce cas le développement de Puiseux.

X = —52 + s6 - 3s10 + v

1°

S.

3° Etude générale des cubiques

Soit (C) une cubique dont 1'équation, aprés changement de rep3re s'écrit

3 3 2 2 2 2
f(X,Y) = aoX + alY + a2X Y + a3XY + a4X + a5Y + aGXY + a7X = 0.

S0it M une perturbation de l'origine et elvl + elezv2 une décomposition. Si
V1 = (Gl,uz) et V2 = (81,62), 1'équation f(M) = O donne, par passage 3 1'ombre,
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afdl = 0.
Supposons dans un premier temps a, # 0 (l'origine est un point régulier). On a

alors e = 0, d'ou V1 = (0,1) et V2 = (1,0). Soit ?1(X,Y) = Xf o Ll(X,Y) avec

1
L (X,Y) = (XY’X) ; on a (1)

f. (e.,e.) = ez(a e3 + a e2 +a.e,+a, )+ e l(a 52 +a.e, +a.) +a =0
171’72 1" o2 22 32 1 17472 62 5 7€2 °

La suite de transformation associé a M = ("1’"2) permet d'écrire

i

n o= 52(2 riez)
i

ﬂ2 = I Piez

ce qui donne par permanence un paramétrage de la cubique.

FProposition - Tout point régulier d'une cubique est le centre d'un paramétrage.

Jusqu'a présent nous avons supposé que l'origine était un point régulier (a7 #£ 0).

Considérons maintenant le cas contraire ; a7 = 0, 1l'origine est donc point double.

Proposition - Si l'origine est un point singulier, alors €1 s'écrit rationnellement

en fonction de €.

2
Démonstration - Si a, = 0, 1l'équation (1) s'écrit
- 2 3 2 2
fl(el,ez) = el(aoe2 +aye, + age, + al) + el(a452 + age, + a5) =0
2 2 3
] N - = -
d'on ag =Cete = (a6+:2 + a452) / (a1 + age, + a,e, + ao€2)'

Corollaire - Si la cubique poss@de un point singulier, elle est rationnelle.

Ceci est une conséquence du principe de permanence. Notons que si l'origine est un
point singulier de la cubique, il ne saurait y avoir d'autres points singuliers.
En effet la transformation (quadratique) L1 entre la cubique et la courbe (Cl)
d'équation

3 2 2
X(aoY + a2Y + a3Y + al) + (aaY + aGY) =0

ne perturbe pas la régularité des points du plan fini ; or (Cl) ne possé&de qu'une

singularité a 1'infini, qui est "1'image" de la singularité en O de (C).

Proposition - Si une cubique admet un paramétrage rationnel, elle est singulidre.

Démonstration - Si la cubique est rationnelle, il existe un point MO de (C) tel que

pour toute décomposition M + e V. + e€.e,V_, d'une perturbation M de M_ située sur
[¢] 11 172°2 * o

(c), € s'exprime rationnellement en fcnction de €5e Supposons M° = (0,0) ; alors

la proposition est une conséquence du lemme suivant.

Lemme — Si l'origine est un point régulier, et si €1 s'écrit rationnellement en

+ deg).

fonction de €9 alors €. = ae,, / (b+ce

1 2
(%). car M est sur une cubique (paramétrage par des polyndmes de d°<3 dans le projectif
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a

Si 1'on a positionné les axes de maniére a rendre la tangente en O horizontale,

" 5 Y - — z s -
1'équation fl(el,ez) = 0 se réduit a

(2) ei(P3(62)) + e (P_(e

- a~ 03
1P, 2)) + Pl(ez) = 0 avec P, pclyndme standard de d°i.

Les coordonnées de M étant

la cubique (C) a pour équation
Y(bY? + cXY + d) — aXy® = 0 ;
elle n'est pas irréductible.

Démonstration du lemme

Supposons € = h(€2) / g(ez) avec h et g pclyndme standard de degré respectif p et

r. En remplagant e, par cette fraction rationnelle dans (2), et en étudiant les ter-

1
mes de plus haut degré en €51 on trouve r = p+l. De plus

h2(e2) . P3(52) + h(ez) . g(e2) . P(ez) + g2(62) . Pl(ez) =0

Ceci mcntre que toute racine ron nulle de h(X) = C est aussi racine de g(X) = O.

P

Comme la fraction est irréductible, h(ez) = €5t

Si p > 1, alors le terme constant de g(X) est nul (passage & 1'orbre aprds divi-
sion par 52) et la fraction n'est pas irréductible, d'ou p = 1, ce qui démontre le

lemme.

Conclusion — Il existe deux classes de cubiques modulo les transformations asso-

ciées a une décomposition d'une perturbation

1) les cubiques rationnelles (ayant un point double)

2) les cubiques régulidres.
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