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UN POINT DE VUE NONSTANDARD SUR LES

DEVEIOPPEMENTS EN SERIE DE TAYIOR

par Imme VAN DEN BERG .

1, Introduction .
La présente étude a été inspirée par un dessin de Poston et Stewart
[5] . Ce dessin, reproduit ci-dessous (fig. 1), représente les graphes de la fonction

sinus et des polynBmes de son développement en série de Taylor & l'origine,

5 9 13 47 21 15 29 BN

3.7 015 19 23 17 3 38

La fonction sinus approchée par les polynSmes de son développement en

figure 1 :
® n x2n+1
série de Taylor Z (-1)" =—— ; les nombres indiquent leurs degrés.
n=0 (2nt1)!

Sur le dessin ci-dessus on observera que :
1) le graphe de la fonction sinus et celui de l'un de ses polynSmes de
Taylor ne peuvent pas 8tre distingués sur une certaine distance, puis ils se séparent
nettement.
2) Il existe une certaine régularité dans la fagon dont les graphes des

polynbmes se séparent de la sinusolde.
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1. VAN DEN BERG

La régularité qui est manifestée par la figure 1 est encore plus prononcée dans la

figure 2 :

5 7 9 1 13 15

figure 2 : La fonction x = e approchée par les polynbmes de son développement

5 (0"
en série de Taylor g X
=0 n !

; les nombres indiquent leurs degrés.

Apparemment les graphes des polynfmes se séparent du graphe de 1'expo-
nentielle toujours de la meme fagon et & distance égale l'un de l'autre.

Le but de cette étude est de présenter une description mathématique
de ces constatations visuelles. Nous proposons l'approche suivante dans des situa-
tions comme ci-dessus., Soit £ : IﬁF——;R une fonction, soit P wune approximation

de f et soit R = f-P 1la fonction erreur. Nous supposons que £(0) = P(0) .

. . +
1) Nous essayons de déterminer l'ensemble de tous les x € R tels que f(x)==P(x)
et plus précisement sa composante convexe contenant O . Notons cette composante

convexe par H .

2) Nous essayons de décrire le comportement de R au dela de H .

.

le présent travail, qui se bornera & présenter le probléme et sa solution dans
quelques cas simples, posséde la structure suivante. Nous donnons dans la section
2 quelques préliminaires., Dans la section 3 nous executons le programme mentionné
ci-dessus pour une classe de fonctions dont le développement de Taylor ressemble

3 celui de la fonction exponentielle. Dans la section 4 nous traitons un autre type

de développements de Taylor. Enfin dans la section 5, nous proposons quelques
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DEVELOPPEMENTS DE TAYLOR EN ANALYSE NON STANDARD

remarques générales sur la question.

2, Préliminaires .

1) L'étude utilise de fagon essentielle les notions de ''galaxie'" et "halo'", et divers
principes de permanence. Nous voudrions référer le lecteur non familiarisé avec ces
N

notions & l'article '"Un principe de permanence général' dans ce volume, en particu-

lier 3 son introduction.

2) Définitions et notations :
(i) 1l'ensemble des entiers positifs standard sera noté par N .
(ii) soit o € R . Alors la «@-galaxie (notation : wo-gal ) et le

o-halo (notation : @=hal ) seront définis par

a-gal= U [-an,on]
n €N
o
e-hal= n [-%,=7 .
n €N
La l-galaxie sera appelée la galaxie principale et sera notée G .

Le 1-halo sera appelé le halo de O et sera noté hal(0) .

(iii) La galaxie G&-hal(0) sera appelée l'ensemble des nombres réels appré-

ciables et sera notée par A .

(iv) Soit £ : R—R une fonction analytique (qu'on supposera toujours

©
k 4 2o N P
standard) et soit z ¢, X son développement en série de Taylor a l'origine.
k=0

On notera Tn(x) le terme général cnxn de degré n et Pn le polynfme

n
x- I ckxk de degré n . La fonction erreur f-Pn sera notée par
k=0
R . A R on associe la fonction S_ définie par S (x) = sup |R (») . 1La
n n n n n
+ y E [o,X]
composante convexe contenant O de {x€ R | Rn(x) =~ 0} sera notée H . si,

dans un certain contexte, il existe une ambiguité sur f , alors on écrira Tn £
’

et H

Poye? Roye e 5ot n, £

3) Nous allons donner quelques propriétés générales des ensmebles H .

(1) H  est un préhalo car H_= 5! (hal(0)) [11,02] .

(ii) Si la fonction analytique f n'est pas un polynbme, alors
Hn = ha1(0)+ pour tout n € N standard. En effet, soit x = O . Alors par conti-
uité de Sn on a Sn(x) o Sn(O) =0 . Donc hal(0) c Hn .
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I. VAN DEN BERG

D'autre part, supposons que hal(0) c H . Alors H contient un intervalle
standard [0,a] avec a> 0 . Donc # f(x) = Pé(x) pour tout x € [0,a] et
spécialement pour tout x standard de [O,a] . Il en suit que f(x) = Pn(x) pour
tout x standard de [0,a] , donc par transfert pour tout x € [0,a] . D'ou f =P

n
en contradiction avec le fait que f est supposé nonpolynomial. Donc Hn = hal(0)+ .

Si n€&€ N est standard on obtient donc pour les Hn un résultat uni-
forme, c'est & dire un résultat qui n'est pas spécifique au caractére individuel des
fonctions. On verra que 1'étude pour les w € N nonlimités donne des résultats

bien plus significatifs.

4) Soit w € N nonlimité et supposons que f soit une fonction entiére nonpolyno-
miale. Alors la suite de ses polynomes de Taylor (Pn)nEN converge uniformément
vers f sur chaque intervalle [=-a,a] , mais (Pn)nEII ne converge par uniformé-

ment vers f sur R, Ce fait a les conséquences suivantes pour le préhalo Hu) :

(i) Hw est un halo : Parce-que f n'est pas un polyname, Ru) n'est
pas borné. Alors Su) n'est pas borné., Donc l'image de Sm contient hal(0)+ . I1

en résulte [2] que Su-)l(hal(O)+) est un halo. Donc H  est un halo.

(ii) Hu) joo) l;+ : Parce-que la suite (Pn)nEN converge uniformément vers

f sur chaque intervalle [-a,a] on a Pw(x) =~ f(x) sur chaque intervalle standard
[-a,a] , donc sur G . Donc H oo et . Par le principe de Fehrele [1], on a

H D B+ o

g

Si par contre la fonction analytique f n'est pas entiére et si {x€ R+ ]l:i.m
n— o

Pn(x) = f(x)} est de la forme [0, pour un certain r € R , alors (Pn)nEN

converge uniformément sur chaque intervalle [0O,a] avec a < r . Dans ce cas il

est facile A voir que Hu) est un halo tel que [O,r]-r+hal(0)c Hw clo,f .
# #

5) On a vu que si {x¢€ R‘ 1lim Pn(x) = f(x)} est un ouvert, alors Hu) est un halo.
n-— o

Or il suit du fait qu'on sait classifier toutes les coupures de Dedekind de R en
une galaxie et un halo [1],[3] , que Hu) ne peut prendre que deux formes distin-

ctes : il existe un sousgroupe convexe unique K de R et un élément a de R

tels que, sdit Hu) =[0,a] U a+ K et K est un halo, soit Hu) =[0,a)= a+K

et K est une galaxie.

6) le théoréme et le corollaire suivants nous ont permis de calculer, & un infini-
tésimal prés, explicitement quelques intégrales et sommes infinies. Le théoréme

peut 8tre vu comme une forme faible du théoréme de convergence dominée de Lebesgue.
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DEVELOPPEMENTS DE TAYLOR EN ANALYSE NON STANDARD

THEORTEME 2.1, Soient f et g deux fonctions internes réelles mesurables telles

que  f(x) = g(x) pour tout x € E. Soit h une fonction standard intégrable

telle que \f(x)\ < h(x) et \g(x)l < h(x) pour tout x € R. Alors [ f==I g .
- - - - R R

Démonstration : Les intégrales f f et r g existent, car ‘f(x)ls h(x) et
R R

‘g(x)ls h(x) pour tout x € R , Soit n € N . Alors

| ] =1 [ jEols [ oleel s s [263-g] =0 .

£- g
[-n,n] [ -n,n] [ -n,n [ =n,n x€ [=n,n

D'ou r g pour tout n€ N . Par le lemme de Robinson, il existe

f =
[ =n,n] [ -n,n]
w € N nonlimité tel que r f= J‘ g « Parce que h est standard intégrable
[-(D,(D] [-(D,(B]

h=0 . Alors r f=0 et r g =0 « Donc
R-[-w,w] R-[ -0, R-[ ~w,0)

£f= £+ £~ £ =~ ~ + = .
; R‘[-i[),w] [-w{w] [-wj:w] [-wfw]g [-w‘fw]g R—[-w,w]g ng

. 4 . .
COROLIAIRE 2.2, Soient (an)nEN &t (bn)nEl\I eux suites internes telles que
z

a = bn pour tout n € N . Soit Cn une série convergente standard telle

n=0

o=} ©
que ‘a | <c et ‘bnl < ¢  pour tout =n € N . Alors X a =~ z bn .
- n - - - n=0 n=0

7) Nous utiliserons enfin la formule de Stirling pour n ! :

Formule de Stirling : Soit n € N . Alors

1
n -n 12n+9n
n'=/2nn /ne e avec o<en<1 .

Pour w € N nonlimité on obtient ainsi

w! = (14+a) /2 o’ Jw e™ avec o =0 .
© LPrta a (ntl1)+q
3. Les fonctions I a n+q (rrd)! avec lim i E——T
————— o pntq (pmiq)! oo Zpmiq
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I. VAN DEN BERG

La classe de fonctions réelles entiéres que nous traitons dans cette section est

® P
constituée par toutes les séries de la forme z a ot
=0 P™d (priq)!

avec p,q€ N,

a
p<q et lim (ot 1)+ =+ 1 . Notons cette classe par E . les fonctions sui-
n-® a
prriq

vantes sont des &léments de E : x - e" s X 0 P(x)e* (P un polynfme), x - e™x B

x - sin x . Remarquons que si f &€ E , qu'alors Arfe E et f'€ E,

On verra que les fonctions appartenant & la classe E manifestent
le comportement le plus simple par rapport au phénoméne recherché : il existe une
progression presque constante dans les "régions" ou la différence entre la fonction
et son approximation devient noninfinitésimale . Plus précisément, il existe une

constante c¢ telle que p(x-h:) = Ru)(x) sur un certain ensemble contenant le

R
wH
passage de valeurs infinitésimales vers des valeurs appréciables.

On obtiendra les expressions pour _R parndes calculs digects que nous

A s s ss X . ntl
présenterons explicitement pour les séries Z a LT avec lim =1 et
=0 :

n
n—o n

avec les a tous positifs., Dans le cas général les calculs sont analogues.

Avant de présenter les calculs nous faisons d'abord quelques remarques.

® Xprrl—q prrt
Remarquons premiérement que si Z a .- € E, alors 1lim \ }‘ ‘a ot ‘=1 s
=0 P™ (pntq)! noo prmrq

a
. pntq / L (rt1)+ . .
car lim ‘apn+q‘ = lim \ \ « On a donc, pour w € N nonlimité,

n-o a

prriq
putq
a =1 .
‘ pwtq
Deuxiémement,nous voulons définir pour tout w € N deux nombres w'
" .
et o w+ % logw
o' = —mm
e
" = w' .

potq / \apw+q\

Notons qu'on n'a pas toujours w"=w®' , si ® est nonlimité., Par exemple, si

lo . .
a =n pour tout n€ N , alors w' - w" = 08w , un nombre nonlimité.,
e
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DEVELOPPEMENTS DE TAYLOR EN ANALYSE NON STANDARD

Nous démontrons maintenant un lemme calculatoire.

LEMME 3.1, Soit x € /w - hal . Alors

w
(1+w§) =1 +7) & avec T =0

Démonstration : Soit x € /w - hal . Alors

n)
x x
log(1l + w) =@ log (1 + u))

X 1,x,2 X\ 2 .
=0 - 35 +aDY @ = 0)
I BN
- 2 w
=x+8 (g = 0)
D'ou
(1+£)(’)=ex-{-ﬁ=o.=.B ex=(1+T])eX (n=0)
ot X" a1
PROPOSITION 3.2, Soit £ a_ =5 une série telle que lim =1 et
n n! a _
n=0 n-» o n

telle que an> O pour tout n€ N . Soit w € N nonlimité. Alors on a pour

tout u € 6

eu
i) T ("+u) = e
w J2n
eeu
ii) Rw(w"+ u) =~ —m—m .,
J2m (e-1)

En plus on a
iii) Hw =[0,w"] - 0"+ B .

Démonstration : (i) Soit u € B , Alors on a , en appliquant le lemme 3.1, :

(_g + u)m
W
Ja
T (w"+u) =
w

Il
o

w w
(w+3§log wt+e /'awu )

= € (@ = 0)

A+a)2m & jwe™
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I. VAN DEN BERG

%logw+ew\/’aw uw

(1+ )

w

NE N

(1+p) (® =~ 0)

%logm+ew/'a u
(1+8)(1+y) &

ey (v = 0)
w

w
= (1+5) (_e_ef)_\/aﬁ
J2n

eu

o —

/!

ii) Soit u € . Alors ,
(..(”_ + u)n
© U.)\/—a
R (w'%u) = = a —L
w n=p+1 " n!

(0ly gy Gyl e
" u P u)

(0)
«©
_ s a, faw o fam
n=w+1 w! nﬁww_Fm
=1

o
(aw+k (u)+35logu)+e /awu X

)
® % wfau)e
=T (p'%u) I m
w =1
M w+m
m=1

k a 3510gu)+ew/a u
o 1 CE A Gk
= (1+0) &= p =L wiml D @=0)
/2 k=1 Cradn q+D
w m=1 w
k K
ou = D O¥BAEVS
= (1+a) — z m . (-e‘)
/A k=t (1+6)kn (1+em)

m=1

eu o«
(1+a) &= ¢
k=1 Ak

ST
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DEVELOPPEMENTS DE TAYLOR EN ANALYSE NON STANDARD

a

fes — Ww+tm
avec Bm s Y 5 8 € et Ak définis par 1 +Bm— ,
w+m=-1
k
Ylogw + e wfa('nu " o 1'I=§1+B Ya+n* k
Y = 11+6=faws€m=u_’ et Ak= kk ()
® (1+6)°T (1+e_)
m
m=1
(kym € N ~{0}). Clairement B, =0 pour tout m€ N ~{0} ~0,86=0 et
em’~v O pour tout m€ N . Notons B = sup B « Alors B =0, car B est majoré
m= 1

par tout réel standard strictement positif. Egalement em> O pour tout m ,

k k
mé N - {0} . Alors (1+8) (1+v) . (%)k < (—z—)k . Par le corollaire 2.2., on

Aks

k
(1+38)
© ® ol o8U
on a donc I Ak:‘ T o= = . D'od R(w"+u) = (14+a) — 2 Ak=‘ .
k=1 =1 e e=1 S k=1 J2r(e-1)
eu
(iii) I1 suit de (ii) que R (p"+u) = pour tout u limité.
w J 2 (e-1)
Alors il existe, par le principe de Fehrele, v € R positif et nonlimité tel que
eu
R (@"+u) = sur [w"=v , 0"+v] + Sur [w"=-v ,w'"]~-w"+ 5 on a donc
® /21 (e=1)
o8u
R (w"+u) = ——— =0, Or R est une fonction croissante. Parce que
® /2 (e-1) w
Rm(O) =0 et Rw(u)"-\)) =~ 0 on a Rw(x) =~ 0 pour tout x € [O,w"=-v] . Donc

R(D(x) =~ 0 pour tout x € [O,w'"]-w"+ B , par conséquent Hu) =[0, 0w"M]~-0w"+ 6 .

© n a
PROPOSITION 3.3, Soit T a X—' une série telle que 1lim Lo PN 1 et telle que
n=0 n n—o n

a > O pour tout n€ N . Soit u € T ., Alors

RS (W"+u) = R (<u"+1 + u)

Avant de démontrer la proposition 3.3., on démontre le lemme calculatoire suivant
a

LEMME 3.4, Soit (an)nEN une suite standard telle que lim an+1 =1 et telle
n-o “n ’
que a > 0 pour tout n € N . Alors on a pour tout w € N nonlimité
log a
(1) £ ~o0
®
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Démonstration de la proposition 3.3, :

En effet

w+1)" = "

1. VAN DEN BERG

avec o =0 .

1 1
. w wtl | _
(ii) m(aw - A ) o .
1
Démonstration : (i) Soit ® € N nonlimité. Alors a$ = (1 +a)
log a
D'od a = (1 +a) . Dot loga =uw log (1 +a) . Donc L
[0} [0) ©
(ii) On a, utilisant (i)
1 1 log a log a
[0 w+1 _ W w+1
“)(aw -aurH)—u)(e - e )
log a log a
_ wtl
=w(l+a)( STl )
log a =~ log a log a
- W wtl w1
= o(1+a)( w teeFD )
a log a
= (1+0)(log —& + — Wty
w+1 w+1
=0 ,

= log(l+a) =0 .

(@ = 0)

. 1
On démontre d'abord que (w+1)'" =" + P

_wtl + log(wt+l) _w+ilogw

wtl ®

e /aw_H e ‘/aw

- 1 +u>+?5logu)+oz _u)+%log<n @ =~ 0)

ew-'-1 a ew+1fa ewfa

wt+1 wt+l W
- 1,0 1 1 o~
= (1+B)e+w (w+1‘/a w/a ) + N oF . (B =0)
wtl w o+l
(y=0) .

= ()2 v Cra - a0
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DEVELOPPEMENTS DE TAYLOR EN ANALYSE NON STANDARD

Or w' <w o Il suit donc du lemme 3.4. que

[ary

W+ 1D)"=-p" = (1+B)-‘1;+(1+'\()w(w\/_aw - “’+1faw+1) =3 -

1 .
Notons & la différence entre (w+1)" et " + s Soit u€ G . Alors

e(u=8) el

e -t =~ R (p"+u)
®

1
R ("+=4u) =R (w+ )"+ (u=5)) =
wrl @ Te T T St ¢ Jor (e-1) J2m(e-1)

Le cas général est formulé dans le théoréme suivant :

. - b prriq a
THEOREME 3.5. Soit % a , X une série telle que 1lim R{EFDFA_+ 4
n=0 P q (pn+q)! n—o apn + q

(p»q € N , ¢ <p) . Alors on a pour tout ® = pn + q nonlimité i

€eu
(1) R @"+u) =~ — (ue 6)

J2r ® F 1
(ii) H o= [0, 0" - w"+ &
(iii) R (w"+u) =~ Rw_'_p(w" + % + u) (ue B) .

Comparons maintenant les résultats théoriques avec ce qu'on observe sur les figures

1 et 2, D'une part on voit que le comportement régulier qu'on a démontré pour les
polynomes de Taylor de degré nonlimité est déja assez bien vérifié par les polyngmes
de degré 5 et plus. D'autre part, nous avons calculé la distance horizontale entre
deux points, appartenant & deux polynames successifs, de distance égale au graphe

de la fonction approximée. Dans les deux cas les valeurs trouvées étaient légére-
ment supérieures aux valeurs théoriques % (pour x - e-x) et é (pour x - sin x).
Ceci s'explique du fait que le deuxiéme terme de la différence (mtp)"=-n'" ne s'est
pas encore suffisamment approché de O pour des n pas trop grands. En fait, ce
deuxiéme terme est de l'ordre de % scomme le montre le calcul suivant (effectué

. -X
pour la fonction x - e ) s

_ ol + %log(ntl) _n+ ¥log n

(I‘H-l)” - n"
e e
1 1 1
—e+2—e 10g(1+;) B
© n
Finalement on remarque qu'on démontre facilement que, si f = T a ET € E,
=0 ’
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I. VAN DEN BERG

' :
1 .
qu'alors Ru),f'(x) = Ru),f(x) =~ Rw’.[-f(x) pour tout x € - + B ;. Il en suit
/a,l
= H = .
que Hw,f' L £ Hw’ff
® n © n
4, la série £ £ . Lasérie T % converge vers la fonction x —-log(l-x)
la série m ,n g
n=1 n=

uniformément sur chaque intervalle [O,r] avec r < 1 , Alors Pw(x) = log(l - x)
pour tout x € [0,1]=1+hal(0) . Donc H O [0,1] —1+ hal(0) et, par le principe
de Fehrele, H>[0,1]—1+hal(0) . Nous allons déterminer Ru) au-dela de Hu)

et nous en déduirons la taille de Hu) .

© n
PROPOSITION 4.1. Soit ® € N nonlimité. Alors on a pour la série I in— :
- n=1
_— +
u
(i) Rw(l-u)) [ — dt (ue A
u
(ii) H =[0,1] — 141 gal .
Y ’ w
Démonstration : (i) Soit w € N nonlimité et soit u € A+ . Alors
u\n u\s
® (1-=) @ (1=-=)
R(1-2) = 3 CH | CHEA
n=w+1 n u s
(1-5°
1'équivalence provenant du fait que s - EEre— est une fonction monotone.
D'ol u g
u J.w a-5
R -—
u)(l u)) o~ 5 ds
W
o
J‘m (l-u_)) u
= dt (t = =s)
Ut ®
o ¢ et
=§ G+t ar (@ = 0)
u t
tet et
la derniére égalité étant une conséquence du lemme 3.1. Or (1+o) =
-t t -t
pour tout t € B tel que t = u . En plus (1+a)t eTs 2 i pour tout
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DEVELOPPEMENTS DE TAYLOR EN ANALYSE NON STANDARD

© ,t =t
t€ R tel que t=>=u, et j‘ Ze dt est convergent. Donc on a par le
u t
théoréme 2.1, :
u © € e-t © -t
N e
R (1-2) =~ e _ £ .
REES) j‘u (L+a)” = dt:xj‘u — dt

(ii) Un raisonnement analogue a celui de la démonstration de 3,2, (iii)

1
t H = - — - .
montre que H [o0,1]~1+ o - eal

On voit qu'on a obtenu de nouveau le résultat le plus simple qu'on avait pu atten=-
: 1 .
dre : on a trouvé une progression en 1 - ° dans les '"régions" ol l'erreur R
w

dévient noninfinitésimale.

Il est possible d'illustrer ce résultat de la fagon suivante. Remarquons

qu'on a pour tout x> O

1 1 = (- 312)“
log x = =log == =log(1-(1-3)) = £ ———— .
x X n
n=1 1.n
o ~ - o (-2
Définissons les fonctions P et R par P (x) = § ——— et
w w W
n=1 n

'ﬁw(x) = log X = 'ﬁw(x) ; (x> 0) , et notons {x=1 | 'ﬁwz 0} par ﬁw . I1 suit

R -t

de la proposition 4.1. que ’ﬁw(l + w) = r & a4t pour tout u € G et que
1t
u

+ . . 2. s .
’ﬁw =1+ w=hal . On a donc théoriquement une progression linéaire dans les régions

ol l'erreur R  devient noninfinitésimale. En particulier T{Zw = Zﬁw .
W

C'est cette derniére propriété que nous avons essayée de mettre en

évidence sur la figure 3 .

fig. 3 : La fonction logarithme
approchée par les sommes par-

1
tielles de la série T (1-2)"
n=1 oY

les nombres indiquent leurs

degrés.

e
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On y voit les graphes de la fonction logarithme et des fonctions ?2 s $4, ?8, ?16’

3y

résultats pour les degrés moyennement élevés ne correspondent pas aussi bien 3 1la

et ?64 . On a calculé les nombres X tels que Rn(xn) = 0,01 , Bien que les

théorie que dans le cas de la fonction exponentielle et de la fonction sinus, nous
avons quand-m@me observé que Rey = Xgp = 2(x32 - x16) avec précision de deux

décimales.

5, Quelques remarques qualitatives.,

Le phénoméne étudié dans ce travail est caractéristique d'un type bien
défini de convergence de suites de fonctions vers une autre fonction. Il s'agit du
cas ol la convergence n'est pas uniforme sur un certain ouvert, mais par contre
est uniforme sur chaque intervalle compact inclu dans cet ouvert. En effet, soient
U un ouvert de R et f : U—- R wune fonction. Soit (Pn)nEN une suite de
fonctions telle que lim P _(x) = f(x) sur U ,ol la convergence est du type cité,

n—o©

et soit Rn la fonction erreur pour tout n € N . On choisit ¢ > 0 suffisamment
petit pour que 1l'effet de la convergence nonuniforme soit sensible. Notons In 1'ensemble

{xevu| |R (0| = ¢} pour tout n € N . Clairement U I =71 et
n IE:N n

In # U pour tout n€ N . Donc il existe une certaine progression dans les ensem~
bles In ¢ plus précisément, il existe une sous-suite strictement croissante par

inclusion (In ) de (In)ﬁEN telle que U I =7U ., Ainsi par exemple,
k k&N keN

on a constaté, avec e¢ > O appréciable, dans la section 3 une progression presque
linéaire et dans la section & une progression inversement linéaire. Evidemment il
existe d'autres types de progression.

Les remarques précédentes montrent qu'on pourrait refaire cette étude
pour des approximations par des polynomes de Taylor d'autres fonctions analytiques,
et également pour d'autres formes d'approximation qui ne sont que "localement
uniforme'". Nous avons par exemple considéré des développements en série de Fourier
de fonctions noncontinues. Ainsi, en développant en série de Fourier la fonction

f : [0,m] - R définie par

535 si x € Jo,nl
f(x) =
(0] si x=0

(*)

jusqu'a l'ordre w , nous avons localisé le phénoméne de Gibbs dans la i-galaxie.

(*) Ce résultat a déja été obtenu indépendemmant par J.L. Callot.
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Notons finalement qu'on pourrait étudier dans le m@me esprit des suites
de fonctions qui 'me divergent pas uniformément' d'une certaine fonction, comme
c'est le cas pour certaines méthodes d'approximation basées sur des séries diver-

gentes.,
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