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MODULES HOLONOMES A SINGULARITES REGULIERES 
ET FILTRATION DE HODGE I I 

J.L. BRYLINSKI 

INTRODUCTION : 
Soit Y un espace analytique réduit. Deligne a décrit un complexe IC*V 

de faisceaux sur Y, à cohomologie bornée et constructible (ou plutôt un objet 
de la catégorie dérivée adéquate) dont 1'hypercohomologie calcule la cohomologie 
d 1intersection de Y (à coefficients rationnels) ; voir CD2] et CG-M]. I l y a un 
an, en même temps que Beilinson et Bernstein et pour les mêmes raisons,Kaehiwara 
et moi avons introduit, pour tout plongement de Y dans une variété analytique 
lisse X, un -^-Module holonome £(Y,X) te l que JDC'y(prolongé à X par zéro) est le 
complexe de De Rham de £(Y,X), décalé convenablement (voir [B-B], [ßr-Κ], [ßr] ) · 
Dés lors, on pouvait espérer ut i l iser £(Y,X) pour obtenir des informations sur 
la cohomologie d'intersection de Υ· Dans [Br] , exploitant le fa i t que £(Y,X), 
étant à singularités régulières, se trouve muni d'une bonne filtration canonique 
grace a Kashiwara et Kawai CK-K] j ' a i indiqué comment définir une filtration sur ρ 
les groupes IH (Y,Œ) et j ' a i conjecturé que c'était une filtration qui donnait 
l ieu à une structure de Hodge polarisée (pour Y projective). Cheeger, Goresky 
et MacPherson avaient conjecturé l'existence d'une te l le structure de Hodge 
dans [C-G-M] , où i ls indiquaient les conséquences topologiques d'une te l le con
jecture ; depuis lors, les travaux de Deligne et de Gabber, ainsi que ceux de 
Beilinson et Bernstein, sur les analogues ^--adiques des complexes IC y, pour Y 
une variété sur un corps f i n i , ont permis d'obtenir des résultats topologiques 
profonds, qui se transposent en caractéristique zéro (théorèmes de Lefschetz 
pour la cohomologie d'intersection, "théorème de décomposition"). De la sorte, 
l ' intérêt d'exhiber une structure de Hodge sur les IH^(Y) paraît à première vue 
fort réduit, puisque les fruits hypothétiques d'un te l effort ont déjà été obte
nus par d'autres méthodes- Le but de cet art icle est de montrer qu' i l n'en 
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est rien, et de suggérer au contraire qu'une généralisation (téméraire) de la 

conjecture antérieure aboutit à une transposition aux Modules holonomes du 

formalisme des faisceaux mixtes et des complexes mixtes de 7L^ - faisceaux, 

développé par Deligne dans CDI3 . Au départ de ces nouvelles conjectures, i l y 

a l'analogie bien connue entre 7L^ - faisceaux lisses purs et variations de 

structures de Hodge polarisées- On aimerait ensuite disposer d'une théorie des 

"variations constructibles de structures de Hodge" analogue à celle des ZẐ -

faisceaux constructibles, purs, etc- · · Mais personne n'a la moindre idée de ce 

que devraient être ces hypothétiques objets» Force est donc d'opérer un détour, 

qui est autorisé par la théorie des -^-Modules holonomes- Le point central est 

que pour X une variété analytique lisse, le foncteur "complexe de De Rham" 

établit une équivalence de catégories entre -^-Modules holonomes à singulari

tés régulières et faisceaux pervers au sens de Deligne (voir [ u s ] , [Br] ) . En 

se bornant alors aux faisceaux pervers, au l ieu d'essayer de leur appliquer 

directement des structures de Hodge variantes, on cherchera à enrichir le 

Module holonome correspondant d'une bonne filtration étendant celle qu'on 

associe à un fibre vectoriel à connexion intégrable porteur d'une variation 

de structures de Hodge satisfaisant la condition de transversalité de Griff i ths. 

Cette donnée enrichissante, censée fournir l'analogue des faisceaux 

pervers purs, définira donc un Module holonome purifié- Cette notion sera 

stable par "image directe intermédiaire" pour une immersion ouverte. Par 

analogie avec [D l ] , je suis amené à définir les modules holonomes mixtes et 

les complexes holonomes mixtes. J 'a i reculé devant la définition de Modules 

et de complexes purs, parce que cela nécessite une méthode pour transférer 

une filtration d'un complexe en une filtration du complexe dual et que la 

méthode naïve pour ce faire est inadéquate (voir 1.2 et 2 .3) . Contournant 

(provisoirement ?) cette di f f icul té , je conjecture que l'image directe d'un 

Module holonome purifié par un morphisme projectif est somme directe, dans 

une catégorie dérivée filtrée convenable, de Modules holonomes purifiés déca

lés. Cela donnerait un théorème de décomposition analogue à celui démontré 
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par Deligne, Gabber, Beilinson et Bernstein en caractéristique p. Je reste 

assez prudent en ce qui concerne des objets mixtes, faute d'une compréhension 

suffisante de la filtration par le poids (qui uti l isera sans doute de façon 

cruciale les travaux de Beilinson et Bernstein sur la relation entre -^-modules 

et cycles évanescents)· 

Pour atténuer l faspect fantasmagorique de l'exposition, je tenterai 

de just i f ier les relations proposées entre structures de Hodge et bonnes 

f i l t r a t ions de Modules holonomes. La bonne filtration d'un Module holonome 

à singularités régulières, uti l isée i c i , a ceci d'effrayant qu'elle fa i t in 

tervenir toute la variété caractéristique de ce Module ; je m'explique sur ce 

point en arguant de la grande importance géométrique de cette variété caracté

ristique» Je vérif ie aussi l'indépendance du plongement pour la filtration 

ρ 

introduite sur IH (Y), et une comptabilité avec le cup-produit par la classe 

d'une section hyperplane. Pour ce qui est des Modules holonomes purifiés» je 

donne en 2.2 une vérification complète que ma conjecture résulte, dans le 

cas d'une courbe, des travaux de Zucker [z].Cela semble au moins suggérer que 

les idées sont essentiellement correctes · I l conviendrait également de 

comparer ma filtration "de Hodge" avec la définition qu'en donnent Varchenko, 
ainsi que Scherk et Steenbrink, dans le cas des cycles évanescents. 

Je remercie Pierre Deligne, dont les conseils et les critiques m'ont 
été précieux. 

§ 1 PLAIDOYER PRO DOMO 

1.1 Ubiquité des variétés caractéristiques : L'idée générale de [Br] est 

d'uti l iser une bonne filtration ^ \ J k ^ 2 d'un -^-Module holonome Ά pour filtrer 

son complexe de De Rham 

DRW : 0 i « >Ω*<8> % g 7!{ . s . . . s Ωη g « >0 
7 7 χ Q. 7 X ^ / ^X 

où η = dimX. J'ai donc défini une filtration décroissante F de DR(#0 

F P DRW : 0 ±n > ^ v ® ^ - > > Ω ν ® ^ »0 
7 -P 7 X SL -P+1 7 7 X Ov - P + n 7 X 
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Mon opinion générale est que chaque fois qu'on connaît (ou qu'on espère) une 

structure de Hodge sur 11hypercohomologie de DR(#Of el le provient d'une filtration de DR(#0 correspondant à une bonne filtration adéquate de %1· Je me 

suis risqué ( l o c c i t . ) à dire ce que devrait être cette filtration lorsque 

7I\ = X(Y,X) pour Y sous-variété réduite de X. Elle est définie par des procédés 

de calcul microdii'férentiel, rappelés en 1.2 et nécessite donc la connaissance 

de la variété caractéristique ChC#Ü avec les multiplicités des variétés la -

grangiennes qui y interviennent. On m1a souvent fa i t remarquer depuis lors 

que l'intervention de l'analyse microlocale dans des questions d'analyse 

globale (théorie de Hodge) n'était guère just i f iée. Dans ce numéro, je vais 

exposer pourquoi je suis convaincu de l'importance géométrique fondamentale 

de la variété caractéristique d'un Module holonome. 

a) D'après Kashiwara [ κ ] , i l existe une stratif ication de Whitney ÎXaJ 

de X te l le que Ch(#0 soit contenue dans U T*£ X et que les faisceaux de cohomo-
α α 

logie 3C1 DR(5̂ ) soient localement constants de rang f in i le long des Χ α · On 

dispose alors pour chaque α de deux invariants : la multiplicité de T*£ X 
α 

dans Ch(M) (un entier ^ 0) et l'indice X (DR(#0) par rapport à la strate X 
α α 

défini par Xa(DR(^l) = Σ(-Ι)1 dim 3CXDR(0O , où Χ ( χ € Χ α . Kashiwara [Kl] a 
i α 

donné une formule permettant d'exprimer les X a au moyen des m ,̂ a l 'aide 

d'invariants topologiques de la strat i f icat ion. On observe dans CB-D-K] que 

ces invariants ne sont autres que les obstructions d'Euler locales de Mac 

Pherson pour les adhérences de strates. Une manière d'interpréter ce fa i t 

consiste à dire que tout procédé de détermination des m̂  ( i l n'en existe pas 

actuellement de systématique) conduit au calcul de ces obstructions d'Euler. 

Or on sait le role clef qu'elles jouent dans la théorie des classes de Chern 

singulières de MacPherson. Cette théorie peut se comprendre comme un théorème 

du style de Riemann-Roch pour les modules holonomes, où l'objet crucial est 

le cycle support de Ά défini formellement comme 

78 



MODULES HOLONOMES RÉGULIERS ET FILTRATION DE HODGE 

coditnX 
Ζ(Λ) = a.m .[Χ ] 

ifne forme globale du théorème de l ' indice, due à Dubson, décrit la caractéris

tique d'Euler de 1 'hypercohomologie de DRW en termes de multiplicités d' in

tersection de Ch(W) avec la section nulle de T*X. Par ail leurs, la formule de 

l'indice peut être explicitement inversée ( loc.ci t . et [Du]) de sorte que ma 

apparaît comme une caractéristique d'Euler de cycles évanescents (les géomètres 

peuvent donc considérer l'analyse microlocale comme un procédé d'étude des 

cycles évanescents). 

b) Soit f : X un morphisme propre entre variétés algébriques 

lisses (sur C). Un théorème de Deligne, Gabber, Beilinson»Bernstein (voir[G-M2]) 

affirme l'existence d'une décomposition 

K f ^ i l U ^ θ ÏCe (W.,L.) [m.] 7Γ A . 1 1 1 1 

où les sont des sous-variétés fermées de Y, les des systèmes locaux 

irréductibles sur des ouverts des et les nu sont des entiers. Je montre 

i c i , a t i t r e d' i l lustration des propos précédents, comment une étude de 

certaines variétés caractéristiques permet sans fatigue de dresser une l is te 

f inie de sous-variétés de Y, qui contient en tout cas chacun des TAL (la déter

mination exacte de ces sous-variétés serait incomparablement plus ardue). 

Je suppose que f se factorise en une immersion fermée 

i : XC ^ YxZ (avec Ζ propre) suivi de p̂  : YxZ ^ Y. Posons 

4 = diinX, m = dim Y, η = dim Ζ. On a alors : 

Jf °X = -Tp (J"i V = Jp ^ χ Γ ^ Υ χ Ζ * (oîl on a identifié X à i (X ) ) . 

^[x]"^ ^YxZ^ est Un Module n°l°nome sur ΥχΖ, à singularités régulières, dont 

la variété caractéristique est T* (YxZ) (fibre conormal à X = i(X) dans YxZ 

En lu i appliquant J* on obtient un complexe de -^^-Modules, dont les f a i -
Pi /,x 

sceaux de cohomologie, notés Γ sont holonomes (à singularités régulières). 
pl 

Les variétés caractéristiques de ces Modules holonomes sont contenues dans une 
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variété lagrangienne décrite par Kashiwara [ Κ 3 , § 4 3 · Plus précisément, soit 

T*(YxZ)/Y le sous-fibré de T*(YxZ) formé des vecteurs cotangents orthogonaux 

à TZ (en d'autres termes, T*(YxZ)/Y = p"1 T*Y). Soit 

C> = (YxZ) Π T*(YxZ)/Y cz T*(YxZ) et soit X : T*(YxZ)/Y ^ T*Y la projec

tion évidente» Alors X(C0 est une variété lagrangienne de T*Y, et pour tout 

k, on a : 

Ch ( j j k ) Οχ) c x(C). 

Comme X(C) est une variété lagrangienne, ses composantes irréductibles sont 

adhérences de fibres conormaux à des sous-variétés irréductibles de Y. Une 

te l le composante irréductible est projection d'une composante irréductible de 

C'. Par définition, <3 est l'ensemble des points (x=(yxz) £ X ; Ή,Ο) avec 

Ί] € T** Y orthogonal à l'image de (df ) . Dans cette description <3, comme sous-
y χ 

variété de X x T* Y, se révèle indépendante de la factorisation f=p1o i ; i l 
Y 

en est de même de x(C0» Filtrons X par les sous-espaces 
X = ίχ € X t.q» rg(df) * r ] . Le morphisme [ (Χ -X .)x Τ*γ] Π C \X -Χ Λ 

r χ r r-1 v * r r-1 
est équidimensionel, et apparaît donc comme une fibration vectorielle» Soit 
(V ) i a famille des composantes irréductibles des X^-X^^ (pour r variable). 
C êst alors la réunion des = [ν χ Τ^Υ] Π 0/ qui sont irréductibles. Les 

α α Y _ 
composantes irréductibles de X(C<) figurent parmi les X(^y )iou bien XÎCy ) , 

α α 
pour α donné, n'est pas lagrangienne ou bien c'est l'adhérence du fibre 

conormal à la partie lisse de sa projection sur Y, laquelle n'est autre que 
f (V ) = T (V ) . En résumé α α 

Proposition : Pour tout k, la variété caractéristique de J ^ k ^ Φ χ est contenue 

dans la réunion des ^ï/y \ Y* où ) est la famille des composantes i r -
cc reg α

 ( 1 ) réductibles des Χ -Χ Λ , pour r variable, r r—i 

Avec les notations de [G-M2] et invoquant [Mel], la décomposition 

plus haut de ]Rf̂ .(Œ )̂ se traduit ainsi : 

(1) Voir note a la f in de la bibliographie 
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MODULES HOLONOMES RÉGULIERS ET FILTRATION DE HODGE 

Jt °x = φ £ (wi' Y » V c-ki] 
1 

(k. est un nouvel entier, dont la valeur exacte m féquilatère)· Chaque 

•CiVL, Y ; L )̂ est facteur direct de J f O ,̂ et sa variété caractéristique 
contient Y, comme La Palisse l 'a démontré» On a donc obtenu le 

i 

Corollaire : Les qui apparaissent dans la décomposition de Hf^ff^ sont 

égaux à f ( v

a ) pour α convenable. 

Remarque : Il n'est donc pas nécessaire d'aller bien loin dans les symboles 

de Boardman pour déterrer les W . I l semble moins aisé de décrire a priori 
i 

les L̂  possibles ; on peut au moins imaginer qu'i ls ont pour fibre (un morceau 

de) la cohomologie d'intersection (tordue ?) des fibres de f restreint au-

dessus d'un ouvert convenable de V (j'espère pouvoir à l'avenir me montrer 

moins el l ipt ique). Gabber m'a indiqué oralement une démonstration topologique 

directe du corollaire plus haut, qui consiste à étudier les faisceaux de 

cycles évanescents de KF̂Ĉ  pour une germe de fonction dont la différentielle 

s'annule sur l'espace tangent à en un point. Je signale, par ailleurs que 

la proposition donne une estimation de la variété caractéristique du Module 

holonome £(Z,Y) (en prenant pour X une résolution de Z) ; j'ignore si cette 

estimation est intéressante. 

c) Je signale pour mémoire les applications des variétés caractéristiques 

à la théorie des algèbres enveloppantes (variétés associées aux modules simples, 

idéaux primitifs, induction parabolique) qui seront publiées par Borho et 

1'auteur. 

1.2. La filtration de Kashiwara-Kawai : 

1 .2.1. L'ordre d'une section d'un ^-Module holonome R.S. : X est encore une 

variété complexe lisse, T̂ X son fibre cotangent, le faisceau sur T*X des 

opérateurs microdifférentiels [S-K-K], [K3], [ B . ] . C est un faisceau cohérent 
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d'anneaux, limite inductive des faisceaux ^ ( m ) des opérateurs microdifféren

t ie ls d'ordre au plus m. Le quotient ^ ( m ) / &^(m-l) s ' identif ie au faisceau 

des germes de fonctions sur T̂ X homogènes de degré m (c'est bien une propriété 

locale que d'être homogène). La restriction de £ χ à la section nulle de T̂ X 

s' identif ie a est un ^-Module cohérent, son support est une sous-
X -Λ· 

variété involutive de T * X [ S - K - K ] , [ M ] , [G ] , [ B . ] , . Lorsque jf* = 0 ou lorsque 
3 

le support de JJ est de dimension minimale, égale a dimX, est dit holonome. 

Kashiwara et Kawai ont introduit la condition R.S. ("regular singularities") 

pour un & Module holonome De manière générale, supposant seulement 

cohérent, et V étant une sous-variété involutive d'un ouvert de T*X-T* X 

contenu dans le domaine de définition de ξ)Ρ, Jf*est â singularités régulières 

le long de V s i , désignant la sous-algèbre de £ χ engendrée par les opé

rateurs microdifférentiels d'ordre ^ 1 dont le symbole d'ordre 1 s'annule sur 

V, i l existe au voisinage de tout point ρ de Ω, un voisinage U de ρ et un 
sons &„ - Module <JP de c^déf ini sur U te l que : V ο 

soit cohérent comme &(0) - Module ; 

engendre JPcomme £ - Module. 

Pour χ € V, JPest dit à singularités régulières le long de V si la restriction 

deJC à un voisinage convenable de χ dans Τ* X l 'est . On dit quec/^°est à sin

gularités régulières si l'ensemble des points de SuppiJf*) - X, oùc^n'est 

pas a singularités régulières le long de Supp(ol̂ ) ,n»est nulle part dense dans 

Supp(<dP)-T^ Χ [Κ -Κ , Ι . ΐ ] . Cette condition se véri f ie donc séparément sur les 

parties lisses des diverses composantes irréductibles de Supp(<J -̂T>£ X. 

Un - Module holonome % est dit à singularités régulières si 

£ χ Ç ρ" 7/{ l 'est (ρ: TM" Χ ^Χ est la projection). Rappelons que Mebkhout 
P " ^X 

a défini par ailleurs la condition de régularité d'un -Module holonome 

#ÎR ] , [Meli , [Me2Î, [Me3] (en f a i t , plus généralement, d'un complexe borné 

de -^.-Modules à cohomologie holonome). 
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La mise au point suivante, qui ne prétend à aucune originalité s'impose donc» 

Proposition : Un - Module holonome Ά est R.S. au sens de Kashiwara - Kawai 

si et seulement si i l est régulier au sens de Mebkhout. 

Preuve : C'est un simple travail de compilation. Si Ά est R.S., i l est régulier 

d'après £κ-Κ, Theorem 5.4.1 · ] · La réciproque est un peu plus délicate» Soit 

Ά régulier au sens de Mebkhout. On s'appuiera sur les fai ts suivants 

® Si #î' ^ ÏÏl1 est une suite exacte de Modules holonomes, et si #?' et 

sont R.S., i l en est de même de 

© Soit f : X un morphisme projectif, Ά un «^-Module holonome R.S. 

Alors les Ά sont R.S. sur Y. 

© Supposons que % est un -^-Module holonome du type de Deligne : i l existe 

une hypersurface Y de X et un système local L sur X-Y te l que Sol(^) = j j (L ) 

(où j : X-Yc ) X) et que les solutions multivaluées de Ά sur X-Y soient dans 

la classe de Nilsson. Alors % est R.S. 

Pour démontrer φ , on travai l le au niveau des ^-Modules holonomes 

est plat sur ρ -1 DX) ; on se place sur un ouvert lisse d'une composante 

de Ch(#0-T*j: X ; par transformation canonique, on se ramène au cas où cette 

composante est le fibre conormal a une hypersurface de X, et on ut i l ise les 

techniques de [K-K, 1.3]· L'énoncé © η'est autre que CK-K, Theorem 6 .2 . l ] 

et © résulte [K-K, chapitre 2 ] . 

Soit donc Ά régulier ; par dévissage, et en s'appuyant sur © , on 

se ramène à supposer % = £(Y,X} 30 (voir Cßr], dont je suis les notations. 

Soit ρ : Y ^X une résolution de Y te l le que, si Ζ est un fermé strict de 
—1 

Y donné contenant le l ieu singulier de Y et celui de 3,ρ (Ζ) soit un diviseur 

a croisements normaux [ H ] . Alors «£(Y, Y; p"1 3) est un sous -^J-Module d'un 

Module holonome du type de Deligne, donc est R.S. d'après φ et Θ· On montre 

facilement que «£(Y,X; <*) est un sous-Module de J*^°^ ^(Y, Y* p~* 3 ) , donc i l 
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est R.S. d1après © et Q). Ceci achève la démonstration. 

Remarque : On trouvera une brève indication de démonstration dans [K-K, Theo

rem 6.4.7]· J 'a i simplement voulu, en donnant une preuve essentiellement 

complète, dissiper les doutes qui auraient pu subsister. 

Comme promis, je vais rappeler la définition de l'ordre d'une section 

u non nulle d'un ^-Module holonome dont le support est une variété lagran

gienne lisse A de Τ* X - T*X. Je suppose d'abord, pour simplifier, que u est 

non dégénérée, c'est-à-dire que le faisceau d'idéaux J engendré par les o*Q(P), 

pour Ρ section de ^ χ (0 ) annulant u, est réduit. Alors Sato, Kashiwara et Kawai 

ont montré l'existence d'un nombre complexe α te l que, pour tout système de 

coordonnées locales ( x ^ , . . . , x n ; ξ „ ι · · · * ξ ) de T̂ X et toute section Ρ de £ (m) 
i n a 

annulant u satisfaisant Pm = <*m(p) ^ J et d p

m € J « - ^ ^ + ^ ^ χ · ωι on ai t : 

i η ô Ρ 1 η 
(Ρ Λ - i Σ τ-™-) ω — ( α + ^ ) dP mod J . ü \ , v ( i c i ω = Σ ξ. dx1 est la m-1 2 . Λ -ν l-vff 2 m T*X . Λ ι 1=1 οχ öS 1=1 

1-forme fondamentale sur T̂ X ; on a ut i l isé l 'écriture Ρ = Σ ρ·(2£.»£~")' o u 

j^m J °£ 

δ 1 n ô 2 p m P. est homogène de degré j en les —-r » l'expression Ρ H - τς Σ * est 
3 α* 1 m " 1 2 i= l DX οξ. 

le symbole sous-principal de Pm, bien défini modulo J du fa i t que le symbole 

principal Pm appartient à J) . Je réfère à [S-K-K,II .4Î pour tout cela. 

Exemple : Soit X = Œn (coordonnées χ * , · · · , χ η ) ; soit Y c Œn d'équations 

x 1 = . . .=χ Γ = 0 (pour 1 * r £ n ) t soit Λ = T*X - Τ* X, soit JP = &χ Jf # γ / χ 

ρ Χ 

(cf.[K2]) et soit u la section bien connue de Β

γ / χ ' te l le que 

x*.u=*·.=x F .u= —̂—3- u=...= —̂— u = 0. I l est clair que u est non dégénérée. 
Ô r+l ^ η 

χ οχ 
r . ^ 

Soit Ρ l'opérateur différentiel Ρ = Σ χ . r + r ; i l est clair que P.u = 0, 
i= l οχ1 

donc P̂  s'annule sur A 
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r r 
on a dP„ = Σ ξ . . dx + Σ χ . d?. 

1 i=l 1 i= l 

= Σ ξ . · dx1 - Σ ζ ί . dx1 + Σ χ1. d5. 
i= l i=r+l i= l 

= m mod J. Ω^χ 

Donc Ρ véri f ie les conditions requises (avec m = 1)·0η a alors : 

1 S ô2pi r r r Ρ - — Σ . = r - 7 r = 7 r = a . On conclut que u est d'ordre ττ relativement 
1=1 οχ άξ. 

1 
à Λ Τ* Χ. 

I l est prouvé loc. c i t . que si Ρ est un opérateur microdifférentiel 

d'ordre m ell iptique, et u une section non dégénérée de on a : 

Ord (Pu) = m + ord(u). Ceci just i f ié (partiellement) la définition de l'ordre 

donnée dans Cßr 3 · Mais dans loc. c i t . j ' a i autoritairement modifié ord(u) de 

sorte que dans l'exemple précédent l'ordre soit nul. Je me propose de just i f ier 

cette modification, en montrant que l'ordre modifié est compatible avec l'opé

ration "image directe par une immersion fermée". Soit donc i : X c une 

immersion fermée entre variétés lisses. Rappelons l'existence d'un faisceau de 

(&z|xxT*Z' ^ X̂̂  bi-Modules ε i (où ρ : Χ£Γ*Ζ ^T*X) défini par 
z z ̂  χ 

& ^ ^X/ΧχΖ Ο- χ̂*111̂  ou Χ es^ plongé dans Χ χ Ζ par ( Id, i ) ; ^χ/χΧ2 es"t un 
Ζ ̂  X X 

εχχΖ Module a gauche, égal à £χχΖ ^® Βχ/χχΖ (voir ^S'K'K ^, CK, §4]). I l 
XxZ 

est clair que le support de ^χ/χΧ2 es* ®gal a *a variété caractéristique de 

BX/XxZ* c'est-à-dire au fibre conormal T^(XxZ), qui s' identif ie à Xx/T>*Z. Si 

oldest un ^-Module, £ . §> JP*st un £ -Module supporté par XxT*Z< >T*Z. 

X Z<_J_X&X z z 

Si u est une section det)f*(supposée non dégénérée) et si u> est une section 

non nulle de ΩαιπιΛ ® C i * n " T " ,u ω s' identif ie a une section non dégéné-
x αχ ζ 

rée de & I l est prouvé dans [S-K-K,II.Prop.4.2.43 que l'on a : 
7^ 1 Χ X 
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1 1 ord(u®w) _ dim Ζ = ord(u) - 77 dim X (on calcule ORD (u) relativement à une 

sous-variété lagrangienne Λ de T*X et ord(u ® tu) relativement à ρ" (Λ) c: Tftz). 

Mon ordre modifié pour u est égal à ord u - ~ où r est la codimension de la 

projection sur X de Λ, De même l'ordre modifié de u ® u> est ord(u ® ω)- £ 

1/2 (dimZ-dimX). On en conclut 

Lemme : L'ordre modifié d'une section non dégénérée d'un ^-Module holonome est 

stable par l'opération "image directe par une immersion fermée". 

En pratique, pour calculer l'ordre d'une sectionu deJ^par rapport 

a A, on effectue une transformation canonique de manière que A devienne le 
* 1 * 

fibre conormal a 1'hypersurface χ = 0 de X· Sous l'hypothèse que u est non 
dégénérée, le ^-Module ^χ·11 es^ alors isomorphe a 

= ^χ /^χ · (χ ι ·~γ - λ) + ( +. . .+ ( ^ ) et on véri f ie aisément que 
αχ οχ οχ 

l'ordre modifié de u est égal a - λ - 1. Le même procédé permet de définir 

l'ordre d'une section u éventuellement dégénérée, comme une partie f inie de 

<C ; on observe C » §1·3] que &xeU est obtenu comme extension de ^-Modules 

du type précédent ; l'ordre modifié de u est l'ensemble des - λ - l , tels que 

le &^-ModuleJ^ apparaît dans cette suite de composition. On trouvera dans 

[K-K, §1.5] une définition plus intrinsèque. Cette description permet en tout 

cas de déduire du lemme plus haut le Scholie : L'ordre modifié d'une section 

non nulle d'un ^-Module holonome est stable par l'opération "image directe 

par une immersion fermée". 

Le résultat le plus frappant concernant la notion d'ordre d'une 

section d'un Module holonome est le théorème 5.1.6 de [K-K], dont je reproduis 

l'énoncé (qui est valable soit pour l'ordre de Kashiwara-Kawai, soit pour mon 

ordre modifié). 

Théorème : Soit c € ]R+. ET JPun ^-Module R.S. défini sur un ouvert de 

T*X - T*X. Soit A le support de JP. Soit le sous-faisceau de &V"formé des 
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sections dont l'ordre modifié, en tout point régulier de Λ est compris dans 

ίλ € C t«q Re λ £ c}* Alors 

(±)ζ}Ρ est cohérent comme £(0)-Module 
C A 

( i i ) on a 
A C C 1* C Xe v r c 

( i i i ) pour tout fermé analytique ¥ dfun ouvert de T^X, de dimension < dimX, 

K ° (X|CF ) = 0. on a - w 

I c i , le point ( i ) est hautement non t r i v i a l , et très profond» Je 

crois l'hypothèse c ^ 0 nécessaire* Je rajoute, pour usage futur, l'énoncé 

(iv) sous les mêmes hypothèses, o ^ + 1 = ^ χ ^ 1 ) * ^ ! · D ' a P r è s ( i i i ) , i l se véri f ie 

sur le lieu lisse de A, que l'on embellit par transformation canonique (on 

prouve e (l).Jf c ÔP _ puis tt-D.JP „ cjf) 
X C C+l A c+i c 

Remarque importante : J 'ai négligé de faire observer que, contrairement à 

l'ordre au sens de Kashiwara-Kawai, le mien n'est pas invariant par transfor

mation canonique ; son comportement étant aisément déterminé dans une te l le 

opération. 

1.2.2 OÙ la parole est à la variable muette 

Une fois démontré un résultat sur les ^-Modules, le procédé stan

dard pour l'adapter aux -^-Modules consiste en 1'addition d'une variable muette, 

grâce à laquelle, dans une nouvelle dimension, on décolle de la section nulle 

du fibre cotangent (voir [κ, §2], [K-K, Appendice A]). Soit donc X une variété 

analytique complexe, et soit X' = ŒxX. Sur T̂ flï on prendra des coordonnées 

( t , x ) . On identifie T*X» à T*CxT*X. Soit V = ί (0 , τ ) ; τ ^ θ} χ T*X, et soit 

F la projection de V sur T^X. Soit £ le faisceau £ χ , Ι̂ χ» t sur V ; c'est un 

(& χ , F &x)-bi-Module, muni d'une section canonique notée u · Si est un 

^-Module, on lu i associe le & -Module $ (<M>) = £ f F"VÉ>' S o i t 

Λ Λ ρ" fi 
X 

j : T* Xc Τ̂Η*Χ' le morphisme te l que j(p) = (0, 1 ; p) à tout £χf-Moduleç)P 

a support dans V, on associe le -Module Ψ défini par Ψ HomP («C, 
X' 
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On construit un isomorphisme canonique entre Ψ ο $(\fl(O>) et cA6, pour tout 

fi^-Module cAG* 

Le point important *et le suivant* Soit cAÎ? un - Hoduie cohé

rent et soit N = O (EX O M) qui est un -Module cohérent- Soit un sous 

fivl(0)-Module cohérent deoV°tel queJP- £ . oV̂  et que t- c)P c J P ( - l ) = 
Ä A Ο Ο Ο 

£ , ( - 1 ) . JV . Soit j le composé de l'inclusion de X dans TK"X et de 
A Ο Ο 

s' identif ie a un sous-Module de .i par s ^ u w g 
Alors les ^ = j " 1 C/V^ik) Π (^définissent une bonne filtration de On a 
de plus JP = Σ e Y f ( - k ) . (u ® vfe) 

O j A Ο K k 

Maintenant, si est holonome R.S., l 'est également, (voir [K-K, 

lemma 5 .1 .9 ] ) . Pour c € ]R+, on dispose de cJf^ c d / ° qui vér i f ie clP= &

χ ί · 

et qui est cohérent sur £ χ ι ( 0 ) d'après le théorème rappelé en 1.2.1. Comme 

) est contenu dans V, ou t s'annule, on a t . (-1) d'après 
c c 

le même théorème (énoncé(ii)) d'où une bonne filtration de VBL Jrfo^ est formé 

des sections s de elles que u q ® s soit une section de c^ c + k(<*'après 

l'énoncé ( i v ) ) . Cela revient a dire que l'ordre de s, comme section de £ 

est inclus dans ίλ ; Re λ ^ c + k}. En pratique, on prendra c = 0. Si Ρ est 
une se ction de £ d'ordre m te l le que σ (Ρ) s'annule sur Ch(c%), alors P, X 
comme section de & γ ι , s'annule sur le support de CUT, donc p ( o ^ c + k ) C = c ^ c + k+m-l 

d'eu p . ^ ^ c A ^ ^ . 

Ces considérations justif ient la 

Définition : Soit un -^-Module holonome R.S. Soit ςλ^ le sous-faisceau for

mé des sections qui sont partout sur Ch(ofô d'ordre(modifié) inclus dans 

{λ t .q Re(\) ^ k}. Alors icA^.} est une bonne filtration de si Ρ est une 

section locale de ^ v(m) te l le que a (P) s'annule sur Ch(c/tb), on a : X m 
Cette bonne filtration s'aonelle la bonne filtration canoni k k+m-1 ^ 

que de o*^. 
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Lemme : Si t%= «£(Y,X), on a $Q 1 = 0. 

Preuve : Soit s une section locale de M -1i S| X-Y est une section de 
sing 

Y Ix Y * comme l'ordre d'une section / 0 de ce dernier faisceau est 
sing " sing 

un entier ^ 0, β|χ_γ est nulle. Maisc/én'a pas de section à support dans 
sing 

Y . [B-K, §8] donc s = 0. smg 
1 

Exercice : Calculer l'ordre de u = (X 3Y 5+Z 2Y 3+X 2Y 2Z-3Y 4Z) 5 et envoyer la 

réponse à l'auteur. 

1.3 Vérification de quelques compatibilités 

Je rappelle que dans [Br 3 , pour Y un espace analytique réduit i r 

réductible, plongé dans une variété lisse X, ayant filtré le Module holonome 

£ = £ (Y,X) comme en 1.2, je filtre le complexe de De Rham DR(£) par les 

F P DR(X) : 0 ιΩΪ ® £ Λ > . . . . ) Ω ? ω ® £ _. v >0 
' -p 7 X (y -p+1 7 7 X (3 -p+dimX 7 

Si ^ est la codimension de Y dans X, le complexe ICy est incarné par DR(£)C<£]. 

Si on définit F ΙΟγ comme correspondant par décalage à F DR(«C), on obtient 

un objet (ICy, F*) de la catégorie dérivée filtrée des complexes bornés de 

faisceaux sur X. On veut montrer qu' i l est essentiellement indépendant du 

plongement de Y choisi. Au moins localement sur Y, i l existe au moins un 

plongement minimal de Y, disons i : Yc ^ X. On a alors l'objet ( I C ^ F ^ j ) . 

Soit j : Xc ^Z, un plongement de X dans une variété lisse Z. L'objet 

ICy,F^vit dans la catégorie dérivée filtrée relative à Z, de mSme que 

l'objet (Ι0γ, F^ z j ) . On veut montrer qu'i ls sont naturellement isomorphes. On 

dispose sur Z du Module holonome £' = X(Y,Z) et de la filtration F* de DR(X'). 

On a £' = l r r ( ^ z < χ J| £ (Υ.Χ)) (voir [Κ3 ,§4]) . On dispose pour tout k d'un 
morphisme résidu Res : Ω* g ^ χ ^k+dimX-dimZ ^ -* χ, grâce auquel on 

définit un morphisme de complexes de DR(£*) C^+dimZ-dimX] vers DR(£) [4] : 

ou de DR(X') [dimZ-dimX] vers DR(X) 
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Ω ® Χ» = Ω ® 
ζ ο ζ ο Ζ< χ 

ζ ζ 
Res ® Id 

^k+dimX-dimZ φ £ 

Χ (3 
Χ 

I I est compatible aux filtrations F* grâce au lemme suivant. 

Lemme :Soit ^ χ m u n i de la filtration par l'ordre des opérateurs (-^ ^ χ 

étant obtenu en tordant ® ^χ P a r u n faisceau inversible). Alors 

L'm = i+0=m (α Λ ui) ® (4 üü®"1) ® u(α Λ ui) ® (4 üü®"1) ® u*
 J 

La démonstration, facile est omise. Pour montrer que ce morphisme canonique de 

complexes filtrés est un quasi-isomorphisme filtré, on se localise sur Y de 

sorte que Xc ^Z soit le plongement de X = Xxiv} dans XxV, où V est une variété 

l isse. Soit une forme différentiel le sur V, de degré maximum et partout non 

nulle. On définit alors un morphisme Φ de complexes de DR(<£) vers DR(£')CdimV] 

défini en degré k par Φ : Ω* ^ (α Λ ui) ® (4 üü®"1) ® u(α Λ ui) ® (4 üü®"1) ® u (α Λ ui) ® (4 üü®"1) ® u ̂  X par 

Ψ(α ® u) = (α Λ ui) ® (4 üü®"1) ® u . 

On véri f ie que ce morphisme fournit un quasi-inverse au morphisme canonique 

précédent. En particulier, on a la 

Proposition : Pour Y une variété projective, la filtration F* sur IH ^(Y) 

obtenue par la filtration "de Hodge" de DR £(Y,X), est indépendante du plonge

ment de Y dans une variété lisse X. 

Ce fa i t nous faci l i tera la vérification de la compatibilité suivante: 

Proposition : Soit Y une variété projective, soit T| € H (Y,Œ) la classe de 

cohomologie d'une section hyperplane. Le cup-produit par Ή envoie F^ IH^(Y) 
„P+1 T l I k+2 , v v vers F IH (Y). 
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Preuve : Grâce à l'indépendance du plongement, on peut travai l ler avec un 

plongement i : Y<l 3̂P · On a Ή = ί * * ( γ ) , ou γ est le générateur habituel de 
2 Ν 

H QP ·&)· Le cup-produit : 

H2(IPN) χ ΙΗ*(Υ) >H2(Y) x IH k(Y) > I H k + 2 ( Y ) 

se réalise au niveau des complexes de De Rham, par un accouplement 

DR(0 N ) x DR(£) >DR(£) 

dont la construction est évidente. Bien sûr DR(0 N) = Ω* et Y appartient à 
P w TP1N 

l'image de K 2ÛP N, F 1 DR(0 )) dans I^ÛP1*, DR(0 )) = H 2 (P N , Œ). Dans 1 ' accou-
JP JP 

plement précédent, F 1 DR(0 ) x F k DR(X) s'envoie vers F k + 1 DR(^), d'où le 
TP 

résultat. 

On aimerait bien sûr que la filtration F" des IH k(Y) soit te l le que, 

vis-a-vis de la "forme-intersection" IH k (Y)xIH 2 m " k (Y) >C ( ou m = dim Y) 

F P IH k(Y) soit orthogonal à Fm+*"~P IH 2 m " k (Y ) . Je n'ai pas réussi à le démontrer, 

mais ce fa i t résulterait d'une réponse positive à la question suivante. 

Question : Soit Y plongée dans X lisse, £ R = £(Υ,Χ) η · Est- i l vrai que 

^xt^ (^n* ^χ) = 0 pour tout η et pour tout i > dimX-dimY ? 

On aimerait aussi avoir une sorte de compatibilité de la bonne filtration avec la dualité des Modules holonomes. Rappelons que le dual 

d'un Module holonome M est un Module holonome à gauche te l que 

M g Ωγ = e x t t i m X (M,* ) ( égalité de ^„-Modules a droite). Le foncteur 
φ Λ Y X A 

x x 

7f{ ) Tffi est exact ; on a canohiquement (#9*)** — 7j\% 

Le m me : est R.S. si et seulement si Wl l 'est . 

Cela ne semble pas explicitement énoncé dans [K-K], mais se prouve 

facilement par microlocalisation. Ce fa i t a été démontré par Mebkhout [Me3] 

et constitue, dans son approche, un point fondamental. 
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Au niveau des ^-Modules, on a une dualité entre ^-Modules à 

gauche holonomes (resp. R.S.) et ^-Modules holonomes à droite (resp.R.S.) 

qui envoie î psur ^xt^1"^ (cJ^>&Y). On a : 
Χ Λ 

C x t g * " * ^ I K \ ) - e x t ^ C T , - ^ ) ^ ε χ du fa i t que £ χ est plat sur 

•^tS-K-K, II.4]· Cette dualité est également compatible à l'opération d'adjonc

tion d'une variable muette décrite en 1.2 (voir [Κ3, lemma 2.4]). 

Cela d i t , pour %l un -^-Module holonome muni d'une bonne filtration 

{ ^ } , un procédé standard permet de construire une bonne filtration de 

£xt^ i m X(#î,-^ Y) (ou de c'est parei l ) . On la décrit localement au moyen d'une 
X 

résolution filtrée l ibre 

γ μ Λ γ μ Λ r. d1 r d 

° — • V — ^ V " 1 — > > ν - 1 - » v - ^ — > O 
r. r. 

(où les -^x sont munis de filtrations * χ̂ (k) de sorte que chaque d̂  soit com

patible aux filtrations et que la suite d'homomorphismes de gr(-^x)-Modules 

obtenue par passage au gradué soit une résolution graduée l ibre de grW)) . On 
r. d*f r .+1 

a posé Ν = dimX. Le complexe ^om* (« Ŷ , -̂ "γ) \îCornμ, («̂  , £ ) est alors 
χ Α Λ Χ Χ 

filtré, d'où une filtration sur son N-ème faisceau de cohomologie, qui n'est 
autre que &Xtj} ( ^ , - \ ) . Cette filtration est une bonne filtration de ce Module 

X A 

holonome à droite, parce que son gradué associé est un sous-quotient du 

gr(-#x)-Module £ x t ^ r ^ j (gr('#D, gr(-^)) qui est gr(-#x)-cohérent (voirCß.., 
chap.2] pour tout ceci. 

Malheureusement, si ̂ , holonome R.S. est muni de sa filtration par 

l'ordre, la filtration obtenue sur #1* n'est pas la filtration par l'ordre, 

comme on le voit sur les exemples les plus simples en dimension 1. Pour avoir 

une invariance de la bonne filtration canonique par passage au dual, i l faut 

donc trouver un autre procédé pour transférer une bonne filtration sur le dual 

d'un Module holonome. Comme la définition de la filtration provenait de 11ana-

**I1 apparaît un décalage aux points singuliers 
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Ijme microlocale, on travaillera encore microlocalement. 

On s'aidera de la propriété mirifique des sous &^(0)-Modules du ^-Module 

holonome R.S. cJPdécrits en 1.2.1. On posera A = supp(oV°) et pour tout m o n 

introduira £ ^ ( m ) t C : &^(m+l), le sous-faisceau formé des éléments dont le sym

bole d'ordre m+1 s'annule sur A. On a alors & A ( m )
f . • On filtre 

c c+m A 

par les & A(m) = ^- & A(m. ) ' • ... .^(m. ) 1 . On travaillera alors 
R K m^+...+mjt=m ^ 1 K 

avec des résolutions filtrées libres de ç)^, où êPest muni de la filtration par 

les C^Pk^
k
 entier ^ 0) et & x de la filtration par les &^(m). On construit 

alors, par le procédé décrit plus haut, une bonne filtration de ^xtp G ^ 0 , ^ ) 

X 

qui à la même propriété mirifique que la filtration par l'ordre. On veut se 

convaincre que ce n'est rien d'autre que la filtration par l'ordre. Il est 

facile de voir que les deux filtrations coïncident en dehors d'un fermé analy

tique rare de A (contenant son lieu singulier) car on peut alors, par trans

formation canonique, se ramener au cas où A est le fibre conormal à l'hyper-

surface = 0 de X et où <jP= ^/^•(x'* "~T - TO™ + ~ ô — ~ • 
A A •> -L A -v A ^ n 

ox Ox ox 
on a alors une résolution filtrée libre dec^Pobtenue par le complexe de Keszul 
pour les éléments (x* —^y - 7i) m, — ^ — — qui commutent deux à deux ; le 

dx dx dx 
point est que chacun de ces éléments est une section de £^(0). Je ne sais pas 

vérifier qu'il en est de même sur tout A, faute de disposer d'un théorème du 

type de Hartogs pour les ^-Modules cohérents sur ^ x(°)»
 E n tout cas, cette 

vérification générique sur A suffit à démontrer la 

Proposition : SoitoV"*un ^-Module holonome R.S., filtré par lesJV° k» Filtrons 

) par le procédé ci-dessus. Alors la filtration de <JPpar les 

sections de t/l qui sont de filtration ^ k en dehors d'un fermé rare 

de Supp(X)} coincide avec la filtration canonique (par les éléments dont 

l'ordre est inclus dans { \ € C t.q Re X ^ k}. 

En utilisant la technique d'adjonction d'une variable muette, on 

transférera toute filtration d'un -^-Module holonome %U définie par une condi-
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tion sur l'ordre relativement à chacune des composantes de Ch(#0 en une fil

tration de du même type. 

Définition et corollaire : Une bonne filtration du -^-Module holonome R . S . est 

dite admissible si ^ est défini par une condition relative à chaque composante 

A du type suivant : si A / X, la condition est d'avoir un ordre ^ k + ct(A) 

relativement à A, où oc(A) 6 ]R+ ; s i A = X, & \ - | x _ s S(#0 e s t u n e f i l t r a t i o n 

de longueur finie. On en déduit une filtration de également admissible, 

par le procédé plus haut, à ce détail près que pour A = TJ| X, ^ est dual 

(sur ^ x - S S ( ^ ) ^ d e ^ l^l-k^ | x - S S ( ^ ) * C e t t e filtration de sera dite la fil

tration obtenue par transfert a partir de celle de #2. 

Ceci sera peut-être utile un jour. 

§ 2 V A R I A T I O N S D E SJERUCTURES D E H O D G E P O L A R I S E E S E T M O D U L E S H O L O N O M E S R.S* 

2.1. Modules holonomes purifiés 

Soit Y un espace analytique irréductible, U un ouvert lisse de Y, 

un système local de Q-vectoriels sur U, V^, = <E ® le système local de 

Œ-vectoriels associé, 

^IT ® ^ i p I e fibre vectoriel à connection intégrable 
U _ IL 

œu 
correspondant. Supposons donnée une filtration décroissante de longueur finie 

des sous-fibrés vectoriels (ou plutôt des sous-faisceaux locale

ment libres, localement facteurs directs, 3 

Lemme : La condition de transversalité de Griffiths : v.3f 

tout germe de champ de vecteurs v sur U, équivaut au fait que les 1 ^ = 3 ^ 

définissent une (bonne) filtration du -^-Module à gauche 

C'est clair. On suppose dans toute la suite que cette condition est 

vérifiée est une variation de structures de Hodge de poids m sur 

U si pour tout x £ U, l'espace vectoriel rationnel V_ muni de la filtration 

H, x 
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Ρ Ρ <LS F (Vç χ) induite par les F l/^i se trouve muni dfune structure de Hodge de 

poids m. 

Supposons donnée de plus un accouplement ® Ξ ^ (-l)m-symé-

trique et partout non dégénéré. On dit que Ψ est une polarisation de cette 

variation de structures de Hodge si pour tout x è U, Ψχ définit une polarisa-
ψ(ν c.*v) 

tion de la structure de Hodge V_ , i.e si — — > 0 pour y € V_ , y / 0 

* ' * (27tirm Œ'x 

(C est 1f endomorphisme de V̂ , ^ qui opère par î ""P sur les éléments de type 

(p,q)) . On dit alors que (V^, Ψ,^^^'Τ^Ι est une variation de structures de 

Hodge polarisées. On notera que Ψ définit un isomorphisme de V avec V^i-m), 

où V·* est la variation de structures de Hodge duale et (-m) dénote un twist 

a la Täte» 

Soit maintenant i : YC un plongement dans une variété lisse. 

Soit Z = Y - U, i ' : UC-—>X-Z le plongement restreint à U. Au «^-Module *V"est 

associé le „-Module Γ., V""= jL!(-# ., ® . C'est un module holonome 

R.S. ; comme on l 'a explique 1.3, a la bonne filtration de l/decrite par le 

lemme correspond une bonne filtration de J\f 1 ^ , te l le que ( J \ , est engen

dré, comme Φχ ^-Module, par les ^ Û k̂  ^ rfm k ^Pour ^ entier variable) 

Ce Module holonome J \ f ^l^n'est autre que ^ υ | χ z ® Vff, et la filtration qu'on 

a défini est en quelque sorte la somme des f i l t ra ï ions sur les deux facteurs 

du produit tensoriel. 

Ensuite, on sait [B-B], [Br ] , qu'on dispose d'un prolongement 

canonique -C(Y,X; V̂ ,) de ^y|x z ® VŒ c*u* est un M°dule holonome R.S. (en particulier, i l n'a aucune section non nulle à support dans Z). L'isomor

phisme entre V̂ , et V^(-m) induit par une polarisation se prolonge en un isomor

phisme entre £(Y,X; V̂ ,) et £( Y,X; \T|(-m) ) ; or ce dernier n'est autre que le dual 

(au sens des Modules holonomes) de £(Y,XiV^). On a donc le Scholie : Une pola

risation de la variation V de structures de Hodge sur V induit un isomorphisme 

de £(Y,X;VŒ) avec £(Y,X;V|(m)). 

Bien sûr, la torsion a la Tate est sans effet sur le système local 
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, mais c'est surtout aux filtrations que nous nous intéressons actuellement* 

On veut donc définir de façon naturelle une bonne filtration de 

X = XÎY.XiVg.) qui prolonge la bonne filtration déjà construite sur X-Z. L'idée 

est comme au §1 de définir Xfe

 c X par des conditions qui se lisent sur les 

diverses composantes de Ch(£) ; on est persuadé d'avoir déjà la bonne condition 

sur la composante TÇX ; la condition sur les autres composantes ( s ' i l en existe) 

sera fournie par une inégalité portant sur l'ordre modifié (introduit en 1.2). 

Définition et lemme : La filtration {Xfe} de X est la plus petite filtration 

te l le que, si s est une section locale de X satisfaisant les conditions : 
A ) S |x-Z* s e c t i o n d e ^ulx-Z ® ^ appartient à ( J \ ^ k ; 

i i ) s est une section de X d'ordre (modifié) ^ 0 au sens de 1.2.1 ; alors 

s est une section de X. . 
k 

Remarque : Par définition, une filtration £^k) de & satisfait la condition 

•£(m).X c X 
k k+m 

t^ k î est une bonne filtration de X. Lorsque V est polarisée, £, muni de 

cette filtration, reçoit le nom de Module holonome purifié de poids 

m + 2dimY-dimX. 

Pour prouver que est une bonne filtration, on construit des 

ε .((»-Modules cohérents JP. C I (X) (notations de 1.2) tels que XxŒ k 

Xfc = j j " 1 (Φ(Χ)) Π X et que = ^XxŒ *̂̂ * °^k p o u r k a s s e z grand. Cette 

construction se fa i t aisément sur Λ , par le procédé de 1.2, et on prend 
reg 

ensuite une image directe qu'on sait cohérente sur &

X X ß ( ° ) d'après [K-K, 

Theorem 5.1.8] ( i l s'agit là d'un résultat très profond). 

Notons que si l'on remplace V par V(r ) , on peut identifier V à V(r) 

de sorte que le fibre ^ t r ) k coincide avec 1 / ^ ^ ; bien sûr p(V(r) )=p(V)-r, 

de sorte que l'on a : [·£(Υ,Χ; V ( r ) ) ] f c = C £ (Y ,X ; V )3 R _ R * En résumé, la construc

tion fai te est compatible aux torsions à la Täte de la variation V de struc

tures de Hodge polarisées. 
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Par ailleurs 1*isomorphisme entre £(Y,X;V) et £(Y,X; V îrn) ) induit 

par la polarisation de V est strictement compatible aux filtrations. 

Remarque autocritique : Je ne dispose pas à l'heure actuelle d'information 

suffisantes pour pouvoir considérer cette construction comme définitive. Je 

ne connais pas d'exemple où elle ne sait pas compatible avec la définition 

de Cßr], dans le cas où = C y . 

De la définition même, i l résulte que si X . est une immersion 

fermée entre variétés lisses, la construction £| >IW.(A, , v ® •£), et 
^ X 2< & 

Λ Ι 

le procédé plus haut d'extension d'une bonne filtration, envoie bijectivement 

Nodules holonomes purifiés de poids m sur X̂  sur Modules holonomes purifiés 

sur Χ 2 · 

Pour i : X^c ^X^ une immersion ouverte, «E un Module holonome R.S. 

sur X̂  ; on lu i associe un Module holonome R.S. i ^ X sur X^I l'image directe 

intermédiaire de £. Via la correspondance entre Modules holonomes R.S. et 

faisceaux pervers, cette opération correspond a celle définie par Deligne pour 

les faisceaux pervers : le foncteur i * , de la catégorie des faisceaux pervers 

sur X^ vers celle des faisceaux pervers sur X^, admet un adjoint à gauche i j 

et un adjoint a droite i^ ; Deligne définit alors i^ (K) comme l'image de 

i j (K) dans i^(K) ( i l faut remarquer que le morphisme de i j (K) vers i^.(K) peut 

avoir un noyau non nul dans la catégorie abélienne des faisceaux pervers). La 

définition de i^ i^ ) s'inspire de la construction de £(Y,X) donnée dans 

CB-K, Prop.8.5]. I l faut ut i l iser le fa i t connu (mais non t r i v ia l ) que £ a 

une extension £' à X^, qui est holonome R.S. On pose X" = X ] *̂ e * 
Â 1 

on définit i ^ X = [^'^/Κ) 0^χ _ χ jX' 1*}*. Bien que non semi-exact, iJ^ conserve 

mono-et épi-morphismee* Cela di t , i l est clair que ma définition des Modules 

holonomes purifiés est stable par image directe intermédiaire. 

La conjecture énoncée plus bas concerne le comportement d'un Module 

holonome purifié par un morphisme projectif f : X ^Y. Comme, localement 
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N 

sur Y, un tel morphisme se factorise en une immersion fermée de X dans Y>dP , 

N 

suivi de p : Y x P ^Y, et comme le comportement par une immersion 

fermée a déjà été expliqué, on pourra supposer que X = Y>flPN (et f = p)• Soit 

donc un Module holonome purifié sur X. L'intégration sur les fibres (de p) 

du -^-Module •£ est un objet de la catégorie dérivée des complexes bornés de 

•^-Modules à faisceaux de cohomologie holonomes R.S., défini par : 

J x = B p * ( - \ < _ x • X) 

X 

Les faisceaux de cohomologie sont notés J 1 -C(voir [ K , § 4] O U [B. ; Chap . 6 § 2 ] 
pour la définition, [ M e 3 ] , [K-K, 6 . 2 ] pour la démonstration que les faisceaux 

de cohomologie sont holonomes R.S.)» 

Le bi-Module & est défini, de manière générale, par 
Y^_i X 

* f ~ V v ® (^v

imY) ® ^ i m X . Ici on a simplement 
Y< 1 X 1 Oy

 1 f"" 20 Y

 A 

3 - p " 1 £ <8> î̂f/v o u bien sûr û^/v = 0 v ® 0 N . On dispose 

Y< P X V 0Y ' ' N W 

d'une résolution de P~1-^y ®1 0 ^ X / Y c o m m e • ^ " M o ^ u l e a d r o i t e " 
p Y 

° — > n x / Y ; \ — » *<i* % \—>°x+A l **— 

X X X 

> X/Y - X > P Y - U X / Y > U 

°X P 

où le complexe / v ® = p" (0* ) ® est le complexe de De Rham 
X/Y ^ X 2 JM p-l/£ ) X 

X *2 V ^ N ; 

—"1 % * 
de «^v, vu comme p" («̂  ̂ J-Module à gauche» Localement, ce complexe apparaît 

X * p w 

N 

comme un complexe de Koszul pour un système de champs de vecteurs sur IP 

commutant deux à deux, d'où son exactitude. 

Cette résolution de -̂ y X p a r ( * e s * ^ x ~ M o d u l e s a d r o * t e localement 

IL 
libre permet d'incarner A, Y ® £ par le complexe de De Rham relatif (i.e 

ï ̂  A £ 
X 
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le long des fibres) Ο Κ χ / γ ^ ) 

" X / Y · £ > ^ X / Y · £ > * X / Y ® *x 
X X X 

à ceci près que Ω * / ν ® X apparaît en degré i-N. 
X 

Cela di t , à la bonne filtration t ^ Î de correspond une filtration F* D R ^ ^ X ) , 

définie de la même façon que dans CBR] 

F P D V Y ( D : 0 ^ » X _ P , _ > Ω * / Γ Β X _ P + . 

Cela permet de filtrer les -^-Modules J K X = R N + k ΒΗχ/γ^)· L a filtration 

ainsi obtenue sera notée ( J K X ) r (η € Ζ ) · La propriété ^ v ( l ) . (J*K ^if^-n+i 
—1 % % 

est évidente, car ρ" ·£γ opère, degré par degré, sur le complexe DR^^X) à 
travers l'action de p"* £ c & « sur X· 

1 Yx ff 

Proposition : L'ensemble des ( J K X) constitue une bonne filtration de J K 

Démonstration : I l résulte d'abord du théorème de Grauert que l'imagé du 
N+k —k 

faisceau cohérent R F DR^ V (X ) dans le faisceau quasi-cohérent 
R^+ k ^χ /γ (^) est cohérente (sur 0γ). On considère le ^-Module holonome 

Χ = £ ® X filtré par les sous &Y(0)-Modules cohérents £ , qui sont engendrés χ a η 
X k -

par ^χ(Ο) ® X^. On peut définir le &v-Module J X de manière analogue à ce 
k A k 

qu'on a fa i t plus haut, de sorte que J X — & ® Γ X. I l s'obtient comme 

R N + k μ* D R

X / Y ( X ) (voir [Κ3, §4]), où p est la projection de T*X = T*Y χ Τ* ÏÏ>N 

sur Λ . Puisque 1 est une bonne filtration l'image réciproque de 
gr X = ® (X / X ^ ^) (qui s' identif ie a gr X, modulo la sous-catégorie de Serre 

η 
des faisceaux cohérents sur X, auxquels le théorème de Grauert s'applique) 

fk " 
est un faisceau cohérent sur Τ*Χ· Comme Ο -Module, gr(J ·£) est un sous-quo-

N+k - . 
tient de R Gr F~* DR^ V(£) qui lui-même est égal à 
R N + K · GR I . > > O J , R « GR * . + . , 9 ^ « * * . ^ 

Dans [Κ, Theorem 4.2] Kashiwara prouve que le complexe DR^y(^) est exact en 

dehors de TÇ Y χ T£ IP^. On va montrer qu' i l en estr de même de notre complexe, 
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de terme général Ω*^γ ® Gr X + modulo la catégorie de Serre des faisceaux 

cohérents sur T̂ X tels que leurs images directes (supérieures) sur T̂ X sont 
i i A 

cohérentes. On peut remplacer Ω*^γ ® Gr X + ^ par Ω*^γ ® Gr X + i grâce aux 
Ν Ν 

remarques précédentes. En un point de T| Y x (T* IP - Τ* IP ) , on peut choisir 
des coordonnées locales (χ* , · · ·χ^) sur 1P̂  de sorte que —jj soit elliptique au 

ôx 
point considéré de T»*. Alors, pour η assez grand, on a £ γ ( 1 ) . X = X 

ΊΡ ο λ. η πη* ι 
pour η ^ nQ (n Q ne dépend que de la bonne filtration ί^η) et par conséquent 

—r? . = Χ Λ pour η ^ η . Comme notre complexe est le complexe de Kaszul ^̂ ΛΙ η n+i ο 

de GrX relativement aux symboles des ^. , on voit que ce complexe est exact 

modulo de petits ennuis pour les Χ β avec η < n Q . Les faisceaux de cohomologie 

sont donc cohérents sur <3χ (et non seulement sur Φρ^χ)· De cette analyse i l 

résulte que les faisceaux de cohomologie de notre complexe sont cohérents sur 

ΦρΚ-γ X JPFI * leurs images directes supérieures sur T*Y sont alors cohérentes 

d'après Grauert. La proposition est donc démontrée. 

Par les méthodes de 1.2, on déduit de cette démonstration le 
pk 

Corollaire : I l existe n̂  te l que pour η ^ n^, une section s de J X est dans 

( J k X) si et seulement si 1 ® s est une section de ( J * k X ) R · 

Remarque : Je ne prétends pas que cette proposition ne puisse être prouvée 

autrement que par voie microlocale. J 'a i voulu simplement éclairer la descrip

tion microlocale de l ' intégration des Modules holonomes, en concentrant mon 

attention sur le comportement des bonnes filtrations. 

I l ne nous suffit pas de filtrer les faisceaux de cohomologie de 

J X, nous voulons aussi filtrer ce complexe (ou bien construire un objet d'une 

catégorie dérivée filtrée convenable). I l suff i t pour cela d'uti l iser une 

résolution de DR^yiX) P a r °*es faisceaux acycliques pour le foncteur p̂ .. Pour 
Ν 

cela, on prend un recouvrement (U^Q ^ ^ ^ N

 D E ΊΡ du type ordinaire ; on 

recouvre Y x TP^ par les ouverts V. = Y x Ü. et on résoud DR X^ Y(X) par le 

double complexe de faisceaux quasi-cohérents (où pour J c [ O , . . . , N J on a posé 
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VT = Π V. et où j . : V T c est l ' inclusion). 
J i € j 1 

— > . ® ( V * ( V * D V Y ( X ) — > • · · · 

f J=p 

Ce complexe (de Czech) est évidemment filtré, d'où une filtration (comme Φ γ -

Module) de son image directe par p. C'est le complexe filtré cherché» Dans la 

catégorie dérivée obtenue a partir des complexes bornés de -^.-Modules munis 

d'une filtration du complexe sous-jacent de Φγ-Modules, par inversion des 

quasi-isomorphismes filtrés, l'objet ainsi obtenu est indépendant du choix 

d'une résolution par un complexe d'objets acycliques pour p̂ .. On a donc associé 

au Module holonome «C filtré un complexe J X filtré ; on aurait pu de même 

partir d'un objet X* de la catégorie dérivée filtrée précédente pour X, a 

faisceaux de cohomologie holonomes R.S. et bien filtrés pour la filtration 

induite, et obtenir un objet J*«£" du même type sur X« On démontrerait alors, 

non sans peine, le 

Scholie : Cette construction est compatible a la composition des morphismes 

projectifs. 

Bien sûr, on n'a supposé les morphismes projectifs que par commodité. 

En particulier si on a un complexe •£* de -^-Modules, a cohomologie holonome, 

pour χ € χ, pour U un voisinage de Stein convenable prenant pour f la projec

tion de U sur un point, J*£" s' identif ie à la fibre en χ de DR(X*). Le scholie 

précédent entraîne le 

Corollaire : Soit X un Module holonome bien filtré sur X, soit f : X un 

morphisme projectif, et soit j f X un complexe de -^.-Modules Ογ-f i l tré incarnant 

l'objet construit dans la catégorie dérivée filtrée plus haut. La filtration 

obtenue sur le complexe simple associé au complexe double DR ( J * f X) par le 

sempiternel procédé coincide, modulo décalage, avec celle déduite sur IRf^ DR(X) 

de la filtration de DR(X). 

Le préambule ainsi achevé, introduisons la mirobolante 

Conjecture : Soit X un Module holonome purifié sur X, soit f : X ^Y un 

morphisme projectif. Considérons l'objet J X de la catégorie dérivée définie 
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supra (sur Y). Alors 

(1) J £ = θ £ C-kD dans la susdite catégorie 
k 

f*k 

(2) Chaque J X, comme Module holonome filtré, est somme directe isobare 

de Modules holonomes purifiés. 

^Scholie : Cette conjecture entraîne l'analogue suivante du théorème de décom

position de Deligne-Gabber-Beilinson-Bernstein. Soit Z un espace analytique 

irréductible, et soit V un système local sur un ouvert lisse de Z sous-jacent 

à une variation de structures de Hodge polarisées ; soit f : Z—. ^ Y un mor

phisme projectif. Alors i l existe des sous-variétés (non nécessairement lisses) 

de Y, et des systèmes locaux sur des ouverts de VL sous-jacents à des 

variations de structures de Hodge polarisées, tels que l'on ait un isomorphis

me : 
Kf^ IC#(Z,V) = θ IC*(W., L.) [k.3 

i 
La preuve est immédiate, en appliquant la fonction "complexe de De Rham" aux 

décompositions de la conjecture. Ce scholie fa i t apparaître clairement l'ana

logie espérée entre Modules holonomes purifiés et faisceaux pervers ^-adiques 

purs (sur une variété définie sur un corps f i n i ) . Je n'ai pas supposé les 

variétés algébriques, parce qu'en gros c'est 1'algébricité des fibres qui 

importe (et est ic i fournie par le théorème de Chow). Les L̂  devraient bien 

sur s'interpréter conformément à la suggestion de 1.1. Une l is te f inie de 

sous-variétés de Y, où figurent nécessairement les *L, peut en principe être 

établie comme en l o c c i t . 

2 
Exemple (éclatement d'un point du plan). Soit A le plan affine, de coordon-

2 2 1 nées (x,y) . L'éclatement X de l'origine de A est une sous-variété de Ä χ IP 
% 1 

d'équation χ ν - u y = 0, où (u:v) sont les coordonnées homogènes sur IP . Soit 
2 2 1 2 1 2 π : X qui se factorise en i : XC yA x IP suivi de p : A x IP ^& . 

On veut calculer "le" complexe filtré de £ ^-Modules J(p)^x « tout dTafe&rd 

Î
/ • A R es* le *̂  ο ..-Module 3C rvn(0 0 Λ) qu'on désignera par «C. On recou-
U ' X A x IP LXJ A χ P 
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2 1 
vre Α χ IP par les ouverts (complémentaire de 11hypersurface u = 0) et 

complémentaire de ν = 0. Si on note X^, Xv, X^v les localisés de X par rapport 

aux équations en indice, J(p) es^ donc incarné par le complexe simple associé 

au double complexe qui commence en bidegré (-1,0) 
π X θ π X >** (Ω\ ® Χ ) θ π« (Ω* ® Χ ) 
* u ι * ν 7 IP u TP v 

π.Χ i * * ( Ω \ <8> X ) 
* uv 7 * ml uv 

Je dis que les flèches verticales sont surjectives» On pejat le montrer par un 

calcul explicite:π- ^ est engendré, comme Φ 0-Module, par des sections de & 
VK . A 

du type (avec k ^ 0, η ^ 1). De même π„ X est engendré par des sec-
(y~Vx)n ^ * v 

tlons du type (·£ ^ 0, η ^ 1) ( i l faudrait en fa i t considérer des 
(x-Uy)n 

séries dont le terme général est de ce type). Et X ^ est engendré par des 

sections du type (k £ 5Z , η ^ 1). Une te l le section est dans 1% £ 
(y-Vx)n u 

ssi k ^ 0, el le est dans π,̂  X^ ssi k ^ η ; tout k € ZS étant d'un de ces deux 

types, on voit que π̂ , X = ÏÏ^ ^ Φ Χ^· Similairement π,̂ ,ίΩ^̂  ® X^) est 
k 19 l 

engendré par les —V dV (k 2> 0, η ^ 1), π»(Ω* ® X ) par les —U dU (J^0,n^l) 
(y-Vx)n TP V (x-Uy)n 

1 VkdV et π (̂Ω <8> X ) par les 1 pour η ^ 1, k € Z2 ; une te l le section est 
IP UV (y-Vx)n 

dans π»(Ω* ® X ) ssi k ^ n-2. Comme η ^ 1, tout entier k satisfait ou bien 
IP v 

k ^ 0 ou bien k ^ -1 ^ n-2 donc ^ ( Ω ^ ® ^ ) = ^ ( Ω ^ €> X^ θ π (̂Ω11 <8> X ^ . 

Une chasse au diagramme fournit alors un quasi-isomorphisme filtré 

du complexe précédent avec le complexe 

L Y X — I - ^ I A 1 ! , ® X) 
TP 

degré-1 degréO 

filtré par les X ^ ^π^^± ® X p+i^ 

On sait a priori que ce complexe n'a de cohomologie qu'en degré 0 (car son 
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complexe de De Rham incarne (&x qui est un faisceau pervers) ; ce point pour

rait bien sûr se vérifier élémentairement• Comme on connait le théorème de 

décomposition qui s'applique à T L ^ Œ^, on s'attend que 3C°(J*^j£) soit isomorphe 

à O ^ ® ^{o}/ 2 5 o n v e i r t l e vérifier en contrôlant les filtrations. 

On exhibe d'abord un élément non nul de annulé par l'idéal 

maximal de 0 . Pour cela, on observe que "~y^ est u n e section de Si (d'après 

les calculs précédents) et que d( * ) = — x d V

 0 . Considérons alors la section 
V - V x (y-Vx) 2 

d V

 0 de 3C°( (*/ v , £) ; elle n'est pas dans l'image de d, mais x d V

 0 est 

( y_Vx)
2 (y-Vx) 2 

* dV V 
dans l'image de d, et il en est de même de y 0 = d( — — ) ; sa classe 

(y-Vx) 2 y _ V x 

dans ̂ °(|f(p) ^ e s t donc non nulle et annulée par 1*idéal maximal de 0 . Elle 

y engendre donc un & 0-Module isomorphe à & r n i / 0» Observons que ô est 

A i 0 3 / A 2 (y-Vx) 2 

une section de ^ ( ^ ^ ® ^ ) donc notre élément de ^ [ Q } / 2 e s * d e filtration 

exactement 0 ; on voit aisément que la filtration induite sur ^£Q } 2 e s ^ ^ a 

filtration canonique de 1 . 2 . 

n . ., xdV xdV -x dU -x dU 
Considérons ensuite i r ; comme •-. = = T T; T T \ = 

y-Vx y-Vx u 2 v ( x _ U y ) IHx-Uy) 

^^Uy^ 1 c'est bien une section de ^ ( 0 * ^ ® «£) ; elle est de filtration - 1 ; 

sa classe dans 3C°(J*^j£) est non nulle, mais est annulée par et "3"" • ^ 

d d , xdV x -xdV 
titre d'illustration, montrons-le pour : on a ( ) = 2 ï* u* 

Vy—Vx) 

est dans l'image de d, comme on l'a vu plus haut. Elle engendre dans ^°(*f(p)^ 

un & --Module isomorphe à O , où tous les éléments non nuls sont de filtra-

A A 

tion - 1 . 

On obtient ainsi un quasi-isomorphisme filtré de O ^ © ^{o}/ 2' 

O1

 0 étant muni de la filtration canonique décalée de 1 et ^r n*l/ 0 muni de la 

A l U j / 4 T 

filtration canonique, avec le complexe filtré / ( p )
£ ' C e s o n t deux Modules ho

lonomes purifiés de poids-2. 
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J'ai confiance qu'un raffinement de cette méthode permettra de trai

ter des exemples plus intéressants. Je pense en effet que son aspect quelque 

peu "torique" est inessentiel. 

2.2 Le cas de la dimension 1 (sur un exemple) 

Il s'agit de tester la construction de 2.1 lorsque sur un ouvert U 

d'une surface de Riemann compacte X, on a une variation de structures de Hodge 

polarisées (VQ» V í 3'Off (on suppose bien sûr vérifiée la condition de 

transversalité de Griffiths ).On décrira d'abord concrètement le «^-Module 

holonome X = £(X,X;V) ; on sait que DR(£)=IC* (X,V0 = 3^(V Œ), où j : Vc ^X 

est l'inclusion. Soitc/^le Module holonome (R.S.) tel que DR(c/&) = K ^ ( V ( | . ) -

Le morphisme (de faisceaux pervers) Í^ÍVQ») ^-^j-H-^fl) s'inscrit dans le 

triangle 

J«<V—>R«<V 

*\ y 
R, (V F F)C-l] 

Comme R* (V_)[-l] est un faisceau pervers, le morphisme de -^.-Modules £ >c/& 

est injectif ; son conoyau est bien sûr supporté par l'ensemble fini S = X-U. 

Le faisceau n'a pas de section a support de dimension 0. On peut donc cara

ctériser comme le socle de (/^(c'est-a-dire l'intersection des sous—^-Modules 

cohérents non nuls dec% ). La description deepest classique* On regarde d'a

bord les prolongements ossibles de un fibre vectoriel sur X, de sorte 

que la connection integrable : prolonge en un morphisme 

^u 

— A i£(logS) ® W( c'est dire que la connexion a au plus des poles 

ox 

d'ordre 1 aux points de S ) . Un tel prolongement étant encore loin d'être unique, 

on le rigidif ie par une condition portant sur le résidu Res^ív^de V en un point 

x de S ; Res ( V ) est 1 ' endomorphisme de la fibre un espace vectoriel de 

dimension finieO obtenu en composante avec le résidu 
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fc* χ(ΐοΚίχ}) >Ox χ l \ χ - «· I l est usuel, pour des raisons géométriques, 

d'imposer la condition : 

(tt)Pour tout x € S, et pour toute valeur propre λ de Res^( V ) , on a : 

0 £ Re λ < 1. 

(d'autres normalisations sont bien sûr possibles) 

On sait qu ' i l existe un unique prolongement TT̂ oû la connexion a des poles d'or

dre au plus 1, satisfaisant (*") (je réfère, bien entendu, à CD33) . 

Soit alors 0^(#S) le faisceau sur X des germes de fonctions méromorphes,et holo

morphes en dehors de S. On décrit alors Jtocomme Ov(»S)® VCqui ne dépend pas 

de la normalisation choisie (#•))· Pour décrire maintenant le sous-faisceau ^ 

de on travai l le dans un voisinage d'un point x de S, isomorphe au disque 

unité ouvert D de Œ. Le système local (Vq)/n est décrit par un espace vectoriel 

sur <Q (sa fibre en un point choisi de = D - ί θ } ) , muni d'un automorphisme T, 

la transformation de monodromie. Le système local (V^/jyit es* une somme directe 

de systèmes locaux irréductibles, pour lesquels Τ est représenté par une matrice 

de la forme 

/e(-oc)-l ν 

X e(-oc) / 

d'ordre (d+1) x (d+1) 

(avec α £ G, 0 ^ Re(a) < 1) et e(cc) = exp (-2πια)) 

Pour simplifier les notations, on supposera V̂ , lui-même de cette forme, et on 

écrira V, iKau l ieu de V/D*»^j)fc» e tc . . . l e fibre à connection intégrable^a donc 

une base (e , . . · . , e . ) de sections horizontales multiformes. De la forme de Τ ο α 
on déduit que F = za. e , . . . ,F = za. [ e . + ( ̂ ?.Z ) ., + . . . ,+(*°6z)d e ] est ^ ο ο d d 2πχ d-1 2πι ο 
une base de 1^(sur DM") formée de sections univalées (bien sûr pas horizontales). 

On véri f ie aisément que le prolongement canonique ^ ' a pour fibre en 0 (au sens 
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faisceautique) les sections de un voisinage de 0 (moins 0) qui s'écrivent 
d Fi -1 Σ κ..F. avec g.holomorphe» En effet , on calcule que V/ ^ \F. = oc.F. + ——r- · » Λ χ ι ° i ^ M α ) ι ι 2 π ι 

On sait donc que^est formé des Σ g.. F., où g. est méromorphe avec poles 
I=0 1 Ι/ 1 

éventuel en 0. I l reste a déterminer £ c ^ . 

a) si α / 0, on a «C = «^ puisque R*j V = 0 

b) supposons α = 0. On véri f ie immédiatement que F^ engendre le ^-Mo-

dule^/^et que (z. ^ + 1)^· = 0. Comme X est le noyau du morphisme 

c/̂ —)Hom (̂c/̂ j '^{o}/D^ ® ^{o}/D 11 s,aSit de déterminer Hom (̂c ,̂ ^{oJ/D^e Un 
β 1 A 

•̂ -morphisme Φ :v/̂  **^{o}/D est décrit Par F(j) L̂ui doit être annulé par 
(z.-g^+ 1) ; donc Φ (— F^) doit être un multiple du générateur n—11 de ^[QJ/D* 

Donc i l existe un te l morphisme Ψ envoyant «— F. sur — et tout autre morphisme ζ d ζ 
en est un multiple. On en déduit que ·£ est engendré par les ζ .F^(0 ^ i ^ d-1) 

et par F^. 

Remarque : Le fa i t que Hom (̂ ^Hq, ^ { O } / D ^ so^ ^e dimension 1 équivaut bien sûr 

au fa i t que H (D*, V̂ ,) est de dimension 1. 

Soit Ν = Res ( V ) agissant sur ^ / z . 1 K I l résulte des considéra

tions précédentes que ·£ contient que son image dans — . ^5^/03^sst engendrée 

par — . F . F. c'est-a-dire par — . Im(N). Ceci est valable sous la ζ ο ζ α—ι ζ 
seule hypothèse que ν/ρ#. ©st à monodromie unipotente. 

On suppose désormais la monodromie de V unipotente en chaque point 

de S. 

Je veux maintenant rappeler quelques points importants du travail 

de Zucker Cz]. Utilisant une métrique sur le système local V̂ , associée a la 

polarisation, et dans le disque D**", une métrique de Poincaré -g- dzAdz ^ 
|z| .|Logz| 

i l définit la condition pour une forme différentiel le sur DM" a valeurs dans 

complexe Ω (V^,)^) des 1?ormes localement L̂ « I l montre que l'inclusion 

de j,£ V̂ , dans (V ,̂) ̂ ) es^ un quasi-isomorphisme- I l définit une filtration 
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décroissante de Ω ( V̂ , ) ) Par ^es sous"Complexes Ω " ( ^ j ) ^ ) : 

^ 2 ) ® ^ ^ ( 2 ) avec -*-es no*ations évidentes» (On notera bien sur la 

similitude avec mon procédé pour filtrer DR(£)). I l prouve, par des techniques 

de cohomologie et une généralisation de la théorie des formes harmoniques, 

que la filtration induite par F* sur HX(X, j^V) en fa i t une structure de Hodge 

polarisable de poids m + i . Pour des raisons géométriques incontestables, expo

sées par Zucker dans [ loc .c i t , §14 et §15], la structure de Hodge qu' i l cons

t ru i t est nécessairement la bonne» Par conséquent, la filtration que je définis 

dans 2.1 sur H1(X,j^,(V))= IH1(X,V) se doit de coïncider avec celle construite 

par Zucker« Je vérif ie ci-dessous que te l est bien le cas, en m?appuyant sur 

les travaux de Schmid et de Zucker. 

De toute évidence, les complexes ^*^JJ^(2) e* DR(£) coïncident sur 

X-S, ainsi que leurs filtrations. Je veux commencer par montrer que, globale

ment sur Χ, Ω e s t un sous-complexe de DR(£) et que la filtration F* de 

Ω*(ν^)^) est la filtration induite de ma filtration F* de DR(£). La vérif ica

tion de ceci se fa i t localement en un point de S ; on considère à nouveau un 

disque D comme voisinage typique. Une description très maniable de ^"^^^(2) 

sur D se trouve dans £z, Prop.4. l ] . Rappelons que la filtration par le poids 

{w^}^ £ ^ du système local (toujours supposé de monodromie unipotente) 

est la seule qui induit sur une fibre V une filtration (encore notée W,) te l le 
s Κ. 

que, Ν désignant le logarithme de la monodromie Τ , on ait : 
s s 

( i ) Ng(Wk) cwk_2 
W w 

( i i ) Ν induit pour tout k ^ 0 un isomorphisme entre Gr , (V ) et Gr . (V ) 
s m+K s m-K s 

Dfoù en particulier l ' u t i l e 
Scholie : W Λ (V ) est contenu dans Im(N ) . A W. est associé un fibre vectoriel — — — m-l s s κ 

à connexion intégrable 1C£ sur X-S, de prolongement canonique 10̂  (un sous-fibré 

de V). 

Exemple : Pour le cas d'un système local indécomposable sur D* étudié plus 

haut, le générateur F. d e v e s t une section de 0. , mais pas de 0. « Λ· ° 1 m+<5i-d m+*si-a-l 
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Avec ces notations, on a la 

Proposition Cz, Prop.4 . l3 0 ^Q)(2) ^ r e s ^ r e ^ n ^ a D) est le complexe 

m z m—4 

Nous sommes en mesure de prouver la 

Proposition : Ci*(VQ<)(2) e s * u n s o u s " " c o m P l e x e ^ e DR(J>) et la filtration de Zucker 

F* sur Œ (2) c o * n c i d e avec la filtration induite par la filtration F*de 

DR(£) définie en 2.1. 

Preuve : On a rif(J^ +z . / l^ / lK c :
 & et —. [1X^ 0+z . ^ 3 est inclus dans — . U ^ ^ + V T 

m _ o z m-2 z m-1 

donc son image dans ^1 ^^est incluse dans In(N) (d'après le scholie) 

donc dans «&I ^\ on a bien i . Cl/^ 0+z»T^] c ^ et en fait c •£ . U n élément 

z m—<i o 
de ^l^est dans ssi il est dans 3 donc la filtration induite sur 

p m 

est bien celle de Zucker. Un élément de —. «+z. <X^est dans «£p-

z m-2 v ^ 

est aussi dans —. , donc la filtration induite par £p-l sur 

z z m - 2 

est bien celle de Zucker, q.e.d. 

Rappelons maintenant que d'après Schmid [Se], les filtrations W. 

(induite par et F*(induite par 3 ) sur V y définissent une 

structure de Hodge mixte (relativement à une structure réelle déduite de celle 

du système local V ) . De plus, N = Res Q(V) est un endomorphisme de type (-1,-1) 

de cette structure de Hodge mixte. 

On introduit pour k ^ 0 le sous-complexe suivant de DR(£) 

(ck)x n -L V ± + dz ® n _ i _ W] 
Z Z 

On munit C f c de la filtration induite de celle de DR(£). 

Proposition : L'inclusion du complexe filtré ^°^ v^^(2) dans ^ 0

 e s t u n quasi-

isomorphisme filtré. 

Preuve : En vertu de la proposition précédente, il s'agit de montrer que le 

complexe filtré ® lz.lf\V\W 0 + a . « f ] est acyclique 

m z m-J 
en tant que complexe filtré. Ce complexe se réécrit 

V[W (V) N >Im(N ) lw Q(V) 
m m—d 
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I l est filtré par les sous-complexes 

F+P(V)|FP(V)nw (V) -J^FP'^ÎVjnimiNj/FP^ÎVlnw AT) m M—Δ 

dont on doit prouver qu'i ls sont acycliques. 

Soit α € FP(V) te l que N.oc € W 0. Je dis que α € w .En effet i l 
m-<s m 

existe β £ te l que Ν·α = Ν.β, donc α-β appartient à ker(N) c Vm , donc 

α € Fp(V)flWm . Donc le morphisme Ν ci-dessus est in ject i f . 

Soit ensuite β € Im(N) Π FP~*(V). Comme Ν est un endomorphisme de 

structures de Hodge mixte de type ( -1 , -1 ) , et comme un morphisme de structures 

de Hodge mixtes est str ict vis-à-vis des filtrations de Hodge CD4, Théorème 

2 . I . I O ] , i l existe α € FP(V) te l que Ν.α=β. 

D'où la proposition. 

Lemme : Pour k ^ 0, l'inclusion de Ĉ  dans C +̂̂  est un quasi-isomorphisme 

filtré 

Preuve : I l est facile de voir que, par construction, la filtration induite 
sur —τ ŷ Tl x| —r-j- ^T) *£ par la filtration a son terme d'ordre p en-

2? z?~ p 

gendre par "̂z ' ^ ^ ρ - j + 1 ^ (ceci pour j ^ 1) . Le complexe ck+ilck 

est filtré par les sous-complexes 

( < L ) * ( I < î r r u t ) . o a l t > ( ^ _ ) k + 1 ( I ^ n £ j « d ^ f 
dz z -p-k k dz z -p-k k+1 z 

qui sont clairement acycliques. 

On a ainsi démontré le 

Théorème : Le morphisme de complexes filtrés 

^• (Vc) (a ) ,F - ) > (DR(X)fF-) 

est un quasi-isomorphisme filtré. 

Corollaire : La filtration Fe de 2.1 définit sur M1 (X, DR(£) ) = H1(X,j^.Vfl;) 

une structure de Hodge pure de poids m+1, à savoir celle construite par 

Zucker. 

Exemple (local) On considère la famille Ε π >D* de courbes elliptiques, où 

Ε = π (z) = ffi / { z ,k € m } le système local = R π̂ . TL est porteur d'une 
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structure de Hodge polarisée de poids 1« Une base de sections multiformes 

-cl -^h^ 

(e Q,e 1) est choisie, de sorte que N«e Q = 0 , N.e 1 = - e Q ; à c "est engendrée 

par la section univaluée F 1 = e 1 + (^ni ^ e o # 0 n a 8 2=0 c 3 1 ( = : 3 0 = Pour la 

filtration par le poids, on a 

— J. O YJ O A A 

Le complexe ^*^vj;^(2) e s * donc ^p* e

0

+ z'^"—***z ® 

F 2 n " ( V f ) ( 2 ) est 0 >dz ® Op.Fj 

F 1 n * ( V e ) ( 2 ) est V ^ l >dz ® ^ 

F° Q'(vc).(a) -Q*(vB)(a) 
£ est engendré sur par et par les z""k e

o *
0 n a ^«2=0,'£'-l^^"z ^ = (^D* F l ' 

X n(iAf)=i 't^> n.F 4 + z*3 - e }le complexe C est 
o z z D l D o > ^ o 

F_^dz®(0 D.F 1 +O D 4 e o ) 

Il est filtré par F 2 0 » dz®(Oj ).F 1) 

F 1 0D.Fa ^dz®(0D.F1+0D.i e Q) 

F 0 = C 
O 

On vérifie aisément que F 1^"( V

Œ)(2) * F * ^*^ VC^(2) e s t U n q u a s i ~ i s o m o r P n i s " ' 
e 

me (pour i = 1, il suffit d'observer que dF i = 2îui dz® —°- ) 

2« 3 Vers des objets mixtes 

Il est naturel d'utiliser la notion de Module holonome purifié intro

duite en 2.1 pour définir des objets mixtes* 

Définition : Un Module holonome mixte (de poids ^ m) est un Module holonome 

R.S. à(jmuni des structures suivantes : 

(i) un faisceau pervers en Q-espaces vectoriels et un isomorphisme de 

faisceaux pervers = C ® ^ )DR(Jfe) 

(ii) une filtration croissante (localement) séparée de par des faisceaux 

pervers \ ( K ^ ) telle que W m (K^) = . 

On notera W, (->(?) la f iltration correspondante d e p a r des sous-Mo

dules holonomes, de sorte que DR W ^ ( ^ ) = (K̂ ,) 
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( i i i ) une bonne filtration Î c ^ } d e n t e l l e que les Modules holonomes 

^ k ^ 0 ^ ' filtrés par la filtration induite, soient des Modules holonomes puri

fiés de poids k. 

Remarque : On appelle encore Module holonome purifié une somme directe d'objets 

du type construit en 2 . 1 . 

Par exemple, soit £ un Module holonome R.S. sur un ouvert U d'une 

variété algébrique complexe X, complémentaire d'une hypersurface Y de X. Soit 

j : Uc ^X l'inclusion. Supposons «£ = £(zrïu, U; V ,̂) pour Z une sous-variété 

de X, iKune variation de structures de Hodge polarisées sur un ouvert de ζΠυ 

et munissons •£ de la bonne filtration t *^} définie en 2 . 1 . Soit j ^ •£ l'unique 

Module holonome R.S. sur X te l que DRij^S) soit Kj^. DR(£) = ]Rj^ IC" (ΖΠυ, V^) 

C-codimZ]. On obtient la structure ( i ) de la définition en posant = j ^ , 

IC* (ΖΠϋ,ν^) (où j , ^ est l'image directe au sens des faisceaux pervers ; voir la 

conférence de Deligne dans ce volume). 

Beilinson et Bernstein ont donné un procédé pour définir une filtration W.(K^) qui est certainement la bonne car, lorsque toute la situation se 

réduit bien sur un corps f i n i , el le se réduit en l'unique filtration par le 

poids (au sens de Cul]) sur les compagnons 4-adiques de K .̂ Je vais donner la 

description locale de la filtration correspondante de j ^ £, en supposant Y 

défini par l'équation F = 0. On introduit une variable s (chère à Bernstein, 

Björk, Kashiwara...) et on considère, pour α € C, le -^[si-Module ® X, 

où Γ = θ (C. (LogF)k. F a ; £ opère de la manière évidente et s opère sur 
0 6 k k-1 α k α par s. (LogF) . F a = k(logF) . F + oc.(LogF) . F . On a un morphisme de 

-£χ[s]-Modules 3*(^ α ® £) ) i^(^ a ® ^) dont le noyau "correspond" au faisceau 

pervers (Ψ K*) C- l ] sur X, à support dans Y ; Ψ(-) est le foncteur "spéciali-
Œ OC 

sation à Y" introduit par Deligne, et étudié par Verdier dans sa conférence à 

Luminy. Ce faisceau pervers (Ψ K*) C- l3 est muni d'un automorphisme de monodro-

mie Τ ; par (Ψ K*) C- l] j ' a i dénoté sa composante isotypique pour la valeur 
w CL 

propre e(a). 
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Pour simplifier, je supposerai (Ψ K ,̂) C-l] = (^ K ^) C-1]Q · 

Le morphisme de -^-Modules j l ( T q ® -C) ^->j^(T O ® £) est surjectif ; j ^ ( £ ) 

est naturellement inclus dans j ^ ( ^ Q ® £) ; j l (T Q ® X) est filtré par les 

j l ( T ^ ® X) où = ker ( s i + 1 ) c est engendré par 1 , . . . , ( L o g F ) O n filtre 

alors j ^ Έ par les sous—^-Modules j^C^) Π Ψ Cj l (^ X ® X ) ] ; c fest (à renverse

ment des signes et décalage près, la filtration cherchée). Pour fixer les idées, 

notons que j^.(^) ^ Ψ Cj ' Γ° ® X] est l'image de j I dans j ^ £, c f est-à-dire 

J J * < X ) = £ ( Z , X ; V F F ) qui doit être égal à l M j ^ £) . 

Remarque : Bernstein donne à la filtration ainsi construite le nom de ' ï i l t r a -

tion de Jantzen", parce qu'elle lu i a permis, ainsi qu'à Beilinson, de prouver 

une conjecture de Jantzen relative à certaines filtrations des modules de Verma. 

Puisqu'on dispose de la filtration W., i l ne reste plus qu'à essayer 

de définir la bonne filtration iàfa^} de ô >= j ^ . X. Une section de j ^ -C sera 

dans si et seulement si 

( i ) sa restriction à U est une section de 

( i i ) son ordre relativement à une composante de Ch(c/̂ J qui n'est pas 

l'adhérence d'une composante de Ch(X) est ^ & + p(V) - comme en 2 . 1 . 

Ceci amène irrésistiblement la 

Conjecture 2 : j ^ . X, muni de la filtration W. et de la bonne filtration i j ^ î ^ , 

est un Module holonome mixte de poids ^ m. 

J'aimerais pouvoir, en imitant la méthode de Deligne CD I , Définition 

6 . 2 . 4 ] définir un Module holonome pur de poids m, comme un Module holonome 

mixte de poids ^ m, dont le dual est mixte de poids ^ - m. Le problème est 

que ma construction de la bonne filtration de X ( X , Y ; V ) (en 2 . 1 ) se transfère 

mal au dual de ce Module, par le procédé donné en 1 .3 (el le n'a pas les miracu

leuses propriétés de la filtration canonique par l 'ordre). Je remets donc 

cette question à plus tard, et me contenterai de remarquer qu'on peut sans dif-
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f iculté définir les complexes mixtes de -^-Modules (à cohomologie holonome R.S.) 

et conjecturer leur comportement par un morphisme quelconque de variétés algé

briques complexes. 
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[ B - D - K ] , met en évidence une formule pour la somme alternée (sur k) des 
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