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R STRUCTURES DE HODGE MIXTES ASSOCIEES
A UN GERME DE FONCTION A POINT CRITIQUE ISOLE *

FREDERIC PHAM

Dans des articles récents [18 ] [19 ] [ 20 ] , A. Varchenko a montré com-
ment définir sur la cohomologie de la fibre de Milnor d'un germe de fonction a
point critique isolé une filtration dite " filtration de Hodge asymptotique " qui
munit cette cohomologie d'une structure de Hodge mixte (avec la filtration par le
poids de la monodromie). Cette définition se distingue des travaux précédents de
J. Steenbrink [16 ] en ce qu'elle ne fait pas intervenir explicitement une com-—
pactification de lafibration de Milnor : la filtration de Hodge y est définie di-
rectement a partir de la connexion de Gauss-Manin locale, et donne des renseigne-

"

ments trés précis sur les " indicateurs de singularité " de f considérée comme

fonction de phase d'intégrales du type " méthode du col "

Les travaux que je me propose d'exposer appartiemnent au sillage (mouvementé!)
de ceux de Varchenko. Dans [ 13 ] , J. Scherk et J. Steenbrink ont proposé une
variante de la construction de Varchenko, intéressante dans la mesure ou leur fil-
tration de Hodge est censée coincider avec celle de Steenbrink - alors que celle
de Varchenko ne coincide avec celle de Steenbrink qu'aprés passage au gradué associé

4 la filtration par le poids.

Il y avait malheureusement des fautes dans la démonstration, et j'ai prétendu,
dans mon exposé oral de Luminy, corriger ces fautes au prix d'une légére modifica-
tion de la définition de Scherk et Steenbrink, faisant intervenir le point de vue
microlocal sur Gauss-Manin. Aprés avoir terminé la rédaction de mon exposé, j'ai
recu un article de Morihiko Saito [ 10 ] , qui fait ce travail beaucoup mieux que
moi, puisque son texte met en evidence - et corrige - une autre faute qui subsis-

tait dans ma version.

Ce qui suit est donc un exposé remanié en conformité avec la version de

* Exposé au Colloque d'Analyse et Topologie sur les espaces singuliers a Marseille

Luminy, Juillet 1981
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STRUCTURES DE HODGE LIMITES D’UN POINT CRITIQUE ISOLE

M. Saito, que je remercie pour la correspondance détaillée qu'il m'a adressée a ce
sujet (je recommande d'ailleurs au lecteur son additif [11] , qui explique de
facon trés claire et avec de nombreux exemples la nécessité de l'ultime modifica-
tion a3 la définition de Scherk et Steenbrink, & savoir le passage 3 un revétement

ramifié rendant la monodromie unipotente).

Je remercie également B. Malgrange et A. Varchenko, qui 2 peu prés en méme
temps que M. Saito ont attiré mon attention sur 1l'inexactitude de la Proposition
3.3. dans ma version précédente. Enfin, je remercie J. Scherk et J. Steenbrink pour
les nombreuses discussions que nous avons eues ensemble & Arcata et pour la corres-
pondance qui a suivi : je voudrais signaler notamment 1l'article de J. Scherk [ 12 ]
quimontre sur un exemple que la filtration de Varchenko ne coincide pas avec la

leur (cet exemple reste pertinent méme aprés modification de leur définition).

O . NOTATIONS

£ o (Cn+1

1é. Ayant choisi dans 1l'espace source une boule B de rayon assez petit puis dans
y P ¢ y petit p

, 0) — (€, 0) désigne un germe de fonction a point critique iso-

1'espace but un disque T de rayon assez petit, on a la situation qu'a étudiée

en détail Milnor :

xcx=f’1(T)nB€3x'=x—x
(o] o
l * f ‘ f' (fibration de Milnor)
0 € T SOT = T - {0} .

1 . RAPPELS SUR LES LIMITES DE STRUCTURES DE HODGE

1.1. Le cas projectif :

Soit g : Y — T un morphisme projectif d'une variété analytique complexe Y

dans le disque unité T = {t € ¢ I Itl <A1 } , de rang 1 au-dessus du disque

épointé T' =T - {O } . Pour tout t € T' , la cohomologie Hn(Yt, €¢) de la va-
riété projective lisse Yt = g—1(t) est munie d'une structure de Hodge de poids n .
Notons H 1le systéme local sur T' dont les fibres sont les Et = Hn(Yt, C) , mu-

" n

nies du transport paralléle que définit la " connexion de Gauss-Manin . Pour com-

parer les structures de Hodge des différences fibres vEt , relevons H dans le
~ . 4 . . 3 , 3 3 .
revétement universel T' —— T' du disque épointé ; nous obtenons ainsi un fais-

ceau constant H , et nous pouvons parler de " la " fibre H de ce faisceau ;
constant . 12

-~
pour tout t €T' , l'isomorphisme H = H munit H d'une structure de Hodge pu-

re qui dépend de t € ™ ; notons F H lafiltration de Hodge correspondante.
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F. PHAM

Dans cette situation, les théorémes généraux de Schmid [ 14 ] (cf. aussi

Griffiths -~ Schmid [ 6 ] ) sur les " variations de structures de Hodge " assurent

1'existence dans 1'espace vectoriel H d'une " filtration de Hodge limite " ,

F,H , définie ainsi :

quand t fait un tour autour de l'origine, la filtration Ft est changée en

=1 N . . s .
M F , o M désigne 1l'automorphisme de monodromiede H ; décomposons M en

t .
. .. . . N —2TiN
sa partie semi-simple et sa partie unipotente : M = MS . MU , ou MU = e

( N nilpotent) ; on " tue " la partie unipotente de la monodromie en remplacant

F par t-N Fe = e-N log ¢

.. -N
: F : un tour autour de l'origine change alors t Fy

t

-1, - =N . .
en MS (t N Ft) , de sorte que t F_ sera invariant par &£ tours autour de

t

1'origine pour un certain £ (d'aprés le "

théoréme de monodromie selon lequel

M est " quasi-unipotente " , c.a.d. que les valeurs propres de M, sont des ra-

S
. P . -N . . .
cines de 1'unité) ; en conclusion, ¢t Ft est une famille de filtrations de H

paramétrée par un revétement fini du disque épointé ; d'aprés Schmid cette famille

de filtrations admet une limite

Il faut noter que cette " filtration de Hodge limite " n'a aucune raison de défi-

. - -N -
nir une structure de Hodge pure, car l'automorphisme ¢t ne commute pas a la con-

jugaison complexe dans H . Néanmoins, on montre qu'elle induit une structure de

N

Hodge pure sur chacun des termes du gradué er H , ot W désigne la filtration

"

de H " par le poids de la monodromie ", caractérisée par les propriétés suivan-

tes @

N ) € w2 :

H et er H
n

Nk induit un isomorphisme entre Gr;]+ &

k

" structure de

En résumé, le couple de filtrations (W, F ) définit sur H une

Hodge mixte " .

Notons une propriété importante de la filtration de Hodge limite F_ : F

est invariante par la partie semi~simple de la monodromie

1.2. Le cas local
La construction 1.1 ne s'applique plus au systéme local H défini par la
cohomologie de la fibre de Milnor d'un germe de fonction £ & point critique iso-

1é, car il n'y a pas dans ce cas de structure de Hodge sur la cohomologie de la
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STRUCTURES DE HODGE LIMITES D'UN POINT CRITIQUE ISOLE

fibre générique Xt (avec les notations du § O ) . Néanmoins Steenbrink a mon-
tré dans [16 ] que 1'on peut encore dans ce cas définir canoniquement une fil-
tration de Hodge " limite " (de quoi ?) sur l'espace H des sections horizonta-
les multiformes de H . Cette filtration, que nous noterons FSt , peut &tre
construite par le procédé suivant : comme le germe de fonction f est & point cri-
tique isolé, on peut supposer (aprés un changement de coordonnées locales) que
c'est un germe de polyndme de degré d aussi grand qu'on veut, ayant l'origine
comme seul point critique et " en position générale a 1'infini " (c.a.d. que sa
partie homogéne de degré d définit une hypersurafce projective réduite et lisse);

n+1(

soit alors Y 1l'adhérence dans Z = TP € x T du graphe de £ ; soit

7 : Z——T 1la seconde projection, et g ='n| Y ; on a un diagramme commutatif

ot g :Y——T vérifie les hypothéses 1.1 ; notons &y 1'espace vectoriel des
sections horizontales multiformes de la cohomologie des fibres de g (la notation
H , utilisée en 1.1 , est maintenant réservée au cas local) ; on a un isomor-
phisme de restriction de la cohomologie, p : 4 —— 1 , dont on peut montrer
qu'il est surjectif si le degré d du polyndme f a été choisi assez grand ;
la filtration de Hodge " de Steenbrink " Fg. H est alors caractérisée par la pro-
priété d'@tre 1'image par o de la filtration de Hodge limite F_ 8H définie en
1.1 .

Compte tenu du fait que le noyau de p n'est autre que l'espace des classes

de cohomologie invariantes par la monodromie, on obtient ainsi sur H une struc-

ture de Hodge mixte (W, F, ) telle que p soit un morphisme de structures de

St
Hodge mixtes : il suffit pour cela de définir la filtration W de H par le

"

poids de la monodromie " comme en 1.1 , sauf dans le sous-espace propre corres—
pondant a valeur propre 1 de Ms , dans lequel le poids devra €tre décalé de 1 .
2 . DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES DES SYSTEMES DIFFERENTIELS ORDINAIRES A SINGU-
LARITES REGULIERES

Par " systéme différentiel ordinaire nous entendons un systéme différentiel

holonome sur un ouvert T de € , c.a.d. un DT—Module a gauche E (ou DT
désigne le faisceau des opérateurs différentiels A coefficients analytiques sur T ),
cohérent, et dont tous les éléments sont de torsion sur DT (cette derniére condi-

tion traduit " 1'holonomie " dans le cas d'une seule variable). Cette notion de
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ystéme différentiel ordinaire est un peu plus générale que celle de la théorie

classique, dans la mesure ol on permet & E d'avoir de la torsion sur OT .

Un " réseau " de E est un sous - OT - Module cohérent R tel que DT R=E.

On supposera que T est un disque de centre O , et que O est le seul point

singulier de E : autrement dit, la restrictionde E & T' =T - {0} est loca-

lement libre de type fini sur OT' . On supposera de plus que O est un '

' point
singulier régulier " de E , c.2.d. que E contient un réseau R stable par

t3t .

2.0. Exemples :

i) Systémes ol la multiplication par t est inversible (" connexions

méromorphes ") .

Le prototype en est le systéme

o,m _ m _
E = Dy /0p(td, ~)” , a€€-N .

s

La théorie classique de Fuchs nous apprend que tout E 2 singularité régulié-

re ot la multiplication par t est inversibleest isomorphe & une somme directe

0.,m

finie de tels E (ol 1a condition o ¢ N garantit 1'inversibilité de t ).

ii) Systémes ou 1'opérateur at est inversible

Tout tel systéme, a singularité réguliére, est isomorphe a une somr
. P N o ,m . . N P
me directe finie de systémes E comme ci-dessus mais ou la condition « ¢ N
est remplacée par la condition o # -1, - 2, ..., qui garantit 1l'inversibilité

de 3 (cf. [8] =n° 11.8.2) .

2.1. Remarque sur le cas général :

Tout germe de D-Module holonome a une variable E , & singularité ré-

guliére, est transformé en un systéme de type 2.0 i) par le foncteur de " locali-

sation " € {t} [t_1] ?9} , et en un germe de systéme de type 2.0 ii) par le
Cit

foncteur de " microlocalisation " fi ?? . De plus, un élément de E est entié-

rement déterminé par la donnée des images " locale " et " microlocale "

(1a classification explicite de ces systemes est maintenant bien comprise : brouil-

lons de Kashiwara, cours de Boutet de Monvel a 1'E.N.S., lettres de Malgrange...].

2.2, Développement asymptotique local

Soit H un systéme local sur T' , et soit H 1'espace vectoriel de

ses sections globales multiformes. Il est bien connu (cf. Deligne [4] ) que
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STRUCTURES DE HODGE LIMITES D’UN POINT CRITIQUE ISOLE

OT' ® H se prolonge de facon canonique sur T en un systeme différentiel H
¢
de type 2.0 i) , dont les sections sur un voisinage T de l'origine peuvent

étre définies comme 1l'ensemble des sections globales (uniformes) de OT' ® H
¢ —

2

3 croissance modérée a 1'origine. Autrement dit, un germe a l'origine de section
de H sera n'importe quel élément de Nils & H invariant par la monodromie, o

cC
Nils désigne 1l'ensemble des germes & l'origine de fonctions de classe de Nilson

(sections multiformes de 0 , de type de détermination fini , & croissance mo-

T'
foz

dérée a 1'origine).

Conclusion : Tout germe & l'origine de section de H est caractérisé par son

" développement asymptotique local "

x _ & (Log t) u u
) v :E: }E: Aa,k ’ Aa,k ’ Aa,k €H ’

oit la somme sur k porte sur un nombre fini d'entiers naturels, tandis que les o
-2mio . .

sont tels que les e soient des valeurs propres de la monodromie de H ; de

plus les o sont bornés inférieurement une fois u fixé, ou quand u parcourt

un réseau donné.

. 1 N . . .
Si 1'on pose N = - T Log Mu , ou Mﬁ désigne la partie unipotente de la mono-

dromie de H , on a la formule

AU - NkAu
o,k o,0

qui permet d'écrire (*) sous la forme plus compacte suivante :

(%) u = Z % tN A;l o (o tN = exp(N Log t) )
a E]

(comparer a Varchenko, [17] §4 ) .

2.3. Développement asymptotique microlocal

Pour un germe de systéme E & singularité réguliére quelconque, le
développement asymptotique local d'un élément u (c.a.d. le développement 2.2(%)
de son image dans le systéme localisé) ne détermine u qu'a un élément & support
1'origine prés. Pour achever de déterminer u il suffit de se donner, en plus du

développement asymptotique local, le " développement asymptotique microlocal " que

1'on peut définir ainsi : de méme que le " localisé " est entiérement décrit par

le systéme local sur T' des solutions analytiques (dont H , dans les notations

est entiérement décrit par

2.2 , est le sytéme local dual), le " microlocalisé
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1'espace vectoriel des solutions microfonctions (de classe de Nilsson), avec action

" "

microfonctions de classe de Nilsson

de la monodromie ; les sont par définitions

1z ' . - -
les éléments [ @ | de l'espace quotient CNils NllS/OT,O , ol Nils est

1l'espace des germes & l'origine de fonctions ¢ de classe de Nilsson (fonctions
anlytiques multiformes de type de détermination fini, 3 croissance modérée) ; la

monodromie agit sur Nils, de facon triviale sur 0T 0o donc passe au quotient
’

dans C . Remarquons que dans Nils la multiplication par t est inversible,

Nils
alors que dans CNils c'est la dérivation Bt qui est inversible (par exemple

. _ _ 1 - " o . . " -1 =[_]
si § [ it ] désigne la " microfonction de Dirac , at S e Log t

" n

est la " microfonction de Heaviside .

mic . . .
En notant E 1'espace vectoriel dual de 1'espace des solutions microfonc-
tions, on a le résultat suivant (analogue microlocal de 2.2 ) : le microlocalisé

N

du systéme étudié s'identifie & 1'ensemble des éléments de CNils ® E™C  inva-
[}

riants par la monodromie.

Conclusion : L'image microlocale d'un élément quelconque u est caractérisée

par son " développement asymptotique microlocal "

%) Jue o E <S((31-1\1) ¢ ¢t c pMc
B 8,0

N P . mic

ou N est déduit de la monodromie de E comme en 2.2

G(Bt-_N) est la

. . . mic PR
microfonction a valeurs dans Aut E définie par

[ras o] w eainin

2mi

)

-1 Ay . ( 2.3
mt Log t S1 B € 1-1, = 2,...},

formule qui définit S(A) la " dérivée A-iéme de la fonction de Dirac " , pour

tout A de la forme A = By - N , avec N nilpotent ; les B ont la propriété
2mi . i .

que les e ip sont des valeurs propres de la monodromie de E™C , et ils sont

bornés supérieurement une fois u fixé, ou quand u parcourt un réseau donné.

2.4, Réseau canonique

Pour tout germe de systéme différentiel ordinaire E & singularité

réguliére, nous appellerons réseau canonique de E 1'ensemble des éléments u € E
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dont le développement asymptotique local 2.2 (*) et microlocal 2.3 (*) n'est

formé que de fonctions et microfonctions intégrables & 1'origine (en appelant

[micro] fonctions " intégrables & 1l'origine " les [ classes de ] fonctions
dont la croissance dans tout secteur angulaire est strictement moins rapide que

1

TeT ) ; cela revient a dire que seuls des o tels que Re Q > - 1 , et des
B tels que B < 0 , figurent dans les développements 2.2 (¥) , 2.3 (¥) .
Le réseau canonique ainsi défini a la vertu d'@tre un OT - module libre,

et de s'envoyer injectivement dans le localisé de E .

Remarque : Sous l'hypothése 2.0 1) [ resp. 2.0 ii) ] , on peut se permet-

tre de ne faire intervenir que le développement asymptotique local [ resp. micro-

local | dans la définition du réseau canonique ; en effet, ce développement asymp-
totique détermine alors 1l'autre par l'application U QD’VT [ resp. V ® T ] ain-

si définies :

v ®VT mic
Nils ® H Ch:7. @ E ;
e Nils
U Ve
les fleches Nils ,_,‘V‘ CNilssont définies par U(w = [w], v(lcp]) = My-@

~
ol M désigne la monodromie ; on en déduit de facon évidente des fléches U et

~ g
V entre les espaces de solutions dans Nils et dans C , d'ol. les TT et

Nils
VI se déduisent par transposition.

2.5. Lecture dans le réseau canonique de la filtration de Hodge limite.

Considérons une variation de structure de Hodge du type évoqué en
1.1 , mais & monodromie unipotente (un revétement ramifié permet de se ramener du
cas quasi-unipotent au cas unipotent). Alors, d'aprés 2.2 (*)' , toute section

u du réseau canonique § de H s'écrit sur T'
u(t) = 8 a%e) , t et |,
ot A€ 0(T) ® H est une fonction holomorphe sur T i valeurs dans 1l'espace
vectoriel H .wPour tout t € T' on a donc les équivalences suivantes :
u(t) e P H o eV A%t € 7P B & A%t e £ P
I1 en résulte que la limite Fz , dont 1'existence nous est garantie par le théo-
réme de Schmid, s'identifie au sous-espace vectoriel de H engendré par les A"(0)

tels que V teT' , u(t)e FP Et ; de plus, 1l'ensemble de ces u définit un

sous - OT - Module libre de § , que nous noterons FP S , et 1'on a 1'isomor-

phisme canonique
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p p ~
FF S tS N F''S <= T
=0/ =° =0 o
classe de u e AY(0) .

.

Si la variation de structure de Hodge avait été & monodromie quasiunipotente mais
non unipotente, on aurait pu aussi définir une filtratiomn P §° de facon analo-

gue a ce qui précéde, mais 1'isomorphisme final n'aurait plus été vrai (M. Saito

[11 ] ) : dans un tel cas, il est donc fondamental de se ramener au cas unipotent

par un revétement ramifié du disque T .

3 . FILTRATIONS DE HODGE DE LA CONNEXION DE GAUSS-MANIN LOCALE.

Avec les notations.du § Os et la définition1.2 de la " filtration par

le poids " W , nous allons décrire deux facons de munir la cohomologie des fi-

bres de f' d'une " filtration de Hodge limite " qui, avec la filtration W ,

définiront une structure de Hodge mixte.

3.1. Filtration de Hodge asymptotique, d'aprés Varchenko

La cohomologie des fibres de f' , munie de la connexion de Gauss-
Manin, définit sur T' un systéme local H d'espaces vectoriels de dimension

s s s e
u d1mc C {xo,x1,...,xn} / (BXOf, cees an £) , qui d'aprés 2.1 s'étend de

facon unique sur T en une "

connexion méromorphe " H également appelée " con-

nexion de Gauss-Manin de £ .

On sait (cf. [2 ] ) que H est a singularité réguliére, et il en résulte
que toute section u € H(T) admet un " développement asymptotique " du type 2.2
dont on sait de plus que tous les exposants 0o sont rationnels (" quasi-unipoten-

ce " de la monodromie). Le plus petit de ces exposants (pour u donné) sera noté

a(u) .
Dans H est défini un réseau que nous noterons g(o) (il est noté G dans
Malgrange [ 7 ] , et H" dans Brieskorn [ 2 1 ) ; ce réseau,qui est libre de

rang M  sur OT (Sébastiani [ 15 1 ) , est caractérisé par la propriété sui-
vante :

N

g(o)(T) est 1l'ensemble des sections u de H dont la restriction 2 T'

peut s'écrire wu(t) = ResX E—%—f , o w est un germe de forme différentielle

t
holomorphe de degré n+1 . On sait de plus, d'aprés Malgrange [7 ], que a(u)> -1
pour tout u € g(e) y autrement dit g(o) est inclus dans le " réseau.
canonique " S de H (cf. n° 2.4.) .
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DEFINITION (A. Varchenko) : Soit H 1'espace vectoriel des sections multifor-
mes du systéme local H . On appelle " filtration de Hodge asymptotique " la

filtration décroissante Fa de H définie par : FZ(H) est le sous-espace

vectoriel de H engendré par les A;(u) o tels que u € g(o) , 0(u) <n-p .
k4

THEOREME (Varchenko, [19 ] et [20 ] )
La filtration asymptotique F, et la filtration de Steenbrink Fgo (cf. 1.2)

. : A . . \J . PN . .
induisent la méme filtration de Gr H , le gradué associé a la filtration par

le poids :

W -
Fa Gr H = FSt Gr H

Corollaire . Le couple de filtrations (W, Fa) définit sur H une structure de

Hodge mixte.

3.2. Description directe de la filtration de Hodge de Steenbrink.

Avertissement : 1la définition énoncée ci-dessous, avatar final de la définition
de Scherk et Steenbrink, peut paraitre compliquée. Le lecteur lui préférera sans
doute la traduction explicite trés simple donnée au § 3.3

(o)

Au lieu de considérer S et G comme des réseaux de la connexion de Gauss-

Manin H , nous allons les considérer comme des réseaux de ce que j'appelle dans
[8 ] § 15. le systéme de Gauss-Manin G , qui se trouve &tre un systéme dif-

férentiel de type 2.0 ii) , dont H se déduit par localisation (inversement, la

fibre de G & l'origine se déduit de H par microlocalisation). Sur G nous dé-

finissons la filtration FG suivante (triviale en dehors de 1l'origine) :

g = ofF ¢ (co .
Cette filtration induit sur § une filtration
[
(%) s = FeN g .
25 = 20

Notons que la formule FP go = Bz-p ¢’ n So n'a pas le méme selon qu'on la lit

dans G (comme ici) ou dans H (comme dans la premiére version de [13J ) !
Dans G , ol l'opérateur Bt est inversible, la formule peut encore s'écrire
(%%) ! FP s, = {v e s, |8;(n_p) v € éo)} .
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Pour déduire de 1a la filtration FSt de Steenbrink, une seconde modification de

1'idée originale de [13] est encore nécessaire (M. Saito [10 1) : il faut

remplacer H par son image réciproque H par un revétement A : T —=— T ,
t —— tz = t , de degré £ assez grand pour rendre la monodromie unipotente
o 2miN ot

(1a monodromie de H est alors e N = £N ). Soit § le réseau canoni-

3
12

que de H . Un élément général de § s'écrit u = tN A%(v) , ol

AYe 0(T) ® H , et la correspondance u — AY%(0) définit un isomorphisme en-

et H . La construction d'une filtration de H se raméne ainsi

e

tre S /t
=0 o

a4 la construction d'une filtration de §0 / t SO , que 1l'on définit comme image
de la filtration suivante de éo :

- * .

o =0 =0

*
ot AN(FPS) = 0. & s .
=0 20
T OT
~ -

THEOREME . La filtration F de H ~ §o / t éo ainsi définie coincide avec la

filtration FSt de Steenbrink.

La démonstration de ce théoremesera esquissée au § 4 .
3.3. Comparaison directe des filtrations Fa du n° 3.1 et F
du n° 3.2.
\'4 W
PROPOSITION Fa Gr H = F Gr™ H

Il s'agit ici de vérifier cette proposition directement & partir des définitioms

3.1 et 3.2 , sans s'appuyer sur les théorémes énoncés ci-dessus.

Soit v = Z & N Y un élément de S tel que 8—(n-p) v soit
0,0 =0 t
a > -1
dans g(o) (cf. 3.2 (**)') . Son image réciproque par A s'écrit
* -~ ~
X (v) = z: t&x tI'N A’ , ou les Lo sont entiers.
a > -1 ®,0 -

F3 ~
On peut toujours supposer o(v) < 0 (sinon A (v) € t §0 ) , de sorte que

~ %k
€ {t}\ (v) contient 1'élément

~=fo(v) * _ AN v ~
t A(v) =2t Aa(v),o mod. t§o .
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. v
Conclusion : FP H est engendré par les Aa(v),o tels que

a;(n-p) v e g(o) , -1 < av) < O .
D'autre part, en posant u = 3:(n-p) v ,ona ¢
_ -1 oa+n-p N ,v N _ _
u = E Ly t t Am’0 , ou La = [(a+1)l+N] [(cx+n p)# +N]

o
de sorte que afu) =a(v) +np ( = n-p-1<o(u) <np) et

u _ -1 \4
Baw,o = Latw) Yo

La proposition 3.3 s'en déduit immédiatement, compte tenu du fait que N induit

1'endomorphisme nul de G H , de sorte que 1'automorphisme Lazv) induit sur

Gr"H un multiple de 1'identité.

Remarque . La proposition ci-dessus est vraie pour n'importe quel couple formé par

une connexion méromorphe H & singularité réguliére (3 monodromie quasiunipotente)

(o)

Py o
et un réseau G "

inclus dans le " réseau canonique . Si 1'on se place dans ce

”

cadre " abstrait " ol 1l'on oublie la géométrie sous—jacente a Gauss-Manin, il est

trés facile de fabriquer des exemples ou les deux filtrations FaH et FH sont

différentes. Il est un peu moins facile de fabriquer des exemples " géométriques "

@, ¢)

est la connexion de Gauss-Manin avec son réseau " naturel "). Un

tel exemple vient d'@tre trouvé par Scherk ‘]2] .

4 . ESQUISSE DE DEMONSTRATION DU THEOREME 3.2.

i
Reprenons le diagramme commutatif X C— —m Y construit en 1.2,
\;\\\\\ lg
T
Le systéme de Gauss—-Manin gg = /r OY de g:Y — T peut €tre défini par la
B g

formule gg = En m, DR B désigne le DZ—Module des " cou-

Ly Jz > o B[Y]Z

portées par 1'hypersurface Y : B [Y] g™ OZ(div YVOZ (on a

ches multiples "

noté Oz(div Y) 1le faisceau des fonctions méromorphes & lieu polaire porté par Y)
DR’ B désigne le complexe de De Rham relatif de ce DZ-Module :

™ Tylz

. - (o ® . .
DR BEY] 7 (Q,,T Oz BEY] 7’ d) avec d donné en coordonnées locales par
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dw@® m =dw ® m + Z(dziA w)@az.m .
i

DR B Y.]Z est un complexe de _1(0 )-Modules. Pour en calculer le Rnn* » on
pourra utiliser une résolution de Cech de ce complexe par un recouvrement de Stein,
puisque chaque terme du complexe est acyclique pour le foncteur section sur les

ouverts de Stein (étant limite inductive de OZ—Modules cohérents).

L'intersection de ce recouvrement avec 1l'ouvert de Stein X définit un
recouvrement de Stein de X , ce qui permet (par restriction des sections) de

définir un homomorphisme de UT—Modules :

. g8 & = = r" .
pP:G6°— G , ot G LOX R m, DR“B[f]XxT .

4.1, LEMME : Si le degré du polyndme f a été choisi assez grand, on a une

suite exacte de DT—Modules.

0 oN ¢ —Pu g 0

Preuve. Appliquons 2 1'homomorphisme p 1le foncteur '"de microlocalisation"

CT g , ou ET désigne 1'anneau des germes a l'origine d'opérateurs
microIdifférentiels (dans la codirection dt ). Cela revient a remplacer, dans

la construction de p , les "images directes" jf et j[ par les "images
f

"étudides dans [8 ] (Microlocalisation, § 6) ; de

directes microlocales
1'hypothése que g a l'origine pour unique point critique, on déduit facilement
v
s . . . .
que 1'image directe microlocale 'é OY est donnée par une construction purement
ponctuelle (& 1l'origine de Z , dans la direction conormale au graphe de g ) ,

de sorte que p devient apres mlcrolocallsatlon 1'homomorphisme identique

T T

g

Autrement dit, le noyau et le conoyau de p deviennent nuls aprés microlocalisation
et sont donc libres (de type fini) sur OT (cf. [8] , Microlocalisation,
Corollaire 4.1.3.). Par ailleurs, on a vu en 1.2 que si le degré de f a été
choisi assez grand 1'homomorphisme de restriction de la cohomologie

n n . . C s
H (Yt) — H (Xt)(t € T') est surjectif ; cela signifie que le conoyau de p

est nul dans T' , donc nul puisque 1libre.

Corollaire : Le réseau canonique §g de gg est image réciproque de celui $§

de G :

$8 = p(® .
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-~

De méme, en notant O Og ég P Ei —0 la suite exacte de
Di—Modules déduite de la précédente par action du foncteur Of g , ou

A: T —T est un revétement ramifié de T , on aura une T

relation analogue ég = B-I(Q) entre les réseaux canoniques de ég et de é

4.2 - Description "a la Brylinski'" de la variation de structure de Hodge

.

associée & la fibration g' : Y'—T' .

(on a noté Y' =Y - g—1 o, g'-= 8|Y') .
En s'inspirant d'une idée de Brylinski ([3] §3), on peut définir
sur le complexe de De Rham relatif DR,"TBY [ 2] une filtration dite '"de Hodge" :

. . P o o0 Pt ® (1)
FP(DR1T B[YJZ)’O_'""’O -—»Qﬂ 0 B —-—-s’z1T B — e ees

Z OZ
! g pmtiR) 0
m 0
ou B (r) désigne la filtration évidente de B=B[Y] 7 .

Pour tout t € T' cette construction passe & l'image réciproque par
. . + + N
1'inclusion P 1 x {t }c-»:m“ L x T (transverse 3 Y ), et donne dans

Pn+1 ='En+1 x {t } 1le complexe de De Rham absolu DR’ B +1
vy, le"

1'a remarqué Brylinski, d'une filtration quasi-isomorphe & 1la '"filtration béte"
de DR’ (Yt) [1 ]' , le complexe de De Rham de Yt décalé de 1 vers la gauche
(cf. DELIGNE [5]). On en déduit la

muni, comme

PROPOSITION: Soit F 1la filtratiom sur (=}g , image directe par I={n1r* de la
filtration de Hodge "de Brylinski" définie ci-dessus, décalée de 1 vers

la gauche. Alors pour tout t € T' , la filtration induite par F sur le

systéme local g,% '

avec la filtration de Hodge de la cohomologie Hn(Yt) .

(systéme des sections horizontales de (_;g) coincide

4,3 - Restriction a la situation locale

Un calcul immédiat montre que si 1'on applique la construction de
Brylinski 4.2 a la situation locale X —£ T , on obtient sur G 1la
filtration définie en 3.2. De plus , il est clair que la construction 4.2. est
compatible avec la restriction p: gg — G , qui est ainsi un homomorphisme
de modules filtrés.

De plus, le lemme 4.1 peut &tre précisé ainsi :

LEMME : Si le degré d du polyndme £ a été choisi assez grand, 1'homomorphisme
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o] induit pour tout p un épimorphisme

Preuve . Comme FP G = Bz_p g(o) (resp. FP Eg = Bz_p gg(o)) , et que 3 est

inversible, il suffit de démontrer la surjectivité de la restriction gg(°)-__.g(°l

s

Or, il est bien connu que si a € € {xo,x ,...,xn} appartient & une puissance

1
assez grande de 1'idéal maximal, la classe de a dx  A... A dx, @ d(t-f(x)) dé-
finit un élément de t G(0) . Il en résulte que cfo) peut étre engendré sur

¢ {t} par des classes de formes différentielles i coefficients a polynomiaux
a dxo A ... A dx,

t - £f(x)
n+1

assez grand, des formes différentielles méromorphes sur Z = TP x T a lieu po-

de degrés bornés, de sorte que les sont, pour f de degré

laire inclus dans Y , dont les classes modulo les formes holomorphes sont donc
des sections globales de Q:f1 ® B(?~?)
0, LY) z

(la démonstration qui précéde est

une adaptation d'une idée utilisée par Scherk et Steenbrink dans la preuve de leur

Lemme 4.3 [13] ) .

4.4, Conclusion.

La remarque 2.5 appliquée a la variation de structure de Hodge globale nous
fournit immédiatement la relation suivante entre la filtration de Hodge limite
F_ H® et la filtration de Hodge " de Brylinski " 4.2 :
1'image dans 'EE / t Si ~ u8 de )\*(Fp gg) n ég est incluse dans Fg & .

Grdce au Lemme 4.3 et au corollaire du Lemme 4.1. on en tire le résultat
suivant :

la filtration FH définie en 3.2. est incluse dans la filtration -FSt H définie

en 1.2.

L'égalité de ces deux filtrations peut se déduire de cette inclusion en invo-
quant 3.3. et le résultat de Varchenko cité en 3.1. (égalité des filtrations
induites sur Gr" H) , mais Morihiko SAITO en indique une démonstration autonome,
basée sur la dualité des exposants caractéristiques et sur lemme semblable & 1l'un

des lemmes-clefs de la démonstration de Varchenko ( [19] , Lemme 2 ) .

5 . LES INDICATEURS DE SINGULARITE ET LEUR COMPORTEMENT PAR DEFOR-
MATION.

Rappelons (formules 2.2. (*)' et 2.3. (*) ) que tout élément u du ré-
seau canonique admet un développement asymptotique que l'on peut écrire sous les

deux formes équivalentes suivantes :
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u=2tatNAu et u=26(61_N)Cu
o a,0 ;) B,0

qui, comme on le voit en explicitant la Remarque 2.4 , se correspondent terme &

terme, avec B =-0o -1 .
Posons B(u) = Sup{BIC; 0 # O} , et pour toute valeur propre A de la mo-
’

nodromie, posons

2miB

A, Jue §(°) , B B(u) } .

BX = Max {B | e

Le plus grand de tous les BA (quand A parcourt l'ensemble des valeurs pro-
pres de la monodromie) joue dans la description des intégrales de Laplace complexes
(du type " méthode du col " [9 ] ) un rdle analogue & " 1'indicateur de singu-
larité " d'Arnold E 1] [1"] pour les intégrales oscillantes réelles (du type

" méthode de la phase stationnaire ").

En remarquant que la filtration F est compatible avec la décomposition en
somme directe H = @ HA (suivant les espaces propres de la partie semi-simple
de la monodromie), oé montre facilement, par un calcul analogue & celui de la Pro-
position 3.3. , que BA est caractérisé, parmi tous les nombres B tels que

e21T18 A, par la propriété

-n+p- 1 < BA < -n + Py ,
ol p, = Max {p\ P Hy # 0 } .

Ainsi, la filtration de Hodge détermine complétement les " indicateurs de sin-

gularité " BA (si 1'on veut bien les appeler ainsi ! ). Cette remarque donne

tout son sel au résultat suivant :

PROPOSITION . ¢ [13] [18] [20] ). Les nombres de Hodge

. w .

h = dim_ G6rP cr9 6r H (de la structure de Hodge mixte d'un germe de

P»q C F ' pHq

fonction a point critique isolé) sont constants lors d'une déformation " a pu

constant "
Corollaire . Les " indicateurs de singularité " BA sont constants lors d'une
déformation & p constant.

La proposition se démontre sans grande difficulté par un argument de " cohéren-

ce " qui implique la semi-continuité des nombres de Hodge, d'ol leur constance se

déduit du fait h = u .
Psq Psqd
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