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These notes are essentially an expanded version of a few talks given at the 

Ecole Normale Supérieure (Verdier Seminar) in the spring of 1980 by the under

signed as well as one talk by M.S Narasimhan. Some unpublished material figures 

in the notes : 

i) the moduli of vector bundles on singular (not necessarily irreducible) 

curves. Here one finds a complete generalisation of D'Souza's thesis [~5]j as 

well as a partial generalization of Oda-Seshadri [30̂  (it would be interesting 

to carry out a more detailed generalization of Oda-Seshadri). It would also be 

interesting to make a detailed study of the relation between this moduli space 

and the one on the normalization of the curve. Some work has been done by 

Gieseker in this connection (lectures of TIFR in 1979-80) ; in fact this work 

of Gieseker served as the catalyst for this investigation. 

ii) the non-existence of certain Poincaré families. This proof is due to 

M. Nori. 

iii) the moduli space of vector bundles with level structures. This is related 

to the work of Drinfeld. We follow the definition of D. Mumford in an unpubli

shed manuscript. D. Mumford defines this concept only for vector bundles 

(i.e only for torsion free sheaves). It would be interesting to investigate 

the connection between these varieties and those on singular curves. 

These notes have been written by J.M Drezet who has done a tremendous job. 

He has carried out many improvements and most often he had only to rely on 

sketches of proofs. 

It is great pleasure to thank J.L Verdier and the audience for the interest 

shown by them. 

C.S SESHADRI 
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INTRODUCTION 

One is interested here in vector bundles on a projective curve over k , 
an algebraically closed field, and more generally in coherent sheaves (possi
bly with some extra structures). One tries to classify such objects. For 
example one wants to build an algebraic variety whose geometric points are 
isomorphism classes of vector bundles. This variety should satisfy some 
"universal property", that is, represent some "natural" functor from the ca
tegory of noetherian k-schemes to the category of sets. 

This construction is possible only for a kind fo vector bundles (or 
sheaves . . . ) , which are said to be stable. To get complete varieties, one 
needs to consider also semi-stable bundles. 

First are given the definition and elementary properties of (semi-)stable 
vector bundles (or sheaves...). Then existence theorems of moduli varieties 
are obtained. Next we study these moduli varieties (are they reduced, have 
they singular points . . . ) . 

The demonstrations of the existences theorems are very similar, so the cal
culations are given only in the cases of level structures and coherent shea
ves on a reduced curve, which are not treated in the littérature. The "theo
retical" part is detailed only in the cases of vector bundles, and vector 
bundles with parabolic structures. 

In the first part we are interested in (semi-)stable vector bundles on a 
smooth projective curve over k . We give some results of theories 
(Grothendieck schemes, Mumford's geometric invariant theory) which are used 
in the other parts. 

The second part deals with the deformation of the moduli varieties obtai
ned in the first part, and follows a talk of M.S Narasimhan. 

In the third part we study (semi-)stable vector bundles with parabolic 
structures. Langton's work (adapted to bundles with parabolic structures) 
is exposed only here to shorten the first part. The results of this part fol
low a paper of Mehta and Seshadri. 

The fourth part treats of level structures. They appear in the study of 
(semi-)stable sheaves on a reduced projective curve. 

In the fifth part we build a "natural" desingularisation of the moduli 
varieties of semi-stable vector bundles. 
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The sixth part gives a partial demonstration of a result of S. Ramanan 
about the inexistence of Poincaré bundles on a non empty open set of some 
moduli varieties. The way to prove this is different from this of Ramanan, and 
is due to M. Nori. 

The seventh part deals with coherent (semi-)stable sheaves on a reduced 
projective curve over k . It is a generalization of the first part. 

In the eighth part we study some properties of the moduli of coherent 
semi-stable sheaves built in the seventh part, when the singular points of the 
curve are ordinary double points. 

The results of the fourth, fifth, seventh and eighth part are due to 
C.S Seshadri. 
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INTRODUCTION 

On s'intéresse ici à des fibres vectoriels sur une courbe projective sur 

k , corps commutatif algébriquement clos, et plus généralement à des fais

ceaux cohérents (munis ou non de certaines structures). On cherche à classi-

fier de tels objets. Par exemple on cherchera à construire une variété algé

brique dont l'ensemble des points géométriques soit un ensemble de classes 

d'isomorphisme de fibres vectoriels. Cette variété devra vérifier une proprié

té universelle ayant un rapport avec le type de fibres vectoriels considéré, 

par exemple représenter un foncteur naturel de la catégorie des k-schémas 

noetheriens dans celle des ensembles. 

Ce genre de travail n'est possible qu'avec un type particulier de fibres 

vectoriels (ou de faisceaux...), ceux qui sont dits stables. Pour obtenir des 

variétés complètes, il faut considérer des fibres vectoriels semi-stables. 

On commencera par donner la définition et les propriétés élémentaires des 

fibres vectoriels (ou des faisceaux...) (semi-)stables. Puis on obtiendra des 

théorèmes d'existence des variétés de modules. On étudiera ensuite ces varié

tés de modules (sont-elles réduites, quels sont leurs points singuliers, 

etc...). 

Pour les théorèmes d'existence, la méthode utilisée est sensiblement la 

même pour toutes les sortes d'objets étudiés. La partie "calculatoire" de la 

démonstration n'est donnée que pour les structures de niveau et les faisceaux 

cohérents sur une courbe réduite, cas non traités dans la littérature. La 

partie "théorique" n'est détaillée que dans le cas des fibres vectoriels et 

des fibres vectoriels avec structure parabolique. 

Dans la première partie on s'intéresse aux fibres vectoriels (semi-)stables 

sur une courbe projective lisse sur k . On donne des résultats de théories 

(schémas de Grothendieck, géométrie invariante de Mumford) qui seront aussi 

utilisées dans les autres parties. 

La deuxième partie traite de la déformation des variétés de modules de fi

bres stables étudiées dans la première partie, et s'inspire d'un exposé de 

M. S Narasimhan. 

La troisième partie traite des fibres vectoriels avec structures paraboli

ques (semi-)stables. Les travaux de Langton (adaptés aux fibres avec structure 
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parabolique) sont exposés seulement ici, afin d'alléger la première partie. 

Les résultats de cette partie sont dus à Mehta et Seshadri. 

La quatrième partie traite des structures de niveau. Il semble qu'on les 

retrouve dans l'étude des faisceaux (semi-)stables sur une courbe réduite. 

Le but de la cinquième partie est d'obtenir une désingularisation "naturel

le" des variétés de modules de fibres semi-stables. 

La sixième partie donne une démonstration partielle d'un théorème de 

S. Ramanan sur l'inexistence de fibres de Poincaré sur des ouverts non vides 

de certaines variétés de modules. La méthode employée est différente de celle 

de S. Ramanan, et est due à M. Nori. 

La septième partie traite des faisceaux cohérents (semi-)stables sur une 

courbe projective résuite sur k . C'est une généralisation de la première 

partie. 

La huitième partie traite des propriétés des variétés de modules de fais

ceaux cohérents semi-stables construites dans la septième partie, lorsque les 

singularités de la courbe sont des points doubles ordinaires. 

Les résultats des quatrième, cinquième, septième et huitième parties sont 

dus à C.S Seshadri. 
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NOTATIONS 

k : corps commutatili, algébriquement clos sauf dans le chapitre III de 

la troisième partie. 

X : courbe projective. Elle est lisse, sauf dans les deux dernières par

ties, où elle est réduite. Son genre est g, g ^ 2 

On note J le jacobien de X , et pour tout entier d , ie 

jacobien des fibres en droites sur X de degré d 

k-Sch : catégorie des k-schémas noetheriens. 

Ens : catégorie des ensembles. 

Si S est un k-schéma, T, R des S-schémas, t un point de T , 3^ un 

faisceau cohérent sur R Xg T , on pose : 

R = R Xs Spec(k(t) ) , 

^ = y» 
fc lRt 

Si x est un point de X , on note , ou m^ le noyau du morphisme 

canonique : 

# x »kx » 

kx désignant le faisceau concentré en x , de fibre k en x 

Soit f : Y >Yf un morphisme de k-schémas. On pose : 

f* = (f x Ix)* . 

Soit un faisceau cohérent sur X de rang non nul. On pose : 

y(30 = deg(3Q/rg(S0 . 
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PREMIERE PARTIE : FIBRES VECTORIELS (SEMI-)STABLES 

INTRODUCTION 

Soit X une courbe projective irréductible lisse sur un corps commutâtif 

algébriquement clos k 

On dit qu'un fibre vectoriel E sur X est semi-stable (resp. stable) si 

pour tout sous-fibré vectoriel propre F de E on a 

deg(F)/rg(F) ^ deg(E)/rg(E) (resp. < ) . 

Les fibres (semi-)stables sont intéressants du fait que pour des entiers 

r , d donnés , avec r ^ 2 , il existe une variété algébrique Ug(r,d) 

dont l'ensemble des points fermés soit l'ensemble S'(r,d) des classes d' 

isomorphisme de fibres vectoriels stables de rang r et de degré d . Les 

points fermés d'une complétion naturelle U(r,d) de cette variété peuvent 

être vus comme des classes d'équivalence de fibres semi-stables. Les variétés 

précédentes sont définies à isomorphisme près par des propriétés universelles. 

Lorsque r et d sont premiers entre eux, tout fibre vectoriel semi-stable 

est stable, et dans ce cas il existe sur U(r,d) x X un "fibre de Poincaré", 

c'est à dire un fibre vectoriel V tel que pour tout point fermé z de U(r,d), 

le fibre vectoriel V sur X soit dans la classe d'isomorphisme z (élément 

de S»(r,d) ) . 

Autre justification des définitions précédentes : pour toute famille Tf de 

fibres vectoriels sur X paramétrée par un k-schéma noetherien T , l'ensem

ble des points t de T tels que 7 soit (semi-)stable est un ouvert de T 

Pour définir une variété algébrique dont l'ensemble des points fermés soit 

S'(r,d) , on construit d'abord une famille J** de fibres vectoriels de rang 

r , de degré d , "contenant" tous les fibres semi-stables de rang r , de 

degré d , paramétrée par un k-schéma noetherien R . On utilise pour cela 

les schémas de Grothendieck (ou "schémas Quot"). En fait R est un ouvert de 

Q = kp/x/k 

(P étant polynôme de Hilbert d'un fibre vectoriel de rang r , de degré d , 

un fibre en droites ample sur X étant choisi). 

Sur R agit le groupe réductif PGL(p) , et le quotient R/PGL(p) , 

comme ensemble, est l'ensemble des classes d'isomorphisme de fibres vectoriels 

de la famille 3? . 

On est donc ramené à "quotienter" R par PGL(p). Ceci ne peut se faire que 

sur un ouvert de R , constitué des points dits "semi-stables" pour l'action 
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de PGL(p) . Bien entendu on peut montrer qu'un point q de R est (semi-) 

stable si et seulement si 3 ^ l'est, ce qui justifie encore les définitions 

précédentes. 

Malheureusement l'étude de l'action de PGL(p) sur Q est malaisée, et on 

est conduit à utiliser une variété Y mieux connue sur laquelle SL(p) agit, 

avec un SL(p)-morphisme 

T : R »Y . 

On peut ensuite comparer les points q de R tels que T* ̂  soit (semi-) 

stable, et les points (semi-)stables de Y sous l'action de SL(p) : il se 

trouve que les uns sont les images par T des autres, et que T est injec-

rif. On peut en déduire la construction des variétés voulues. On appelle la 

variété U(r,d) (resp. Ug(r,d) ) la variété de modules des fibres semi-sta

bles (resp. stables) de rang r et de degré d 

Dans le chapitre I, on donne les principales définitions et les propriétés 

élémentaires des fibres vectoriels (semi-)stables. 

Dans le chapitre II, on précise les propriétés requises d'une variété de 

modules de fibres vectoriels (semi-)stables. 

Dans le chapitre III, on effectue la construction des variétés de modules. 

Des résultats de la Théorie de Mumford sont énoncés sans démonstration. 

Dans le chapitre IV on traite le cas où k est le corps des nombres complexes. 

On peut alors établir une relation entre les fibres vectoriels semi-stables 

sur X et les représentations unitaires du groupe fondamental de X 

Dans le chapitre V on détermine les points singuliers des variétés de modules. 

Dans le chapitre VI on donne des résultats sans démonstration, concernant : 

la variété de Picard des variétés de modules, l'existence de fibres de 

Poincaré, la rationalité des variétés de modules, leurs propriétés topologi

ques dans le cas où k est le corps des nombres complexes. 

I.- FIBRES STABLES, FIBRES SEMI-STABLES. QUELQUES PROPRIETES 

Définition 1 : Un fibre vectoriel E sur X est dit semi-stable (resp. 

stable) si pour tout sous-fibré propre F de E , on a : 

y(F) ú\i(E) (resp. u(F)<u(E) . 

Définitions équivalentes : le fibre E est semi-stable (resp. stable) si et 

seulement si l'une des trois propriétés suivantes est vérifiée : 
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(i) Pour tout fibre quotient propre F de E , on a 

y (F) > y(E) (resp. y(F) > y(E) ) . 

(ii) Pour tout sous-faisceau propre F de E , on a 

y(F) < y(E) (resp. y(F) < • y(E) ) . 

(iii) Pour tout faisceau quotient propre F de E , on a 

y(F) ^ u(E) (resp. y(F) > y(E) ) . 

Remarques : tout fibre en droites sur X est stable. 

Si rg(E) et deg(E) sont premiers entre eux, le fibre E est semi-stable 

si et seulement si il est stable. 

Le fibre E est semi-stable (resp. stable) si et seulement son dual l'est. 

Soit L un fibre en droites sur X . Alors E est semi-stable (resp. 

stable) si et seulement si E 8 L l'est. 

Soient r et d deux entiers tels que r ̂  2 .On note S(r,d) l'ensem

ble des classes d'isomorphisme de fibres semi-stables sur X , de rang r et 

de degré d . On note S'(r,d) le sous-ensemble de S(r,d) constitué des 

classes d'isomorphisme de fibres stables. 

D'après ce qui précède, pour tout entier k , le choix d'un fibre en droi

tes de degré k sur permet de définir une bijection 

S(r,d) »S(r,d+k.r) 

induisant une bijection ST(r,d) >Sf(r,d+k.r) 

D'autre part, si r et d sont premiers entre eux, on a 

S(r,d) = S'(r,d) . 

A.- La filtration de Harder-Narasimhan 

C'est une première justification des définitions précédentes. 

Soit E un fibre vectoriel sur X 

PROPOSITION 2 : Il existe un unique sous-fibre E^ de E tel que pour tout 

sous-fibré F de E , on ait 

u(F) < y(Ej 

et rg(F) ̂  rg(E1) si u(F) = u ^ ) . 

Ce sous-fibré est semi-stable, on l'appelle le sous-fibré semi-stable maximal 

de E 

LEMME 3 : Il existe un entier nn tel que pour tout sous-fibré F de E , 

on ait 

¿(F) Ú nQ 

Soit OÍD un fibre très ample sur X . Alors il existe un entier p tel 

que pour tout entier n supérieur à p , on ait : 
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Hom(0Tn) , E) = {0}. 

D'autre part, puisqu'un fibre en droites de degré supérieur à g à des 

sections globales non nulles, pour tout fibre en droites L sur X de degré 

supérieur à p.deg(0XD ) + g , on a 

HomftHp) , L) * { o ] , 

et donc Hom(L, E) = jo^ . 

En appliquant ce qui précède aux fibres ArE , avec 1 ̂ r^rg(E)-1 

il est aisé d'achever la démonstration du Lemme 3. 

L'existence d'un sous-fibré E^ de E satisfaisant aux conditions de la 

Proposition 2 en découle. Il est immédiat que E^ est semi-stable. Il reste 

à prouver son unicité. Supposons que Ê 1 vérifie les mêmes propriétés que 

E1 , et que E ^ . 

Soit ir : E — » E / E J la projection. On a T\(E^) i 0 . 

Soit G le sous-fibré de E/É̂ j engendré par TT(E^) . Alors E^ étant semi-

stable, on a y(G) ̂ y(E1) . 

On a une suite exacte de fibres vectoriels sur X : 

0 »E!j yr"1(G) *G >0 . 

D'après les propriétés de Ej , on a : 

U(7f1(G)) < U(EJ) , car rg(Tr_1(G) > rg(Ej) 

c'est à dire 

deg(G) + deg(EÏ) deg(EÏ) 
L_ < 1_ 

rg(G) + rg(Ej) rg(Ep 

d'où on tire 

y(G) < ii(Ej) = yCE^ , 

ce qui est absurde. Ceci prouve l'unicité de E^ et achève la démonstration de 

la proposition 2. 

On en déduit immédiatement le 

THEOREME 4 (Harder-Narasimhan) : II existe une filtration de E par des sous-

fibres vectoriels, et une seule , 

{0} = E0C E,C E2 ...CEs_1CEs = E , 

telle que pour 1 ̂  i ̂  s-1 , E ^ E ^ soit le sous-fibré semi-stable maximal 

de E/Ei_1 . On Vappelle la filtration de Harder-Narasimhan de E . 

On peut en déduire la classification des fibres vectoriels non semi-stables 

indécomposables de rang 2 sur X . Soit l'ensemble des classes d'iso-

morphisme de tels fibres. En utilisant la Proposition 3 de l'Appendice II et 

le théorème précédent, on peut démontrer le 
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COROLLAIRE 5 : Soit f : Z Q — ^ J x J l'application définie par f(E) = (det(E), L) 

L étant le sous-fibré semi-stable maximal de E . L 'image de f est constituée 

des couples (L^,L2> de fibres en droite tels que 

(i) 2.deg(L1) > deg(L2) 

(ii) h1(X, L* 8 L~1) * 0 . 

De plus, la fibre de f au-dessus d'un point (L^,L^) de son image peut être 

identifiée à l'espace projectif 

P(H1(X,L2 8 L~1) ) . 

B.- Morphismes de fibres (semi-)stables. Théorème de Jordan-Holder  

PROPOSITION 6 : Soient E et F des fibres semi-stables sur X . Alors 

a) Si y(F) < y(E) , on a Hom(E,F) ={ô j . 

b) Si E et ¥ sont stables, et y(F) = y(E) , on a Hom(E,F) = 0 ou bien 

E es F . 

c) Si E est stable, E est simple, c'est à dire que ses seuls endomorphismes 

sont les homothéties. 

a) Soit f : E—*F un morphisme non nul. Alors on a 

y(Im(f) ) < y(F) < y(E) 

car F est semi-stable. Donc Ker(f) ^{oj et y(Ker(f) ) > y(E) , ce qui con

tredit la semi stabilité de E 

Ceci prouve a) . 

b) Avec les mêmes notations que dans a), on a partout des inégalités larges, 

et puisque f est non nul et E stable, on a Ker(f) -̂ ojr , et Im(f) est 

isomorphe à E . Puisque y(E) = li(F) et que F est stable, on Im(f) = F , 

et f est un isomorphisme. 

Ceci prouve b) . 

c) Soit f : E—^E un morphisme non nul. Comme dans b, on montre que c'est un 

isomorphisme. Soit x un point de X . Si À est une valeur propre de f^ , 

f-À.Ix n'est, pas un isomorphisme, et donc f-À.Ix = 0 , et f est une 

homo thétie. 

Ceci prouve c et achève la démonstration de la Proposition 6. 

COROLLAIRE 7 : Soient E^ et E^ des fibres vectoriels semi-stables sur X 

tels que yCE^ = y(E2) = y , et E une extension de E^ par E^ 

Alors E est semi-stable. 

On a une suite exacte 

0 >E >E2 ^0 , 
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donc y (E) = y . Montrons que E est semi-stable. 

Soit F un sous-fibré propre de E , FT sont sous-fibré semi-stable maxi

mal. Supposons que y(F) >y , alors y(Ff) >y , et d'après la partie a 

de la Proposition précédente, on a Hom(F',E2) =\p\ » dToù on déduit que F1 est 

un sous-fibré de E^ . Mais ceci est absurde car E^ est semi-stable. 

Ceci prouve le Corollaire 7 . 

Soit y un nombre rationnel, et C^ la catégorie dont les objets sont les 

fibres vectoriels semi-stables E sur X tels que y(E) = y , et les mor-

phismes de fibres vectoriels entre ces fibres. 

D'après le Corollaire 7 , on peut définir de manière évidente la somme di

recte de deux objets (ou deux morphismes) de la catégorie Cp 

PROPOSITION 8 : Soient E et ¥ des fibres vectoriels semi-stables sur X 

tels que y(E) = y CF) , et f : E F̂ un morphisme de fibres vectoriels . 

Alors f est de rang constant , Ker(f) et Coker(f) sont des fibres semi-

stables et 

y(Ker(f) ) = y(Coker(f) ) = y(E) . 

Le morphisme f est de rang constant si et seulement si Coker(f) est sans 

torsion. Soit T le sous-faisceau de torsion de Coker(f) 

F' = Ker(F .> Coker(f )/T) . Puisque E est semi-stable, on a 

y(Im(f) ) > y(E) , 

et puisque F l'est aussi, y(F') ̂  y(F) 

Donc F' = Im(f) et y(Im(f) ) = y(E) . 

On en déduit immédiatement 

y(E) = y(Ker(f) ) = yCCoker(f) ) . 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 8 . 

De ce qui précède découle la 

PROPOSITION 9 : La catégorie C^ est abélienne, artinienne et noetherienne. 

On peut donc appliquer à C^ le théorème de Jordan-Holder, ce qui donne le 

THEOREME 10 : Soit E un fibre vectoriel semi-stable sur X . Il existe une 

filtration de E par des sous-fibres vectoriels 

0 = E C E . . . . C E 1 C E N = E 

p+1 p 1 0 
telle que pour 0 ^ i û p \ 

E./E.j, soit stable et y(E./E. J = y(E) 
i i+1 i L+1 

P 
De plus, la classe dHsomorphisme du fibre © E ^ / E ^ ne dépend que de celle 

7 „ î=0 
de E . 
On note cette classe dHsomorphisme Gr(E) 
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La proposition suivante est à mettre en relation avec la Proposition 32. 

PROPOSITION 11 : Soit E un objet de Cu . Le fibre E est stable si et seu

lement si pour tout objet E' de tel que Gr(Ef) = Gr(E) , on a E^E' 

Supposons E non stable, et vérifiant les hypothèses de la Proposition. On peut 

écrire Gr(E) = F̂  © F2 , F̂  étant stable et F^ somme directe de fibres 

stables. On en déduit aisément avec la partie b de la Proposition 7 que toute 

suite exacte 

0 ^F1 ?>F1 ® F2 .>F2 * 0 

(resp. 0 *F2 •Fj 8 F2 ?F^ » 0 ) est scindée. 

Il suffit donc de montrer que h1(X,F* B F̂  ) ï 0 ou h1(X,F* B F2> 7 ^ 0 } . 

Toujours dfaprès la partie b de la Proposition 6, on a 

h°(X,F* B F2) = h°(X,F* B F^ . 

On en déduit avec le Théorème de Riemann-Roch, que 

h1(X,F* B F^ - h1(X,F* B F2) = 2.(rg(Ft> - rg(F2> ) . y . 

1 * 1 * 

Si ce terme est non nul, un des entiers h (X,F2 B F^) et h (X,F^ B F2) est 

non nul. S'il l'est, 

X(X,F* B F^ = rg(F1).rg(F2).(1-g) < 0 , 
1 * 

donc h (X,F2 B F^ est non nul. 
Ceci achève la démonstration de la Proposition 11. 

II.- BONS ESPACES DE MODULES - ESPACES DE MODULES GROSSIERS 

Dans cette partie, on pose le problème de la classification des fibres (semi-) 

stables. 

Soit Z un ensemble de classes d'isomorphisme de fibres vectoriels sur X , 

qu'on supposera tous de même rang. 

Définition 12 : On appelle famille d'éléments de Z paramétrée par un k-schéma 

noetherien Y un faisceau localement libre sur Y X ^ X , tel que pour tout 

point fermé y de Y , la classe d'isomorphisme de f soit un élément de Z 

Deux familles îj et d'éléments de Z paramétrées par Y sont dites 

isomorphes s'il existe un faisceau inversible L sur Y tel que 

% « H p* (L) , 

PY désignant la projection X X ^ Y >Y 

On écrit dans ce cas 3^ *v 1!̂  
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Définition 13 : Un bon espace de modules pour Z est la donnée d'un k-schéma 

noetherien Y^ , d'une famille d'éléments de Z paramétrée par Y^ tels 

que pour toute famille 7* d'éléments de Z paramétrée par un k-schéma de type 

fini Y , il existe un unique morphisme 

<V : Y >Yo 

tel que 

Pf (Fo) = F 

Remarque : Interprétation fonctorielle 

Soit 

F : k-Sch ->Ens 

le foncteur associant à Y l'ensemble des classes d1isomorphisme de familles 

d'éléments de Z paramétrées par Y 

Alors un bon espace de modules pour Z est simplement la donnée d'un k-schéma 

noetherien représentant F 

Soit p : Z •Y^Ck) l'application associant à tout élément z de Z , re

présenté par un fibre E sur X = X x jptj l'élément Pg^Pt) de YQ(k) 

Alors on voit aisément que p est une bisection. 

D'autre part, il est aussi immédiat que ^ Q ' ^ O ^ 6St un̂ clue ^ isomorphisme 

près. 

On appelle un fibre de Poincaré. 

Définition 14 : Un espace de modules grossier pour Z est un morphisme de fonc-

teurs k-Sch >Ens 

y : F »Mor( , Y Q ) , 

Y Q étant un k-schéma noetherien, satisfaisant aux conditions suivantes : 

(i) K*) : F(*) »Y0(k> est une bijection 

(avec * = Spec(k) , donc F(*) = Z) 

ii) Pour tout morphisme de foncteurs 

H,1 : F »Mor( ,Y}) , 

Y^ étant un k-schéma noetherien, il existe un unique morphisme 

f : Y * Y 

0 * 1 
tel que le diagramme suivant soit commutatif 

Mor( ,YQ) 

F ' Mor( ,f) 

Mor( 
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Un bon espace de modules pour Z définit de manière évidente un espace de 

modules grossier pour Z 

Il est immédiat qu'un espace de modules grossier pour Z est unique (à iso-

morphisme près) 

Dans ce qui suit, on admettra le résultat suivant : pour tout couple d'entiers 

(r,d) tel que r ̂  2 , l'ensemble S'(r,d) des classes d'isomorphisme de fi

bres vectoriels stables sur X de rang r et de degré d est non vide. 

Ceci sera prouvé dans la troisième partie. 

Rappelons que S(r,d) désigne l'ensemble des classes d'isomorphisme de fibres 

vectoriels semi-stables sur X , de rang r et de degré d . On a alors la 

PROPOSITION 15 : Il n'existe pas d'espace de modules grossier pour S(r,d) , 

si r et d ne sont pas premiers entre eux. 

(Voir le Théorème 48 qui complète ce résultat). 

Puisque r et d ne sont pas premiers entre eux, il existe deux couples 

(r^,d^) et (r2,d2) d'entiers tels que r̂  = 1 et r2 = 1 » 

d1 d2 d 
r + r_ = r, d, + d_ = d , — = — = — . 
1 2 1 2 r̂  r2 r 

Soient un fibre stable de rang r̂  et de degré d̂  , un fibre stable 

de rang r2 et de degré d2 sur X . D'après la Proposition 11, il existe un 

fibre semi-stable sur X de rang r, de degré d, tel que Gr(E) = E^ © E2 et 

non isomorphe à E^ © E2 . On a le 

LEMME 16 : Il existe un fibre EQ sur A1 xX , tel que 

E I ia) v - E. © E„ et F I . . v E si t 4 0 est un élément o I |0jx X 1 2 o| {tjx X 
de k . 

On peut supposer qu'on a une suite exacte de fibres vectoriels sur X : 

^ î 1 * * 
On considère l'élément u de H'(A xX , px^E2 H E ^ ) , où px désigne 

la projection xX »X , image de l'élément s H u de 

0 1 1 * 

H (A. ,Cf) H H (X,E2 H E^) , s étant la section de ÇT associée à 1^ et u^ cor

respondant à la suite exacte précédente. Il est aisé de voir que l'extension 

* * 
F de p (E0) par p (E.) définie par u vérifie les hypothèses du Lemme 16 . 
O X Z X 1 

Démontrons maintenant la Proposition 15. 

Reprenons les notations de la définition 14. 

Supposons qu'il existe un espace de modules grossier pour S(r,d) 

Le fibre Fq du lemme 16 est une famille d'éléments de S(r,d) paramétrée par 

Jk^ . On a alors 

Op (0) = p(E1 © E2) et otp (t) = p(E) si t J 0 , 
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mais puisque ot̂, est induite par un morphisme A >Y^ , on a Op (0) = p(E) , 

par continuité, ce qui est absurde. 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 15. 

Remarque : Changement du corps de base . 

Soit K un corps commutatif algébriquement clos extension de k , 

XR = X Xk Spec (K) , E un fibre vectoriel sur X , et ER = p (E) , p dési

gnant la projection X̂ . »X . Alors on peut montrer que ER est semi-stable 

si et seulement si E l'est (voir la troisième partie). 

On pourrait définir une famille de fibres semi-stables paramétrée par un 

k-schéma noetherien Y de la façon suivante : c'est un faisceau localement libre 

E sur Y X^ X tel que pour tout point y de Y , le fibre vectoriel 

(^y)'k(y) sur ^kCyT ^ k(y) désignant la clôture algébrique de k(y) ) , 

soit semi-stable. 

En fait ces deux définitions d'une famille de fibres semi-stables sont équi

valentes (voir Théorème 19'). 

III.- LES ESPACES DE MODULES DE FIBRES (SEMI-)STABLES 

Dans ce chapitre on esquisse les démonstrations des résultats suivants : 

THEOREME 17 : Soit (r,d) un couple d'entiers tel que r^2 . Il existe un es

pace de modules grossier pour S'(r,d) dont le ^-schéma sous-jacent est une 

variété quasi-projective lisse, notée Ug(r,d) 

Cette variété possède une compactification naturelle notée U(r,d) . L'en

semble des points de U(r,d) à valeurs dans k est isomorphe au quotient de 

S(r,d) par la relation d'équivalence suivante : pour tout couple (E,F) de 

fibres semi-stables sur X de rang r et de degré d , E et F sont équiva

lents si et seulement si Gr(E) = Gr(F) . La variété U(r,d) est normale. 

Dans le cas où r et d sont premiers entre eux, on a U(r,d) = Ug(r,d) 

THEOREME 18 : Soit (r,d) un couple d'entiers premiers entre eux, avec r^2 . 

Alors il existe un bon espace de modules pour S(r,d) 

Evidemment le k-schéma sous-jacent est U(r,d) . D'après le Théorème 18, 

il existe un fibre de Poincaré sur U(r,d) . On verra dans VI qu'il existe un 

fibre de Poincaré "naturel". 

On a déjà admis que Ug(r,d) i 0 .On peut en déduire que 

dim(U(r,d) ) = r2.(g-1) + 1 . 

Pour finir on montre que la semi-stabilité (resp. la stabilité) est une 

propriété "ouverte". 
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THEOREME 19 : Soit Y un k-schéma noetherien, W un fibre vectoriel sur 

YxX . Alors l'ensemble des points y de Y(k) tels que Wy soit semi-stable 

(resp.stable) est un ouvert de Y 

Remarque : En fait on peut montrer le résultat suivant : 

THEOREME 19' : Soit Y un k-schéma noetherien, W un faisceau localement li

bre sur YX^ X . Alors l'ensemble des points y de Y tels que (tO^^y 

soit semi-stable (resp. stable) sur Xĵ ĵ y es^ un ouvert de Y 

(Voir la remarque à la fin de II et la troisième partie). 

Remarque : La variété U(r,d) possède elle aussi une "propriété universelle"t 

pour toute famille E de fibres vectoriels semi-stables de rang r, de degré 

d paramétrée par un k-schéma noetherien T , il existe un unique morphisme 

f : T *U(r,d) , tel que pour tout point t de T(k) , le point f(t) de 

U(r,d) soit associé à Gr(Et). 

La première étape dans la construction des espaces de modules est la recher

che d'une famille d'éléments de S(r,d) "contenant" tous les éléments de 

S(r,d). On y parvient en utilisant les schémas de Grothendieck. 

A.- Schémas de Grothendieck 

On voit aisément que pour étudier S(r,d) , on peut supposer l'entier d 

aussi grand que l'on veut. Ceci justifie le 

LEMME 20 : Soit (r,d) un couple d'entiers tel que r^2 et d>r.(2g-1) 

Alors si E est un fibre vectoriel semi-stable sur X , de rang r et de de

gré d, on a : 

(i) le fibre E est engendré par ses sections globales 

(ii) h1(X,E) = 0 . 

On a alors, d'après le Théorème de Riemann-Roch 

h°(X,E) = d + r.(1-g) . 

Pour prouver (ii), supposons que h\x,E) ^ 0 . Par dualité de Serre, on a 

Hom(E,K) ï {oj , K désignant le fibre canonique sur X . Comme E est semi-

stable, ceci entraine que 

r.(2g-2) = r.deg(K) > d , 

mais ceci est faux par hypothèse, on a donc bien h^(X,E) = 0 

Pour prouver (i), il faut montrer que pour tout point x de X , le morphis

me canonique 

r : H°(X,E) >E est surjectif. 

Si Lx désigne le fibre en droites sur X associé au diviseur x , on a 
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une suite exacte de morphismes de faisceaux sur X 

0 *E B L~1 >E *E t>0 , 

x x 

Ex désignant cette fois le faisceau sur X concentré en x et de germe E^ 

en ce point. La suite exacte longue associée à la suite exacte précédente 

donne 

H°(X,E)—IX->E ?H1(X,E H L~1) 

X 1 

Il suffit donc de montrer que h (X,E 8 L~^) = 0 , ce qui résulte du fait 

que 

deg(E S = deg(E) - r > r.(2g-2) , 

et de la démonstration de (ii) 

Ceci achève la démonstration du Lemme 20. 

Gardons les notations du Lemme 20 et posons p = d'+r.(1-g) 

Il découle du Lemme 20 que.le fibre E est isomorphe à un quotient de ^ 8 kP 

De plus, le polynôme de Hilbert de E est 

P ( T ) = p + r.deg(eXl) ) .T . 

En particulier, il ne dépend pas de la classe de E dans S(r,d) 

On définit maintenant les schémas de Grothendieck. (Voir £7j.) 

Soit 7 un faisceau cohérent sur X, Pq un élément de kp] de degré û 1 

On appelle famille plate de quotients de $ avec polynôme de Hilbert P Q 

paramétrée par un k-schéma noetherien Y la donnée d'un faisceau cohérent ^ 

sur Y X^ X , plat sur Y , et d'un morphisme surjectif 

p*(î0— 
(p^ désignant la projection Y X^ X >X) tels que pour tout point y de Y 

le polynôme de Hilbert de Q sur X soit P 
tfY y . ? 

Deux telles familles fl et É( ' sont dites isomorphes s'il existe un iso
morphisme 8 • w • 
tel que le carré 

p x « > 4 

g 

p > > G ' 

soit commutatif. 

D'autre part, si f : Y >Y' est un morphisme de k-schémas noetheriens et 

^ ' une telle famille sur Y' , on définit de manière évidente la famille 

f*(g'). 

On peut montrer que le foncteur 

Seti * Ens 
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associant à Y lfensemble des classes d1isomorphisme de familles plates de 

quotients de F paramétrées par Y est représentable par un k-schéma al

gébrique projectif. 

On note ce k-schéma Quot^3f/x/k 

On pose 

Q = QuoteHkp/x/k • 

Il découle de la propriété universelle de Q qu'il existe sur QxX une famil

le plate XU de quotients de & H kP , qui 4st "universelle". 

Soit 

p : p* (^B kP) . > U 

le morphisme canonique. 

Il existe un ouvert R de Q caractérisé par la propriété suivante : 

pour tout point q de R , le faisceau tl̂  est localement libre et l'appli

cation canonique : 

H°(X kP) »H°(X , U ) 

q q 

est un isomorphisme. La restriction 'V"de IL à R est un faisceau localement 

libre de rang r . Muni de V , R possède la propriété universelle locale 

suivante : 

PROPOSITION 21 : Etant donné un k-schéma noetherien Y et un faisceau locale

ment libre F de rang r sur Y X^ X , tel que pour tout point y de Y , on 

ait 

(i) F est de degré 

(ii) Fy est engendré par ses sections globales 

(iii) h1(X,Fy) = 0 , 

pour tout point YQI de Y , il existe un voisinage Y Q de yQ et un morphisme 

f : Y_ »R tel que 

F Y 0 x X - f W B 

On prend pour Yq un voisinage affine de y^ . On voit aisément que le 

faisceau pY*(F) est localement libre de rang p sur Y (pY désigne la 

projection Y X^ X ^ Y ) . Sur Y ^ il est par conséquent isomorphe à 

& 8 kP . D'après (ii), le morphisme canonique 
*0 * 

py(pY*(F) ) *F 

est surjectif. Au-dessus de Y ^ , pY(pY*(F) ) est isomorphe à px(0rHkP) , 

on a donc un morphisme surjectif 

p*(CTHkP) »F . 

Il existe donc un morphisme f : Y Q > Q tel que x x s ^ ^ ^ ^ 

Mais il est immédiat que f est à valeurs dans R 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 21. 
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Le groupe GL(p) = Aut(6^HkP) agit sur le faisceau *U» . Contentons nous 

d'expliciter cette action : soit p : px(#HkP) »11» le morphisme canonique, 

et A un élément de GL(p) . On peut construire une famille plate ... para

métrée par Q de la façon suivante : le faisceau sous-jacent est Vo mais le 
# - 1 

morphisme surjectif est pop^(A ) 

Cette famille définit un automorphi sme 0. de Q et un isomorphisme 

TA : U (U) . Pour tout point z de Q X^ X et tout élément u de 
•TJb , on a 
z 

A.u = TA(u) 
A 

L1 automorphisme de Q sous-jacent est <JA 
* 

Remarquons que l'action du sous-groupe k.I de GL(p) sur Q est triviale, et 

par conséquent l'action de GL(p) sur Q en induit une de PGL(p) 

Cependant l'action de k.I sur 1L> est celle de k par homothétie, et n'est 

donc pas triviale. 

On peut préciser l'action de PGL(p) sur R : 
PROPOSITION 22 : (i) Lfouvert R est PGL(p) - invariant. 

(ii) Pour tout couple ^ ^ 2 ) de points fermés de R les fibres vectoriels sur 

X Vt> et Vf sont isomorphes si et seulement si q„ et q« sont dans la 
q1 q2 ^ M1 H2 

même orbite de l'action de PGL(p) sur R . 

(iii) Pour tout point q de R , le stabilisateur de q sous l'action de PGL(p) 
•k 

est isomorphe au quotient Aut(TL^)/k.I 

(Voir Seshadri [ 3 6 ] Prop.6 du chap.II, et Newstead [29J Thm5.3 p.138 où il est 

démontré aussi que R est ouvert. 

PROPOSITION 23 : Le schéma R est une variété quasi-projective irréductible et 

lisse. 

D'après Grothendieck, Q est un schéma projectif sur k .11 suffit donc de 

prouver que R est connexe et lisse. 

Pour tout point fermé q^ de R , on a un morphisme PGL(p) »R(k) 

A| >A.q 

dont l'image est constituée des points fermés q de R tels que les fibres 

vectoriels Ii» et IL sur X soient isomorphes. 
Q Q 0 

Pour montrer que R est connexe, il suffit donc de montrer que pour tout 

couple ( q j , q 2 ) de points fermés de R , il existe un point fermé q^ de R, 
et une partie connexe R^(resp. R2) de R rencontrant les orbites de q̂  et qQ 

(resp. q2 et qQ) . 

On utilise le lemme suivant, dû à Serre : 
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LEMME 24 : Soit F un fibre vectoriel sur X engendré par ses sections glo

bales. Alors il existe une suite exacte 

0 krg(F)"1 » F >det(F) »0 . 

Pour tout point x de X , le morphisme canonique H^(X,F) *Fx est 

surjectif, l'ensemble des sections de E qui s'annulent en au moins un point 

de X est une sous-variété Y de H^(X,F) de dimension inférieure ou égale 

à h°(X,F) - rg(F) + 1 . 

Ill existe donc un sous-espace vectoriel M de H^(X,F) de rang rg(F)-1 , 

ne rencontrant pas Y . Le morphisme canonique de fibres vectoriels sur X 

# 8 M >F 

est injectif. Son conoyau est de rang 1, donc isomorphe à det(F) 

Ceci achève la démonstration du Lemme 24. 

On considère maintenant le jacobien et un fibre de Poincaré °£ sur 

J^^xX , on note E le fibre trivial sur xX , de fibre kr ̂  

Le faisceau R^p .(Hom(P£,E) ) sur est localement libre de rang 

(d) (d) 
(r-1).(g+d-1) , p désignant la projection J x X — » J 

(d) 
On note W ce fibre et TT : W — » J la projection canonique. 
En chaque point L de J(d) , la fibre WL est H1(X,Hom(^L>6 S kP) ) 

Il existe un fibre F sur WxX , et une suite exacte 

0 $> ïï*(E) ^F > TT £6) >0 tels que pour tout point w de W , la 

restriction de la suite exacte précédente à wxX : 

0 >?& kP vF , v * 0 

w ïï(w) 

soit associée a l'élément w de H (X,Hom(«éL X,9^H k ) ) 
iw) 

Ceci découle de la Remarque 2 suivant la Proposition 2 de l'Appendice II et 

du fait que pour tout point L de , on a bP(Xf£^) = 0 

Les points w de W correspondant aux fibres possédant les propriétés du 

Lemme 20 constituent un ouvert W de W 

D'après le Lemme 24, il existe un point w.,(resp.w0) de W , tel que F 

1 Z W -J 

soit isomorphe à lA^Cresp. Fw^...) 

D'après la Proposition 21, il existe un ouvert W^resp. W_) de W et un 

morphisme f̂  : »R (resp.f^...) tel que Fj w xx2tf1 (resp....) 

Mais W étant irréductible, et ont une intersection non vide et 

sont connexes. Ceci suffit à prouver notre assertion et prouve la connexité 

de R . 

Pour la lissité, il faut utiliser les propriétés défférentielles de Q 

Si q est un point fermé de R , on a une suite exacte de morphismes de 
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fibres vectoriels sur X : 

0 >C > # 8 kP » 0 , 

T q q 
C désignant le fibre noyau de pL , „ 

D'après Grothendieck, R est lisse en q si et seulement si on a 

h (X, Hom_(C^, IL) ) = 0 , ce qui découle immédiatement de la suite exacte pré

cédente et du fait que, par définition de R , on a h^(X, <Û ) = 0 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 23 . 

Remarque : L'espace tangent à R en q s'identifie à Hom(C ,U») . Ceci per-
q q 

met de calculer la dimension de R en utilisant la suite exacte précédente. 

On trouve 

dim(R) = p2 + r2.(g-1) . 

De la suite exacte précédente, on déduit la suite exacte 

0 »End(U ) ^HomC^H kP) , «U, ) ^Hom(C ,U ) = T„ 

q q q q R,q 

L'espace Hom(#B kP,%^) s'identifie à M(p) , espace des matrices pXp , 

qui est aussi T ^ ^ ^ . 
L'application a n'est autre que l'application tangente 

TPGL(p),k.I *TR,q 

provenant du morphisme PGL(p) ^R 

A | >A.q . 

B.- Construction des e spaces de modules 

Avec les notations de A , on ne ferayplus de distinction entre R et 

H(k) . Soit RSS (resp. RS) l'ensemble des points q de R tels que le fi

bre vectoriel 11^ sur X soit semi-stable (resp. stable) . Il est clair 

d'après la Proposition 22 que ce sont des sous-ensembles PGL(p)-invariants. 

On sait d'après le Lemme 20 que pour tout fibre vectoriel E sur X dont la 

classe d'isomorphisme appartient à S(r,d) , il existe un élément q de RSS 

s s s 

tel que 11̂  soit isomorphe à E . On peut donc dire que R (resp. R ) 

"contient" tous les fibres semi-stables (resp.stables) de rang r et de degré d 

sur X 

En fait, d'après la Proposition 22, on a 

S(r,d) = RSS/PGL(p) et S'(r,d) = RS/PGL(p) . 

Pour obtenir un quotient "algébrique" il faut utiliser la théorie de Mumford 

(voir Mumford [l(>3 et Newstead \29\ pour une introduction) . On ne peut obtenir 

un quotient que d'un ouvert PGL(p)-invariant de R , constitué des points 

dits "semi-stables" de R sous l'action de PGL(p) (pour les définitions 
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voir plus loin) . Evidemment les points semi-stables de R correspondent aux 

fibres semi-stables. Malheureusement ceci semble difficile à prouver directe

ment, et on a recours à un stratagème : 

On construit une variété projective Z sur laquelle agit PGL(p) , plus 

facile à manier que R . En particulier on pourra calculer les points semi-

stables de Z . Puis on définit un PGL(p)-morphisme injectif 

R > Z 

possédant suffisamment de propriétés pour que les informations connues sur Z 

se transportent sur R 

On donne ci-dessous un aperçu de quelques résultats de la Théorie de Mumford. 

Quelques résultats de la Théorie de Mumford 

Les résultats qui suivent ne sont valables que pour des groupes algébriques 

géométriquement réductifs : 

Un groupe algébrique G est dit géométriquement réductif si pour toute 

représentation 

G »GL(n) 

et tout point v de kn , différent de 0, il existe un polynôme homogène non 

constant à n variables f , G-invariant pour l'action de G sur kn induite 

par la représentation précédente, tel que f(v) 4 0 

Le fait qu'en caractéristique non nulle un groupe tel que PGL(p) soit 

géométriquement réductif n'a été démontré que récemment par Haboush (|Jo| ) . 

Soit G un groupe algébrique géométriquement réductif opérant sur une 

variété algébrique Y 

Un bon quotient de Y par G est un couple (M,f), où f : Y >M est un 

morphisme de variétés algébriques tel que : 

(i) f est affine, G-invariant, surjectif . 

(ii) Si U est un ouvert de M , 

f : H°(U,tfM) ^>H°(f"1(U),^Y) 

induit un isomorphisme de H^(U,6Cj sur l'espace des sections de sur 

f (U) qui sont G-invariantes. 

(iii) Si W est une sous-variété fermée G-invariante de Y , f(W) est une 

sous-variété fermée de M 

(iv) Si et sont deux sous-variétés fermées G-invariantes disjointes 

de Y , les sous-variétés f(W^) et f(W2^ ^e M sont aussi disjointes. 

Un bon quotient (M,f) de Y par G possède la propriété universelle sui

vante : si M' est un k-schéma de type fini et f' : Y *M' un morphisme 
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G-invariant, il existe un unique morphisme g : M •M1 tel que f1 = g o f 

Un bon quotient (M,f) de Y par G , s'il existe, est unique à isomor-

phisme près. 

Un bon quotient (M,f) de Y par G est appelé quotient géométrique si c'est 

un espace d'orbites, autrement dit si l'application Y/G induite par 

f est bijective. 

En général, il n'existe pas de bon quotient de Y par G . Pour cela, il 

faut d'abord qu'il y ait une linéarisation de l'action de G sur Y , c'est à 

dire qu'il existe un fibre en droites L sur Y et une action linéaire de 

G sur L , induisant celle sur Y . On ne peut alors envisager l'existence d'un 

bon quotient que sur certains ouverts G-invariants de Y 

Un point y de Y (non nécessairement fermé) est dit 

semi-stable s'il existe un entier positif n et une section G-invariante s 

de L.n telle que s(y) ^ 0 , et que l'ensemble Yg des points de Y où s 

ne s'annule pas soit un ouvert affine de Y 

stable si dim(G.y) = dim(G) et s'il existe une section s comme précédemment 

et qu'en plus l'action de G sur Yg soit fermée, c'est à dire que les orbites 

des points fermés soient des sous-variétés fermées de Y 
r s 

On note YSS(L) l'ensemble des points semi-stables de Y , et YS(L) l'en

semble des points stables. Si le fibre L est fixé, on emploiera les notations 
ss s 

plus simples Y et Y 

Les sous-ensembles YS(L) et YSS(L) sont des ouverts de Y , qui peuvent 

être vides. 

Un cas particulier important : Y est une sous-variété fermée de IP̂  et 

l'action de G se prolonge en une action de G sur kn+^ qui soit linéaire, 

c'est à dire provenant d'une représentation G >GL(n+1) , et la linéarisa

tion provenant de l'action évidente de GL(n+1) sur le fibre en droites 

Le résultat le plus important est le 

THEOREME 25 : Soit Y une variété quasi-projective sur laquelle opère un 

groupe algébrique géométriquement réductif G . On suppose donnée une linéa

risation de l'action de G sur Y . 

(i) Il existe un bon quotient (M,f) de YSS par G , et M est une va

riété quasi-projective. 

(ii) Si Y est une sous-variété fermée de lPn et si l'action de G sur Y 

provient d'une action linéaire de G sur kn+1 , la linéarisation étant l'ac

tion évidente de G sur tf(1) , M est une variété projective. 

(iii) Il existe un ouvert Ms de M tel f 1 (MS) = YS et (MS, f I ) est 
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un quotient géométrique de Ys par G . 

(iv) Si ŷ  et y2 sont des points fermés de Yss , on a f(y^) = f(y2) 

si et seulement si 

G^T H G^~ A YSS ^ . 

(v) 5i Y est un élément de YSS , y est stable si et seulement si 

(dim(G.y) = dim(G) et si G.y est fermé dans YSS 

On utilisera le résultat suivant, du à Ramanathan [j32̂  : 

PROPOSITION 26 : Soit G un groupe algébrique géométriquement réduotif agis

sant sur des variétés Y , Y' et f : Y ^Y' un G-morphisme affine. 

Alors si Y1 possède un bon quotient il en est de même de Y . 

Pour appliquer le Théorème 25 dans des cas concrets, on a un critère numé

rique utile pour déterminer les points (semi-)stables de Y , sous-variété 

fermée de (P̂  , telle que l'action de G sur Y provienne d'une action li

néaire de G sur kn+^ , la linéarisation étant l'action évidente de G sur 

#(1) . On pose L = Ô'd) . 

On appelle sous-groupe à un paramètre de G un morphisme de groupes non 

trivial 

c : k >G . 

On peut montrer qu'il existe une base (e , e ) de kn+^ et des entiers 
* n 

r^,....,rn tels que pour tout élément t de k , on ait 
r. 

c(t).e^ = t 1.ei , 0 < i ̂  n . 

Soit y un point de Y et vo>••••»vn ^es composantes dans la base 

(eQ, e^) d'un point y de kn+^ au-dessus de y .On pose 

y(y,c) = Max( {-r., yu + 0j ) . 

On peut donner une définition intrinsèque de y(y,c) : c'est le plus 

petit entier y tel que le morphisme 

* A 

k » Y 
t »ty.c(t).y 

A A , . 
soit prolongeable en un morphisme k *Y , Y désignant le cone de Y 

Le Théorème suivant permet de ramener à des calculs la recherche des 

points (semi-)stables de Y : 

THEOREME 27 : Un point y de Y est semi-stable (resp.stable) si et seule

ment si pour tout sous-groupe à un paramètre c de G on a 

y(y,c) ^ 0 {resp. > 0) 

Pour tout entier m>0 , il existe une linéarisation canonique de l'action 

de G sur Y dont le fibre en droites associé est Lm : pour cela il suffit 
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de considérer le plongement de Veronese de Y dans (P 
C * -1 n+m 

Soit 
с = к »r 

un sous-groupe à un paramètre. Pour tout point y de Y on note ^m^v»c^ 

la quantité )i(y,c) correspondant à la linéarisation de lfaction de G sur Y 

définie par Lm . Il est aisé de voir que 

ym(y,c) = m.y'y,c) . 

Soit q un entier > 0 , et pour 1 S i ̂  q , Y^ une sous-variété fermée de 

|? sur laquelle agit G , comme précédemment. Soit L. le fibre en droites 
ni L 

6̂ (1)|„ . Chaque suite (m.,. . . . ,m ) d'entiers strictement positifs définit 
Pi 1 q q 

une linéarisation de l'action de G sur ÏÏ Y. , dont le fibre en droites asso-
i-1 1 

q 
cié sur ÏÏ Y. est 

mi * mn 

Pl< V " B P q ( V ' 
q 

(en notant p. la projection ïï Y. >Y.) . Pour voir cela on utilise un 

J i=1 1 J 

plongement de Segre. 

q 
Soit (y^,....Y ) un point de ïï Y^ . Alors on voit aisément que 

y( (yr y ),c = î mi.y(yi,c) 

4 i=1 
q 

On en déduit immédiatement la 
q 

PROPOSITION 28 : Un point (y1 y ) de ÏÏ Ŷ ^ est semi-stable (resp. stable) 
q i=1 1 

si et seulement si pour tout sous-groupe à un paramètre c de G , on a 
q 
Z m..|i(y.,c) ̂  0 (resp. > 0) 
i=1 1 x 

On voit aisément que pour tout entier p > 0 , les points semi-stables 

q q 
(resp.stables) de ïï Y. , muni de (m.) sont les mêmes que ceux de ïï Y. , 

i=1 1 1 i=1 1 

muni de (p.nu) 

Par conséquent toute suite (h^,....h^) de nombre rationnels strictement 

positifs définit une famille de linéarisations de l'action de G sur 
q 
ïï Y. qui donnent les mêmes points (semi-)stables. 
i=1 1 

La suite (h^,....,h ) s'appelle une polarisation de l'action de G sur 
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q 
7T Y. . 
i=1 1 

Soit maintenant p un entier tel que p = 2 , q un entier tel que 

1 ^q^ p-1 . On note Gr(p,q) la grassmannienne des sous-espaces vectoriels 

de k P de dimension q , sur laquelle agit de façon évidente SL(p) . La 

variété Gr(p,q) se plonge dans P(A^kP) , et l'action de SL(p) provient 

de la représentation 

SL(p) *GL(AqkP) 

Aj »A A A A . 

Soit c un sous-groupe à un paramètre de SL(p) , défini par une base 

(ê ,....ê ) de k P , et des entiers r̂ ,....r̂  non tous nuls, tels que 

P 
r, ̂  ...̂  r et .E4 r. = 0 . 

1 p i=1 î 
Pour 1 û i ̂  p on a 

c(t)(e.) = t^.e. . 

On note M^ le sous-espace vectoriel de k P engendré par ê ,....ê  

Alors on peut montrer qu'on a, pour tout sous-espace vectoriel E de k P 

de dimension q , 
p-1 

u(E,c) = -q.r + YZ dim(EA Mi).(ri+1-r.) . 
P i=1 

Soit N un entier strictement positif. En appliquant ce qui précède à 
N . 

Gr(p,q) , muni de la polarisation ( 1 , 1) , on obtient le 
^ — N 

THEOREME 29 : Un élément (E^ E^) de Gr(p,q) est semi-stable (resp. 

stable) si et seulement si, pour tout sous espace vectoriel E propre de k p 

on a 
n 

p. H dim(E.rtE) ^ N.q.dim(E) 
i=1 J 

(resp. < ) 

Soit r un entier tel que 1 ̂  r ̂  p-1 

Soit H la grassmannienne des k-espaces vectoriels de dimension r 
P»r 

quotients de k P , et N un entier strictement positif. On pose 

Z = H N . 

Sur Z , SL(p) agit de façon évidente. Compte tenu du fait que H 
P , r 

s'identifie à Gr(p,p-r) , on déduit du Théorème précédent le 
THEOREME 30 : Soient Ej,....EN des sous-espaces vectoriels de dimension 
p-r de k p . Four tout sous-espace vectoriel F de k p on note l'image 
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de F dans Kp/Ej. 

Le point (kp/E.j,.... ,kp/EN) de Z est semi-stable (resp. stable) si et 

seulement si pour tout sous-espace vectoriel propre F de kp on a 
N 

£ < 1 . yZ dim(F-) (resp. < ) . 
p N.dim(F) p 3 

Applications de ces résultats à la construction des espaces de modules 

Soit q un point de R et x un point de X .Le fibre sur X est 

un quotient de ^8 kP , donc la fibre CIL ) de IL est un k-espace vecto-

. . . . p q x q 

riel de dimension r quotient de k 

Soient N un entier strictement positif et x^ , x^ des points distincts 

de X .On peut donc définir une application 

N 
T : R >H = Z , par 

T(q) • ((Vxi (VxN > 
pour tout point q de R 

Il est aisé de voir que T est un PGL(p)-morphisme. 

Le principal outil pour prouver les Théorèmes 17 et 18 est le 

THEOREME 31 : Si les entiers d et N sont assez grands, il est possible de 

choisir les points Xj,....x^ de telle sorte qu'on ait les propriétés sui

vantes : 

(i) T est infective. 

(ii) RSS = T~1(ZSS) 

(iii) RS = T_1(ZS) 

(iv) T : Rss > ZSS est propre. 

Pour une démonstration de ce Théorème, voir Seshadri (0*Q > P* 232) ou 

Newstead ([29], p. 151). On utilise évidemment le Théorème 30. Pour une géné

ralisation (démontrée) de ce Théorème, voir la septième partie. 

Choisissons les points x^, x^ comme dans le Théorème précédent. 

Le morphisme T est propre et injectif, donc il est affine. Il existe un 

bon quotient (Y,çO de ZSS , d'après le Théorème 25 , donc d'après la 

Proposition 26 il existe un bon quotient (U(r,d),f) de RSS . Le morphisme 

T étant propre et injectif, il en est de même du morphisme induit 

U(r,d) 3>Y , 

comme on le voit aisément en utilisant les propriétés des bons quotients. 

Par conséquent U(r,d) est une variété projective, Y en étant une. 
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Soit U (r,d) = f(R°) . D1 après le Théorème précédent, R est un ouvert de 

R , donc Ug(r,d) est un ouvert de U(r,d) 

Soit Ys = $(ZS) . Puisque (Y , <J>I ) est un quotient géométrique, il en 
Zs 

est de même de (U (r,d),f| ) 
s |Rs 

On a une application surjective évidente 

g : S(r,d) >U(r,d)(k) , on a Sf(r,d) = g"1(Ug(r,d)(k) ) et g induit 

une bijection 

9 : S'(r,d) *U (r,d)(k) 
s 

Remarquons que du fait que Rs et Rss sont des ouverts de R , ils ont 

des propriétés universelles locales évidentes. 

Démonstration du Théorème 17 

La condition (i) vient d'être démontrée. Quant à la condition (ii) elle dé

coule immédiatement de la propriété universelle de (U (r,d),f) 

Le couple (U(r,d),g) n'est pas un espace de modules grossier pour S(r,d) , 

car g n'est pas bijective. En fait, on a la 

PROPOSITION 32 : Soient E et E' des fibres vectoriels sur X dont les 

classes d'isomorphisme sont des éléments e et e' de S(r,d) . Alors on a 

g(e') si et seulement si on a Gr(E) = Gr(E') 

Ce résultat est à mettre en relation avec la Proposition 11. 

Supposons que g(e) = g(e') . D'après la définition d'un bon quotient, cela 

entraine que dans Rss, on a, si les points q et q' de RSS sont au-dessus 

de e et e' respectivement-: 

PGL(p).q fi PGL(p).q' ^ Çf . 

On a alors : pour tout point z de PGL(p).q, GrCU^) = Gr(E) , et pour au 

moins un point zf de PGL(p).q , Gr(Uz,) = Gr(E') 

On est donc ramené à prouver le 

LEMME 33 : Soit Y une variété algébrique affine irréductible, et V une 

famille d'éléments de S(r,d) paramétrée par Y telle que pour tout point 

y de YQ ouvert non vide de Y , on ait 

Gr(V ) = Gr(E) . 

Alors ceci est vrai pour tout point y de Y 

Posons Gr(E) = E, © © E , les fibres vectoriels E. sur X étant 

I n i 

stables. On raisonnera par récurrence sur n 

Supposons que n = 1 . Soit Y^ l'ensemble des points y de Y tels que 

HomCE^V ) i (ol . D' après le Théorème de semi-continuité, Y1 est un fermé 
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de Y . Mais Y^ contient l'ouvert non vide YQ et comme Y est irréducti

ble, on a Y1 = Y . 

Si y est un point de Y , on a Hom(E^ ,V^) î { o j , donc E1=Vy d'après 

la proposition 6 . En particulier, on a Gr(V^) = Gr(E) 

Supposons que le Lemme 33 soit vrai pour n , et Gr(E) = E„ 9 . . . .9 E . 

1 n+1 
Pour 1 ^ i û n+1 , on note Yj, l'ensemble des points y de Y tels que 
HomCE^V ) î [6\ . C'est un fermé de Y , et 

Y = (Y/VOYi 0Yn+i • 
La variété Y étant irréductible, il existe un i tel que Y = Y^ 

Le faisceau quasi-cohérent 

= Pv* (Hom(p* (E.), V) ) 

(pY et p^ désignant les projections YxX ?> X et YxX j>X) 

est non nul en chaque point de Y . Soit z un point de Y/Y^ , et s 

une section de Tfi ne s'annulant pas en z (une telle section existe car Y 

est affine). Soit Y' le voisinage de z constitué des points de Y où s 

ne s'annule pas. 

L'ouvert Y' est aussi affine et sjyf définit un morphisme de fibres 

vectoriels sur Y'xX 

px(V >Vxx ; 
qui est injectif d'après la Proposition 8 . On note W le conoyau de ce mor

phisme. C'est aussi une famille de fibres semi-stables paramétrée par Y' , 

et on voit aisément que pour tout point y de l'ouvert Y'O Y^ on a 
Gr(W ) = 9 E. . 

7 j*i J 

On peut donc appliquer l'hypothèse de récurrence à W , et on obtient 

Gr(W ) = 9 E. , d'où on déduit sans peine Gr(V ) = Gr(E) 

Ceci achève la démonstration du Lemme 33. 

Supposons que Gr(E) = Gr(E') 

L'égalité g(e) = g(e') se prouve aisément en utilisant la Proposition 2 1 , 

un analogue du Lemme 16 pour les fibres semi-stables, et en faisant un 

raisonnement par récurrence. 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 32. 

La lissité et l'irréductibilité de U (r,d) découlent aisément de la 
s 

Proposition 23 et de la remarque qui la suit. 
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Démonstration du Théorème 18 

Maintenant r et d sont premiers entre eux. 

Il faut d'abord construire un fibre de Poincaré sur U(r,d) . Pour cela 

partons du fibre V" sur RS . Il faudrait le "quotienter" par PGL(p) 

Malheureusement, on a vu que l'action du sous-groupe k.I de GL(p) étant 

celle de k par homothétie, l'action de GL(p) sur V n'en induit pas une 

de PGL(p) . On résout ce problème en considérant à la place de "V" le fibre 

=V& p*(l"1) , 
S S 

p-, désignant la projection R xX *R , L désignant un fibre en droites 
R * s * sur R sur qui agit GL(p) linéairement, l'action de k.I étant celle de 

k par homothétie. Le groupe PGL(p) agit alors de manière évidente sur 

Il reste à construire le fibre L . Soit H un fibre en droites de degré 
s 

I sur X . On note p^ la projection R x X — > X . Les faisceaux 

pR*(V0 et pR*(VH p*(H) ) 

sont localement libres de rangs respectifs d + r.(1-g) et d + r.(2-g) 

Le groupe GL(p) agit de façon évidente sur chacun d'eux, l'action de k.I 

étant celle de k par homothétie. 

Les entiers a et b étant choisis tels que 

a.(d + r.(1-g)) + b.(d + r.(2-g) ) =1 , 

il suffit de prendre 

L = det(pR*(V) )a H det(pR*(VH p*(H») b . 

Ceci dit, le morphisme g x 1^ : RS x X >U(r,d)xX est plat car les va

riétés RS et U(r,d) sont lisses et les fibres de g ont toutes la même 

dimension. On peut donc appliquer la "Théorie de la descente par morphismes 

fidèlement plats" de Grothendieck (J5j , qui permettra de montrer l'existence 

d'un fibre "W" sur U(r,d) tel que 

g* . 

Pour cela, remarquons que le morphisme canonique 

RS xPGL(p) »RS xRS 

est une immersion fermée : il est propre d'après Mumford ([16)1.13) et on 

peut montrer que c'est une immersion en utilisant la remarque suivant la 

Proposition 23 (étude différentielle de RS) 

II en découle que RS est un fibre principal sur Y avec groupe PGL(p) 

(Mumford 0.9) . Ceci entraine qu'on peut identifier R S x ^ ^ d ) ^ et 

RSxPGL(p) , et que l'action de PGL(p) définit une donnée de descente sur 

T ' . 

L'existence du fibre "W est alors une conséquence du Théorème 1 de Q>] . 
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Montrons maintenant que la donnée du fibre 'W" sur U(r,d) définit un bon 

espace de modules pour S(r,d) 

Soit ^ une famille d'éléments de S(r,d) paramétrée par un k-schéma 

noetherien Y . Puisque U(r,d) = Ug(r,d) muni de bijection")É est un espace 

de modules grossier, il existe un morphisme 

f : Y i>U(r,d) 

tel que pour tout point géométrique y de Y , le fibre y soit isomorphe 

au fibre N 
f (y) 

Un fibre stable étant simple, on en déduit, si pv désigne la projection 

YxX >Y , que le faisceau 

PY*(Hom(f* ew) ) ) = L 

est inversible. On a alors 

y*f*(1f0 8 p*(L) , donc £v,f*(1T) . 

Ceci achève la démonstration du Théorème 18 . 

Le calcul de la dimension de U(r,d) est immédiat. 

C - La (semi-)stabilité est une propriété ouverte 

Soit Y un k-schéma noetherien, W un fibre vectoriel sur YxX .On 

veut prouver le Théorème 19, c'est à dire que l'ensemble des points y de Y 

tels que W soit semi-stable (resp.stable) est un ouvert de Y 

Soit yn un point de Y tel que W soit semi-stable (resp. stable) 
. y° 

Il faut montrer qu'il existe un voisinage Y Q de y^ tel que pour tout point 

y de Y Q , soit semi-stable (resp. stable) 

On peut supposer qu'on a 

deg(ttf ) > rgOtf ).(2g - 1) . 

yo yç> 
On a alors 

h1(X,W ) = 0 et h\x,U 8 L~"1) = 0 pour tout point x 
YO YO x 

de X .On montre aisément que cette propriété est vérifiée pour tous les 

points d'un voisinage de yQ (en utilisant le Théorème de semi-continuité 

et le fait que X est une variété projective). 

Le Théorème 19 découle alors immédiatement de la Proposition 21 et du fait 
s s s s s s 

que R (resp. R ) est ouvert dans R (R, R , R étant définis relati
vement à rg(W ) et deg(W ) ) 

y0 y0 

Pour obtenir la généralisation du Théorème 19 mentionnée dans l'introduction 

de III, il faut redéfinir RSS (resp. RS) : c'est l'ensemble des points 

(non nécessairement fermés) q tels que la restriction de U à soit 

semi-stable (resp. stable). 
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IV.- LE CAS COMPLEXE 

Dans cette partie, on supposera que k = £ . On peut dans ce cas donner 

une description des fibres (semi-)stables sur X faisant intervenir des re

présentations linéaires du groupe fondamental TT^ (X) de X 

On ne fera de démonstrations que pour les fibres de degré 0 , pour le cas 

général, le lecteur se reportera aux travaux de Seshadri J 3 ¿ J . 

*/ 

Soit TT : X ¡>X un revêtement simplement connexe de X .Le groupe 

TTjCX) opère librement sur X et X = X/TT^ (X) , ÏÏ étant l'application 

quotient. 

Soit E un (T-espace vectoriel de dimension finie r et 

p : T T ^ X ) » G L ( E ) 

une représentation linéaire de ïï. (X) 

Cette représentation induit une action de TT^ (X) sur le fibre XxE , 

qui est évidemment linéaire, par 

a.(x,e) = (a.x, p(a).e) , 

pour tous éléments a , x et e de ïï^(X) , X et E respectivement. 

On note Vp le fibre vectoriel holomorphe sur X (XxE) / Ï Ï ^ ( X ) 

Le faisceau analytique V£ sous-jacent est le suivant : 

pour tout ouvert Xq de X , Vp(XQ) est l'ensemble des sections holomorphes 

7T^ (X)-invariantes de (XxE) if1(x ) 
О 

PROPOSITION 34 : {Compatibilité avec les opérations algébriques). 

Soient p et p' des représentations linéaires de ÏÏ^(X), alors on a : 

v p e p' - Vp e v p' . 

V p 8 p' i Vp 8 Vp 1 

A v p 

A o 
pour tout n > 0 

S Vn ~ V n pour tout n > 0 
P S P 

V P * V t p H • 
et p - p' V p - V p , . 

PROPOSITION 35 : On a deg(Vp) = 0 . 

On a deg(Vn) = deg(A
nV n) = deg(V ) . On peut donc supposer que r = 1 , 

A np 

c'est à dire que p est une représentation de T\ ̂  (X) dans k . Soit f 

une section méromorphe non nulle de Vp . Elle provient d'une fonction méro-

morphe F sur X telle que pour tout point z de X et tout element a de 

ïï^(X) , on ait 
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F(a.z) = p(cû . F(z) . 
dF . , ~ 

Alors — = g est une différentielle méromorphe sur X invariante par 
r 

ïï^(X) , donc provenant d'une différentielle méromorphe sur X , g1 

On a alors : 

2 1 res (g') = 0 (Théorème des résidus). 
xeX X 

Mais en un point x de X , res^g') = ord^(f) , 

donc 

S ord (f) = deg(Vp) = 0 . 
x e x 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 35 . 

Ce résultat a une réciproque : 

PROPOSITION 36 (Weil) : Tout fibre vectoriel holomorphe de degré 0 , de 

rang r et indécomposable sur X provient d'une représentation linéaire de 

ÏÏ1 (X) dans E 

(Pour une démonstration, voir Weil [ 4 l ] ) . 

On considère maintenant des représentations unitaires, l'espace vectoriel 

E étant muni d'un produit hermitien. On notera ttJ(E) le sous-groupe de 

GL(E) constitué des automorphismes unitaires. 

Une représentation unitaire de ïï^(X) dans E est simplement une représen

tation linéaire de ïï^(X) dans E à valeurs dans le sous-groupe №(E) de 
GL(E) . 

Ce sont ces représentations qui interviendront dans l'étude des fibres 
vectoriels stables de degré 0 sur X 

Soit p une représentation linéaire de ïï^(X) dans E . On note Ep 

le sous-espace vectoriel de E constitué des éléments de E qui sont 

ïï^(X)-invariants. On a une injection évidente 

Ep >H°(X, Vp) . 

PROPOSITION 37 : Si p est une représentation unitaire, l'injection 

Ep »H°(X, Vp) 

est un isomorphisme. 

On note || || la métrique hermitienne sur E . Une section globale de V 

provient d'une application holomorphe 
«•%/ 

F : X *E 

telle que pour tout point z de X et tout élément a de 7̂  (X) , on ait 

F(a.z) = p( a).F(z) . 

Il faut montrer que F est constante. 

L'application || F || : X >(R est ïï1 (X)-invariante, donc est bornée 
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et même atteint ses extremas (on peut le voir en remarquant que || F j| induit 

une application X >(R qui est continue et en utilisant le fait que X 

est compact. 

D'autre part, || f|| est une somme de carrés de modules de fonctions holo-

.•o . . . . . 

morphes sur X , donc est plurisousharmonique. Du fait qu elle atteint ses 

extrémas, elle est constante. 

Posons r 

- i n =SH2> M 
les F^ étant des fonctions holomorphes sur X . Il faut montrer que ces 
fonctions sont constantes. Pour cela, il suffit de montrer qu'elles le sont 
au voisinage d'un point z de X . Soit D un disque fermé de centre z 

2 
On a, puisque les Ff sont harmoniques 

F?(z) 
1 

vol(D) 
F2 
1 

et 

£ | F ? | 

i=1 i=1 

1 
vol(D) 

F2 
1 

1 
vol(D) 

Mi=1|f21 
= С 

d'où, pour tout i F2 
1 

D i 

F^ , d'où on déduit aisément que l'ar

gument de F^ est constant, ce qui prouve que F^ est constant. 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 37 . 

COROLLAIRE 38 : Soient p , p' deux représentations unitaires de TT̂  (X) 

Alors on a Hom(Vp,Vp') 2: Hom(p,p'). En particulier Vp et Vp' sont isomor

phes si et seulement si p et p' le sont. 

Il suffit d'appliquer la Proposition précédente à la représentation 

unitaire p 8 p' 

Le résultat le plus important de cette partie est le 

THEOREME 39 : Un fibre vectoriel de degré 0 sur X est stable si et seulement 

sril provient d'une représentation unitaire irréductible de TT̂  (X) 

On utilisera le résultat suivant (de la théorie de la déformation des fi

bres vectoriels) : 

PROPOSITION 40 : (Existence d'un espace de modules local pour les fibres sim

ples) . Soit F un fibre vectoriel simple sur X . Alors il existe une va

riété analytique Y , un fibre vectoriel E sur YxX , tels que il existe 

un point yQ de Y tel que EVQ — F , aue s^ Y e^ y1 sont deux points 

distincts de Y , les fibres E^ et E^, ne soient pas isomorphes, et 
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qu'enfin la propriété universelle suivante soit vérifiée : 

Pour tout espace analytique Z , tout fibre vectoriel W sur ZxX 

et tout point zQ de Z tel que Wz s: F , il existe un voisinage ZT de 

Y , tel que 

fr (E) ̂  W I 
|z' xX 

On a dim(Y) = h1(X,F* H F) = rg(F)2.(1-g) + 1 . 

Il est clair qu'on peut supposer deg(F) aussi grand que l'on veut. 

En utilisant le Lemme 3 pour prouver un résultat analogue au Lemme 20, on se 

ramène au cas où 

(i) F est engendré par ses sections globales, 

(ii) h1(F) = 0 . 

On peut alors utiliser la variété lisse R construite dans III, corres

pondant à r = rg(F) et d = deg(F) . L'ensemble S des points q de R 

tels que le fibre soit simple est un ouvert de Zariski de R qui est 

invariant par PGL(p) (d'après le Théorème de semi-continuité). 

Soit q_ un point de S tel que Un i F , on va construire un quotient 
U qo 

par PGL(p) d'un voisinage PGL(p)-invariant M de PGL(p).qQ 

Soit g : SxPGL(p) >SxS 

(q,A)| >(q,A.q) , 

c'est un morphisme injectif de variétés algébriques, donc son image est cons

tructible, c'est à dire qu'il existe un ouvert P de Sx S dont Im(g) soit 

une sous-variété fermée. On peut supposer que P est invariant par 

PGL(p) xPGL(p) . Il existe un ouvert S' de S , contenant qQ , et tel 

que P contienne S' xS' . On peut supposer que S' est invariant par 

PGL(p) , alors S' contient PGL(p).qQ . 

Maintenant S' est un PGL(p)-fibre principal : en effet, il résulte de la 

remarque suivant la Proposition 23 que T(g| gtxg) est injective, et 

Im(g|gfxgt) est une sous-variété fermée de S'xS' 

Soit T le sous-fibré vectoriel de Tg , constitué des vecteurs tangents 

aux orbites. Il existe un voisinage ouvert N de q^ et une sous-variété 

fermée M de N qui soit transverse à T et de dimension égale à 

dim(R) - dim(PGL(p) ) . 

Alors il existe un voisinage ouvert Y de q^ dans M tel que deux points 

distincts de Y ne soient pas dans la même orbite : 

Supposons le contraire, il existe alors une suite ĉln̂ n>i de P°i-nts 
de M convergeant vers q , une suite (An̂ n>-j de points de PGL(p) dis
tincts de I , telles que (A .q ) „̂ soit une suite de points de M 

' n n n^1 
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convergeant vers ; S' étant un fibre principal, la suite (An^n>i 

converge vers I . On en déduit aisément que (^)q contient un vecteur 

non nul de Ta , ce qui est absurde. Ceci prouve notre assertion. 
0 

L'ensemble S" réunion des orbites des points de Y est un ouvert de R 

invariant par PGL(p) et l'application p qui à tout point q de S" associe 

l'unique point de Y dans la même orbite que q est holomorphe et fait de 

(Y,p) un quotient de S" par PGL(p) (ceci découle immédiatement du fait que 

YxPGL(p) »S" 

(q,A)| >A.q est une immersion ouverte. 

On note E la restriction de V à Y 

Soit Z un espace analytique, un point de Z et W un fibre vecto

riel analytique sur ZxX tel que W_ c: F 
z0 

D'après le Théorème de semi-continuité, il existe un ouvert Z" de Z con

tenant ZQ tel que pour tout point z de Z" , on ait : 

(i) deg(Wz ) = deg(F) et rg(W_ ) = rg(F) , 
z0 z0 

(ii) W„ est engendré par ses sections globales, 
z0 

(iii) h1(X,W ) = 0 . 
z0 

On applique un analogue analytique de la Proposition 21, qui se prouve en 

remarquant que la propriété universelle du schéma Q est valable pour une 

famille analytique de fibres vectoriels adéquats. Alors il existe un voisinage 
Z' de zn et un morphisme f : Z'—-*S" tel que £'* (V) 2 W| , v . 

0 I Lt x X 
En posant f = p o f ' : Z' > Y , on montre aisément que 

f*(E) ~ "jz'xX • 
et quitte à prendre Z* plus petit , on peut supposer que 

f*(E) « H | z ' * X • 
Le reste de la Proposition 40 est immédiat. 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 40. 

Démontrons maintenant le Théorème 39. 

Soit p : ïï^(X) ^ŒJ(E) une représentation unitaire. Alors le fibre 

Vp est semi-stable : 

Supposons le contraire. On pose r = dim(E) . Il existe un entier n 

tel que 1 £ 11 £ r-1 et que Vp ait un sous-fibré W de rang n de degré 

strictement positif. Le fibre en droites de degré strictement positif 

est donc un sous-fibré de . La représentation Anp étant unitaire 

(pour un produit hermitien évident sur AnE), on peut supposer que k = 1 

De même, en considérant la représentation unitaire pm de ïï^(X) dans 
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E H H E , pour un entier m assez grand, on se ramène au cas où W 

possède une section globale non nulle. Cette section s'annule en au moins un 

point de X , car W n'est pas le fibre trivial. Mais d'après la Proposition 

34, une section globale non nulle de Vp ne s'annule pas. Cette contradic

tion montre que Vp est semi-stable. 

On suppose maintenant que la représentation p est irréductible. Alors 

le fibre vectoriel Vp est stable : 

Supposons le contraire : en utilisant le fait connu que tout fibre en 

droites sur X de degré 0 provient d'une représentation unitaire à valeurs 

dans £ , on peut supposer qu'il existe un entier n tel que 1 ̂  n û r-1 

et un sous-fibré W de Vp de rang n de déterminant trivial. Alors le 

fibre AnVp possède une section provenant d'un élément décomposable 

e^ A Ae^ de AnE qui est non nul. Le sous-espace vectoriel propre F 

de E engendré par e^, e^ est stable par ïï^ (X) , ce qui contredit 

l'irréductibilité de p . Par conséquent, Vp est stable. 

On a donc prouvé la première partie du Théorème 39. 

Il reste à prouver que tout fibre stable de degré 0 sur X provient d'une 

représentation unitaire de 71^ (X) 

Soit p une représentation unitaire irréductible de ïï^ (X) . Soient Z 

une variété analytique, un point de Z et W un fibre vectoriel sur 

ZxX tel que Wz — Vp et que pour tout point z de Z , Wz soit stable 

et de degré 0. On prouvera successivement : 

(i) L'ensemble des points z de Z tels que le fibre Wz provienne d'une 

représentation unitaire irréductible de TT̂  (X) est un ouvert de Z 

(ii) L'ensemble des points z de Z tels que le fibre Wz provienne d'une 

représentation unitaire irréductible de TLj (X) est un fermé de Z 

Ceci entraine la deuxième partie du Théorème : 

Soit r un entier tel que r ^ 2 .En utilisant le schéma Q construit 

dans III pour r et un multiple assez grand de r , on montre aisément qu'il 

existe une famille de fibres stables de degré 0 paramétrée par une variété 

analytique irréductible Z contenant tous les fibres stables de degré 0 et 

de rang r . Il existe des représentations unitaires irréductibles de 

•n̂  (X) dans kr , donc en utilisant (i) et (ii) on en déduit immédiatement 

que tout fibre stable de degré 0 de rang r provient d'une représentation 

unitaire irréductible de TT, (X) dans kr 
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Démonstration de (i) : (esquisse) 

Il suffit de montrer que cet ensemble est localement ouvert. D'après la 

Proposition 40, il est suffisant de prouver (i) pour Y , y^ et E , avec 

F = Vp . 

Soit r le rang de Vp , H l'espace vectoriel de dimension r sous-ja-

cent à p . Soit S l'espace analytique des représentations linéaires de 

TT^(X) dans H , et S Q l'ouvert de S constitué des représentations irré

ductibles. Il existe une famille V de fibres vectoriels sur X paramé

trée par S telle que pour tout point s de S on ait V^ s Vg (on rappelle 

que Vg est le fibre associé à la représentation s ) 

D'après la Proposition 37, il existe un morphisme f : N ^Y d'un voisi

nage de p dans S tel que V |N z (E) 

Soit U le sous-ensemble de S^ constitué des représentations unitaires, 
o 0 r 

C'est une sous-variété analytique réelle de S^ . Soit M = Nfl Uq .Le 

groupe ttJ(H) agit sur S^ (par conjugaison). On note M' le saturé de M , 

c'est un ouvert de S^ . Il existe un quotient M' /(U (H) qui est une variété 

analytique réelle de dimension égale à celle de Y .Le morphisme f induit 

une application continue f : M'/(U (H) ^Y qui est injective d'après le 

Corollaire 38. D'après le Théorème de Brouwer, cette application est ouverte. 

On en déduit immédiatement (i). 

Démonstration de (ii) : 

Soit Uq le sous-ensemble de S constitué des représentations unitaires. 

C'est un espace compact. Soit K le sous-ensemble de SxZ constitué des 

couples (s,z) tels que Hom(V',W ) ï {CFY . D' après le Théorème de semi-con

tinuité c'est une partie fermée de SxZ 

Soit p^ la projection SxZ yZ . Puisque Uq est compact, 

p^DCR^U^xZ) ) est une partie fermée de Z . Mais d'après la Proposition 6, 

c'est juste l'ensemble des points z de Z tels que provienne d'une re

présentation unitaire irréductible de TT̂  (X) 

Ceci prouve (ii) et achève la démonstration du Théorème 39. 

Le cas des fibres de degré quelconque 

Soit r un entier tel que r ^ 2 . Soit x^ un point de X 

Il existe une surface de Riemann simplement connexe X' et un groupe TT 

d'automorphismes analytiques de X' tels que : 

(i) Pour tout point x' de X' , si TT^ désigne le groupe d'isotropie 

au point x' , il existe un voisinage ouvert ïï , -invariant U , de X' tel 
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que pour tout point a de *iï n'appartenant pas à 7 ^ , , on ait 

a.U , H U , = 0 . 

(ii) X est isomorphe à X ' / T T . On note p la projection X ' > X 

(iii) Pour tout point x' de X ' tel que p(x') ̂  XQ > le groupe TT^, 

est trivial. 

(iv) Si XQ est un point de X ' au-dessus de x^ , le groupe TTX est 

fini de rang r , et il existe un système de coordonnées locales au point 

XQ et un générateur de ïï^ tels que pour tout point w de W , on ait : 

2iïï 
r 

OIq.w = e .w 

Le groupe 7T^ ( X ) est engendré par 2g éléments , A G , B ^ , , B ^ 

avec la relation 

-1 -1 -1 -1 
A , . B „ . A ' B, A . B . A . B = e . 
1 1 1 1 g g g g 

Le groupe TT est engendré par 2g + 1 éléments A ^ , . . . . , A ^ , B ^ , . . . . , B ^ , C 

avec les relations 

A , . B ^ A T ^ B T 1 A . B . A ~ 1 . B ~ 1 . C = e , 

1 1 1 1 g g g g 

CR = e . 

Soit p : TT—>GL(r) une représentation linéaire. Soit d un entier tel 

que 0 S d ^ r-1 . On dit que p est de type d si on a 

p(C) = e 

2iTT.d 

R .1 . 

(Il faut bien entendu que C soit un élément comme dans (iv) .) 

Cette représentation permet de définir une action de TT sur le fibre 
r r 

X ' xk .Le quotient Vp = ( X ' x k )/TT est un fibre vectoriel holomorphe sur 

X , de rang r 

En analogie avec la Proposition 33, on a la 

PROPOSITION 41 : Soit p une représentation linéaire de type à de -w dans 

kr . Alors on a deg(Vp) = d 

Ce résultat a une réciproque : 

PROPOSITION 42 (Weil) : Tout fibre vectoriel holomorphe de rang r de degré d 

indécomposable sur X provient d'une représentation linéaire de type d de 

TT dans kr 

, r 
On se restreint maintenant aux representations unitaires de TT dans k 

On montre alors : 

PROPOSITION 43 : Soient p , p' deux représentations unitaires de TT . 
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Alors on a Hom(Vp,Vpf) c£ Hom(p,p) . En particulier Vp et Vp ' sont iso

morphes si et seulement si p et p' le sont . 

Le résultat le plus important est le 

THEOREME 44 : Un fibre vectoriel de rang r de degré d sur X est stable si 

et seulement s'il provient d'une représentation unitaire irréductible de type 

d de 7T dans kr 

On note W(r,d) l'ensemble des représentations unitaires irréductibles 
r 2g 

de type d de 7T dans k , qui s'identifie au sous-ensemble de (U(r) 

constitué des éléments (A^,....,A^,B^, '^g^ tels ̂ ue 

(i) on ait 2i ïï d 

A4.B<1.A(|1.B,1 A .B .A~1.B 1 = e * . I , 

1 1 1 1 g g g g 
(ii) il n'existe pas de sous-espace vectoriel propre de k stable par 

V V B r 'Bg • 

Cet ensemble est muni d'une structure naturelle de variété analytique réel

le, on peut montrer qu'il est non vide. Le groupe ŒJ(r) opère par conjugaison 

sur W(r,d) et induit une action libre de PU(r) . Le quotient 

R(r,d) = W(r,d)/PttJ (r) est muni d'une structure naturelle de variété analy-
2 

tique réelle, de dimension 2.(r .(g-1) + 1 ) . 

D'après le Théorème 3 9 , on a une bijection 

U (r,d) > R(r,d) , 
s 

induisant un homéomorphisme entre les espaces topologiques sous-jacents. 

Ainsi, la classe d'homéomorphisme de Ug(r,d) ne dépend que de g 

Cependant on verra plus loin que la variété algébrique Ug(r,d) dépend for

tement de la courbe X , et en fait la détermine. 

Notons que la description précédente de l'espace topologique sous-jacent 

à Ug(r,d) permet d'étudier les propriétés topologiques de cet espace. 

V.- LES POINTS SINGULIERS DES VARIETES DE MODULES DE FIBRES SEMI-STABLES 

On revient au cas général où k est un corps commutâtif algébriquement 

clos quelconque. 

Soient r et d des entiers tels que r ̂  2 .On sait que la variété algé

brique Ug(r,d) est lisse et on s'intéresse aux points singuliers de U(r,d). 

On montrera le 

THEOREME 45 : ([20]) Sauf dans le cas où g = 2 , r = 2 et d est pair, 

l'ensemble des points singuliers de U(r,d) est U(r,d)\ U (r,d) 
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En utilisant le fait qu'une courbe de genre 2 est hyperelliptique, on 

verra dans le cas où la caractéristique de k est différente de 2 que si 

g = 2 , la variété U(2,0) est lisse. 

On utilisera des résultats de l'Appendice II ("Extensions", Propositions 

1 et 3) . 

A.- Calcul de la dimension de U(r,d)\ U (r,d) 

Soient r, d des entiers tels que r ^ 2 et d > r.(2g-1) . On les 

suppose non premiers entre eux. Soit a leur PGCD, alors a t 2 

On pose 

r = a.rQ , d = a.d0 , p0 = d0 • rQ.(1-g) . 

Soit c un élément de ^\, , ̂ y~J {• Alors on a 

c.d0 > c.r0.(2g-1) et (a-c).dQ > (a-c).rQ.(2g-1) . 

Si E (resp. Ef) est un fibre vectoriel sur X dont la classe dfisomor

phisme est un élément de U(c.rQ,c.d0) (resp. U( ( a-c).rQ,(a-c).d^) ) la 

classe df isomorphisme de E0ET appartient à U(r,d) . Ceci définit une 

application 

pc : U(c.r0,c.d0) xU( ( a-c).r0,(a-c).d0) >U(r,d) . 

Il est clair que les fibres de sont finies, on a donc 

dim(Im(pc) ) = dim(U(c.r0,c.d0) ) + dim(U((a-c) .r. , (a-c) .dQ) ) 

= r2.(c2 + (a-c)2).(g-1) + 2 . 

On a -| 

U(r,d)\ug(r,d) = 0 1 Im(pc) , 

donc dim(U(r,d)\Ug(r,d) ) = Max( {dim(Im(pc), 1 > c = [-§jj) 

r2 

= 2" "(g~1) + 2 si a est pair , 

2 2 
_ r + rQ .(g-1) + 2 si a est impair 

2 
B.- Démonstration du Théorème 45 

On note Ac l'ensemble des points (a,3) de 

U(c.r0,c.dQ) xU( ( a-c).rQ,(a-c).dQ) tels que a = 3 • Cet ensemble est donc 

vide si 2c ^ a 

On pose 
a 

N - (3 Pc( (U (c.r ,c.d )xU ((a-c).r .(a-c).d ) ) \ A ) , 
c=1 
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c'est un ouvert de U(r ,d)\Ug (r ,d) : en effet, on voit aisément que son com

plémentaire est une réunion finie d'images de morphismes de variétés projec-

tives. Donc NUUg(r,d) est un ouvert de U(r,d) , qui est dense. 

On veut montrer que tout point de U(r,d)\Ug(r,d) est singulier. 

Pour cela, il suffit de montrer qu'il en est ainsi de tout point de N 

Soit Z l'ouvert de U(r,d) constitué des points réguliers de NUUg(r,d) 

Il faut montrer que Z = Ug(r,d) 

Supposons le contraire. 

Soit S' l'image réciproque de Z dans R S S . Soit S le sous-ensemble 

de S' constitué des points q tels que 11̂  soit indécomposable. Pour tout 

point q de S , le fibre 11̂  est simple : il existe des fibres stables 

E. et E sur X non isomorphes et une suite exacte : 

0 >E, >U >E0 »0 
1 a l On en déduit la suite exacte 

0 >U 8 E i >U 811= >U HE. >0 . 
q 1 q H q 2 n 

On a hu(X,1I»q 8 Ê  ) = 0 , car sinon, Ê  étant simple et E^ non isomorphe à 

Ê  , on voit aisément que la suite exacte 
0 9 ̂ 2 *® serait scindée. On a donc 

h°(X,/a*HUi) û h°(X,U* 8 E 2) . Puisque h°(X,E* 8 E2> = 0 , tout morphisme 
de TJL dans E„ provient d'un endomorphisme de E . On en déduit, E_ 

O * 0 * 
étant simple, que h (X,U 8 Ej = 1 . Donc h (X,U S U ) = 1 , et U est 

q i q q q 

simple. 

Par conséquent, d'après le Théorème de semi-continuité, S est un ouvert 

de S' , et d'après la Proposition 32, l'image de S dans U(r,d) est Z 

Remarquons que PGL(p) agit librement sur S 

On note Tg le fibre tangent de S, C le noyau du morphisme canonique 

P * ( e r H k
p ) — » u | s - u- , 

Pg la projection SxX s> X . On a alors 
T g = Ps*(Hom(C,U') ) . 

Soit T le fibre des vecteurs tangents aux orbites de l'action de PGL(p) 

sur S , c'est un fibre trivial sur S, de fibre M(p)/k.I . 

Soit g : S *Z le morphisme canonique. Le morphisme T(g) : T g >g (T^ 

s'annule sur T et induit donc un morphisme 

£ : T S / T _ * T Z , 

qui est un isomorphisme au-dessus de R 

Examinons maintenant la situation au-dessus d'un point q de S\RS 

On pose z = g(q) . Il existe des fibres stables Ê  et E^ sur X tels que 

la classe d'isomorphisme de Ê  9 E^ soit z . De plus, Ê  et E^ ne sont 
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pas isomorphes. 

On a donc d'après le Théorème de Riemann-Roch, 

h1(X,Hom(E2,E1) ) = rg(E1).rg(E2>.(g-1) > 0 . 

On pose H = H1(X,Hom(E2,E1) ) =Soit 

0 * PX(E1} *E >PX(E2) *° 
la suite exacte de morphismes de fibres vectoriels sur HxX définie par 

l'Appendice II . On a une suite exacte de morphismes de faisceaux sur H : 
& it 1 is 

0 •pH*(px(E1) ) *PH*(E) ,FCPH*(pX(E2) ) ">R PH*(pX(V ) ' 
1 1 * 

Puisque h (X,E.) = 0 , on a R p„*(p„(E.) ) = 0 , et cette suite exacte 
I n X 1 

est 

0 > erg H°(X,E1) > P R * ( E ) >^H H°(X,E2) >0 . 

On a donc un isomorphisme 

P H * ( E ) ^ kp , 

ce qui prouve qu'on a un morphisme surjectif de fibres vectoriels sur HxX : 

p*((TH kP) > E . 

D'après la propriété universelle de Q , ceci définit un morphisme 

H ->Q , induisant un morphisme 

Y : R\{0] »S . 

Soit X : H\{0] x PGL(p) >S 

(h,A) >A.y(h) . 

Alors les fibres génériques de X sont de dimension 1 : en effet, d'après 

l'Appendice II, pour tout point h de H\{OJ , on a 

X~1(PGL(p).nh) ) = k.hxPGL(p) . 

(On peut même montrer que toutes les fibres de X sont de dimension 1 ). 

Ceci entraine que 

dim(Im(X) ) = p2~2 + rg(El).rg(E2).(g-1) . 

La variété g~^(z) = Im (X) est irréductible, de dimension strictement 

supérieure à p^-1 = dim(PGL(p) ) , sauf évidemment si g = 2 , r = 2 et 

d est pair, donc T(g) ne peut pas être surjectif en q 

On en déduit la caractérisation suivante de Y = S\g~^(z\Ug(r,d) ) : 

c'est l'ensemble des points q de S tels que f^ ne soit pas bijective. 

Donc Y est de codimension 1 dans S 

On va calculer codim(Y) par une autre méthode pour obtenir une contra

diction. 

Les fibres de g|Y : Y >>Z\Us(r,d) sont de dimension inférieure à 

? -r2 
pz - 2 + j ' ( g - D si a est pair , 
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p - 2 + ——^ rQ • (g-1) si a est impair , 

d'après ce qui précède. "Donc dim(Y) est de dimension inférieure à 

p2 + | .r*(g-1) , 

r2 

et codim(Y) ^ • (g-1) > 1 sauf si g = 2, r = 2 et d est pair. 

Cette contradiction achève la démonstration du Théorème 45 . 

VI.- AUTRES RESULTATS 

A.- Variétés de Picard. Fibres de Poincaré des variétés de modules de fibres  

(semi-)stables. 

Soient r et d des entiers tels que r £ 2 

On définit une application 

det : U(r,d) > J(d) 

en associant à la classe d'isomorphisme d'un ribré E celle de det(E) 

Cette application est un morphisme : il suffit d'appliquer la propriété uni

verselle du Jacobien à RS muni du déterminant du fibre canonique (bien sur 

il faut prendre d assez grand) . 

Pour tout fibre en droites L de degré d sur X , on note U(r,L) l'image 

réciproque par det de la classe d'isomorphisme de L . C'est une sous-

variété fermée de U(r,d) 

La variété U(r,L) est irréductible : la démonstration est analogue à 

celle de la Proposition 23. 

On note Ug(r,L) l'ouvert de U(r,L) correspondant aux fibres stables. 

On admettra que Ug(r,L) est non vide (voir le chapitre V de la troisième 

partie). 

Il est immédiat que si r et d sont premiers entre eux, U(r,L) est un 

bon espace de modules pour les fibres stables de rang r et de déterminant iso

morphe à L . Dans le cas général Ug(r,L) est un espace de modules grossier. 

Si E est un fibre vectoriel sur une variété algébrique Y , on note 

Ad(E) le noyau du morphisme surjectif de fibres vectoriels 

Tr : End(E) > Çf 

qui en tout point y de Y associe à un élément f de End(EY) l'élément 

Tr(f) de k . C'est un fibre vectoriel sur Y . On note évidemment Ad(E) 

l'espace vectoriel des sections globales de Ad(E) . 

Si r et d sont premiers entre eux, soit W un fibre de Poincaré pour 

U(r,L) . On note Py la projection U(r,L)xX >U(r,L) . On peut mon

trer que U(r,L) est lisse, et que T , . est isomorphe à Ker(R^pTT*(Tr) ) » 
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R1Pu*(Tr) : R1Pu*(End(W) ) >R1Pu*(eO =^HH1(X , e^) . 

Dans le cas où r n'est pas un multiple de car(k) , T , . est donc 

isomorphe à R p *(Ad(W) ) 

Le lecteur pourra essayer de prouver ce résultat après avoir lu l'appen

dice III, consacré à l'application de déformation infinitésimale. 

Dans le cas général, on appelle fibre de Poinoaré pour un ouvert non vide 

S de U(r,L) un fibre vectoriel W sur X tel que pour tout point s de S 

la classe d'isomorphisme du fibre W soit s 
s 

Les résultats qui suivent sont démontrés dans £3l] . 

THEOREME 46 : Si r et d sont premiers entre eux, on a un isomorphisme 

Pic(U(r,L) )s Z . 

On notera u un fibre en droites ample sur U(r,L) dont la classe d'iso

morphisme est un générateur de Pic (U(r,L) ) . Alors on a le 

THÉORÈME 47 : Si r et d sont premiers entre eux, on a 

^ det (TU(r(L)> « "2 • 
Sous les mêmes hypothèses, on a le résultat suivant : 

Soit 1 l'unique entier tel que O ^ l ^ r et l.d s 1 (mod.r) 

Alors il existe un fibre de Poincaré W sur U(r,L) , unique à isomorphisme 

près, tel que pour tout point x de X on ait 

det(W|u<r,L)*tJ1Ja'ul • 

THEOREME 48 : Si r et d ne sont pas premiers entre eux, si S est un 

ouvert non vide de U(r,L) il n'existe pas de fibre de Poinoaré pour S 

En particulier, il n'existe pas de fibre de Poincaré pour un ouvert non 

vide de Ug(r,d). On prouvera ce résultat, dans certains cas et par une autre 

méthode que dans (31*] , dans la sixième partie. 

Question ouverte : On suppose que r et d sont premiers entre eux. Soit u 

un fibre en droites ample sur U(r,L) dont la classe d'isomorphisme engendre 

Pic(U(r,L) ) . Le fibre u est-il très ample ? 

La réponse est oui si X est une courbe hyperelliptique et r = 2 

Voir [4] , p. 177, (II) . 

B.- Rationalité des variétés de modules 

(Voir [27] ) . 

THEOREME 49 : Soient r, d des entiers premiers entre eux, avec r ^ 2 , 

L un fibre en droites sur X de degré d . La variété U(r,L) est ra-
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tionnelle dans les trois cas suivants : 

(i) d= ± 1 (mod r) 

(ii) g est une puissance d'un nombre premier 

(iii) g n'est pas une puissance d'un nombre premier, et la somme des deux 

plus petits facteurs premiers distincts de g est strictement supérieure 

à r . 

En particulier, si deg(L) est impair, U(2,L) est rationnelle. 

La méthode utilisée dans (27] montre en fait que U(r,L) est rationnelle 

dans d'autres cas que ceux du Théorème 49. On procède de la façon suivante : 

on construit une famille de fibres vectoriels stables de rang r et de dé

terminant isomorphe à L , paramétrée par un ouvert U d'un espace projectif 

de même dimension que U(r,L) . D'après la propriété universelle de U(r,L) , 

on en déduit un morphisme 

U >U(r,L) . 

On peut trouver une telle famille telle que ce morphisme soit injectif. 

En caractéristique différente de 0 il n'est pas immédiat que ce soit un 

isomorphisme birationnel. Pour le montrer on utilise la théorie de la défor

mation des fibres vectoriels, telle qu'elle est exposée dans l'Appendice III. 

Dans le cas général, on peut montrer que U(r,L) est une variété uni-

rationnelle. 

On dit qu'une variété algébrique Y est unirationnelle s'il existe un 

espace projectif de même dimension que Y et une application rationnelle 

f : P >Y 

dont l'image contient un ouvert de Y 

On voit aisément que dans cette définition il est inutile de supposer que 

Y et P ont même dimension. Pour montrer que U(r,L) est unirationnelle 

il suffit donc de construire une famille de fibres vectoriels stables de 

rang r , de déterminant isomorphe à L , "contenant" tous les fibres vecto

riels stables de rang r et de déterminant isomorphe à L , et paramétrée par 

un ouvert d'un espace projectif. Cela est aisé (voir la démonstration de la 

Proposition 23). 

Dans le cas où k = C , on peut en déduire aisément que 

h1(U(r,L),C0 = 0 pour i ̂  0 . 

C - Fibres vectoriels sur les courbes hyperelliptiques 

Définition 50 : On dit que X est hyperelliptique s'il existe un morphisme 

fini de degré 2 
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f : X »IP . 

On peut alors montrer qu'il existe une unique involution non triviale i de 

X , et f est l'application quotient pour l'action du groupe |l^,ilj sur X 

Les points de X invariants par i , qui sont les points de ramification 

de f , sont en nombre 2g + 2 , et sont appelés les points de Weierstrass 

de X .On peut voir ces points comme des scalaires w1, w9 9 (en uti-

lisant f et une base convenable de k ) 

Soit Q1 (resp. Q2) la quadrique de P2g+1 d'équation 

2£+2 2g+2 
£L x . = 0 (resp. W..X. = 0) . 
i=1 i=1 

Les résultats qui suivent sont prouvés dans j^J . 

THÉORÈME 51 : Le Jacobien de X est isomorphe à la variété des sous-

espaces projectifs de P2g+2 ^e dimension 8~1 ou^ sont contenus dans 

Q1 et Q2 . 

THÉORÈME 52 : Soit L un fibre en droites de degré impair sur X . La va

riété U(2,L) est isomorphe à la variété des sous-espaces projectifs de 

^2g+2 ^e dimension g-2 qui sont contenus dans et 

D.- Propriétés topologiques des variétés de modules 

(Voir [24] , [26]) . 

On suppose ici que k = C . 

Les résultats ci-dessous sont démontrés en utilisant la description des 

variétés de modules en terme de représentations unitaires donnée dans IV. 

THÉORÈME 53 : a) Soit L un fibre en droites de degré 1 sur X . Alors 

U(2,L) est simplement connexe. 

b) Le groupe fondamental de U(2,1) est abélien libre à 2g générateurs. 

Soit W un fibre de Poincaré sur U(2,L)xX . On peut écrire 

c^v) = <(> + f , 

c2(v) = x + y + a)Hf , 

2 

où f est le générateur positif de H (X) , <j) , a) sont des éléments de 

H2(U(2,L) ) , X de H4(U(2,L) ) , Y de H3(U(2,L) ) H H1(X) . 

Si (a^, ,a2g^ est une kase de H^(X) , on peut écrire 

y = Y. H a. 
i=1 1 1 
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avec ^ dans H3(U(2,L) ) . 

Il existe une infinité de fibres de Poincaré, puisque Pic(U(2,L) ) est 

isomorphe à 2Z , donc <|> , X» »̂ w dépendent de V . Cependant 

c(End(V ) ) = 1 - $ + 4 .y + 2 .a H f 

avec 
2 

$ = <t> " 4.x , a = 2.03 - 4> , 

est indépendant de V . 1 1 en est donc de même de a, $, 

THEOREME 54 : L'anneau H(U(2,L) , (p) est engendré par 

<*. B, Y r J2g . 
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DEUXIEME PARTIE : DÉFORMATION DES VARIETES DE MODULES DE FIBRES STABLES  

INTRODUCTION 

Dans ce qui suit on supposera que k est le corps des nombres complexes. 

On peut se poser le problème suivant : comment "varie" la variété U(r,L) 

quand la courbe X "varie" ? 

On peut montrer par exemple que les variétés de modules U(r,L) corres

pondant à des courbes X, Xf non isomorphes ne sont pas isomorphes. (Voir 

[17] ,[2l]) . 

Pour étudier la déformation des variétés de modules il est essentiel de 

calculer 

h1(U(r,L),Tu(rjL)) pour i ^ 0 , 

qui mesure, si i = 1 , la "dimension de l'espace des déformations infinité

simales de U(r,L)" . En fait on va montrer que 

h1(U(r,L),Tu(r L)) = h1(X,Tx) = 3g - 3 , 

ce qui suggère le résultat précédemment énoncé. 

On utilisera des résultats de l'Appendice III ("Morphisme de déformation 

infinitésimale"). 

On supposera que g ^ 5 . Soit L un fibres en droites sur X de degré 

1, W un fibre de Poincaré sur U(2,L)xX 

On démontrera le 

THEOREME 1 : On a 

RXpx*(Ad(W) ) = 0 pour i = 0,2, 

et le morphisme de déformation infinitésimale 

n : Tx »R1px*(Ad(W) ) 

est un isomorphisme. 

(On désigne par px la projection U(2,L)xX * X) 

On prouvera ensuite le 

THEOREME 2 : On a 

h ^ U ^ D . T y ^ L)) - 0 si i i 1 , 

et 

h1(U(2,L),Tu(2)L)) = 3g - 3 . 

En fait ces résultats sont vrais pour tous les rangs et même si g < 5 , 

voir (2G . 

Dans le chapitre I on expose des préliminaires nécessaires à la démons-
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tration de 11 injectivité de r| 

Dans le chapitre II sont données les démonstrations des Théorèmes 1 et 2 

I.- FAMILLES DE FIBRES VECTORIELS 

Soit T une variété algébrique lisse. 

Soit E un fibre vectoriel sur TxX 

Soit XQ un point de X .On pose 

Q(E) = P(E*) , 
X0 

et on note TT„ la projection Q(E)-
E ^ t 

Soit (f(\) le fibre tautologique du fibre en espaces projectifs P(E ) , 
x 0 

£x le faisceau sur X concentré en xQ , de fibre £ en xQ , px et 

p_._. les projections Q(E)xX *X et Q(E)xX >Q(E) , i l'inclu-

sion Q(E) x jx0<j > Q(E) x X . 

On a alors 

Px* (Cxo) = i-* (OQ(E) x (xO)). 
On a donc 

Hom(lTE(E)| Q(E)x{x^ , e - ( 1 ) ) = Hom(^(E),p*(E) (0tD) B p*«2 ) ) . 

En considérant le morphisme canonique 

4 ( e > | q ( E ) x W — ^ 

on obtient le morphisme surjectif 

h •• 4 (E) * P Q ( E ) { ^ ( 1 ) ) *4(&*o> • 

Plus précisément, pour tout point t de T , tout élément non nul f de 

* 
E , et tout élément z de E^ , on a 
t xQ txQ 

eEk.f(2) = i . f ' 

(c'est un élément de & (1) , ,-) . 
k. f 

On pose 

K(E) = Ker(3E)* • 

On a, pour tout point z de Q(E) xX 

Torf^xX(pQ*(E)(^(i)) B p ; « r x o ) ,(Tz) - 0 . 

à cause de la suite exacte 

0 »L"1 >ÇT » (£ ^ 0 . 

X0 X0 
Par conséquent ker(3T?)etK(E) sont des faisceaux localement libres. 

E 

On note A(E) la suite exacte 

0 » K(E)* >7TE(E) ^ p * ( 6 x 0 ) H p*(E) (&(]) ) ^0 

sur Q(E) x X . 
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Propriétés fonctorielles des constructions précédentes 

Soit S une variété algébrique lisse et f : S »T un morphisme. 

Ce morphisme induit Q(f) : Q(f^ (E) ) »Q(E) , et on a un diagramme 

commutatif 

Q(f (E)) 
Q ( f ) 

->Q(E) 

V ( E ) 

-> T 

Il est aisé de voir qu'il existe un isomorphisme canonique 

Q(f)* (A(E) ) - A(f*(E) ) , 

et en particulier on a diagramme commutatif 

" V E ) ( F F F ( E ) ) 

Px(Cxo) x PQ(f*-(E)) (o(1)) 

- > Q ( f ) * Çir* ( E ) ) 

Q(fr ©E) 

^ Q(f)* (p*(^x.) 8 p * , , , ) 
Q ( E ) 

Donnons une description plus explicite de K(E) : 

Soit t un point de T , z un element non nul de E , alors I tXQ 
( 7 est le noyau du morphisme E *(2 défini par z 

j K • Zj X A t XQ 

Morphismes de déformation infinitésimale 

PROPOSITION 3 : Le morphisme de déformation infinitésimale en xQ de K(E) 

considéré comme une famille de fibres vectoriels sur Q(E) paramétrée par X 

est injectif. 

D'après les propriétés fonctorielles des constructions précédentes et du 

morphisme de déformation infinitésimale, on peut se ramener au cas où T 

est réduit à un point, c'est à dire que E est un fibre vectoriel sur X 

Soit U un voisinage de x^ tel que EJ^ et Lx |̂  soient triviaux. 

Soit ElTT—8£ H E un isomorphisme. ^ 
lu u 0 

On a alors un morphisme canonique 

ir*(E> *pJ(e) <eti>> . 
qui envoie le sous-faisceau K(E) de ^ e ^ ^ Sur 

Pq(e) (0r(1)) C p;(e) « D ) • 
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On a un diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes sur Q(E) xU 

p;(E)««» «pX̂ >-
4f 

P*(E)(é*l)) «p*<i^> 

o—»k(e)*—->(p*(E)(e - (D ) h p*(lx^) ) e T T | ( e ) _ Ü _ > P * ( E ) (0-(D) >o 

0 — > K ( E ) 4(E) 

0 

^ p j ( ^ x ) H p * m ®r(i)) *o 
^Q(E) 

Remarquons que 

)X(LJq(E)xU = B ' et TT£(E)~ p*(E) (8^8 E ) . 
x 0 

On peut donc appliquer la Proposition 1 de l'Appendice III à la restriction 

à Q(E)xU de la suite exacte 

O _ > K ( E ) — > ( p * ( E ) ( ^ ( i ) ) 8 p * a 3 1 ) ) © 7T*(E) -JL-^p*^ ( 0 ^ ( 1 ) ) > 0 
Q ( E ) 

sur Q(E) x X . 

On peut voir r| comme un morphisme 

Tl : U >Hom^(1) © (08 E ) ,0 (̂1) ) 
x0 

= End(#tD ) © Hom^H E , # 0 ) ) 
x0 

La deuxième composante de ce morphisme est constante, tandis que la première 

est le morphisme U •End(0'(1) ) défini par le morphisme canonique 

x0|U 

de L 

• End(C^(1) __) (défini par l'inclusion L_. et la trivialisation 
| U xQ 

) . 

Par conséquent 

T : T = (L 1) — 
T i x 0 Xx0 x0x0 -*End(0tl) ) 

t| >t.I 
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On a 

K(E) - * , ) M ((LxO-1)xo . T Q ( E ) ) . 

dfoù on déduit aisément que le morphisme déduit de ^ 

f : T„ ^Hom(K(E)* , ) 0 
AX0 X0 

est injectif, et que 

9 : Hom(K(E)* , tf'd)) * H1 (Q(E) ,End(K(E)* )) 

X0 X0 

est injective. 

Mais d'après la Proposition 1 de l'Appendice III, on a 

n = - 3 o f 
xo 

ce qui démontre la Proposition 3 . 

II.- DEMONSTRATION DES PRINCIPAUX RÉSULTATS 

On applique les résultats du Chapitre I au fibre de Poincaré W sur 

U(2,L)xX . 
"k 

On considère Q(W) = P(WX̂) . On note ÏÏ la projection 

Q(W) >U(2,L) . 

On a une suite exacte canonique sur Q(W) xX 

0 »K(W)* > / ( w ) >p*«Cx ) B P*(W) ) >0 

(px, Pg(y) désignant les projections Q(W)xX r>X , 

Q(W)xX >Q(W) ) 9 & ( \ ) le fibre en droites tautologique sur le fibre en 

espaces projectifs Q(W) , £ le faisceau sur X concentré en x de fi-

bre d ) . 0 

Au-dessus d'un point C.p de Q(W) (si TT (C.p) = z , p est un élément 

non nul de W„ ) cette suite exacte est 

0 

o >K(W)* * w — - — H C.p)* h C >o , 

C-P Z X Q 

le morphisme ¥ étant déterminé par p 

LEMME 4 : Soit F un fibre vectoriel stable sur X , de rang 2 et de degré 1, 

X : F ><£x 

un morphisme non nul. ° 

Alors Ker(X) est un fibre vectoriel semi-stable de rang 2 et de détermi

nant isomorphe à det(F) 8 L 
x0 

Immédiat. 
Donc K(W)̂  EST un fibre vectoriel semi-stable, de rang 2 et de détermi-

P -1 
nant isomorphe à L H L 

X0 
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(Remarque : ne pas confondre le fibre en droites Lx , noyau du morphisme 

canonique , et la fibre de L en xQ) . 

D'après la propriété universelle de U(2,L ̂  19 L ) , on en déduit un 

X° 
morphisme 

q : Q(w) >U(2,L"*1 H L ). 

Soit w un point de U(2,L 8 L ) , correspondant à un fibre vectoriel 
-1 xo 

E . On va étudier la fibre q (w) 

LEMME 5 : On a dim(q"~1(w) ) ^ 1 . 

Si <T.p est un point de q ^(w) , avec ïï(£.p) = z , on a une suite 

exacte 

(I) 0 >E* * W - *>0 , 

g étant donné par 

p : w 

.ZX° 
On en déduit la suite exacte 

(II) o *W* >E >gXQ *0 , 

ce qui définit une application 

q~1(w) >P(E* ) 

0 
qui est un morphisme 

(c'est l'application 

C.p *Ker(E* >W )) . 

Ce morphisme est injectif, car la suite exacte (I) est la transposée de (II), 

et est donc déterminée par (II). 

Ceci prouve le Lemme 5. 

LEMME 6 : Soit F un fibre vectoriel stable de rang 2, de degré 0 sur X , 

et 

r : F 

un morphisme non nul. 

Alors Ker(D est un fibre vectoriel semi-stable de rang 2 et de déter

minant isomorphe à det(F) 8 L 

Immédiat. 

~ 1 ^ 
On a donc, avec les notations précédentes, q (w) — P(EX ) , si E est 

stable. 

On en déduit le 

COROLLAIRE 7 : Le morphisme 

q : Y = q"1(U (2,L~1 H L ) ) (2,L~1 8 L ) 

s xQ s xQ 
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fait de U un fibre en droites projeotives sur U (2,L ^ H L ) 

s XQ 
On pose 

K = U(2,L~1 K L )\U (2,L~1 H L ) . 

xQ \ s xQ 

On a dim(K) = 2g - 2 (voir le chapitre V de la première partie). Donc d'après 

les lemmes 5 et 6, on a 

dim(q"1(K) ) > 2g - 1 , 

codim(q"1(K) ) > g - 1 . 
Démonstration du Théorème 1 

Montrons d'abord que le morphisme de déformation infinitésimale est injec-

tif . 

On considère la suite exacte canonique sur Q(K(W) ) xX : 

0 > K ( K ( W ) ) * >TT'*(K(W) ) >p*(eT(1) ) B p*(£ ) *0 

A X _ (p^ et p désignant les projections Q(K(W) ) xX *X et 

Q(K(W) ) xX *Q(K(W) ) , TT1 la projection Q(K(W) ) >Q(W) ) 

Soit z un point de Q(K(W) ) tel que TT'CZ) ne soit pas dans q ^ (K) 

Alors K(K(W) ) z est un fibre stable de rang 2 , de déterminant isomorphe 

à L . Soit 

U = Q(K(W) ) \ 7Tf"1(Q(W)\q"1(K) ) . 

D'après la propriété universelle de U(2,L) , on a un morphisme 

p : U *U(2,L) , 

tel que 

ptf(w) « K ( K ( W ) ) | u x x S p*tf) , 

étant un fibre en droites sur U 

D'après les propriétés fonctorielles du morphisme de déformation infinité

simale, on a un diagramme commutâtif 

H1(Q(K(W) ) ,Eiid(K2(W) ) ) 
xo 

•ben 

H (U(2,L),End(W ) ) 
X0 

U, End (К2 (W) ) ) 

où rj1 désigne l'application de déformation infinitésimale au point x 

de la famille K(K(W) ) de fibres vectoriels sur Q(K(W) ) , a la 

restriction et <j> étant induite par p 

L'application a est injective car 
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codim(Q(K(W) )\u) = codim(7TF 1(Q(W)\q 1 (K) ) 
= codim(Q(W) \q 1 (K) ) > g - 1 £ 3 , 

(voir [9] ). 

L'application r\K^ est injective d'après la Proposition 3. On en déduit 

immédiatement que nx est injective. 

Montrons maintenant que pour tout point xQ de X , on a 

h1(U(2,L),Ad(Wv ) ) = 1 . 
X0 

LEMME 8 : Soit E un fibre vectoriel sur une variété algébrique M , 

p : P(E) ^M le fibre en espaces projectifs associé. On note T le fibre 

tangent aux fibres de p . Alors on a 

H^PÍE) ,00 = O si i > 0 

H1(P(E),T*) s Hl_1(M,e-) pour i > 0 

H^PCE) ,T ) 2 H1(M,Ad(E) ) pour i ̂  0 . 

Immédiat en utilisant la suite spectrale de Leray de p et les isomorphismes 

p* (CO 2 &RÍP «30 = 0 si i » 0 , 

R1p.(T*)-6r , RLP*(T ) = 0 si i > 0 , 
« p P 

P*<Tp>- M(E) > Rlp*(V = 0 si i > 0 . 

LEMME 9 : On a, sur Q(W)\q (K) , T - T 
q 

(où T (resp. T ) est le sous-fibré vectoriel de T . , TTv tangent aux fibres 
ïï q Q(w; 

de ïï (resp.q) ) . 

Cela découle immédiatement du fait que si 

0 ^E* *F A > 0 
X0 

est une suite exacte sur X , E et F étant des fibres vectoriels, si 

0 ^F* * E >& > 0 
X0 

est sa transposée, on a un isomorphisme 

F* /<S.p Z (E* /fc.V) 

x' x / 0 

qui ne change pas si on remplace p par un de ses multiples, et de 1'isomorph 

me canonique 

e r ( i ) s e ^ ( - i ) . 
ïï q 

D'après le lemme 8 , on a 
h1(U(2,L),Ad(W )) =h1(Q(W),T ) , 

x 0 
et 

h V i K W ) , ^ ) = h^QCW^q"1»),^) 

(car codim(q_1(K) ) ^ 3 

= h1(Q(W)\q"1(K),T*) 

d'après le lemme 9 , 
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= h°(U (2,L~1 H L ) ,60 
s xQ 

d'après le Lemme 8. 

= h°(U(2,L~1 H L ) ,60 , car 

-1X° 
codim(U (2,L b L ) ) = 2g - 1 > 2 

s xQ 

= 1 

Il reste à montrer que pour tout point x^ de X , on a 

h2(U(2,L),Ad(W ) ) = 0 . 
xO 

La démonstration est analogue à la précédente. On utilise ici le fait que 

On obtient 

codim(q ^(K) ) ^ 4 , car g ^ 5 

h2(U(2,L),Ad(W )) = h1(U(2,L),fr) 

et le résultat découle du fait que la variété U(2,L) est unirationnelle 

(voir le Chapitre VI de la première partie). 

Ceci achève la démonstration du Théorème 1. 

Démonstration du Théorème 2 

On a déjà 

h1(U(2,L),Tu(2)L)) = 0 si i > 2 

d'après le Théorème d'Akizuki-Nakano et le Théorème 1-47. On peut donc suppo

ser que i S 1 

LEMME 10 : On a R1Pu*(AçKw) > * Tu(2,L) 9 

RlPn*<M(w) ) - 0 si i t 1 

(où py est la projection U(2,L)xX »U(2,L) . 

La première égalité a déjà été vue (Chapitre VI de la première partie, A). 

Les autres découlent du fait qu'un fibre vectoriel stable est simple. 

On a donc 

h ^ U U . L ) , ! ^ L)) - hl+1(U(2,L) xX, Ad(W) ) , 

en utilisant la suite spectrale de Leray de p^ . D'autre part, d'après 

le Théorème 1, on a 

Px*(Ad(W) ) - 0 , 

R1Px*(Ad(W) ) » Tx , 

R2px*(Ad(W) ) - 0 , 

donc d'après la suite spectrale de Leray de px on a 
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h°(U(2,L),Tu( }) = h°(X,Tx) = 0 , 

h1(U(2,L),Tu(2)L) } = h1(X,Tx) = 3g - 3 . 

Ceci achève la démonstration du Théorème 2. 
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TROISIÈME PARTIE : FIBRES VECTORIELS AVEC STRUCTURE PARABOLIQUE 

INTRODUCTION 

On étudie ici des fibres vectoriels E munis de structures quasi-paraboli

ques, c'est à dire qu'en un nombre fini de points x de X , on se donne 

une filtration 

!,-vv f2(e)X •••• 3VE)XH°} • 
Avant de définir une notion de (semi-)stabilité pour de tels objets, il 

faut associer à chaque terme F.(E) d'une telle filtration un coefficient 
n 1 x 

axi (on 0bt:*-ent: ainsi un "fibre parabolique") . 

Par une méthode analogue à celle de la première partie on peut construire 

des variétés de modules de fibres paraboliques. 

Voir [15] . 

Dans le chapitre I on donne la définition précise et les propriétés élémen

taires des fibres paraboliques. 

Dans le chapitre II on étudie comment varie la (semi-)stabilité d'un fibre 

parabolique en fonction des coefficients mentionnés précédemment. 

Dans le chapitre III on étudie comment varie la (semi-)stabilité d'un fibre 

parabolique sur X quand on change la base de X .On donne aussi un 

"Théorème de propreté" pour les fibres paraboliques, indispensable à la démons

tration de l'existence de variétés de modules de fibres paraboliques. 

Dans le chapitre IV on construit ces variétés de modules. 

Dans le chapitre V on étudie le cas où k est le corps des nombres com

plexes . 

Dans le chapitre VI on donne les conditions d'existence des fibres para

boliques. 

I.- FIBRES AVEC STRUCTURE PARABOLIQUE. (SEMI-)STABILITE. QUELQUES PROPRIETES 

A.- Définitions 

Soit I un ensemble fini non vide de points de X , F un fibre vectoriel 

sur X 

DEFINITION 1 : Une structure quasi-parabolique E sur F est la donnée, pour 

tout point x de I , d'un drapeau de F , c'est à dire d'une filtration 

Fx = F1(E)x:> F2(E)x3 ••••3Fnx(E)(E)x3 Fn (E) + 1(E)x = H 
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de Fx par des sous-espaces vectoriels. 

Pour tout point x de I , et I £ i £ n (E) , on pose 

kxi(E) =dim(F.(E)x/Fi+1(E)x)X . 

La suite (kx^(E) ) xel,1 ^ i ̂  nx^E) s'appelle la suite de multiplicités 

pour E 

On dit alors que F est muni d'une structure quasi-parabolique, ou que 

E est un fibre quasi-parabolique. On commettra souvent l'abus de notation 

consistant à identifier E et F 

DEFINITION 2 : Une structure parabolique E' sur F est la donnée d'une 

structure quasi-parabolique E sur F et d'une suite de nombres réels 

^axi^E ^ ̂  x€l,1 û i û n (E) telle que pour tout point x de I on ait : 

0 i ax1(E-) < .... < a^(E)(E') < 1 . 

Une telle suite s'appelle un système de poids pour E . On dit que kx^(E) 

est la multiplicité de a^CE') 

On dit alors que F est muni d'une structure parabolique, ou que E' 

est un fibre parabolique. On commettra souvent l'abus de notation consistant 

à identifier E', E et F . 

On dit que I est l'ensemble de points de X où la structure (quasi-) 

parabolique est concentrée. 

DEFINITION 3 : Un morphisme de fibres paraboliques E et F est un morphisme 

de fibres vectoriels 

g : E >F 

tel que pour tout point x de I , on ait 

Sx(Fi(E)x)C V,(F)x dèsque axi(E) > axj + 1(F) • 

On dit que g est un isomorphisme de fibres paraboliques si c'est un 

isomorphisme de fibres vectoriels et si g ^ est un morphisme de fibres 

paraboliques. 

DEFINITION 4 : Soit E un fibre parabolique. Un sous-fibre parabolique de 

E est un fibre parabolique F tel que : 

(i) F est un sous-fibré vectoriel de E , 

(ii) pour tout point x de I et tout élément j de |l ,. . . . ,nx(F) j , 

si i est le plus grand entier tel que F.(F) C F.(E) , alors on a 
r ° j x i x 

axj(F) • axi(E) • 
Un quotient parabolique de E est la donnée d'un fibre parabolique F 

et d'un morphisme surjectif de fibres vectoriels f : E >F tels que : 

(i) Pour tout point x de I et tout élément j de ^ 1 , . . . . , nx(F)^ , il 
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existe un élément i de Jl ,. . .. ,n (E)J tel que 

fx(F.(E)x) =F.(F)x , 

(ii) Si i est le plus grand entier tel que l'égalité précédente soit vérifiée, 

on a 

ax.i(F) =axi(E) • 

Remarque : Soit E un fibre parabolique sur X , et F un sous-fibré vectoriel 

de E .11 existe une unique structure parabolique sur F telle que pour tout 

point x de I , la filtration (Fj(F)x) soit constituée des termes distincts 

de la filtration ^Fi^E^x^Fx^ • 0n l'appelle la structure parabolique canonique 

de sous-fibré parabolique de E de F 

On définit de même la structure parabolique canonique d'un fibre vectoriel 

quotient de E 

Quand on considérera un sous-fibré vectoriel (resp. un quotient) de E , 

il sera sous-entendu qu'il est muni de sa structure parabolique canonique. 

Soient E, F-|>F2 ^es fibres paraboliques, et 

0 >E1 i>E *E2 *0 

une suite exacte de fibres vectoriels sur X 

On dit que c'est une suite exacte de fibres paraboliques si respectivement 

aux morphismes de la suite exacte précédente, E^ (resp. E^) est un sous-fibré 

(resp. un quotient) parabolique de E 

Soient E,|, E2 des fibres paraboliques, et 

0 >E1 *E *E2 *) 

une suite exacte de fibres vectoriels sur X 

On va construire une structure parabolique sur E : 

Pour tout point x de I , on choisit un isomorphisme 

E as E. © En 
x 1x 2x 

compatible avec la suite exacte précédente. On pose 

(ax.(E), 1 SiSnx(E)j ={axj(El), 1 S j S n ^ E , ) ) 

U{axl(E2), 1 S Unx(E2)j , 

les axi^E^ étant bien entendu rangés par, ordre croissant. 

Pour tout élément i de 1,....,n (E) , on a 

W c - V V * » W x > 

j (resp.l) étant le plus grand entier tel que a^(E) û a^(E^) 

(resp. axi(E) ̂  *xl(F2) ) . 

On vérifie alors aisément que E^ (resp.E2) est un sous-fibré (resp. un 

quotient) parabolique de E , muni de sa structure canonique. 

On dit que le fibre parabolique E est une extension du fibre parabolique 

E2 par le fibre parabolique E^ 
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Dans le cas où E = ® E^ , il existe une structure parabolique canonique 

de E , et on dit que E , muni de cette structure, est la somme directe 

des fibres paraboliques E^ et E^ 

On définit de manière évidente la somme directe de deux morphismes de fi

bres paraboliques. 

DEFINITION 5 : Soit E un fibre parabolique sur X . Le nombre réel 

M E ) 

pardeg(E) = deg(E) + ZI ( \Zx kxi(E)•axi(E) > 
xel i=1 

s'appelle le degvê parabolique de E 

On pose par u(E) = pa f̂)(E) • 
Soit E un fibre quasi-parabolique, a un système de poids pour E , E^ 

le fibre parabolique défini par E et A .On pose 

a-pardeg(E) = pardegCE^) et a-pary(E) = pary(Ea) 

Remarques : 

1.- Soit E un fibre parabolique, F un sous-fibré vectoriel de E .La 

structure parabolique canonique de F est la structure parabolique de F fai

sant de celui-ci un sous-fibré parabolique de E qui rend pardeg(F) 

(resp. par p(F) ) maximal. On a un résultat analogue pour les quotients. 

2.- Un point x de I est dit trivial pour un fibre parabolique E si on a 

nx(E) = 1 . Remarquons que E induit un fibre parabolique E1 dont la struc

ture est concentrée en I \{xj , et qu'on a 

pary(E') = pary(E) - rg(E).ax1(E) . 

3.- Soient E<|>E2 ^es fibres paraboliques et E une extension de E^ par 

E.j . Alors on a 

pardeg(E) = pardeg(E.j) + pardeg(E2) 

DEFINITION 6 : un fibre parabolique E est dit semi-stable (resp. stable) si 

pour tout sous-fibré parabolique F de E on a 

pary(F) ̂  pary(E) (resp. pary(F) < parjj(E) ) . 

Si E est un fibre quasi-parabolique et a un système de poids pour E , 

on dit que E est a-semi-stable (resp. astable) si le fibre parabolique 

défini par E et a est semi-stable (resp.stable). 

Remarques : 

1.- Dans la définition précédente, on peut remplacer F par un sous-fibré 

vectoriel de E muni de sa structure parabolique canonique. 

69 



C. S. SESHADRI 

2,- Soit x un point trivial pour un fibre parabolique E et E' le fibre 

parabolique dont la structure est concentrée en I^^} induit par E 

Alors E est semi-stable (resp.stable) si et seulement si E' l'est. En par

ticulier, si tous les points de I sont triviaux, E est semi-stable 

(resp. stable) si et seulement si le fibre vectoriel est semi-stable (resp. 

stable) au sens de la première partie. 

3.- Soit E un fibre parabolique et L un fibre en droites sur X . Il exis

te une structure parabolique évidente sur E H L induite par celle de E , 

et E H L est semi-stable (resp. stable) si et seulement si E l'est. 

4.- On peut, en ajoutant au besoin des points à I , ramener l'étude des fi

bres paraboliques de degré parabolique quelconque à celle des fibres paraboli

ques de degré parabolique 0 : cela découle des deux remarques précédentes et 

de la remarque 2 suivant la définition 5 . 

B.- La filtration de Harder-Narasimhan 

PROPOSITION 7 : Soit E un fibre parabolique. Il existe un unique sous-fibre 

vectoriel E^ de E tel que, pour tout sous-fibre parabolique F de E , 

on ait 

pary(F) ̂  pary(E1) , 

et rg(F) < rg(E^ si pary(F) = pary(E.j) . 

Ce sous-fibre parabolique est semi-stable. On l'appelle le sous-fibré parabo

lique semi-stable maximal de E 

La démonstration est analogue à celle de la Proposition 1.2. 

On en déduit le résultat suivant, analogue au Théorème 1.4 : 

THEOREME 8 : Soit E un fibre parabolique. Il existe une filtration de E 

par des sous-fibres vectoriels, et une seule, 

0 = E-C E4CE0 C E . C E = E , 

0 1 2 s-1 s 

telle que, pour 1 û i û s-1, E^/E^_^ soit le sous-fibré parabolique semi-

stable maximal de E/E^_^ 

On l'appelle la filtration de Harder-Narasimhan de E 

C - Morphismes de fibres paraboliques semi-stables - Théorème de Jordan-Holder 

La démonstration de la Proposition suivante est analogue à celle des Proposi

tions 1.6 et 1.7 : 
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PROPOSITION 9 : Soient E et F des fibres paraboliques semi-stables. 

a) Si pary(E) = pary(F) , et f : E *F est un morphisme de fibres pa

raboliques, alors f est de rang constant, Ker(f) et Coker(f) , munis de 

leurs structures paraboliques canoniques sont semi-stables, et on a 

pary(Ker(f) ) = parV(Coker(f)) = pary(E) . 

b) Si pary(F) < pary(E) , on a Hom(E,F) = { o j . 

c) Si E et ¥ sont stables, et pary(E) = paru(F) , on a Hom(E^F) = [oj 

ou bien E et E sont isomorphes. 

à) Si E est stable, E est simple, c'est à dire que les seuls endormorphis-

mes paraboliques de E sont les homothéties. 

On en déduit immédiatement le 

COROLLAIRE 10 : Soient E^ et E^ des fibres paraboliques semi-stables tels 

que paryCE^ = paryCE^) - y . Alors toute extension de E^ par E^ est un 

fibre parabolique semi-stable et on a pary(E) = y . 

Soit y un nombre réel, et Cy la catégorie dont les objets sont les 

fibres paraboliques semi-stables E tels que pary(E) = y et les morphismes 

de fibres paraboliques entre ceux-ci. D'après le Corollaire 10 la somme directe 

de deux objets de Cy , munie de sa structure parabolique canonique, est 

aussi un objet de .On en déduit à l'aide de la Proposition 9 la 

PROPOSITION 11 : La catégorie C^ est abélienne, artinienne et noetherienne 

On peut donc appliquer à Cy le Théorème de Jordan-Hôlder, ce qui donne 

le 

THEOREME 12 : Soit E un fibre parabolique semi-stable sur X . Il existe 

une filtration de E par des sous-fibres vectoriels 

0 = E . C E C C L C E . C E n = E 

p+1 p 2 1 0 

telle que pour 1 ^ i ^ p , le fibre parabolique E^/E^+1 soit stable et 

qu'on ait pary(E^/E^+<j) = par y(E) 

De plus la classe d'isomorphisme parabolique du fibre parabolique 
P 

© E ^ E ^ ne dépend que de celle de E .On note Gr(E) cette classe 

d'isomorphisme. 

Soit E un fibre quasi-parabolique, a un système de poids pour E et E^ 

le fibre parabolique défini par E et A .Si E^ est semi-stable on pose 
a-Gr(E) = Gr(E ) . 

a 

Remarque : Si E est un fibre parabolique semi-stable, les suites de mul

tiplicité (resp. les systèmes de poids) pour E et Gr(E) sont les mêmes. 
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II.- VARIATION DE LA (SEMI-)STABILITE AVEC LA STRUCTURE PARABOLIQUE 

Soient r et d des entiers tels que r ̂  2 . Soit r\X la catégorie des fi

bres quasi-paraboliques E de rang r de degré d , de suite de multiplicités 

(k .) 1 < . < fixée, et tels qu'il existe un système de poids a pour 

' X 

E tel que E , muni de A , soit un fibre parabolique de degré parabolique 

0 , c'est à dire que 
nx 

Ç T ( 0 k . .a .) + d = 0 . 

X € I 1 = 1 XI XI 
On note Q l'ensemble des suites a = ( a . ) T „ ̂  . ^ * -, , * 

xi xel.1 h i n vérifiant l'ega-
x 

lité précédente et telles que pour tout point x de I , on ait 

0 ^ a „ < a 0 < < a < 1 . 
xi x2 xn 

x 
On prouvera le résultat suivant 

THEOREME 13 : Etant donné un élément a de 0, , il existe un élément a' 

de Q à coordonnées rationnelles tel que : 

(i) pour tout objet E de V , E est a-semistable (resp. astable) si 

et seulement si E est a*-semi-stable (resp. a'-stable). 

(ii) pour tout objet a-semi-stable E de , les fibres quasiparaboliques 

sous-jacents aux sous-fibres paraboliques de degré parabolique 0 de E muni 

de a soient les mêmes que ceux qui sont sous-jacents aux sous-fibrés para

boliques de degré parabolique 0 de E muni de a* 

Far conséquent les fibres quasi-paraboliques sous-jacents à a-Gr(E) et 

a'-Gr(E) sont isomorphes. 

(La notion d'isomorphisme quasi-parabolique étant évidente). 

LEMME 14 : Soit a un élément de Q . Alors il existe un voisinage U de 

a dans fi tel que pour tout élément b de U , tout objet de aux est 

astable soit aussi b-stable. 

Si E est un objet de b un élément de 0, , et F un sous-fibré 

vectoriel de E , on pose 

X(E,F,b) = - b-parp(F) , 

F étant muni de sa structure canonique de sous-fibré parabolique du fibre 

parabolique défini par E et b 

Alors il existe des constantes ^i»^ indépendantes de E et de b telles 

que 

deg(F) < C1 = * x < E , F , b ) < 0 

deg(F) > C2 >x(E,F,b) > 0 
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lies formes linéaires x(E,F,b) en D correspondant aux objets E 

et aux sous-fibrés F de ceux-ci tels que 

C1 < deg(F) < C2 

sont en nombre fini, donc il existe un voisinage U de a et un réel 6 > 0 

tel que pour tout objet a-stable E de *V*"> tout sous-fibré F de E tel que 

C1 < deg(F) < C2 

et tout élément b de U , on ait 

X(E,F,b) ^ ô 

On voit aisément que U est le voisinage cherché. 

Ceci achève la démonstration du Lemme 14. 

Soit d1 un entier tel que 0 > d1 > d . Pour tout élément x de I soit 

m un entier tel que 1 ̂  m û n , i4......i un sous-ensemble de 
x n x x 1 m 

x 
1,....,n tel que i„ <....< i , p ,p des entiers tels que 
' * x M 1 mx x^ x 

1 û p . ̂  k . pour 1 ̂  j û m 
xj xi. r J x 

J 

On considère l'ensemble des éléments b de Q, tel que 

m 
x > (J~ P • b . ) + d' = 0 

*>—- f — . rX1. X I . . , rXJ . XI . 

xeI j = 1 J j 

Un tel sous-ensemble de Q est dit distingué. Il en existe un nombre fini. 

On note D leur réunion. 

LEMME 15 : Soit K une partie compacte de Q\ D . Alors il existe un nombre 

réel ô > 0 tel que pour tout objet E de V , tout sous-fibre vectoriel 

Y de E et tout élément b de K , on ait 

|X(E,F,b)| > ô . 

Immédiat. 

LEMME 16 : Soit S une composante connexe de Q\D . Pour tout objet E de 

\^*, tous éléments b^ et b2 de S , on a 

(i) E est b^-stable si et seulement si E est b^-stable. 

(ii) Si E est b^-semi-stable, E est b^-stable. 

Seul (i) ne découle pas trivialement de la définition de D 

Supposons que E soit b^-stable et soit F un sous-fibré vectoriel de E 

Alors on a X(E,F,b^) > 0 , et comme la forme linéaire en b X(E,F,b) ne 

s'annule pas sur l'ensemble connexe S , on a X(E,F,b2) > 0 

Donc E est b2-stable. 

Ceci achève la démonstration du Lemme 16. 
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Démonstration du Théorème 13 

Il est déjà démontré si a est un élément de fi^D , à cause du Lemme 16 

et du fait que D est fermé. Supposons que a appartienne à D . Soit Y 

l'intersection des ensembles distingués passant par a . Alors il existe un 

voisinage U de a tel que tout ensemble distingué passant par un point de 

Y AU passe aussi par a . On peut supposer que YOU est connexe, car Y 

est une partie convexe d'un ]R-espace vectoriel. On voit alors aisément que 

pour tout point b de YflU et tout objet E de , E est b-semi-stable 

(resp. b-stable) si et seulement si E a-semi-stable (resp. a-stable). 

Puisque Y est défini par des équations linéaires à coefficients rationnels 

YHU contient des points à coordonnées rationnelles. 

Ceci achève la démonstration de la partie (i) du Théorème 13. On vérifie 

aisément que a' satisfait aussi aux conditions de (ii). 

Le Théorème 13 est donc démontré. 

III.- QUELQUES RÉSULTATS DE LANGTON. LE THEOREME DE PROPRETÉ 

(Langtonfli) , Mehta-Seshadri [*15] , III). 

A.- Fibres paraboliques sur une courbe projective lisse sur un corps non né 

cessairement algébriquement clos. Changement de base. 

Soit X une courbe projective lisse sur un corps commutatif k . On appel

le fibre vectoriel sur X un faisceau localement libre sur X , de rang fini. 

Si E est un fibre vectoriel sur X et x un point rationnel de X , on 

appelle fibre de E au-dessus de x le k-espace vectoriel Ex H^, k 

(qu'on note aussi quelquefois Ex) . X 

On définit les fibres (quasi-)paraboliques comme dans le Chapitre I, 

en prenant pour I un ensemble fini non vide de points de X(k). 

Soit K un corps commutatif extension de k .On note X ^ la courbe 

p«jjective lisse X x^ Spec(K) sur K . On identifie de manière évidente 

I et un ensemble de points de XR(K) . Si K' est une extension de K , 

on a (X J ^ K » = > et on n°te iR Rf le morphisme X ^ , > X ^ induit 

par l'inclusion KCK' . Si E est un fibre vectoriel sur X , on note 

ER le fibre vectoriel i* R(E) . Remarquons que (EK)K? = EKi 

Si x est un point de I , on a 

E K x = E x 8 k K > 

donc une structure parabolique sur E induit une structure parabolique 
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sur ER .Si E est un fibre parabolique sur X , on note E^ le fibre 

parabolique qu'il définit sur X^ 

La notion de degré (parabolique) d'un fibre (parabolique) a un sens. On 

définit la (semi-)stabilité d'un fibre parabolique comme dans le chapitre I, 

et les résultats précédents sont valables sur X , sauf la partie d de la 

Proposition 9 ("si E est stable, E est simple"). 

PROPOSITION 17 : On suppose que k est infini ou K/k algébrique.' Soit E 

un fibre parabolique sur X . Alors E est semi-stable si et seulement si 
K 

E l'est. 

Si E est semi-stable, il est évident que E est semi-stable. 
K 

Supposons réciproquement que E soit semi-stable. 

Soit E' le sous-fibré parabolique semi-stable maximal de E . Il faut 
K. 

montrer que E' = E . Pour cela, il suffit de montrer qu'il existe un sous-
K 

fibre parabolique F de E tel que F = E' : en effet, dans ce cas, on aura 

pary(E') = pary(F) ^ pary(E) = paru(ER) , 

par semi-stabilité de E .On en déduit immédiatement que E' = E 

Soit z (resp. t) le point générique de X̂ . (resp. X) , (e]j, , e ? s ^ 

une base du k(z)-espace vectoriel E' C E = E H K .On peut écrire 
z K z t K. 

e! = ZI a...e.. pour 1 û i ̂  s , 

(avec a., dans K , e.. dans E ) . Soit K' le sous-corps de K engendré 

par k et les a ^ . On voit aisément qu'il existe un fibre parabolique 

F' sur X̂ ., tel que F^ = E' , et il suffit de montrer qu'il existe un 

fibre parabolique F sur X tel que FR = F' . Puisque F' est le sous-fibré 

parabolique semi-stable maximal de E , , on s'est ramené au cas où K/k 

est une extension de degré de transcendance fini. 

Soit P(K/k) la propriété énoncée par la Proposition 17 , alors si K/k 

et K'/K sont des extensions, on a 

P(K'/k)_*>P(K/k) et (P(K/k) et P(K*/k) )—=^ P(K'/k) . 

On est donc ramené à traiter les cas suivants : 

(i) K/k est une extension galoisienne, 

(ii) K = k(u) , u étant un élément de K tel que uP soit dans K , 

(p = car(k) ) , 

(iii) K = k(T) . 

(i) Soit G le groupe de Galois de K/k . Pour tout élément a de G , soit 

1'automorphisme de au-dessus de X induit par a : 

Soit U = Spec(A) un ouvert affine de X . Alors, sur l'ouvert 
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ik,K(U)=~ Spec(A 8 ^K) de ^ , est donné par 1'automorphisme 1^ 8 a 

de A EL K . 
* 

On a un isomorphisme canonique O (E ) =J E.. : 
K K K 

Si sur U , E est donné par le A-module libre M , E est donné au 

.-1 * 

dessus de i^ par M 8^K , et a^CE^) est donné au-dessus de 

ij^K(U) par le A B^K-module libre N dont le groupe additif sous-jacent 

est M 8^K , et la multiplication 

(m,c)| >m 8 a(c) . 
* -1 

L1isomorphisme E » O (E ) au-dessus de i. V(U) est défini par 
K K K k., K 

1'automorphisme de A 8 -modules 

M 8. K j> N 
k 

m 8 c ^m 8 a(c) 
je 

Par unicité de E1 , on a a (E') = Ef, donc d'après Grothendieck (C6j, 
K 

p. 22) il existe un sous-fibré vectoriel F de E tel que F = E' . Si on 

munit F de sa structure parabolique canonique, 1'égalité est encore valable. 

Ceci prouve (i) . 

(ii) On appelle dérivation de &^ sur un morphisme de faisceaux de 
K 

^-modules 

tel qu'en tout point x de , et pour tous éléments y, y* de 6£ , 

on ait 

Dx(y.y') = y.Dx(y') + yf.Dx(y) . 

Une telle dérivation induit un morphisme de faisceaux de €Ç-modules 

D' : ER .ER 

de la façon suivante : en un point x de U , on a E^x = M 8 

D' : M 8 A6f *M 8 . 

x A x A x 
m 8 y ^m 8 D(y) 

On a, pour tous éléments e de E , a de & ; 

K x x 

Dx(a.y) = a.Dx (y) + Dx(a).y . 

Soit p : ER • E^/E' la projection, alors 

p o D'|E? : Ef >E/E' 

est un morphisme de &Y -modules, comme on le voit aisément. Ce morphisme 
K 

est nul (ceci découle de la démonstration de l'unicité de E') 

Donc E' est stable par D' . Par conséquent, d'après Grothendieck (£6j) , 

p. 23) il existe un sous-fibré vectoriel F de E tel que F = E' . Il 

faut évidemment munir ce fibre vectoriel de sa structure canonique de sous-

fibré parabolique de E . Ceci prouve (ii). 
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(iii) Soit a un élément de k .Le k(X)-automorphisme de 

K(X) = k(X)(T) associant T + a à T définit un automorphisme O de XR 

sur X , et comme dans (i) on a 

a*(E„) = E_ et o*(E') = E' . 

a IN. ix. a 
Par conséquent E'z est un sous-K(X)-espace vectoriel de Efc ®k(X) K(X) 
stable par L B f . 1 1 suffit de montrer qufil existe un sous-espace 

t a 

vectoriel Ffc de Et tel que Ft H k ^ K ( X ) = E^ .En effet, si F est 

le sous-fibré parabolique de E défini par F , on aura F = E' 

t JX 

Pour tout a dans k , on pose 
u = u .(T + a)n + + u,.(T + a) + u_ . 

a n 1 0 

C'est un élément de E^ , puisque E^ est invariant par I£ <& f& . 

Le corps k étant infini, il existe des éléments a0,....,an de k tels 

que le déterminant 

(T + aQ)n (T + a0)n"1 .... 1 

(T + a )n (T + a )nH .... 1 

n n 
soit non nul. 

Puisque u ,....,ua sont dans E1 , on en déduit que pour 1 û i ̂  n 
o n z 

u-.T1 est un élément de ET , ainsi donc que u. 
i z i 
Ceci prouve (iii) et achève la démonstration de la Proposition 17. 

PROPOSITION 18 : On suppose que k est algébriquement clos. Soit E un fibre 

parabolique et K/k une extension, K étant un corps commutatif algébrique

ment clos. Alors E__ est stable si et seulement si E l'est. 
K 

Il est évident que E est stable si E l'est. Supposons réciproquement 
K 

que E soit stable. Soit E^ la somme des sous-fibrés paraboliques stables 

F de E,. tels que pary(F) = pary(E ) . On peut, en raisonnant comme dans 

la Proposition 17, montrer qu'il existe un sous-fibré parabolique F de E 
tel que F = E. : cependant on remarquera qu'on ne doit pas utiliser le cas 

K I 

(ii) de la Proposition 17, car il se peut que Hom(E^»ER/E^) ï 0 .On peut 

s'en dispenser en appliquant le résultat suivant : toute extension de degré 

de transcendance fini de k est séparablement engendrée, (voir par exemple 

|j33] , Vol.I, Thm. 31 p. 105) . Le fibre parabolique étant stable, on en 

déduit que F = E , d'où E = E1. Mais on montre aisément en utilisant la 
K 1 

Proposition 9, que E^ est une somme directe de fibres stables, donc si 
E n'est pas stable, on a 
K 
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dim(Endf(Ev) ) > 1 , 

End'(E^) désignant l'espace vectoriel des endormorphismes paraboliques de 

E^ . On note End(E^) l'espace vectoriel des endomorphismes du fibre vec

toriel sous-jacent à E , et on définit de même End(E) et End'(E) 

K 

Supposons qu'on puisse montrer que 

End(ER) = End(E) ̂  K , 

on en déduit immédiatement que 

End'(ER) = End'(E) ^ K , 

et comme E est stable, et k algébriquement clos, on a 

dim(End'(E ) ) = dim(End'(E) ) = 1 . 
K. 

La Proposition 18 est donc une conséquence du 

LEMME 19 : Soit K/k une extension et E un fibre vectoriel sur X . Alors 

on a 

H°(XK,EK) = H°(X,E) H K . 

On a H°(XK,EK) = H°(X,ik K*(ER) ) = H°(X,E Sfc K) , et le Lemme 19 

résulte aisément de ce que X est quasi-compact et de ce que 

h°(X,ff) = 1 

Remarque : La proposition 18 suggère de nouvelles définitions : 

On suppose k quelconque. On dira qu'un fibre parabolique E sur X est 

semi-stable (resp. stable) s'il existe une extension algébriquement close 

K de k telle que le fibre parabolique E^ sur X^ soit semi-stable (resp. 

stable). D'après la Proposition 18, c'est alors vrai pour toute extension 

algébriquement close de k 

Remarquons que la nouvelle notion de semi-stabilité est équivalente à 

la précédente. A priori il n'en est pas de même pour la stabilité. 

B.- Familles de fibres paraboliques 

Soit r un entier tel que r ^ 2 

Soit K un corps commutatif , W un k-espace vectoriel de dimension r, 

k^,....,kn des entiers strictuement positifs tels que 

ZI k. - r . 

On appelle variété des drapeaux de type (k^) de W la variété algébrique 

projective F(W)(k.) dont les points sont les filtrations 

W = V H 2 •••• \ °\+: " t°3 
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de W par des sous-espaces vectoriels de W , telles que pour 1 ̂  i ̂  n 

on ait 

dim(W./W. J = k. . 
î 1+1 î 

Soit Y un k-schéma noetherien, V un faisceau localement libre de rang 

r sur Y . On peut définir un Y-schéma propre noté F(V)(k^) , représentant 

le foncteur associant à un Y-schéma f : Z- >Y l'ensemble des suites 

(pj,....,Pn) , où pour 1 < i <n , p^ : f*(V) >V^ est un quotient lo

calement libre de f (V) tel que Ker(p^+^)C Ker(p^) pour 1 < i ̂  n-1 

et rg(V^) = k̂  + .... + k^ pour 1 ̂  i ̂  n . 

Si Y' est un k-schéma noetherien, et g : Y' >Y un k-morphisme, on 

a un isomorphisme canonique 

F(g*(V)) (k.) = F(V) (k.) ̂  Y' . 

En particulier, pour tout point y de Y , on a 

F(V) (k.)y = F(Vy)(k.) . 

Dans tout ce qui suit, on se place sous les hypothèses du Chapitre I. 

Soit (k . ) A ̂  . ^ une suite d'entiers strictement positifs, 
xi xCI , 1 < i < n 

telle que pour tout point x de I , on ait 

n 

2 > x i = r ' 
i=1 XL 

Une famille de fibres quasi-paraboliques de suite de multiplicités (^x^) 

paramétrée par un k-schéma noetherien Y est la donnée d'un faisceau loca

lement libre V de rang r sur Y x^ X , et pour tout point x de I , d'une 

section de F(^x{x}> ( ( k ^ ) , S i < ^ 

Une famille de fibres paraboliques s'obtient en ajoutant aux données pré

cédentes celle de poids. On définit comme dans la première partie la notion 

d'isomorphisme de deux familles de fibres paraboliques paramétrées par un 

même k-schéma noetherien. 

Remarquons que si Y = Spec(K) (K étant une extension de k ) , ces 

définitions coïncident avec celles des fibres (quasi-)paraboliques sur X^ 

Si Y' est un sous-schéma fermé (ou ouvert) de Y , une famille de 

fibres (quasi-)paraboliques paramétrées par Y induit par restriction une 

famille de même nature paramétrée par Y' , de même suite de multiplicités. 

Si R est une k-algèbre commutative qui est un anneau de valuation dis

crète, et z le point générique de Spec(R), Spec(k(z)) est un ouvert 

de Spec(R). Si E est un faisceau localement libre sur Spec(R) x^X , 
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toute famille de fibres (quasi-)paraboliques paramétrée par Spec(k(z)) de 

faisceau sous-jacent E se prolonge de manière unique en une famille de même 

nature paramétrée par Spec(R) de faisceau sous-jacent E 

C - LE THEOREME DE PROPRETÉ 

Soit R un anneau de valuation discrète, d'idéal maximal engendré par ïï 

tel que k C R , avec R/ (TT) = k .On pose 

XR = Xxk Spec(R) , 

c'est un schéma irréductible lisse sur Spec(R) . Soit D le corps des frac

tions de R , z le point générique de X , t le point générique de X 

Le morphisme i : X^- *XR découlant de l'inclusion rC K est une immer

sion ouverte, car pour toute k-algèbre commutative A , on a 

A M K K - ( A R K R ) . 

Le morphisme j : X >X , découlant de la projection R ->k est une 
K 

immersion fermée. On a de plus 

X O X K = 0 et X U X R = XR . 

On démontrera le 

THEOREME 20 : Si F est un fibre parabolique semi-stable sur , il existe 

une famille E de fibres paraboliques paramétrée par Spec(R) telle que 

i*(E) ~ F 

et que j (E) soit un fibre parabolique semi-stable sur X 

.* * 

(La définition des fibres paraboliques i (E) et j (E) est évidente). 

Pour une démonstration, voir Mehta-Seshadri [15] . 

IV.- LES ESPACES DE MODULES DE FIBRES PARABOLIQUES (SEMI)-STABLES 

Soient r et d des entiers, avec r ̂  2 

Soit a = (a .) _ . s • ̂  une suite de nombres réels telle que pour 
xi x e 1,1 û i û n *i r 

x 
tout point x de I on ait 

0 < a . < < a < 1 , 
x1 xn 

x 
y = (k .) _ „ . . ̂  une suite d'entiers strictement positifs telle que 
A xi x€ 1,1 S i ̂  n v M 

x 
pour tout point x de I on ait 

U xi 

On note S()(,a,d) l'ensemble des classes d'isomorphisme de fibres parabo-
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liques semi-stables de rang r, de degré d, de poids a et de suite de multi

plicités x • 0n note S'(x,a,d) le sous-ensemble de S(x,a,d) constitué 

des classes d ' isomorphisme de fibres paraboliques stables. Pour étudier 

S(X,a,d) et S'(X,a,d) , on peut supposer que d est aussi grand qu'on le 

veut, que les a ^ sont rationnels et que le degré parabolique d'un fibre 

parabolique dont la classe d'isomorphisme est un élément de S(X,a,d) est 0 

En fait ces assertions doivent être démontrées une fois construits les espaces 

de modules, on laissera ces vérifications au lecteur. 

A.- Espaces de modules grossiers 

DEFINITION 21 : Soit T un k-schéma noetherien. On appelle famille d'éléments 

de S'(X,a,d) paramétrée par T une famille (E,s) de fibres paraboliques 

paramétrée par T telle que pour tout point t de T , la restriction Efc de 

(E,s) à k̂("£y soit un fibre parabolique stable (k(t) désignant la clôture 

algébrique de k(t) ) 

Soit F le foncteur k-Sch ^Ens associant à un k-schéma noetherien Y 

l'ensemble des classes d'isomorphisme de familles de fibres paraboliques de 

suite de multiplicités X , de poids a et de degré parabolique d 

DEFINITION 22 : Un espace de modules grossier pour S'(x,a,d) est un morphisme 

de foncteurs k-Sch >Ens 

Y : F ^Mor( ,YQ) , 

YQ étant un k-schéma noetherien, satisfaisant aux conditions suivantes : 

(i) ¥(*) : F(*) ^YQ(k) est une bijection 

(avec *= Spec(k), donc F(*) = S'(x,a,d)) 

(ii) Pour tout morphisme de foncteurs, 

^ : F *Mor( 9Xy) , 

Y,j étant un k-schéma noetherien, il existe un unique morphisme 

f ? Y *Y 
0 * 1 

tel que le diagramme suivant soit commutatif : 

Mort 
> 7 r Mor( 

V 
Mor( ,f) 

On définira dans un cas particulier la notion de bon espace de modules pour 

S'(x,a,d) (voir C ) . 

On prouvera le 
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THEOREME 23 : II existe un espace de modules grossier Ug(x,a,d) pour 

ST(x,a,d) , qui est une variété quasi-projective lisse. 

De plusy Ug(x,a,d) possède une compacification naturelle, notée U(x,a,d) . 

On peut décrire l'ensemble sous-jacent à U(x,a,d). C'est le quotient de 

S(x,a,d) par la relation d.'équivalence suivante : pour tout couple (E,F) 

de fibres paraboliques dont les classes d'isomorphisme sont des éléments de 

S(x,a,d) , E et F sont équivalents si et seulement si Gr(E) = Gr(F) 

On démontrera dans VI que S'(x,a,d) ̂  0 .En admettant ceci, on peut 

montrer que 

dim(U(X,a,c) ) = r2.(g-1) + 1 + £ j dim(F( ( k ^ ) ^ ^ } } 

x e I x 

B.- Démonstration du Théorème 23 

On démontre d'abord le résultat suivant, analogue au Lemme 1.20. 

LEMME 24 : Si d est assez grand, pour tout fibre parabolique E dont la 

classe d'isomorphisme est dans S(x,a,d) , on a 

(i) Le fibre vectoriel sous-jacent à E est engendré par ses sections glo

bales. 

(ii) h1 (X,E) = 0 . 

Dans tout ce qui suit, on choisit d comme dans le Lemme 24. 

Les fibres paraboliques sont la classe d'isomorphisme est un élément de 

S(x,a,d) ont le même polynôme de Hilbert P , et leurs espaces de sections 

globales ont la même dimension p 

On note Q le schéma de Hilbert correspondant à P et 6>H (voir 

I.III.A) . Soit % le faisceau canonique sur Qx^x > R l'ouvert de Q 

caractérisé par le fait que pour tout point fermé q de R , la restriction 

U de U à jqjx X est un fibre vectoriel et l'application canonique 

kP >H°(X,1L) 

est un isomorphisme. On sait que R est une variété algébrique lisse irréduc-
2 2 

tible de dimension r .(g-1) + p .On note <V~ la restriction de U à RxX 

Soit R la sous-variété fermée de 

7T FCVD C % )((k < . < ) 
Rx Jx4 xi 1 h i s n 

x e I 1 J x 

constitué des points ^cx^x^i tels que pour tout couple (x,x') de points 

de I , la projection de x sur R soit égale à la projection de x' sur R 

On note 

7T : R ^R 
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la projection canonique. Remarquons que R est une variété irréductible 

lisse de dimension 

r2.(8-D • p2 + F W | R x { x j ) V , iSn > • 

Remarquons que chaque point fermé q de R définit une structure parabolique 

sur le fibre vectoriel IL , *• sur X . On notera IL ce fibre parabolique. 

ïï(q) q 
On démontre aisément que R , muni de la famille de fibres paraboliques 

k 

évidente dont le faisceau sous-jacent est ïï (V) , possède une propriété uni

verselle locale analogue à celle qui est énoncée dans la Proposition 1.21. 

Soit RSS (resp. RS) l'ensemble des points q de R tels que TL̂  soit un 

fibre parabolique semi-stable (resp. stable). 

Le groupe PGL(p) agit sur R et on peut comme dans la Proposition 1.22, 

préciser l'action de PGL(p) sur R : 

PROPOSITION 25 : (i) Pour tout couple (q1,q2) de points fermés de R , les 

fibres paraboliques 11^ et TI^ sont isomorphes si et seulement si q̂  et q^ 

sont dans la même orbite de l'action de PGL(p) sur R 

(ii) Pour tout point fermé q de R , le stabilisateur de q sous l'action de 
k 

PGL(p) est isomorphe au quotient AutCU^)/k.I , AutCtL^) désignant le 

groupe des automorphismes paraboliques de 11̂  

Pour obtenir Ug(x,a,d), il faudrait "quotienter" RS par PGL(p) 

Comme pour le cas des fibres vectoriels, il faut utiliser une variété auxil-

liaire. 

Soit N un entier strictement positif . Pour tout point x de I , et tout 

entier i tel que 2 S i ̂  nx , soit 
i-1 

x1 

On pose 

t . = y [ k . , t 
xi j-1 xl * 

Z = HN x JJ . "fî H 
p,r xCl i=1 P^xi 

Le groupe SL(p) agit de façon évidente sur Z 

On utilise maintenant des résultats du chapitre III de la première partie. De 

la Proposition 1.25 on déduit le 

THEOREME 26 : Soit e = (kP/E,, ,kP/EX7, (kP/E . ) _ , . . . ) un élément 
1 N xi xcl,1 < i û n 

x 

de Z . Pour tout sous-espace vectoriel V de kp , on note (resp.V^) 

l'image de V dans kp/E. (resp. kp'/E ^) . Alors le point e de Z est 

semi-stable (resp. stable) pour la linéarisation de l'action de SL(p) 

définie par une suite (b1,.... ,b , (b .) < . < d'entiers, si et 

1 vi X1 X£ 1,1 — 1 — tt. / 
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seulement si on a, pour tout sous-espace vectoriel non trivial F de kp 

N 
dim(F).(r. S b . + Z j E b . . t .) 

j = 1 3 xel i = 1 XL xl 

^ p.( T \ b..dim(F.) + S 22 b ..dim(F .) ) 

• 111 • ' t 1 -vi vi 7 
( r e s p . < ) . 

Dans ce qui suit, on considère une linéarisation de l'action de SL(p) 

sur Z définie par la suite 

( 1 1 > ( e - ( 1 ' axn )'£-(ax2 " ax1)'----'£-(axn-axn - l ' ^ I » ' 

X X X 

e étant un nombre rationnel strictement positif. Soient x^,....x^ des point 

de X , distincts de ceux de I .On considère le morphisme 

T : R >Z 

qi £ ( U ) ,....(U)xn ' ^ i ^ q V x d J < i < n } * 

q x j q nx ' x 
Le résultat suivant généralise une partie du Théorème 1.31. 

THEOREME 27 : On peut choisir l'entier N , le rationnel e de manière que 

les propriétés suivantes soient vérifiées : 

(i) T ' est injectif 

((ii) T"1(Zss) = RSS 

(iii) T~1(ZS) = RS 

(Voir Mehta-Seshadri {j5j Prop. 4.2). 

On en déduit que RSS et RS sont des ouverts de R , et possèdent une 

propriété universelle locale évidente. 

Notons que l'assertion (iv) du Théorème 1.31 (MT est une immersion fermée" 

ne semble pas généralisable. Cette partie du Théorème 1.31 était indispensable 

à la construction des variétés de modules de fibres vectoriels stables. 

On utilisera pour s'en dispenser dans le cas des fibres paraboliques le 

Théorème 20 ("Théorème de propreté"). 

Soit Y = ZSS/SL(p). C'est une variété projective, d'après le Théorème 1.25 

Soit M l'image de RSS dans Y . 

PROPOSITION 28 : L'image M de ' Rss est une sous-variété fermée de Y . 

Il suffit de montrer que tout morphisme f : Spec(k( ( T) )) *M se pro

longe en un morphisme Spec(k[[T]] ) ->M 

Soit z l'unique point de Spec(k( (T) )) . Alors il existe un point q d 

RSS (non nécessairement fermé) tel que l(q) = f(z) . Le fibre parabolique 

est semi-stable d'après le Théorème 27. On déduit du Théorème 20 
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qu'il existe une famille E de fibres paraboliques paramétrée par Spec(k[£Tj] ), 

telle que E L Û U , et que le fibre parabolique El soit semi-

stable. |X*<<T>> q 1 

D'autre part, 

h (xk( (T) ) ,E |xk((T)) ) = h°(xk(TT)7' ^k((T)),kT(TT) E|xk((T))) 

= P , 

d'après les Lemmes 19 et 24, et 

h°(X,E x) = p , 

donc 
P 

H"(XKCCT]] 'E) ̂K,-LTJ-
et E est engendré par ses sections globales. On en déduit un morphisme 

Spec(k[fr]] ) >R 

et en utilisant le fait que R est un ouvert de R , on voit que ce morphis-

me est à valeurs dans R . En le composant avec le morphisme R , 

on obtient le prolongement souhaité de f 

Ceci prouve la Proposition 28. 
<\* . s 

Soit M la normalisation de M , le morphisme R ^ M se factorise 
par un morphisme 

p : Rsî » M , 

(car RSS est lisse) qui est surjectif. 

On va montrer que M est la variété U(x>a,d) souhaitée. On procède comme 

dans la démonstration du Théorème 1.17. On démontre d'abord le résultat sui

vant, analogue de la Proposition 1-32. 

PROPOSITION 29 : Soient q,q' des points fermés de Rss . Alors on a 

GrCUV ) = Gr("U>,) si et seulement si on a 

q q 
PGL(p).q A PGL(p).q' î 0 . 

La seule étape restante de la démonstration du Théorème 23 qui n'est pas 

analogue à ce qu'on a vu dans la première partie est la 

PROPOSITION 30 : Si et sont deux sous-ensembles fermés disjoints 

PGL(p)-invariants de RSS , leurs images dans M sont disjointes. 

Soit F(x,a,d) l'ensemble des classes d'isomorphisme de fibres paraboliques 

de rang r, de degré d, de poids a et de suite de multiplicités x 

Soit XQ un point de x\l . Pour tout fibre parabolique E dont la classe 

d'isomorphisme est dans F(x,a,d) , on peut définir une autre structure para

bolique E' sur le fibre vectoriel sous-jacent à E , en considérant la 

structure parabolique concentrée en I de E, à laquelle on adjoint en x 
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n'importe quel drapeau complet 

Ex =F1(E)xD F2(E)x ° ••••::>Fr-1(E)x ' 

avec des poids fixés b„,....,b 

On peut choisir les b^ assez petits pour que les propriétés suivantes 

soient vérifiées, pour tout fibre parabolique E dont la classe d' isomorphis-

me est dans F()(,a,d) et tout fibre parabolique E* obtenu comme plus haut 

à partir de E : 

(i) Si E1 est semi-stable, E1 est stable. 

(ii) Si E' est semi-stable, E est semi-stable. 

(iii) Si E est stable, E1 est stable. 

On considère le schéma de Hilbert Q' , la variété R'S , le faisceau U? 

sur Q' x^ X ainsi que la variété M1 qui est un quotient géométrique de 

R,S par PGL(p) , correspondant aux fibres paraboliques E1 

Pour tout point t de R' , il existe un voisinage U de t et un morphisme 

f : U »1£SS , unique à PGL(p)-translation près, tel que pour tout point fer

mé q de U , le fibre parabolique TL'^ ̂  soit isomorphe au fibre parabolique 

obtenu en privant de sa structure parabolique en x^ (f est un morphisme 

"d'oubli"). L'existence de f découle de la propriété universelle locale 

de RSS . 

Supposons que p(C^) H pC^) i 0 » et soit x un élément de cette intersec

tion. La réunion des images inverses de (resp. C^) par les morphismes 

locaux précédents est une sous-variété fermée (resp. D2) de R' , et 

D1 A D2 = 0 .On note p' la projection R'S ^M' . Puisque M' est un 

quotient géométrique de R'S par PGL(p) , on a p'(D^) f\ p'(D2) ^ 0 

Les morphismes locaux précédents se recollent pour donner un morphisme 

y : M' *M . 

Alors en admettant l'existence de fibres paraboliques stables, qui sera 

prouvée dans VI, on voit que génériquement les fibres de ¥ sont des variétés 

de drapeaux et sont donc connexes. Par conséquent toutes les fibres de ¥ sont 

connexes. On a donc, puisque 

y~1(x) C p 1 ^ ) U pf(D2) , 

et que Y 1(x) rencontre p?(D^) et p'(°2^ 9 

<T1(x)C p'tf^n P?(D2) , 

ce qui est absurde. 

Ceci prouve la Proposition 30 et achève la démonstration du Théorème 23. 

Notons qu'en démontrant le Théorème 23, on a obtenu la 

PROPOSITION 31 : La variété U(x,a,d) est normale. 
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C - Bons espaces de modules 

Le principal résultat de C est analogue au Théorème 1.18, et la démons

tration ainsi que la généralisation en sont laissées au lecteur. 

On suppose que I est réduit à un point , et x = 0>r-1) . Autre

ment dit, on considère des fibres vectoriels E sur X , on spécifie des 

hyperplans de E , et on se donne des poids (a.,,a0) 
x0 . 1 . 

On suppose que â  et a^ sont choisis assez petits pour que la propriété 

suivante soit vérifiée : tout fibre parabolique semi-stable dont la classe 

dfisomorphisme est dans F(x,a,d) est stable. 

Jn appelle famille rigidifiée dans S(x»a,d) paramétrée par un k-schéma 

noetherien T la donnée d'un faisceau localement libre E sur T x, X et 
k 

d'une section s de E|^x ne s'annulant pas tels que pour tout point 

t de T le fibre parabolique sur X ^ ^ défini par E et s soit stable. 

On définit de manière évidente la notion de morphisme de familles rigidifiées 

paramétrées par T , ainsi que, pour tout morphisme de k-schémas noetheriens 

g : y >T , la famille rigidifiée g (E,s) dans S(x,a,d) paramétrée 

par Y . 

Soit E : Sch ^ Ens le foncteur contravariant associant à un k-schéma 

noetherien l'ensemble des classes d'isomorphisme de familles dans S(x,a,d) 

paramétrées par T 

Alors on a le 

THÉORÈME 32 : La variété U(x,a,d) représente le foncteur E . 

V.- LE CAS COMPLEXE 

Dans cette partie on supposera que k = . 

Soit H le demi-plan supérieur de (£ , c'est à dire l'ensemble des 

nombres complexes z tels que Im(z) > 0 

fa b \ 
Si g = ( ^ 1 est un élément de SL(2,]R) , et z un point de 

d 0 \œ}i °n pose 
f v a.z + b 

*(z) = T^-Tâ ' 
On a 

T ( ( \ \ Im(z) Im(g(z) ) -
fc.z + d|2 

donc g(H)C H . On définit ainsi une action de SL(2,]R) sur H 
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L'élément -I de SL(2,]R) agit trivialement sur H , on peut donc considé

rer que c'est PSL(2,]R) qui opère sur H 

Soit G un sous-groupe discret de PSL(2,]R) , tel que H mod.G soit de 

mesure finie et que G agisse librement sur H 

On appelle point parabolique de G un élément c de 1R tel qu'il 

existe un élément g de G\̂ -I,rj tel que g(c) = c .On note H+ la réunion 

de H et de l'ensemble des points paraboliques de G . Pour tout élément 

g de G , on a g(H+) C H , on peut donc considérer que G opère sur H+ 

Alors X = H mod.G peut être muni d'une structure naturelle de surface de 

Riemann compacte, et Y = H mod.G est un ouvert de X .De plus X\Y est 

fini. 

On note 7T la surjection canonique H+ pX 

Soit E un espace hermitien de dimension finie et 

p : G *<P(E) 

une représentation unitaire de G . Cette représentation induit une action 

linéaire de G sur le fibre vectoriel H+xE , par 

g.(z,e) = (g(z),p(g).e) , 

pour tous éléments g,z et e de G,H+ et E respectivement. 

On note Vp le fibre vectoriel holomorphe (Hx E)/G sur Y 

Le faisceau analytique sous-jacent est le suivant : pour tout ouvert U de Y 

Vp(U) est l'ensemble des sections holomorphes G-invariantes de 

(Hx E)J TT"1 (U) . 

La représentation p définit aussi un fibre vectoriel sur X , qu'on va 

munir d'une structure holomorphe naturelle. On le notera aussi Vp (bien sûr 

sa restriction à Y est le fibre Vp précédent) 

Soit ZQ un point parabolique de G .On peut supposer que z^ = <» , en 

considérant un automorphisme intérieur de G .11 existe un voisinage 

V de TT(ZQ) tel que ^{^^Q^ puisse être identifié à V/Gœ , avec 

U = «[x + i.y , y > cjf , c étant un nombre réel strictement positif, Gœ 

un sous-groupe de G engendré par 

A : z | > z + a , 

a étant un nombre réel strictement positif. 

Soit W+ un ouvert G-invariant de H+ , on pose W = HAW+ . Soit 

f : W ^E une section holomorphe G-invariante de WxE .On dit que f 

est une section holomorphe G-invariante de W+xE si pour tout point parabo

lique zQ de G comme plus haut, f est bornée sur U O W 

Plus précisément, il existe une base (e^, e^) de E telle que la 

matrice de p(A) dans cette base soit 
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2.i.ïï.c„ 

a 1 

s 2.i.7T.C 

e 
avec 0 ̂  c „ ̂  .... ̂  c < 1 

1 r 
Soit f(z) = (f.(z) ) i < • < r décomposition de f dans la base précé

dente. La GQO -invariance de f s'exprime par : 

f(z+a) = e^'1,1T,Cj . f . (z) pour 1 ^ j ^ r 

Donc 

f(z) = e 
2.i.7T.— -z 

a . gj(7r(z) ) , 

gj étant une fonction holomorphe sur (ïï(W) fi V)\ z^ 

Alors f est bornée sur U si et seulement si g l'est sur (II(W)MV)\(z) 

c'est à dire si et seulement si g se prolonge en une fonction holomorphe 

sur V0TT(W + ) . 

On peut maintenant définir le faisceau des sections du fibre vectoriel holo

morphe VD sur X : pour tout ouvert U de X , Vp (U) est l'ensemble des 

sections holomorphes G-invariantes de TT (U) x E 

On note Ep le sous-espace vectoriel de E constitué des éléments G-inva-

riants. Tout élément de Ep définit de manière évidente une section de Vp 

On a donc une application linéaire injective 

Ep »H°(X,Vp) . 

Le résultat suivant est analogue à la Proposition 1.37. 

PROPOSITION 33 : l'application canonique 

Ep *H°(X,Vp) 

est un isomovphisme. 

Il existe une structure parabolique canonique sur Vp , concentrée en 

X \ Y . Soit Z Q un point de x \ Y . Avec les notations précédentes, on pose 

% 1 = c1 = C2 = •••• = C k Z Q l ' 

a = c, ,. = ....= c, 
zr>2 k + 1 k 0 z^i z_i + k 

O1 01 zQ2 

az^n C k + + k « C k + k 

0 Z 0 V Z0nzQ-1 Z 0 1 Z0nz0 

ce sont les valeurs distinctes des c. .On pose k. * 0 . Pour 1 û j ̂  n , 

j 0 zo 
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on note F.(Vp)^ le sous-espace vectoriel de Vp^ engendré par les e, 
и ü 

avec 

k + 1 < 1 û r 

On associe à F.(Vn) le poids a .On définit ainsi un fibre parabolique 

J p zo V 

qu'on notera aussi Vp 

Soient p49 p^ des représentations unitaires de G .11 existe une inclu

sion évidente 
Hom(p p ) >Hom(V , V ) 

' ^ P-j P2 
(Hom(V , V ) désignant l'espace vectoriel des morphismes de fibres paraboli-

P1 P2 

ques V & V ) 
p, p2 

Le résultat suivant est analogue au Corollaire 1.38. 

PROPOSITION 34 : L'application p est un isomorphisme. 

La proposition suivante se démontre comme la Proposition 1.33. 

PROPOSITION 35 : Soit p une -représentation unitaire de G . Alors on a 

pardeg(Vp) .= 0 . 

Et enfin, on peut généraliser le Théorème 1.39. 

THEOREME 36 (Seshadri) : a.- Soit p une représentation unitaire de G 

Alors le fibre parabolique Vp est semi-stable. Il est stable si et seulement 

si p est irréductible. 

b.- Soit E un fibre parabolique stable sur X , de structure parabolique 

concentrée en X\Y . Alors il existe une représentation unitaire p de G 

telle que les fibres paraboliques Vp et E soient isomorphes. 

On laisse au lecteur le soin d'exprimer en termes de représentations uni

taires les notions de sous-fibré parabolique et de fibre parabolique quotient. 

Soit X' une surface de Riemann compacte de genre g = 2 , et 

^XjS...,x J, des points distincts de X' . On s'intéresse aux fibres paraboli

ques sur X' de structure parabolique concentrée en Jx^,....,x^ . On peut 

montrer qu'il existe un sous-groupe G de PSL(2,]R) comme précédemment 

tel que 

X =J X' et X\Y = {Xl, xN} . 

On peut donner une description de G : c'est un groupe à 2g + 1 géné

rateurs X^ ,. . . . ,Xg,Y^,Z.j ,. . . . ,ZN avec une relation 

X . . Y . . X T 1 . YT1 X .Y .X^.Y^.Z Z„ = e . 

1 1 1 1 g g g g 1 N 
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D'après le Théorème 36, la recherche de fibres paraboliques stables de degré 

parabolique 0 et de structure parabolique concentrée en 9x^ se 

ramène à la recherche de certaines représentations unitaires irréductibles de 

G . Ceci permet de démontrer le 

THEOREME 37 : Si k = g , S'(x,a,d) ï 0 . 

VI.- L'EXISTENCE DES FIBRES PARABOLIQUES 

On démontre ici une généralisation du Théorème 37 : 

THEOREME 38 : Pour tout corps commutatif algébriquement clos k , on a 

S'(X,a,d) * 0 . 

(Esquisse de démonstration). 

On peut d'abord montrer que c'est vrai si k est de caractéristique 0 , 

en utilisant le Théorème 37. Il reste à le montrer en caractéristique non 

nulle. 

Soit A un anneau de valuation discrète complet de caractéristique 0 , de 

corps résiduel k , et de corps des fractions K . On définit comme précédem

ment les fibres paraboliques semi-stables sur X^ , de rang r , de poids a , 

de suite de multiplicités x , et de degré d . On peut à l'aide d'un analo

gue du Lemme 24 , utiliser le Spec(A)-schéma QA , et l'ouvert R^ de 
s 

(analogues de Q et R) . De même on définit ensuite R^, R^ et R^s . On a 

aussi la variété Z^, et le morphisme 

TA = R f >ZA • 

Soit M^ l'image de R^S dans Ẑ /G . On peut voir aisément en-utilisant 

le Théorème de propreté que le morphisme canonique 

R*S >Spec(A) 

est surjectif, et donc aussi le morphisme canonique 

MA > Spec (A) . 

Comme M est intègre, M^ est plat sur Spec(A), et donc ses fibres sont 

équidimensionnelles. On en déduit que les dimensions des variétés U(x,a,d) 

pour les corps k et K sont les mêmes. 

Il reste à minorer la dimension de la sous-variété de U(x,a,d) correspon

dant aux fibres paraboliques non stables pour montrer que S'(x,a,d) est non 

vide. 
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INTRODUCTION 

On étudie ici les faisceaux cohérents F munis de structures de niveau, 

c'est à dire d'un morphisme non nul 

f : F >rg(F).0^ , 

D étant un sous-schéma fini de X .On peut construire des variétés de modules 

pour de tels objets, et c'est pour qu'elles soient complètes qu'on ne se limite 

pas à des fibres vectoriels. 

Dans le chapitre I on donne la définition des structures de niveau (semi-) 

stables. 

Dans le chapitre II on précise les propriétés requises d'une variété de 

modules de structures de niveau. 

Dans le chapitre III on construit les variétés de modules de structures de 

niveau. 

I.- FAISCEAUX COHERENTS AVEC STRUCTURES DE NIVEAU. DEFINITIONS. 

Soit F un faisceau cohérent sur X 

Soit D un sous-schéma fermé de X de dimension 0, qui est fixé dans tout 

ce qui suit. 

On pose 

6 - h°(x,0D) . 

DEFINITION 1 : Une structure de niveau sur F est un morphisme non nul de 

faisceaux 

f : F. ^ r g ( F ) . ^ 

On dira que deux structures de niveau f , f sur F sont équivalentes s'il 

existe un automorphisme p de F tel que fo p = f' 

F 

p r g ( F ) . ^ 

En particulier, pour tout scalaire \ ï 0 , f et X.f définissent des 

structures de niveau équivalentes. 

On appellera structures de niveau (F,f) la donnée de F et de f comme 
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précédemment, et on définit de manière évidente les morphismes de structures 

de niveau. 

Pour tout faisceau cohérent F sur X , on note T(F) le sous-faisceau 

de torsion de F 

DEFINITION 2 : On dit qu'une structure de niveau (F,f) est semi-stable 

(resp. stable) si elle a les propriétés suivantes : 

(i) Pour tout sous-faisceau L de F , de rang ^ 1 , tel que F/L soit 

sans torsion de rang ^ 1 , on a 

deg(L) < deg(F) + $ rg(F) - rg(L) (resp. < ) . 
rg(L) rg(F) " rg(F).rg(L) 

(ii) 1(F/Ker(f) ) > ô (resp. > ) . 

(iii) Pour tout sous-faisceau L de F de rang ^ 1 tel que F/L soit sans tor

sion de rang > 1, on a 

deg(Ker(f|L) ) deg(F) 6 (resp. < ) . 

riTT) = rg(F) " ÏÊCfJT 

(iv) 1(T(F) ) < ô (resp. < ). 

(v) Le morphisme 

F | T ( F ) = T ( F ) RG (F).OD 

est injectif. 

REMARQUES : 1 - Soit Y : rg(F).0^ rg(F).0^ un isomorphisme. 

Alors une structure de niveau (F,f) est (semi-)stable si et seulement si 

(FJof) l'est. 

2 - Pour tout entier m , on a un isomorphisme 

r.8k*r.flr(m> , 

donc une structure de niveau (F,f) en définit une (F(m),f) et (F,f) est 

(semi-)stable si et seulement si (F(m),f) l'est. 

II.- ESPACES DE MODULES DE FAISCEAUX COHERENTS AVEC STRUCTURES DE NIVEAU 

Soient r, d des entiers, avec r ̂  2 

DEFINITION 3 : On appelle famille de structures de niveau paramétrée par un 

k-schéma noetherien T la donnée de 

(i) Un faisceau cohérent sur TxX , plat sur T , tel que pour point 

t de T , le faisceau 0^ sur ^xt^(t) so^t de ran§ r et de de8ré d 

(ii) Un morphisme de faisceaux sur TxX 
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f: G->Px(r.OD) 

avec p : TxX >X , tel que pour tout point t de T , f soit non nul. 

A t 

Deux telles familles » ^f,^f^ paramétrées par T sont dites 

équivalentes9 ou isomorphes, si pour tout point t de T , il existe un 

voisinage T de t et un isomorphisme 
p: G'[T1 = GT1 

tel que le diagramme suivant soit commutatif : 

G|T1—>Px(r.OD) 

<||Ti î ^ ( r . ^ ) • 

On note Z(r,d) (resp. Zf(r,d) ) l'ensemble des classes d1isomorphisme 

de structures de niveau semi-stables (resp. stables) (F,f) sur X, avec F 

de rang r et de degré d. 

Soit F : k-Sch—^ Ens le foncteur associant à tout k-schéma noetherien 

Y l'ensemble des classes d'isomorphisme de familles de structures de niveau 

stables, de rang r et de degré d, paramétrées par Y 

DEFINITION 4 : Un espace de modules grossier pour Z'(r,d) est un morphisme 

de foncteurs k-Sch *Ens 

V : F *Mor( ,YQ) , 

YQ étant un k-schéma noetherien, satisfaisant aux conditions suivantes : 

(i) ¥(*) : F(*) *Y0(k) est une biJection 

(avec * = Spec(k), donc F(*) = Z'(r,d) ) 

(ii) Pour tout morphisme de foncteurs 

4/1 : F >Mor( , Y ^ , 

étant un k-schéma noetherien, il existe un unique morphisme 

f • Y *>Y 

tel que le diagramme suivant soit commutatif : 

Mor( Y Q ) 

Mor( ,f) 

Mor( , Y J 

Un espace de modules grossier pour Z'(r,d) est unique à isomorphisme près. 
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III.- CONSTRUCTION DES ESPACES DE MODULES 

Le but de ce chapitre est de démontrer le 

THEOREME 5 : Soient r, d des entiers, avec r ^ 2 .Il existe un espace de 

modules grossier pour Zf(r,d) , dont le k-schéma sous-jacent est une variété 

quasi-projective lisse, notée Ug(D,r,d) 

Cette variété possède une compacification nautrelle, notée U(D,r,d) 

C'est une variété projective. 

De plus on a , si Ug(D,r,d) ^ 0 , 

dim(U(D,r,d) ) = r2.(g-1) + r.ô . 

Comme dans les parties précédentes on montre aussi que la (semi-)stabilité est 

une propriété ouverte. 

On va d'abord construire une famille de structures de niveau "contenant" 

toutes les structures de niveau (F,f) , avec F de rang r et de degré d. On 

voit aisément que pour étudier les structures de niveau on peut supposer d 

aussi grand qu'on le veut, cela résulte de la Remarque 2 de I. Ceci justifie le 

LEMME 6 : Soit , r des entiers, avec r ^ 2 . Il existe un entier dQ 

tel que, pour toute structure de niveau semi-stable (F,f) avec rg(F) = r 

et deg(F) t dQ , les propriétés suivantes soient vérifiées : 

(a) On a tJ(X,F) = 0 et F est engendré par ses sections globales. 

(b) Four tout sous-faisceau L de F de rang r' tel que F/L soit locale

ment libre et 

deg(L) > kQ + ̂ - • deg(F) , 

on a 

h1(X,L) = 0 

et L est engendré par ses sections globales. 

Posons deg(F) = d 

(a) Remarquons que F est engendré par ses sections globales si et seulement 

si GQ = F/T(F) l'est. Pour cela il suffit qu'on ait 

h1(X,GQ H f 1 ) = 0 

pour tout point x de X , soit, par dualité de Serre 

h1(X,G* 8 L 8 K) = 0 

Soit a une section non nulle de G^ H L H K . Alors a définit un 

morphisme injectif de fibres vectoriels sur X 

W >G0 , 

avec 

deg(W) > deg(GQ) + 1 - 2.g S d -ô + 1 - 2.g 

et rg(W) = r - 1 
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Mais on a aussi 

deg(W) < 1(T(F)) + deg(W) ^ (r-1).-| + | 9 

car (F,f) est semi-stable (propriété (i) ) . Donc si on prend 

dQ > r.(2g-1) + &(r+1) 

un tel G ne peut exister et F est donc engendré par ses sections globales. 

On a alors aussi (F) = 0 car pour cela il suffit que 

d > r.(2g-2) + (r+1).ô . 

(b) Il suffira de trouver dQ tel que pour tout sous-faisceau L de F de 

rang r1 , tel que 1 ̂  r1 ̂  r-1 et que F/L soit sans torsion, on ait 

h1(X,L~1 H L) = 0 

pour tout point x de X dès que 

deg(L) > kQ + -p'.deg(F) . 

Supposons que 

h1(X,Lx1 H L) + 0 

Alors, par dualité de Serre, il existe une section non triviale O de 

L H Lx 8 K .Si r1 = 1 , on en déduit deg(L) ^ 2.g - 1 , et il suffit 

de prendre 

dQ > r.(2.g - 1) - kQ.r . 

Supposons que r1 > 1 . De O on déduit un morphisme injectif de fibres vec

toriels sur X 

W »F/T(F) , 

avec 

rg(W) = rf-1 , 

et deg(W) ^ deg(L0) + 1 - 2.g > deg(L) - 6 + 1 - 2.g 

> U + il .d - ô + 1 - 2.g , avec L0 = L/T(F) • 
0 r 

On a aussi, par semi-stabilité de (F,f) , 

deg(W) £ 1(T) + deg(W) < <r'-1).<! + ^ ^ T f ^ ^ ) , 
et il suffit de prendre 

dQ > 2.ô.r + r.(2.g-1) - kQ.r . 

Ceci prouve b et achève la démonstration du Lemme 6. 

On suppose dans ce qui suit que d ^ d^ . On a alors 

h°(F) = d + r.(l-g) = p , 

pour toute structure de niveau semi-stable (F,f) , F étant de degré d et de 

de rang r. Le polyn$me de Hilbert de F est 

P(Z) = r.degd^(1) ) .Z + p . 

On pose 
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Q = ^CfekP/X/k ' 

et on note un faisceau universel sur QxX (voir 1.III) 

Alors il existe un entier mQ ^ 0 tel que pour tout entier m ^ et tout 

point q de Q on ait 

(i) h1(xq, sTOiO) = o , 

(ii) 3^(m) est engendré par ses sections globales. 

(Facile). 

REMARQUE : pour toute structure de niveau semi-stable (F,f) avec F de degré 

d et de rang r, il existe un point q de Q tel que les faisceaux et F 

soient isomorphes. Cela découle du Lemme 6 . 

Soient p , p les projections 
a Q 

QxX >X et QxX >Q . 

Soit m un entier tel que m ^ m0 .On pose 

S- P„.(3Km)) . 
Q̂*v 

D'après ce qui précède, S est localement libre et le morphisme canonique 

S >3r(m) 

est surjectif. 

Le faisceau cohérent p/_.(Hom ( <f ,p* (r.0" )) sur Q est aussi localement 
Q5* A D 

libre. 

Soit ir : V- >Q le fibre vectoriel sur Q associé à ce faisceau. 

Soit Schq ia catégorie des Q-schémas noetheriens. 

PROPOSITION 7 : La variété algébrique V représente le foncteur 

F : Sch ->Ens 

associant à un Q-schéma T l'ensemble Hom(^T,px(r.GÇ) ) 

(avec px : TxX >X , et §T = p* (p*(g) ) , p : T >Q , 

PT : TxX >T) . 

Pour tout Q-schéma p : T >Q , on pose 

% - PT*(H2H^T.Px<r-^))) . 

c'est un faisceau localement libre sur T . On note sCCÇ) le T-schéma asso

cié. En particulier on a s0^p = v 

On a un isomorphisme canonique 

\TT >P*(^) , 

induisant un morphisme de Q-schémas 

¥ : sOÇ) >s0^p = V . 

La courbe X étant projective et connexe, on a un isomorphisme 

Hom(iT,P*(r.<^)) « H°(T,^) 
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et un élément O de Hom(^T,p*(r.0^)) définit donc une section o de sC$p 

sur T , et par conséquent un morphisme 

ô : T *V . 

Réciproquement, étant donné a : T. »V , morphisme de Q-schémas, on en 
Je 

déduit une section de p C\£0 , donc de ASjT , c'est à dire un élément de 

Hom(5T, px(r.Ô^)) . 

Ces constructions sont clairement inverses l'une de l'autre. La Proposition 

7 en découle. 

Considérons maintenant le foncteur 

G : Schq >Ens 

T >Hom(^(m)T,p*(r.eD)) . 

C'est un sous-foncteur de F 

DÉFINITION 8 : Soient FQ,G0 : Sch^ >Ens des foncteurs, GQ étant un 

sous-foncteur de F^ . On dit que G^ est fermé si pour tout Q-schéma noe-

therien T et tout élément O de F(T) il existe un sous-schéma fermé 

TQ de T tel que : 

Pour tout sous-schéma fermé T' de T , i : T' *T , F(i)(a) est un 

élément de G(T') si et seulement si T'C TQ . 

PROPOSITION 9 : Le sous-foncteur G de F est fermé. 

Soit 3£ le fa isceau cohérent sur QxX noyau de & >î(m) . 

Il existe un faisceau inversible L sur QxX tel que L soit engendré 

par ses sections globales. Soit F< = H L) . Il faut montrer qu'étant don

né un Q-schéma noetherien p : T ^Q et un élément o de F(T) , il existe 

un sous-schéma fermé maximal Ta de T tel que si 

°' ^ T x x M ^Px(r'V 8LT • 
(avec L^ = p^(L) ) est le morphisme déduit de a , on ait 

a ' L v = 0 . 
|^xx 

On peut voir af comme une famille de morphismes du type 

•••»•,;—•* • 

A étant une k-algèbre commutâtive artinienne locale, Spec(A)<£ »X , 

TA = TXk Spec(A) , LA = q*(p%.)) , q : T^ >T x X . 

Alors pour tout sous-schéma fermé Z de T , on a ^ Z x X = ̂  si et seule

ment si pour tout O" on a a" 
ZA 

Il suffit donc de montrer qu'il existe un sous-schéma fermé maximal 

T" de T tel que a" T„ = 0 . On prendra pour l'intersection des T" 
A 

On verra plus loin qu'on peut supposer T = Spec(B) 
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On a alors L a. et CJ" est donné par un élément de A 8, B , 
A TA k 

e„ B b4 + + e H b , 

1 1 n n 
( e e ) étant une base du k-espace vectoriel A . Alors on a 

1 n 

T" = Spec(B/(b1,....,bn)) . 

Montrons qu'on peut supposer que T = Spec(B) : 

Si f est un élément de B , le schéma T" pour B^ est la trace sur 

B^ du schéma TM pour B , de telle sorte que les schémas Tw pour divers 

ouverts affines de T se "recollent" bien. 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 9 . 

PROPOSITION 10 : Le foncteur G est représenté par un sous-schéma fermé de 

V . 

Soit aQ :<lv j.p*(r.6̂ ) correspondant à Iv : V ±V . 

On va montrer que G est représenté par Vg^ 

Soit p : T >Q un Q-schéma noetherien et O un élément de G(T) 

Il faut montrer que le morphisme associé 

p0 : T — * v 

se factorise de la façon suivante 

P0 : T • 

On reprend les notations de la Proposition 9. L'assertion est locale, on 

peut donc supposer que T = Spec(B) , et qu'il existe un ouvert affine 

Spec(A) de V tel que 

p : Spec(B) ^Spec(A) , 

représenté par p : A ^B 

Comme dans la Proposition 9, la donnée de entraine celle d'un certain 

nombre d'éléments de A B^A^ , A^ étant une k-algèbre commutative artinien-

ne locale. Soit u un d'entre eux : 

u = e, B a„ +....+ e 8 a , 

1 1 n n 
(e4,....,e^) étant une base de A^ 

On a 

VaQ= ^ Spec(A/(ar ,aQ)) . 

Il faut montrer que p(a^) = 0 . Mais on voit aisément que puisque O est 

dans G(T) , on a u 8 1 = 0 (dans (A 8 kAQ) B^B) , donc a^ B 1 = 0 

pour 1 û i û n dans A B^B , c'est à dire p(a^) = 0 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 10. 

On note V le sous-schéma fermé de V qui représente G 

Posons 

Q = P(V')c >P(V) . 
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C'est un schéma projectif sur Q . 

Sur V il existe un "morphisme universel" 

O : F(m) v ----- Px*(r.OD) 

On note Gp(D le fibre tautolo gique sur le fibre en espaces projectifs 

P(V) . La restriction de £Ç(-1) à Q est notée oô . 

Remarquons que toute section de où sur un ouvert U de Q définit un mor

phisme 

3*(m) >p (r.6_) 

Le couple (Q,£) possède la propriété universelle locale suivante : 

Etant donnée une famille de structures de niveau paramétrée par 

un k-schéma noetherien T , et un point t de T , il existe un voisinage 

de t , un ouvert U de Q , une section s de oê|̂  , définissant un mor

phisme 

f :^(m) n ^(r.tf) , 

et un morphisme 

V : T1 >U , 

tels que 

**(f0) : f|Ti • 

Remarque : En fait V' est bien "ce qu'on espère" : soit TT : V' la 

projection, q un point de Q . Alors on a un isomorphisme canonique 

7f 1(q)~ Hom(^(m) ,p*(r.<r)) . 

Si q est un point de Q , q = ïï(q) , on note f̂  un élément non nul de 
q 

la droite q ; f^ est un morphisme 

On notera T = TCF ) , (û = & /T , TT1 : Q *Q . 
^ q q ^ q q q ^ 

Soit RCQ l'ouvert de Q caractérisé par le fait qu'un point q de Q 

appartient à î( si et seulement si : Tq *r'®D e s t ^nJectif , 
h''(SO = 0 et le morphisme k P >Ĥ (X 9lf ) est un isomorphisme. 

q « q q 

L'image de R par TT' est un ouvert R de Q 

On note RSS(resp. R S) l'ensemble des points q de R tels que C3̂ ,f~) 

soit une structure de niveau semi-stable (resp. stable) 

Soit N > 0 un entier, x^,. ... ,x des points distincts de X en dehors du 

support de D 

Soit Z = H N x P(Hom(kP,H°(X,r.91)) 
p , r D 

muni de la polarisation 

(1,....,1,N.£) 

avec 
p-Ô 
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On définit un morphisme 

T : R 

de la façon suivante : 

Pour tout point q de Q , q = ïï1 (q) , on pose 

? <5> = ^ x , a,) , 
a~ étant défini par fg (un isomorphisme 6^ ̂  étant choisi une fois 

pour toutes.), 

Le morphisme °f induit 

T : Q >HN . 

Un calcul de stabilité 

Posons W = H°(X,r.(31) .Sur Z = HN x P(Hom(kP,W) ) agit SL(p) de fa-

u p , r 

çon évidente. 

Soit k.o un élément de P(Hom(kP,W)) , c un sous-groupe a un paramètre 

de SL(p), (e^,....,e ) une base de kP telle que c soit de la forme 

c(t)(e^) = t """«ê  pour 1 < i ^ p , 

les r^ étant des entiers tels que 
r. = 0 . 

i=1 i 
On peut écrire 
p = pSi=1 e*i Owi, 

avec w. dans W 
i 

Alors p 

c(t)(p) = - S e* Ht ri.w. , 
i=1 1 1 

donc 

y(k.p,c) = Max( {r.,w. i 0}) . 

On a vu dans le chapitre III de la première partie que si E^,....,E^ 

sont des sous-espaces vectoriels de kP de dimension p-r, et 

y = (kP/E1,....,kP/Ep) , on a p_1 N 

y(y,c) = -N.(p-r).r + I S dim(E.nM.).(r.+1 - r.) , 
i=1 j = 1 J 

désignant le sous-espace vectoriel de kP engendré par e^,....e^ 

Donc si on choisit une polarisation ( 1 1 , N . £ ) , avec £ > 0 , on a 
p-1 N 

y((y,k.p),c) = -N.(p-r).r + S S dim(E.HM.).(r - r.) + 
i=1 j=1 J 1 11 X 

N.£.Max( (ri,wi ^ Oj ) . 

Cette expression dépend linéairement de (r^) et tout (r^) est combinaison 

linéaire à coefficients positifs des (r^) suivants : 

101 



C. S. SESHADRI 

r1 = •"• = rs • P_S • 

rs+1 = •••• " rp = "S > (1 ^ Sû< p-1• 

Pour ce choix particulier, on a N 

u ((y,k.p),c) = - N.(p-r).r + (r -r ). S dim(E .nM ) 

P S *" I S * A "1 s 

N 

= - N.r.s + p. S dim(7T.(M )) 
j-1 J S 

+ Max(^ri,wi ï OJ ).N.8 , 

(IIj: kP. ^kP^Ej ^ * Mais °n a 

Max({r., w. ^ OJ ) = p-s si p(Mg) [o] , 

= -s si p(Mg) = [ o ] , 

On en déduit aisément le 

THEOREME 11 : Un point (y,k.p) de Z est semi-stable (resp. stable) si et 

seulement si pour tout sous-espace vectoriel propre F de kp , on a 

N 

-r.dim(F) + £ 2 dim(F.) + t.(ô(p,F).p-dim(F)) Z 0 
j-1 J 

{resp. > 0 ) , en posant 

<S(p,F) = 0 si p(F) = [oJ , ô(p,F) = 1 si p(F) 4 {o} , 

Fj étant l'image de F dans kP/Ej 

Le résultât suivant est analogue au Théorème 1.31. 

THEOREME 12 : L'entier r étant fixé, il existe un entier dQ tel que pour 

tout d ^ dQ et tout N assez grand on puisse trouver des points distincts 

Xj,....,x^ de X/Supp(D) tels que 

(i) T est infective 

(ii) T_,(ZSS) = RSS 

(iii) T V ) = RS 

(îv) \ss : R *z est propre. 

On utilisera deux lemmes. 

LEMME 13 : Soit E un fibre vectoriel sur X et W un sous-espace vectoriel 

de H°(X,E) engendrant E gênériquement. Soit m le nombre de points x de 

X teZ-s que W n'engendre pas Ex . 4 fors on a 

m ^ deg(E) 

Il existe un sous-espace vectoriel W1 de W , tel que dim(W') = rg(E) 

et tel que W' engendre E . On a une suite exacte 

0 W *>E >T *0 , 

102 



STRUCTURES DE NIVEAU 

T étant un faisceau de torsion dont le support contient l'ensemble des 

points x de X tels que W n'engendre pas Ex 

Alors 

m < 1(T) = deg(E) , 

ce qui prouve le Lemme 13. 

LEMME 14 : Soit E un fibre vectoriel sur X tel que H°(X,E) engendre gé-

nêriquement E . Alors on a 

h°(X,E) < rg(E) + deg(E) . 

Soit W un sous-espace vectoriel de H^(X,E) engendrant génériquement E 

et tel que dim(W') = rg(E) . On a alors une suite exacte 

0 >0B W *E >T >0 , 

T étant un faisceau de torsion, d'où 

h°(X,E) ± dim(W') + 1(T) = rg(E) + deg(E) , 

ce qui prouve le Lemme 14. 

Démontrons maintenant le Théorème 12. 

(i) On montrera d'abord le résultat suivant : si N est assez grand, on peut 

choisir les points x^,....,x^ de X de manière que pour tous points q , 

q' de R , avec ïï'(q) = q , ïï'Cq') = q' , si x(q) = T(q') , alors on ait 

un diagramme commutâtif 

Soit 0 l'ensemble des couples (q,qT) dans RxR tels qu'il existe un 

tel diagramme commutâtif. Posons 

T = Т( ч 
V XÌ ;1<Ì^N 

Il suffira de prouver quTon a 

N>1 (т(х.) *T(x.>> (A) 

<*i)1siSN6<ASupp(D))M 

(A désignant la diagonale de RxR) 
Autrement dit, si (q,q') est un élément de RxR tel que pour tout (x^) 
on ait T, v(q) = T/ x(q') , alors (q,qf) est dans (5) • 

Soient E et E' les noyaux de kP > ^ et kP " En dehors 
de Supp(D), on a Ex = , donc aussi sur Supp(D) . Donc E = E' et 
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et (q,qf) est dans (y) . 
Supposons maintenant les points x^ choisis comme précédemment et montrons 

que T est injective. Soient , q1 des points de R tels que x(cf) =т(q,) . 
Posons q = TTf (c[) , q? = 7rf(^ff) . On a un diagramme commutatif 

Comme kP=* ïT(X,7 ) =Œ°(X,7, ) on en déduit un diagramme commutatif à lignes 

exactes 

0 ->H°(X,T ) ^ H ° ( X , ^ ) *H°(X,<3 ) >0 

- q i\ q - ̂  

0 >H°(X,T ,)—^(X,^,)—»H°(X,<3 ,)—>0 , 

q q ôq 

Les morphismes kP^H°(X,#) Ĥ°(X,r.<2T) et kP ~ H°(X,Tf) >H°(X,r.(T) 

q D q D 
(définis par q et qf) sont donc les mêmes, et par conséquent H°(X,T ) et 
0 0 q 
H (X,T^f) sont des sous-espaces vectoriels égaux de H (X,.0^) (rappelons 

que T< et T f >r.<5̂ ) . On a donc T = T . 

q D q' D q q 
Comme 

f - T © T / T , on déduit aisément du diagramme commutatif 
q q q q^ 

précédent que q = q1, puis q = qf 

Ceci prouve (i) 

(ii) et (iii) - Montrons d'abord : pour un choix convenable de (xj^ > 

pour tout point q de R , si (3jj,f~) est semi-stable (resp. stable) 

il en est de même de f(q) 

Pour tout sous-espace vectoriel propre M de kp , on pose 

N 

X(M) = -r.dim(M) + £. <2 dim(M.) + 8.(ô(f ,M).p - dim(M)) , 
N j = 1 3 q 

avec M. = im(M »(30 .) . 

J q xj 

Il faut montrer que À(M) > 0 (resp. > 0 ) 

Soit L le sous-faisceau de 3^ engendré par M , rT = rg(L) , T le 

sous-faisceau de torsion de L 

a) Cas où r1 = 0 

Alors L = T , ô (Lv,M) = 1 , 
q 

À (M) = -r.dim(M) + £.(p - dim(M)) 
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T'ï .(6 - dim(M)) £ 0 (resp. > 0 ) 
p - ô 

car 1(T) ^ ô (resp. < ô) (d'après la propriété (iv)) 

On peut maintenant supposer que r1 >0 . S i ô(f^,M) = 0 , soit L1 le 

sous-fibré vectoriel de Ker(f^) engendré par M . Alors M engendre géné-

riquement L1 . D'après le Lemme 13, M *L'X est non surJective en au plus 

deg(L') points , donc 

X(M) ^ -r.dim(M) + p.r'.N " teg(lj1) - -^|-.dim(M) 

N p - ô 
= p.( ——t -dim(M) + ̂ -(N-deg(L')) ) . 

p - 0 N 
b) Cas où ô(f^,M) = 0 , h1(L') = 0 , L' engendré par ses sections globales 

Alors 

dim(M) < h°(L') = deg(L') + r\(1 - g) . 

Supposons d'abord que M n'engendre pas L' , alors 

dim(M) < h°(L') - 1 

(car L' est engendré par ses sections globales), donc 

À (M) ̂  
p.r ' .r 

p-ô 
( -(1 +• 

r'.(p-ô) 
r.N 

•li(L') p-a 
r 

+ (g-1) + 
P - &, 
r .r ' 

D'après la semi-stabilité de (/S* , on a 

i ( L ' ) s £ — ä . + g - 1 . 

donc on peut choisir N assez grand pour que dans tous les cas ont ait 

y(L') 

r.N 

et on aura alors 

À (M) > 0 . 

Supposons maintenant que M engendre L' . Alors 

À (M) = -^4 .(deg(L') + r'.( EJLA + g - 1)) . 
p - ô r 

D'après la semi-stabilité (resp. la stabilité) de (3^>f^) on a 

11(1/) ̂  2 - ^ - + g - 1 (resp. < ) , 

donc A (M) > 0 (resp. > 0 ) . 

c) Cas où ô(f̂ ,,M) = 0 , h1(L') i 0 ou bien L' n 'est pas engendré par 

ses sections globales 

Alors d'après le Lemme 6 on a 

deg(L') < kQ + il .deg(30 

(k^ étant à déterminer par la suite, ainsi que d^) 

+ g - 1 
r 

+ P - ( S 

r .r ' 

1 + r'(p -5) 
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On a d'après le Lemme 14 

dim(M) û h°(L') < r'+deg(L') 

donc 
.,2 L(M)>p.(-r.r'/p-S r.deg(Fq)/p-s + r'- r'/N.r. deg (Fq) 

Vi 
P-Ô 

Vi") 
N 

il faut donc choisir 
ô.r' 

k. < - 1 +r'.(1 - g) 
vO ' * ' v " 6/ r 

puis N de telle sorte que l'inégalité 

A (M) > 0 

soit toujours vérifiée. 

d) Cas où ô(f^,M) 4 0 

Soit L le sous-fibré vectoriel de ^ engendré par M . On peut suppo

ser que h^(L) = 0 et que L est engendré par ses sections globales car 

dans le cas contraire on fait la même démonstration que précédemment. Alors 

dim(M) < deg(L) +r'.(1 - g) , donc 

X(M) > > ( . d e ^ + degffl +6.(r-r') } 
p - o r ' r r .r ' 

(resp. > 0) , par semi-stabilité (resp. stabilité) de C3+,f~>) , 
q q 

(r'=rg(D) . 

Montrons maintenant : 

Si q est un point de R tel que x(q) soit (semi-)stable, alors 

'est aussi. 

q q 

Propriété (i) 

Soit L un sous-faisceau propre de tel que soit sans torsion. 

Alors 

h°(L) û x(L) = deg(L) + rg(L).(1 - g) . 

Prenons M = H^(L) , alors À(M) ^ 0 (resp. > 0) entraine 

-r.(deg(L) + rg(L).(1-g)) +. p.rg(L) + L^L . (p - rg(L) . ( 1-g) - deg(L)) 

^ 0 (resp. > 0 ) , ce qui équivaut à 

d £ | O ) _ < d e g 0 ) + 6.(r-rg(L)) 
rg(L) rg(ap r.rg(L) 

Propriété (ii) 

Elle équivaut à 

d' = deg(Ker(f^)) ̂  deg(^) - 6 ( resp. < ) . 

Prenons M = H^(Ker(f^)) . C'est un sous-espace propre de kD car f^ 4 0 
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et Fq est engendré par ses sections globales. 

On a 

dim(M) < df +r.(1 -gï , 

donc X(M) ̂ 0 ( resp. > 0 ) entraine 

- r.(df + r.(1 - g)) + p.r - i ~ . (d' + r.(1 - g ) ) S 0 ( resp. > 0 ) , 

ce qui équivaut à 

df < deg(^) - ô ( resp. < ) . 

Propriété (iii) 

On prend M = H°(Ker(f|L)) . Alors 

(dim(M) > rg(L).(1-g) + deg(Ker(f|L)) , 

donc X(M) ̂  0 ( resp. > 0 ) entraine, avec df = deg(Ker(fjL>) et r1 =rg(L) 

que 

-r.(df + r\(1 - g)) + p.r1 - i^j- .(d1 +r\(1 - g)) > 0 (resp. > 0 ) , 

ce qui équivaut à 

df < d 6 , y , 

p - = 7 - - ( resP- < ) • 
Propriété (iv) 

On prend M = H°(T) . On peut supposer que T ^ 0 . Alors X(M) ̂  0 

( resp. > 0) entraine 

-r.l(T) + • <P " K T ) ) = 0 < RESP- > 0 > > 
P 

ce qui équivaut à 
1(T) < ô ( resp. < ) . 

Propriété (v) 

Elle découle immédiatement de la définition de R 

Ceci achève la démonstration de (ii) et (iii) 

(iv) 

Pour montrer que T| est propre, il suffit de prouver qu'il existe une 

J R S S 

partie fermée Y de QxZ telle que le graphe de T|^ss soit 1fintersection de 

Y et de ($x Zss . 

On définit Y de la façon suivante : un point (q,z) de QxZ appartient 

à Y si et seulement si pour 1 < i < N , z. = kP ) (et 1ï est 

i q x- q 

libre en x^) , ou bien est non libre en x^ , et si la composante 

de z dans P(Hom(W,kP) est k.f^) 
Alors Y est fermé dans ?fx Z : ceci est immédiat. Il reste à voir que 
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Yf\(Qx Z S S) est le graphe de ^|~ss • H e s t évident que pour tout point 

q de R S S , (q,T(q)) est dans Y . Il reste à montrer que si (?f,z) est un 
r»j . ^ss . x point de Y tel que q ne soit pas dans R , alors z n'appartient pas à 

z s s . 
V /\J *\j 

Supposons que q soit dans R , alors z = x(q) , et d'après (ii), z 
s s 

n'est pas dans Z 
^ T ~J 

Si q n est pas dans R , remarquons que les degrés des quotients de 
0^8 k p sont ^ 0 , donc est non libre en au plus p points de X 
Si k P »H^03O n'est pas injective ou si f̂  n'est pas injectif, il 

^ p ^ 4 existe un sous-espace propre M de k tel que 

z.(M) = [oj 

pour au moins N-p indices i (dans le premier cas M = Ker(kP ^H°(^)) et 

dans le second M = Ker(H°(f^)) ) . 

Alors 2 

X(M) S -r.dim(M) + P , 

et il suffit de prendre 
2 

N > — . 
r Q 

Supposons maintenant que p : k P (?0 est injective et que f̂  T 

^ q q 

est injectif. Puisque qf n'est pas dans R , p n'est pas surjective, et 

h\T> 4 0 . 

Soit un sous-faisceau propre de 3^ , M l'image réciproque de (Q^ 

par p . On a 

dim(M) > d - h°CF) + h°((̂ ) . 

On a d'après le Lemme 14 et le fait que 1(T ) ̂  6 , 

h° (30 < d + r + ô 

h°(Êj) > X«|> ̂  deg((|) + r.(1-g) , 

donc 

dim(M) > deg(JJ) - C , 

C étant une constante. On a 

A (M) = -r.dim(M) + p.rg^) + £ . 2 , (dim(Mi)-rg.(6)) 

+ e.(ô(f ,M).p - dim(M)) 
q 

Si d est assez grand, on a 

£< lM , 
P 

donc 

À (M) û -r.dim(M) + p.rg(£j) + 2.r.ô 

< -r.deg^)+ p.rg(<̂ ) + 2.r.ô + r.C . 

Supposons que pour tout choix de (d^ on ait 

-r.deg((̂ ) + p.rg(GJ) + 2.r.ô + r.C > 0 . 
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Alors 

y((|) < y(3<) + C» , 

C1 étant une constante. 

Ceci est impossible si d est assez grand, en vertu du 

LEMME 15 : Soit CQ une constante, C3sf) une structure de niveau sur X 

telle que ^ soit de rang r et que pour tout sous-faisceau propre <£J, de 

3^ , on ait 

Vi(£j) < u($) + CQ . 

Alors si 

deg(<|) < C1 , 

(C^ étant une constante dépendant de X , r , CQ), on a 

h1(X,^) = 0 . 

Analogue au Lemme 6 . 

Ceci achève la démonstration du Théorème 12. 

Le reste de la démonstration du Théorème 5 est analogue à ce qu'on a vu 

dans la première partie. 
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CINQUIÈME PARTIE : DÉ SINGULARISATION DES VARIETES DE MODULES DE FIBRES  

SEMI-STABLES 

INTRODUCTION 

Les résultats de cette partie proviennent de l'article de Seshadri ( \4(5} ) . 

D'après le Théorème 1.45, si r et d sont des entiers non premiers entre 

eux tels que r ̂  2 , la variété U(r,d) est singulière en les points non 

stables, sauf si g = 2 et r = 2 

On tentera de "désingulariser" U(r,d) . En fait on n'y parviendra que pour 

r = 2 .11 s'agit de trouver une variété proiective Z et un morphisme sur-

jectif 

p : Z MJ(r,d) 

tels que les propriétés suivantes soient vérifiées : 

^ ^"^(U (r d)) »Ug(r,d) est un isomorphisme, 

(ii) Z est un "bon espace de modules" pour un certain "problème de modules" . 

c'est à dire que Z représente un foncteur "naturel" 

Sch ^Ens , 

(iii) Z est lisse. 

La variété Z est une sous-variété fermée d'une variété de modules de 

fibres paraboliques stables sur X . Cette variété est constituée de fibres 
2 

paraboliques stables de rang r , tels que la k-algebre des endomorphismes du 

fibre vectoriel sous-jacent soit une spécialisation de M(r) , l'algèbre des 

endomorphismes de k 

Dans le Chapitre I on définit et on étudie les spécialisations de M(r) 

Dans le Chapitre II on s'intéresse aux k-algèbres unitaires de dimension 

finie et aux familles de celles-ci. 

Dans le Chapitre III on étudie une classe de fibres paraboliques parmi 

lesquels sont les fibres paraboliques dont les classes d'isomorphisme cons

tituent la variété Z 

Dans le Chapitre IV on définit quelques foncteurs, en particulier celui que 

Z est censée représenter. 

Dans le Chapitre V on démontre les résultats principaux de cette partie^ 

qui ont été évoqués précédemment. 
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I.- SPECIALISATIONS DE M(r) 

Soit r un entier tel que r £ 2 

Rappelons que M(r) désigne l'algèbre des endomorphismes de kr 

On note *$(r) le sous-espace vectoriel de Hom(kr H kr2, kr ) dont les 
r2 

éléments sont les structures d'algèbre sur k . Chaque isomorphisme 

M(r) >kr définit une telle structure. 

Soit ert un élément non nul de kr . On note tft' l'ensemble des struc-
0 2 r 

tures d'algèbres sur kr , isomorphes à M(r) , et dont l'élément unité soit 

e^ . Soit . Les éléments de jv, sont des algèbres unitaires dont 

e^ est l'unité. 

La variété A . s'appelle la variété des spécialisations de M(r) , et une 

k-algèbre isomorphe à un élément de Si une spécialisation de M(r) 

Il existe sur r) une (^-algèbre évidente W , telle que pour tout point 

z de (A(r) , la k-algèbre 8 k soit isomorphe à z .On note aussi W 

la restriction de W à A 

PROPOSITION 1 : Soit Y un k-sehéma algébrique réduit, B une Çf -algèbre 

localement libre de rang r telle qu'il existe un ouvert dense Y' de Y 

tel que pour tout point fermé y de Y1 , la k-algèbre ByHk soit une 

spécialisation de M(r) 

Alors pour tout point fermé y de Y , il existe un voisinage U de y 

et un morphisme 

f : U >Sïr 
tel que les Ô^-algèbres f*(W) et B ^ soient isomorphes. 

Comme le problème est local, on se ramène au cas où Y est affine, et 

c'est immédiat. 

Soit G le sous-groupe de GL(kr ) constitué des automorphismes de kr 

laissant e^ fixe. Ce groupe opère sur A_ de la façon suivante : 

pour tous éléments z, f de A et G respectivement, et tous vecteurs v1, 

V2 de kr , on a 

Vf . zv2-f"1<f(V -zf(V > » 
2 

(pour tout élément z' de , désigne la loi de multiplication kr , 

muni de z') 2 

Si z est une structure d'algèbre sur kr- isomorphe à M(r) et dont eQ 

est l'élément unité, le groupe d'isotropie de z s'identifie à PGL(r) et 

par conséquent on a 

dim ( J t ) = (r2 - 1)2 . 

Le reste de ce chapitre est consacré à la démonstration du 
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THEOREME 2 : La variété algébrique J"\>2 est isomorphe à IR ̂  

En particulier, est lisse. 

Posons 

eo " 
' i 6 

,0 1 
' e 1 = 

'0 1 

r1 0 
' e2 = 

0 i 

,i 0 
' e3 = 

,0 il 

0 

i 

(i étant un élément de k tel que i.2 = -1) . Alors (e^e^^ ,e2,e^) est 

une base de M(2) et on a 
2 2 2 

e1 = 6 2 = e3 = - e 0 ' 

e r e 2 = - e 2 . e i = - e 3 , 

e 2.e 3 = -e 3.e 2 = -e^ , 

e3' e1 = ~ e r e 3 = " e2 » 

Maintenant on va construire une classe de spécialisations de M(2) 

Soit V un k-espace vectoriel de dimension 3, q une forme quadratique sur V 

et C(q) l'algèbre de Clifford de q : 

Si T(V) désigne l'algèbre tensorielle de V et I(V) l'idéal bilatère de 

T(V) engendré par les éléments de le forme xB x - q(x), x parcourant V , 

alors on a 

C(q) = T(v)/l(V) . 

Soit ïï: T(V) ^C(q) la projection canonique. On pose 

W(q) = TT(k © (V H V)) . 

Alors W(q) est un k-espace vectoriel de dimension 4 : si B désigne la 

forme bilinéaire symétrique associée à q ^ (k © (V 8 V)) O I(V) est le 

sous-espace vectoriel de T(V) constitué des vecteurs de la forme 

(y 8 x + x H y) - 2.B(x,y) , 

x et y parcourant V . Ce sous-espace est de dimension 6, donc W(q) est 

de dimension 4. 

En fait, W(q) est une sous-algèbre de T(V) : il faut montrer que pour 

tous éléments V 1 , V 2 , V 3 , V 4 ^ e ^ * ^ 8 8 v^) est un élément de 

W(q) . Puisque V est de dimension 3, v^, v2> v3> v4 s o n t liés. 

Supposons qu'il existe des scalaires a^,a 2,a 3 >a^ tels que 

v. = a„.v. + a_.v_ • a0.v„ (les autres cas sont analogues). Alors il est aisé 
4 1 1 2 2 3 3 
de montrer que 

Tr(v1 8 v 2 H v 3 8 v^ = (a3.q(v3) + 2..B(v 3,v 1 ) + 2.a2.B(v2,v3) ).ïï(v1 8 v £) 

+ a 1 .q(v^ . T T ( V 2 8 v 3) 

- (a2.q(v2) + 2.a 1.B(v 2,v 1 ) ) .TT(v 1 8 v 3) , 

donc ÏÏ(V„ 8 v 0 8 v. 8 v.) est un élément de W(q) 
1 2 3 4 
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Si la forme quadratique q est non dégénérée, la k-algèbre W(q) est 

isomorphe à M(2) : en effet- soit »v2'V3^ une ^ase orthonormale de V 

On pose fQ = TT(1) , f1 = ̂ 2 ^ 3 ) » f2 = 1T^V3,V1^ » f3 = ^ ^ j - ^ ) » 

alors (f^,f^,f2>f^) est une base de W(q) et on a : 

2 2 2 
f1 " f2 = f3 " ~f0 ' 

f1-f2"-f2-f1 ="f3 > 

Vf3 " " Vf2 " "f1 > 

f3-f1 = - f r f 3 = -f2 • 
4 

Soit ^eo,ei ,e2,e3^ ^ a ̂ ase canonique de k , (V^>V2»V3^ une Dase de 

V . Alors pour toute forme quadratique q sur V , si on pose fQ = TT(1) , 

f1 * ïï(v2 H v3) , f2 = TT(V3 H Vl) , f3 = TKVJ 8 v2) , (fQ,f1,f2,f3) est 

une base de W(q) 

Soit 9 : S2V *A(2) l'application associant à la forme quadratique q 
4 4 

la structure de k-algèbre sur k définie par 11isomorphisme g : W(q) >k 

tel que g(f^) = e^ pour 0 ^ i ̂  3 . Puisque si q est non dégénérée, 

9(q) est isomorphe à M(2) , TT est à valeurs dans <H 

3 
Pour tout élément (c^,c2,c3) de k , on pose 

'1 C1 C2 C3\ 

, x , 0 1 0 0 
m(c1,c2,c3) 

0 0 1 0 

\0 0 0 1, 

4 
et on note de même 11 automorphisme de k induit, qui est un élément de G 
Soit 

© : k3 x S2V ><A2 

(c,q) >m(c).9(q) 

Explicitons 6) : 
3 

Si q est une forme quadratique sur V et (c.j,c2,c3) un élément de k , 

la structure de k-algèbre ©((c<,c2,c3),q) sur est définie par : 
e2 = cire0 + (2.Cl + 2.B(v2,v3)).e1 , 

e2 = c22>e0 + (2.c2 + 2.B(v3,vt)).e2 , 

e3 = C33'eO + (2'C3 + 2.B(v1,vl)).e3 , 

e1-e2 = C12*e0 + C2'el + Cre2 " 

e2'e3 = C23-60 " q(e1}-e1 + C3'e2 + C2'e3 
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e3-e1 = сЗГеО + c3-e1 - q(e2).e2 + c,-e3 , 

e2'e1 = С 2 Г е 0 + ^-В^з^Р + c2)-ei + (2-B(v2'v3) + c1),e2 + 4<e3).e3 , 

e3-e2 = C32-eO + i 2 . B ( v r v 2 ) + c3).e2 + U . B ^ . v , ) + c2).e3 • qU^.e, , 
е Г е З = c13"e0 + (2-B(v1>v2^ + сз)>е1 + (2-B(v2>v3) + с1)-ез + q(e2)-e2 • 

les étant des scalaires, dépendant "algébriquement" de (c^c^jC^) et 

q • 

Ceci prouve que (y) est un morphisme. 

D'après la table de multiplication précédente, l'application tangente 

T(0) : \3XS2V* ^ H c n C W B W . W ) ) 

est injective, donc @ est une immersion. 

Le morphisme Q ) est propre : d'après le critère valuatif de propreté, il 

suffit de montrer que si R est un anneau de valuation discrète de corps 

résiduel k , de corps des fractions K , et si A est une structure de 
4 4 3 2 * 

R-algèbre sur R dont l'extension à K provient de (k x S V ) (K) , 

alors A provient de (k^ x Ŝ V ) (R) . Posons A^ = 0((c^»c2»c3^» q) > 

°1,C2,C3 étant, ̂ es éléments de K et q une forme quadratique sur V H^K 

Puisque A^ provient d'une structure de R-algèbre sur R* 9 d'après la table 

de multiplication précédente, c^9c^9c^ sont des éléments de R et q provient 

d'une forme auadratique sur R^ . C'est ce qu'il fallait démontrer. 

Le morphisme (Q) est donc une immersion fermée. 

Mais on a 

dim (J l ) = 9 = dim(k3xS2V*) , 

donc © est un isomorphisme. 

Ceci prouve le Théorème 2. 

II.- k-ALGÊBRES UNITAIRES DE DIMENSION FINIE 

Soit B une k-algèbre unitaire de dimension finie. On munit B de la 

structure de B-module à droite définie par 

u.f(v) = f(u.v) 

* 2 
pour tous éléments f , (u,v) de B , B respectivement. 

* 

On note C(B) la k-algèbre unitaire des B-endomorphismes de B . On a une 

inclusion naturelle B°p£= >C(B) : 

ui >(fi > (vi >f(v.u)) ) 

On note D(B) la k-algèbre des C(B)-endomorphismes de B . Evidemment 

on a une inclusion 
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B« >D(B) . 

PROPOSITION 3 : Si B est une k-algèbre unitaire de dimension finie, alors 

on a 

C(B) = B°p et D(B) = B . 

Soit (e_,e.,....,e ) une base de B , ert étant l'élément unité. On pose 
0 i p O 

pour 1<i, j<p , 

ï..e. = a.. + >! a...e-

les a\. étant des éléments de k 

Pour tout élément non nul t de k , on note A(t) 1'automorphisme du 

k-espace vectoriel B dont la matrice dans la base (eQ» ep) est 

/ 1 o \ 

0 t \ 

\ 0 

Il existe une unique structure de k-algèbre Bfc sur le k-espace vectoriel 

B telle aue A soit un isomorphisme de k-algèbres. La loi de multiplication 

dans Bj_ est définie par 

0 2 JL 1 
e..e. = a...t .e^ + >J a...t.e, , 
i J 1^1 ij 

pour 1 < i, j ̂  p » eQ étant l'élément unité. 

On définit maintenant une structure de ©-algèbre sur OR1xkp+1 

+ 1 

de la façon suivante : si (fg,....,f_) désigne la base canonique de k^+ , 

on a en tout point t de : f^.f. = f..f^ = f. pour 0 < i < p , 
0 î î 0 î 

0 2 P 1 
f..f. = a...t .e^ + >*, a...t.e_ pour 1 û i, i ̂  p 

Alors pour t 4 0 , la k-algèbre kp+^ est isomorphe à B . Pour tout 

élément t de k on note . l'action de sur (kP+^) 

Soit Z le sous-ensemble de End(kP+^xk constitué des couples (f,t) 

tels que 

* k 
f(ei.t.ej = e^fCe J pour 1 ̂  i , j < p , 

k k 

( (e , ,e ) désigne la base duale de (e e ) ) 
u p u p +1 ) 
On vérifie aisément que Z est une sous-variété fermée de End(kP X k 

Soit ïï : Z >k la restriction de la projection. Pour tout élément non 

nul t de k on a 

dim(7r"1(t)) = dim(C(kP+1)) = dim(C(B))> p+1 , 
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et par conséquent dim(C(kP+1)) = dimĈ ""1 {0) ) ̂  dim(C(B)) 

Mais il est aisé de voir que C(kP+1) = (kP+1)°P , on a donc 

dim(C(B)) = p + 1 , 

d'où C(B) = B°P . 

Le reste de la Proposition 3 se démontre de la même manière. 

Soit n un entier strictement nositif. On note oB(n) le sous-espace vec

toriel de Hom(kn B kn,kn) constitué des structures d'algèbre unitaire sur 

k . Il existe sur une fca lgèbre évidente W telle que pour tout point 

z de cB(n) , la k-algèbre 8 k soit isomorphe à z 

PROPOSITION 4 : Soit T un k-sohéma noetherien, B une &^-algèbre uni

taire localement libre telle que pour tout point t de T ; il existe 

un voisinage T^ de t et un morphisme 

f : T *fi(n) 

1 £ 
tel que les 0_ -algèbres f (W) et B|_ soient isomorphes. 

1 11 * 
Alors la & -algèbre C(B)' des B-endomorphismes de B est isomorphe 

à Bop et la OÇ-algèbre des C(B)-endomorphismes de B est isomorphe à 

B . 

Soit t un point de T , un voisinage de T et f : T̂  ><#(n) un mor

phisme tel que les Q^-algèbres f (W) et B J T soient isomorphes. Soit 

(m4,. . . . ,nO une base du -module libre Wf(t) » ml étant l'identité 

Pour 2 < i < n et 1 ̂  j S n , soient 

g . . : E n ^ (W*(t) 8oi(t)(^)_^„*(t) B ^ f ( t ) ^ 

gi • gCOrK B 1).(m^ B 1)) - (mi 8 1).g(nu B 1) , 

h.. : End (W* . B ^ k(f(t)) »W* . B k(f(t)) 

1J k(f(t)) u t ; ̂ f(t) f(t) Of(t) 

k k 
gj *g((mii B 1).(nu B 1)) - (mi B 1).g(m^ B 1) . 

D'après la Proposition 4 il existe un sous-ensemble I de -jj,....,rj 

tel que 

ei ^ : Endk(fTt)7 (wî(t) \ ( t ) Kft(t)) > 

( wf(t) 
k(f(t)) ) 

mit) 

soit surjective, de noyau isomorphe à v BL^ k(f(t)) 

On en déduit que .̂ 8^ • e s t surjective, et par conséquent son noy 

N est un ©^-module libre de rang n , et on a 

B° P G C(B) t C N . 
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Mais on montre aisément en utilisant la Proposition 3 que 

EndBt 8k(t)(Bt Hk(t)) =B°P8k(t) • 

on en déduit immédiatement que C(B)fc = B°P 

Le reste de la Proposition 4 se montre de manière analogue. 

III.- ETUDE D'UNE CLASSE DE FIBRES PARABOLIQUES 

Soient r, n, d des entiers tels que r ^ 2 , n Z 2 , aA, a^ des nom

bres réels tels que 0 < â  < a^ < 1 , et xQ un point de X .On note 

P , la catégorie des fibres paraboliques semi-stables de rang n, de degré d, 
n,d 

dont la structure parabolique est concentrée en , de suite de multiplici

tés (1,n-1), de poids (a^a^) 

LEMME 5 : On peut choisir (a ,a ) de manière que les propriétés suivantes 
2 

soient vérifiées, pour tout entier n tel aue n ^ r et tout objet E de 

P A : 

n,d 

(i) E est stable 

(ii) le fibre vectoriel sous-jacent à E est semi-stable 

(iii) pour tout sous-fibre vectoriel F de E , on a 

y(F) < u(E). >par y (F) < pary(E) . 
-2 

Pour avoir (iii), il suffit d'avoir a^ < r , et cela entraine aussi (i) 

et (ii). 

Ceci prouve le Lemme 5. 
On note Q , la catégorie des fibres vectoriels semi-stables de rang n 

n, d 
de degré d sur X 

Soit E un fibre vectoriel semi-stable de degré d . La somme E^ de tous 

les sous-fibrés vectoriels stables F de E tels que y(E) = y(F) est un 

sous-fibré vectoriel de E , et on a : 

(i) on peut écrire 
m 

E, 0 . s..F. , 
1 i=1 i i 

avec m £ 1, s. £ 1 si 1 ^ i ^ m ,F. étant un fibre stable, 
' i i 

y(F^) = y(E), les F^ étant deux à deux non isomorphes. 

(ii) pour tout fibre vectoriel stable F avec y(F) = y(E) , tout entier 

positif s et tout morphisme 

f : s.F >E , 

il existe un entier i tel que F ~ F^ et f se factorise de la façon 

suivante : 
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f : s .F. >s..F.c >E . 

i i r 

(iii) pour tout fibre semi-stable E' tel que y (E) = y(E') , et tout mor

phisme f : E >E' , 

on a f (E ) C Ej 

Remarquons qu'on a Ê  # 0 

Pour tout fibre vectoriel stable F tel que y(E) = y(F) , on pose 

s(F,E) = dim( Hom(F,Gr(E)) ) . 

On a ŝ  < sCF^jE) pour 1 < i ̂  m , et 

rg(F).s(F,E) = rg(E) , 
F 

(la somme étant étendue à l'ensemble des classes d'isomorphisme de fibres 

stables F tels que y(E) = y(F) ) 

PROPOSITION 6 : Soit E' un fibre vectoriel semi-stable tel que y(E') = y(E) . 

Alors on a 

dim(Hom(E',E)) ̂  ¿1 s..s(F.,E') . 
i = 1 1 1 

Démonstration par récurrence sur rg(E') 

Si rg(E') = 1 c'est immédiat. 

Supposons que ce soit vrai pour tous les fibres semi-stables F tels que 

y(F) = y(E) et de rang < rg(E') . 

Si Hom(È!,E.) = \6\ , alors on a 
1 1 L J m 

dim(Hom(E',E)) = dim(Hom(E'/E^,E)) < S ŝ .s(F̂ ,E'/Ej) 
i=1 

(d'après l'hypothèse de récurrence), 
mais on a s(F^,E'/E^) = s(F^,E') pour 1 S i û m , donc on a bien 

m 
dim(Hom(E',E)) < £2 s..s(F.,E) . 

i=1 1 1 

Si Hom(E,,E) ï {o\ , on peut supposer que F = F. , 

(avec E' ̂  ® sî.FÎ ) . Pour tout morphisme f : E' >E , on a : 

fCsj.F^C s1.F1 . 

On note le morphisme induit s],F-j > S1' F1 

Etant donné un morphisme f1 : E' >E , on a = si et seulement si 

f - ff provient d'un morphisme E'/slj.F̂  >E , donc 

dim(Hom(E?,E)) û dim(Hom(s»,F1,s.F))+ dim(Hom(E
1/s].F1,E)) . 

On a 
m 

dim(Hom(Eî/s'.F1,E)) < 2 si.s(F£,E
f/sj.Fj) 

d'après l'hypothèse de récurrence, et 

118 



DÊSINGULARISATION DES VARIÉTÉS DE MODULES 

dimCHomCsj.F^s^Fj)) = s j ^ 

car F est stable. On a donc 

• m 
dim(Hom(Ef ,E)) < 21 si. s (Fi ,E1 /s j .Fj ) + sj.s1 . 

i=1 
Mais sCF^E1) = s C F ^ E ' / s j . F p + s] , et sCF^E') = s (F£ ,E ' /s ' .F1 ) 

si 2^i^m , on a donc bien 
' m 

dim(Hom(E',E)) û JL s..s(F.,E') . 
i=1 1 1 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 6. 

PROPOSITION 7 : Soit E un objet de d . Il existe une structure paraboli

que sur E en faisant un objet de P^ ^ si et seulement si pour tout fibre 

vectoriel stable F tel que = y(E) , tout entier s > rg(F) , il 

n'existe pas de morphisme injectif de fibres vectoriels 

s. F >E . 
m 

Condition équivalente : si on pose E ^ d © si'Fi ' a^ors s^ = rg(F^) 

pour 1 % i ̂  m 

Supposons qu'une telle structure existe, et qu'il existe un morphisme in

jectif de fibres vectoriels 

s.F >E , 

F étant un fibre vectoriel stable tel que y(F) = y(E) , s un entier avec 

s > rg(F) . On note q la projection Ex >EX /F?(E) 

0 0 z 0 
Soit g : Hom(F,s.F) >-Hom(F„ ,E /F0(E)__ ) 

x0 x0 2 0 

f| »q ù f . 
x0 

Puisque s > rg(F) , il existe un élément non nul f de Hom(F,s.F) tel 

que g(f) = 0 , et f définit un morphisme injectif de fibres vectoriels 

f : F >E 
tel que f'(Fv ) c F0(E)V . Ce morphisme identifie F et un sous-fibré vec-

X0 2 x0 

toriel de E . On a 

paru(F) = y(F) +a2 > ~- + • *2 + = paru(E) , 

ce qui contredit la stabilité de E .On ne peut donc pas avoir de morphisme 

injectif s.F }*E 

Supposons réciproquement que pour tout fibre stable F avec ij'(F) =y(E) , 

tout entier positif s , et tout morphisme injectif s.F >E , on ait 

s ^ rg(F) . 

Il suffit de montrer qu'il existe un hyperplan F0(E) de E , tel que 

1 x0 0 
pour tout sous-fibré stable F de E avec p(F) = y(E) , on ait 

F <L F0(E) : en effet, si tel est le cas, on munit E de la structure 
xor 2 xo 
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parabolique définie par F_(E) et (a,,a_) . Si F est un sous-fibré vec-

toriel de E tel que y(F) < y(E) , on a pary(F) < pary(F) , et si 

y (F) = y(E) , F est semi-stable, et on a F F0(E)X , car F possède 
x0 ^ 0 

un sous-fibré vectoriel stable F1 tel que y(F1) = y(E) , donc 

paru(F) = y (F) + + I fg^ l • a2 < pary(E) . 

Donc le fibre parabolique défini par E , F9(E) et (a^a,^) est stable. 

x0 1 
Il reste à trouver F (E) 

Tout sous-fibré vectoriel stable F de E tel que y(F) = y(E) est isomor

phe à un des F^ . L'ensemble des sous-fibrés de E isomorphes à F^ s'iden

tifie à P(kSl) . Soit S. le sous-ensemble de P(EY ) x P(k constitué 

des couples (H,F) (H étant un hyperplan de Ex^ et F un sous-fibré vec

toriel de E isomorphe à F^) tels que F X C H . 1 1 est immédiat que 

est une sous-variété fermée de codimension rg(F^) 
Puisque rg(F.) ̂  s. , l'ensemble des hyperplans H de Ev tels que pour 

tout sous-fibré vectoriel F'de E isomorphe à F. , on ait Fx (t H est 
* 1 0 

un ouvert non vide U. de P(E_. ) . Il suffit alors de prendre F0(E) dans 
0 2 xo 

f\ u . 
i=1 1 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 7. 

REMARQUE : On déduit de la Proposition 7 que la fait qu'un objet de ^ 

puisse être muni d'une structure parabolique en faisant un objet de P^ ̂  

est indépendant du choix du point x^ de X 

PROPOSITION 8 : Soit E un objet de P , , End(E) l'ensemble des endomov-
n,d 

phismes du fibre vectoriel sous-jacent à E . Alors on a 

dim(End(E)) ̂  n . 
2 

De plust si n = r , les Y-algebves End(E) et M(r) sont isomorphes 

si et seulement s'il existe un fibre stable F tel que le fibre vectoriel 

sous-jacent à E soit isomorphe à rg(F).F 

On définit les entiers m , s. , les fibres stables F. , les entiers 

î î 

s(F^,E) pour 1 < i ̂  m , comme précédemment. On a d'après la Proposition 6 : 
m 

dim(End(E)) < 2LL S . . S ( F . , E ) 
i=1 1 1 

et d'après la Proposition 7 , 

s^ û rg(F^) pour 1 ̂  i û m , 

donc 

dim(End(E)) S 21 rg(F. ) . s (F. ,E) < rg(E) 
i=1 1 1 
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Si on a l'égalité, on a rg(F^) = pour 1 < i < m 

Si f est un endomorphisme de E , f induit un endomorphisme de E^ 

Soit 

q : End(E)- ^EndCE^ 

f , — . f , 

Le noyau de cette application linéaire s'identifie à Hom(E/E^,E) . On a 

donc une suite exacte : 
q 

0 >Hom(E/E1 ,E) >End(E) ^EndCE^ . 
Supposons que dim(End(E)) = n , alors 

dimCEndCEj) = 2_j s- > car les F- sont stables, 
1 i=1 1 1 

et 
m 

dim(Hom(E/E ,E)) û £2 si.s(F.,E/E ) 
i=1 1 1 

d'après la Proposition 6. Comme on a s(F^,E) = s(F^,E/E^) + s^ pour 
1 ̂  i ̂  m ,et n = Xl s..s(F.,E) , on a 

i=1 1 L 

dim(End(E)) = dimCEndCE^) + dim(Hom(E/E1 ,E) ) 

d?où on déduit que l'application linéaire q est surjective. 
m 

La k-algèbre EndCE^ est isomorphe à ÏÏ M(s.) . 
i=1 1 

Supposons que la k-algèbre End(E) soit isomorphe à M(r) . On a alors 
un morphisme surjectif de k-algèbres 

m 
M(r) »Tf M(s.) . 

i=1 1 

Supposons que ŝ  < r . On a alors un morphisme surjectif de k-algèbres 

M(r) ^M(Sl) , 

dont le noyau n'est pas réduit à |oj . Soit A un élément non nul de Ker(f) . 

Puisque Ker(f) est un idéal bilatère de M(r) , Ker(f) contient toutes les 

matrices B telles que rg(B) ̂  rg(A) . Or celles-ci engendrent M(r) , 

donc f = 0 , ce qui est absurde. On a donc 

Sl = rgCF^ = r . 

Par conséquent le fibre vectoriel sous-jacent à E est isomorphe à 

rg(F1).F1 . 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 8 

PROPOSITION 9 : Soient E ^ E2 des objets de P^ d tels que 

dimCEndCE^) = dim(End(E2>) = n . 

Alors E1 et E2 sont isomorphes si et seulement si les fibres vectoriels 

sous-jacents le sont. 
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Il suffit évidemment de prouver que si les fibres vectoriels sous-jacents 

à et E^ sont isomorphes, alors E^ et E^ le sont. 

On supposera donc qu'on a un objet E de ^ , et deux hyperplans 

et H_ de E faisant de E un objet de P , .On note Z l'ouvert de 
2 xQ j n,d 

P(E__ ) constitué des hyperplans de E__ faisant de E un objet de P , 
x0 0 n»d 

Le groupe Aut(E) opère à droite sur Z . Il suffit de montrer que ce 

groupe opère transitivement. Puisqu'un fibre parabolique stable est simple, 

le groupe d'isotropie d'un point de Z est isomorphe à k . On en déduit, 

puisque Aut(E) est de dimension n , que les orbites de Z sont de dimen

sion n-1 = dim(Z) . Il en découle immédiatement que Aut(E) agit transiti

vement sur Z 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 9 . 

Remarque : On peut évidemment démontrer la première partie de la Proposition 8 

en considérant l'action de Aut(E) sur P(E__ ) . Mais cette méthode ne permet 
x0 

pas de démontrer la suite de la Proposition 8 . 

PROPOSITION 10 : Soit E un objet de P^ d tel que dim(End(E)) = n . 

Soit G le sous-groupe de GL(E ) ^ GL(n) constitué des automorphismes du 
x0 

End(E)-module E__ . Alors le groupe structural du fibre vectoriel sous-ja-
Q . 7 . . 

cent a E peut être reau%t a G . 
On choisit un isomorphisme E ~ kn permettant d'identifier GL(E ) 

0 x0 

et GL(n) . 

Soit TT : P(E ) »X la projection. L'ensemble Z des points H de 

P(E ) tels que le fibre vectoriel sous-jacent à E , muni de H et (aA,a^) 

au point TT(H) soit un fibre parabolique stable, est un ouvert de P(E ) et 

on a TT(Z) = X . 

Soit U un ouvert non vide de X , s une section de E ^ induisant 

une section de zL . Soit 

f : UxEnd(E) >E*L 

s |U 

le morphisme de fibres vectoriels sur U défini par 

fsx(g) = s(x). gx , 

pour tout point x de U et tout élément g de End(E) . Remarquons que 

puisque Aut(E) agit transitivement sur un ouvert non vide de p(Ex) pour 

tout point x de U , fg est un isomorphisme. 
Soit (U.). _ un recouvrement ouvert fini de X tel que pour tout élément 

1 i€l *i 
i de I , il existe une section s^ de E ^ induisant une section de Z 

U. 
i 

On suppose que E est défini par des morphismes de transition 
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6.. : U.OU. *GL(n) 
1J 1 J 

et qu'il existe un unique élément i de I tel que U. contienne x 

O 1Q U 

Un élément p de End(E) est donné par des morphismes 

^i : Ui ^GL(n) , pour i dans I , 

tels que : 

(i) s.0 6 . . - 0.. o s. pour tous i , i dans I 

(ii) s. = p , considéré comme un élément de GL(n) 
L0 

Soit 1 un élément de I , y^ un point de U^ . Alors, pour tout point 

x de Uj, et tout élément p de End(E) , on a 
(V1 ) o p.(x) (V1 ctf )"1 =p.(y.) : 

sy^ sx Ki sy^ SX Kl Ji 
il suffit pour cela de remarquer que 

tf 0p.(x) otf'^ : End(E)* >End(E)* 
SX 

n'est autre que la multiplication à droite par p considéré comme un élément 
je 

de la k-algèbre des endomorphismes du End(E)-module End(E) 

On en déduit aisément qu'il existe un élément c^ de GL(n) tel que pour 

tout élément p de End(E) , on ait 
p. (y. ) = c A p o C . 
• i l 1 1 

On considère maintenant le morphisme 

X. : U.- >GL(n) 
X 1 >C . o f o f 

1 sy. SX 
J1 

On utilise le nouveau système de morphismes de transition pour E défini 

par 

9!. : U.AU. *GL(n) 
XJ 1 J 

x| >x.1(x) o e . . W o À . ( x ) , 

pour tous éléments i , j de I . Alors, pour tout point x de U.flU. , on a 

s o 9!.(x) = 9!.(x) o s , 

ce qui prouve que 9 !j est à valeurs dans G 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 10. 

Remarque : En utilisant la Proposition 3, on voit que la k-algèbre des 

End(E)-endomorphismes de Ev est isomorphe à End(E)°P . On en déduit aussi 
. 0 

que la ©^-algèbre des End(E)-endomorphismes de E est un faisceau localement 

libre. 
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IV.- DÉFINITIONS ET PROPRIETES DE QUELQUES FONCTEURS 

Soient r et d des entiers, avec r ^ 2 

DEFINITION 11 : On appelle famille de spécialisations de M(r) paramétrée 

par un k-schéma noetherien T une C^-algèbre B telle que pour tout point 

t de T , il existe un voisinage T^ de t et un morphisme 

f : T, ^ 

tels que les 0 -algèbres f (W) et B soient isomorphes. 
1 1 A 

La définition d'un morphisme de familles de spécialisations de M(r) para

métrées par T est évidente. Si B est une famille de spécialisations de 

M(r) paramétrée par T , et g : Y *T un morphisme de k-schémas noethe-

riens, la CÇ-algèbre g (B) est une famille de spécialisations de M(r) 

paramétrée par Y 

Soit G le foncteur 

k-Sch >Ens 

associant à un k-schéma noetherien T l'ensemble des classes d'isomorphisme 

de familles de spécialisations de M(r) paramétrées par T 

Soit Jï le foncteur 
r 

k-Sch >Ens 

représenté par vft>r 

On a une inclusion 

il >G 

r 

qui est un morphisme formellement lisse (voir Appendice I) d'après la 

Proposition 1 . 
On note W j la sous-catégorie de P o , constituée des objets E tels 

r,d b rz,d.r 

que End(E) soit une spécialisation de M(r) 

Si K est un corps commutatif algébriquement clos extension de k , on 

note ^ H K la catégorie W ^ correspondant à la courbe X x^ Spec(K) 

sur K . On définit de même P 9 H K 
r2,d.r 

DEFINITION 12 : On appelle famille rigidifiée dans W paramétrée par un 
r, d 

k-schéma noetherien T la donnée d'un faisceau localement libre E sur 

T xR X , et d'une section s de E ^ x jx ̂  ne s'annulant pas, tels que les 

propriétés suivantes soient vérifiées : ̂  

(i) pour tout point t de T , le fibre parabolique sur X x^ Spec(k(t)) 

(k(t) désignant la clôture algébrique de k(t)) dont le fibre vectoriel 

sous-jacent est obtenu à partir de E par le changement de base 
Spec(k(t)) ^T 
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et dont la structure parabolique, concentrée en le point [x^x Spec(k(t)) , 

est définie par l'hyperplan noyau de sfc et (a^a^) est un objet de 

W j 8 k(t) . 
r,d 

(ii) la CÇ-algèbre localement libre pT*(End(E)) (pT désignant la projection 

T x^ X >T) est une famille de spécialisations de M(r) 

DEFINITION 13 : On appelle famille vigidifiée dans P 2 J paramétrée par un 
r , d 

k-schéma noetherien T la donnée d'un faisceau localement libre E sur 
*f 

T x, X et d'une section s de E r > ne s'annulant pas tels que le fibre 
k T x lx0) 

parabolique sur X x^ Spec(k(t)) défini par E et s (comme dans la Définition 
12) soit un objet de P 2 , 8 k(t) , pour tout t dans T 

r ,d.r 

La définition des morphismes de familles rigidifiées dans P^2 ^ r (resp. 

^) paramétrées par T est évidente. On définit aussi, pour tout morphis

me de k-schémas noetheriens g : Y ^T , toute famille rigidifiée (E,s) 

dans P^2 ^ r(resP« wr ^) paramétrée par T , la famille g (E,s) de même 

nature paramétrée par Y 

Soit F : k-Sch ^Ens le foncteur contravariant associant à un k-schéma 

noetherien T l'ensemble des classes d'isomorphisme de familles dans W , 
r,d 

paramétrées par T 

On définit de même le foncteur E : k-Sch »Ens correspondant aux famil

les rigidifiées dans P 0 
r ,d.r 

D'après la deuxième partie, le foncteur E est représentable par une 

variété projective lisse S^ ^ , dont les points (fermés) sont les classes 

d'isomorphisme d'objets de P o 
r\d.r 

On a un morphisme de foncteurs évident 

(J> : F >G . 

On montrera plus loin qu'il est formellement lisse. 
Groupe structural d'une famille de fibres vectoriels sur X 

Soit A une k-algèbre commutative noetherienne. Un faisceau localement 

libre E de rang r sur Spec(A) x^ X est défini par un recouvrement ouvert 

fini ^u-^£6x °*e X et ^es morphi-smes de transition 

9.. : u.OU. >H°(Spec(A),GL(r,6^ )) - Gl(r,A) 

L J i j bpecCA; 

(en fait, à valeurs dans un sous-k-espace vectoriel de dimension finie). 

On peut considérer que GL(r,A) est l'ensemble des sections globales du 

faisceau de groupes Spec(A) x^ GL(r) . Si H est un sous-faisceau de grou

pes de ce faisceau, on dira que le groupe structural de E peut être réduit 
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à H si on peut choisir des morphismes de transition 0^. à valeurs dans 

H°(Spec(A),H) . 

Soit E une famille dans ^ paramétrée par Spec(A) . On peut supposer 

que ^pec(A) x{x0j = ^ S p e c C C ) ' ' et si PA désigne la Pr°Jection 

Spec(A) X >Spec(A) , p^*(End(E)) est une sous~^pec(^)"algèbre de 

Spec(A)x^ M(r) . On note H la ^pec(^)-algèbre des p^&(End(E))-endomor-

phismes de r -Ogpec(^ > G le faisceau de groupes sur Spec (A) des élé

ments inversibles de H 

Le résultat suivant se démontre comme les Propositions 4 et 10 : 

PROPOSITION 14 : La ^gpec(A) —algèbre H (resp. le faisceau de groupes 

G sur Spec(A) ) est isomorphe à pA*(End(E)op) (resp. au faisceau de groupes 

sur Spec(A) des éléments inversibles de pA^(End(E)op)) . 

De plus, le groupe structural de E peut être réduit à G 

V.- LES RESULTATS PRINCIPAUX 

THEOREME 15 : Soit N^ d l'ensemble des classes d'isomorphisme d'objets de 

Pr2 d r tels que End(E) soit une spécialisation de M(r) 

Alors : 

(i) N , est une sous-variété fermée de S , 

r,d r,d 

(ii) N représente le foncteur F (restreint aux k-schêmas algébriques). 
r, a 

THEOREME 16 : Si Jh^ est lisse, il en est de même de Nr d . De plus, il 

existe un morphisme surjectif 

7T : N >U(r,d) 

induisant un isomorphisme TT (U (r,d)) >U (r,d) 

En particulier , N2 Q est lisse, et on obtient donc une désingularisation 

de U(2,0) au sens de l'Introduction. 

On utilisera le résultat suivant : 

PROPOSITION 17 : Le morphisme de fondeurs 

<t> : F >G 

est formellement lisse. 

(Voir appendice I). 

Soit D un objet de A > DQ UN cluotient de D > ̂ Eo,sO^ Une ^am^^e 

dans W paramétrée par Spec(D ) , B un élément de G(Spec(D)) tel 
r, a u ^ 

que les Çf x-algèbres pn (End(E )) et i (B) soient isomorphes 
b p e c ) 0* 

(i désignant l'inclusion Spec(DQ) *Spec(D) et p^ la projection 
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Spec(D0) x X >Spec(DQ) ) . 

Il faut montrer qu'il existe une famille dans W , paramétrée par Spec(D) 

telle que les ®gpec^-algèbres pp*(End(E)) et B soient isomorphes et que 

i (E,s) ^ ( E Q . S Q ) • 

Puisque D est artinienne, on peut supposer que = D/I , I étant un 

idéal de D tel que I.M = {oj , M étant l'idéal maximal de D 

Notons que Spec(D) et Spec(D^) ne contiennent qu'un seul point z 

Soit f : Spec(D) > J l un morphisme tel que les 01 ,_x -algèbres B et 

* . r r M Spec(D) 

f (W) soient isomorphes. Alors B (resp. B^) provient de la D-algèbre 

D Bk(Wf(z) 80-f(z)k) ( reSP- D0 8k(W£(z) B^f(z)k) ) (B0 ^signant la 01 v-algèbre i (B)) , qu'on peut noter aussi B(resp. B ) 
Spec^D-J u 

On peut considérer que B°P (resp. B°P) est une sous-D -algèbre (resp, une 

sous-D-algèbre) de End(BQ) (resp. End(B ) ) 

Soit (U.). _ un recouvrement ouvert fini de X , tel que E_ soit défini i i el » i g 

par des fonctions de transitions 

9. . : U.flU. »G°P , pour 1 < i < j ^ m , 

ij ; i j 0 v J ' 
(G^ désigne le groupe des éléments inversibles de B^) . On doit avoir 

9.n = 9 . .9.. pour tous éléments i, j, 1 de ?1,....,m( 
il jm ij r J 1 ' ' > 

tels que i < j < 1 

Ces fonctions s'étendent en des morphismes 

0!. : U.AU. >G°V (G est défini comme Gj 

1J 1 J 0 
(car les 9.. sont à valeurs dans un sous-k-espace vectoriel de dimension finie 

ij 
de B°P) • Mais on n'a pas nécessairement 

6! . = 6Ï1.9!. 

Soit E' le fibre vectoriel sur X , défini à partir de EQ par le chan

gement de base Spec(k) ^Spec(DQ) , F le fibre vectoriel des End(E')-

endomorphismes de E' 

Un élément (a. .. ) _ .., . ̂  . de I L . H°(U.nu.OU. , 0 g B) tel que 
îjl 1^i<j<l^m 1<J<1 i j 1 

a. .. + a.. . - a. - 9?! .a.. .9". . = 0 

îjk îkl îjl ij jkl ij 

pour i < j < k < 1 , 

(9^j désignant l'image de 0^_. dans ^f(2)®ôf(z)k ) , 

définit un élément de H2(X,F) H D . 

Si i < j < 1 , on peut poser 
9.L . 0 ! T1.9 ! 7 1 = 1 + b. , 
il ij jl ijl 

b — ̂  étant un morphisme 

UinUj™l *X V W f (z)8tfï (z) k) • 
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On pose a. ... = 9! _ ̂  .b. . - . 9' , alors (a. . .. ) . .. .-̂  définit un élément F îjl il îjl il îjl 1̂ i<j<l̂ m 

de H2(X,F) B D : 

Il suffit de montrer que 

a. .. + a.. - - a. . - 6 ï . . a.. - .0 ï . = 0 , 
îjk îkl ijl ij jkl ij car puisque I.M = (oj , on a 

6! . .a.. .. 6Ï . = 0 ! . . a . , - .9!'. . ij jkl ij ij jkl ij 

Il suffit donc de montrer que 

1 + a... + a . . . - a... - 9!. ' .9!. ' .9 / , ' .9 • .9 ! . = 0 
îjk îkl îjl ij jk kl jl ij 

mais 
9!.1.eï 1 .9» 1 .9! 9! . = (1 + a. . , ) . (1 + a . . . ) . (1 - a. ) 
ij jk kl jl ij îjk îkl îjl 

1 + a. + a.. . - a. . - , 
îjk îkl îjl on a donc bien l'égalité voulue. 

Puisque X est une courbe, on a 

h2(X,F) = 0 , 

donc (â ĵ ) est un bord, c'est à dire qu'il existe un élément 

(l..)„.. de TT H°(U.nu. ,©H B) tel que ij ISiCjSm i j 

1. . - 1., + 9~7Î .1., ."9. . = a. , 
ij il iJ Jl iJ ijl 

sur U.Hu.A^ , pour 1 < i < j < l < m . 
On peut supposer que 1̂ . est à valeurs dans I.B , et on a donc 

1.. - 1.- + 9!T 1 . 1...9Î. = a... . 
ij il ij Jl iJ ijl 

On pose maintenant 

®. . = 9 ! ..(1 + 1..) pour 1 < i < j < m . 
ij iJ iJ 

Alors on a 

®., =©.,.©.. pour i < i < 1 , comme on le vérifie aisément, 
il jl ij 

Par conséquent (G.. ) définit un faisceau localement libre E sur 
ij * 

Spec(D) ̂  X induisant E Q . La section s Q de E Q S p e c ( D o ) x ^ a t . ^ j 

s'étend en une section s de E _ /Txx r T . Il est immédiat que (E,s) 
Spec(D) x|xQ̂  

est une famille rigidifiée dans P 2 paramétrée par Spec(D) induisant 
r ,d.r 

( E o ' s o } • 

Il reste à montrer que les S^^^-algèbres B et pp*(End(E)) sont isomor

phes, ce qui découle du fait que B est une sous-algèbre localement libre de 

PD*(End(E)) , et que ces ^p e c^-algèbres ont le même rang. 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 17. 
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Démonstration du Théorème 15 

(i) D'après la Proposition 9, on a une application 

f : U(r,d) >S 

s r, d 

associant à la classe d1isomorphisme d'un fibre vectoriel stable F de rang 

r et de degré d la classe d'isomorphisme d'un fibre parabolique semi-stable 

dont le fibre vectoriel sous-jacent est r.F . Si on note N' , le sous-ensem-
r,d 

ble de N , constitué des classes d'isomorphisme d'objet E de P o 

r»d r ,d.r 
tels que la k-algèbre End(E) soit isomorphe à M(r) . D'après la Proposition 
9, f induit une bijection de U (r,d) sur N' , . L'application f est 

• J s r,d 

régulière : pour le voir on utilise la propriété universelle de S^ ^ au 

voisinage de chaque point de Ug(r,d) 

Pour prouver (i) il suffit de montrer que N A = N? A ' 

r,d r,d 
Soit E un objet de P 2 dont la classe d'isomorphisme est un élément 

r ,d.r 

de N Soit s^ un élément de E tel que Ker(s_) = F_(E) 

r,d 0 xn 0 2 xn 
Il existe une k [T] - algèbre B telle que 

B 8 k r-pjrfi k zl End(E) 

et B H k rvji k((T)) ~ M(r,k((T)) 

comme k-algèbres et k((T))-algèbres respectivement, (k((T)) désignant le 

corps des fractions de k [[T]] et k((T)) la clôture algébrique de k((T)) ) . 

Il suffit de construire une famille rigidifiée dans W , , (F,s) , parama-

trée par SpecCkjjT]] ) telle que si pQ désigne la projection 

Spec(k[[T]j ) x X- »Spec(k[[T]J ) , les k |J_TjJ -algèbres B et 

P0*(End(F)) soient isomorphes, et que i (F,s) ̂  (E0,sQ) ( i désignant 

l'inclusion Spec(k) >Spec(k[[Tfj ) . En utilisant la propriété universelle 

de S^ ^ on peut en effet en déduire que la classe d' isomorphisme de E 

est un élément de N , , et comme il est évident que N' .C N , , on aura 
r,d n r,d r,d 

N A = N' A • 

r,d r,d 

Il reste à montrer l'existence de (F,s) . Pour tout entier n^ 1 , on 

pose 
Dn = kttT1] /(Tn) • 

C'est une k-algèbre commutative artinienne locale. 

D'après la démonstration de la Proposition 17, il existe une suite 

(F ,s ) . „ telle que pour tout entier n^1 , on ait : n n n>1 n f 

(i) (F ,s ) est une famille rigidifiée dans W , paramétrée par Spec(D ) , 
n n r,d n 
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(ii) il existe un isomorphisme 
"k 

n n n+1 n+1 n n 
(i désignant l'inclusion Spec(D ) >Spec(D .) ) 

n n n+1 

(iii) si p désigne la projection Spec(D ) x. X >Spec(D ) , et j 

n n k n n 

l'inclusion Spec(D ) >Spec (k I (YM ) , il existe un isomorphisme 
fn ^ ( E n d ^ ) ) >j*(B) , 

tel que f . induise f (via g ) . 
n+1 n 

Il existe un faisceau localement libre F , et un seul, sur 

Spec(k£[T]J ) x^ X tel que, pour tout entier n^1 , on ait un isomorphisme 

h : j#(F)- ->F , 

n Jn n 
tel que h . induise h (via g ) 

n+1 n °n 
Soit U = Spec(A) un ouvert affine de X . On a un morphisme 

k [[Tj] 8 A >^Am((k [[Tj] /(Tn)) 8 A . 

La donnée de (F L \ TT) ̂  est équivalente à la donnée d'une suite 
n Spec(D ) x, U n^1 
i n k 

(M ) _ „ telle que pour tout entier n^1 , on ait : 
n n̂ l 

(i) est un (k [[T]] /(Tn)) 8 A-module libre de rang n . 

(ii) il existe un isomorphisme 

M . 8 ((k[CT]] /(Tn)) 8 A >M . 

n+1 u - J N 

On pose 

M =£im(Mn) 8 ((k[[T]] /(Tn)) 8 A) . 

Il est aisé de voir que les M se "recollent" pour donner un faisceau localement libre F sur Spec(k [ M ] ) x X , et que F est unique. 

De même, (s ) ., s'étend en une section s de F 
n n^ i Spec(k[LT]J ) x £XQJ 

ne s'annulant pas, et (F,s) est une famille rigidifiée dans P 2 

paramétrée par Spec(k[[T]] ) ' 

D'après la démonstration de la Proposition 17, on a des inclusions 

in : P*(J*(B)> >End(Fn) , 

i . induisant i , et donc une inclusion 
n+1 n 

P*(B) ^End(F) . 

On en déduit que, au point fermé de Spec(k£[T]] ) , le morphisme naturel 

P0*(End(F)) 8 k >End(E) 

est surjectif. Par conséquent pQ*(End(F)) est un faisceau localement libre, 

de même rang que B . Comme il contient B comme faisceau localement libre, 

on a 

B = pQ*(End(F)) . 
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On a donc bien 

N j = N' . 
r,d r,d 

Ceci prouve (i). 

(ii) D'après la propriété universelle de S , , le foncteur que représente 
r,d 

N .(noté aussi N ,) est un sous-foncteur de F . Soit T un k-schéma 
r,d r,d 
algébrique, et (E,s) une famille dans W , paramétrée par T . D'après 

r, a 
la propriété universelle de S , , cette famille définit un morphisme 

r,d 

G : T ,sr>d . 
Il faut montrer que ce morphisme est à valeurs dans ^ . Soit J le 
faisceau d'idéaux de N dans S , . Soit t un point de T . Alors 

r,d r,d 
g(t) est un point de N , .11 faut montrer que le noyau du morphisme 

r, a 
T s C £ < t > ^ 

contient J / x .On peut se limiter au cas où t est un point fermé. 
g(t) 

Il suffit de montrer que pour tout entier n ̂  1 , le noyau du morphisme 

induit par m 

^(t)/mg(t) ^ / m n , 

contient (J + ro11^) ) /mg(t) ' 0n en déduira par le Théorème de Krull, que 

J C Ker(40 . On est donc ramené au cas où T est le spectre d'une k-algèbre 

artinienne locale D^ , de corps résiduel k . Il existe une k-algèbre commu

tative locale complète noetherienne intègre R telle que DQ soit un quotient 

de R .On montre comme dans (i) que le morphisme de restriction 

F(Spec(R)) ->F(Spec(D0)) 

est surjectif (autrement dit, toute famille rigidifiée dans W , paramétrée 
r, a 

par Spec(DQ) se prolonge à Spec(R)) . Puisque R est intègre , Spec(R) 

est réduit, et on en déduit aisément que 

F(Spec(R)) = Nr d(Spec(R)) . 

Mais on a un diagramme commutatif 

N (Spec (Dn) ) >F(Spec (D ) ) 

r>a * U A 0 

N (Spec(R)) >F(Spec(R)) 

r, a 

ce qui montre que d(Spec(DQ)) = F(Spec(D^)) 

Ceci prouve (ii) et achève la démonstration du Théorème 15. 

Démonstration du Théorème 16 

Pour montrer la lissité de ^ , il suffit de prouver qu'étant donné 

deux k-algèbres commutatives artiniennes locales D et , D^ étant un 
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quotient de D , tout morphisme 

a : Spec(D0) ^ 

s'étend en un morphisme 

3 : Spec(D) . 
r, a 

Ceci résulte immédiatement de l'existence d'un fibre universel sur S , , 
r,d 

dé la Proposition 17, de la partie (ii) du Théorème 15 et de la lissité de 

Il reste à prouver l'existence de ïï 
2 

Soit g : U(r,d) — >U(r ,d.r) l'application associant à la classe d'équi

valence d'un fibre vectoriel F la classe d'équivalence de r-F . Cette appli

cation e s t régulière, on peut le voir en remontant aux schémas de Grothendieck 

construits dans la première partie, et elle est évidemment injective. 

On peut montrer que g induit un isomorphisme de Ug(r,d) sur g(Ug(r,d)) 

(ceci doit pouvoir se montrer en remontant aux "covariants" et en faisant 

l'étude "différentielle" d'un morphisme entre ceux-ci induisant g ) . Par 

conséquent g est birationnel. 

On a g(U(r,d)) = p(N^ ^) , p désignant le morphisme canonique 

Srjd ^U(r2,d.r) . 

En effet, g(U(r,d)) et p(N _.) contiennent le sous-ensemble dense dans 
r, a 

chacun d'eux g(Us(r,d)) . On note p' la restriction de p à ^ 
Puisque N t est lisse, pf : N , *g(U(r,d)) induit un morphisme 

r,d r,d 
ïï : N , >U(r,d) . Il est immédiat que ïï induit un isomorphisme de 

r, d 
ïï-1(U (r,d)) sur U (r,d) . 

s s 

Ceci achève la démonstration du Théorème 16. 
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INTRODUCTION : 

Dans tout ce qui suit, k sera le corps des nombres complexes. Les résultats 

prouvés ici sont sans doute valables pour un corps de caractéristique nulle. 

On démontrera des cas particulier du 

THEOREME 1 : Soient r,d des entiers non premiers entre eux, avee r ^ 2 . 

Alors pour aucun ouvert non vide U de Ug(r,d) il n'existe un fibre de 

Poincarê sur U x X 

On ne traitera que les cas d = 0 .Ce théorème est complètement démontré 

dans [3lJ , par une autre méthode. 

On voit aisément qu'il suffit de prouver 1' 

assertion 1 : En aucun point de RS , le morphisme 

RS ^Ug(r,0) 

n'est une fibration localement triviale. 

Sur la variété M(r)^ = Z^ le groupe PGL(r) opère de la façon suivante : 

pour tout point (Mj ,. . . . ,Mg) de , et tout élément k.A de PGL(r), on a 

(k.A).(Mr ,M ) = (A.MrA~1,T ,A.Mg.A~1) . 

Soit l'ouvert des points stables de Z^ pour cette action. On montre

ra dans le Chapitre II que l'assertion 1 découle de 1' 

assertion 2 : En aucun point de Z^ , le morphisme 

Z^ >Z^/PGL(r) 

n'est une fibration localement triviale. 

Pour cela, l'outil essentiel est le "théorème de Luna" dont l'énoncé est 

donné à la fin de cette partie. Il permet notamment d'obtenir la 

PROPOSITION 2 : Soit y le point de U(r,0) correspondant au fibre trivial 

de rang r . Alors la completion de l'anneau local de U(r,0) au point y 

est isomorphe au complété de l'anneau local de Z^/PGL(r) en le point image 

de (0,....,0) . 

Dans le Chapitre I, on étudie la variété Z /PGL(r) en vue de prouver 
r 

1'assertion 1. 

Dans le Chapitre II, on montre que l'assertion 2 entraine l'assertion 1 

et que l'assertion 2 est vraie. 
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I.- LA VARIETE M(r)g/PGL(r) ET SES RELATIONS AVEC LES MODULES D'ALGEBRES 

Soit A = k^X^, fx̂ j l'algèbre des polynômes en les variables (ne 

commutant pas) X^, ,X^ . On peut voir A comme l'algèbre tensorielle 

d'un k-espace vectoriel de dimension g 

Soit k-alg la catégorie des k-algèbres commutâtives, 

F. = F, : k-alg >Ens 

1 ,r 1 b 

le foncteur associant à tout objet R de k-alg l'ensemble des classes 

d'isomorphisme de (A H^R)-modules à gauche, libres de rang r sur R , munis 

d'une base (ordonnée). (Deux couples (V, (v^,. . . . , vf) ) , (V1 , (vj ,. . . . ,vO) , 

constitués d'un (A H^R)-module à gauche libre sur R et d'une de ses bases 

sur R , sont dits isomorphes s'il existe un isomorphisme de (A B^R)-modules 

f : V — — > V tel que f(vj = v^ pour 1 < i < r . 

Autre définition de F̂  : soit un k-espace vectoriel de dimension r 

Alors F^(R) est l'ensemble des structures de (A H^R)-module sur H^R 

Tout k-schéma noetherien Y définit un foncteur 

k-alg >Ens 

RI >Hom(Spec(R) ,Y) . 

On dit qu'un foncteur (contravariant) F : k-alg >Ens est représentable 

s'il est isomorphe à un foncteur du type précédent. Le k-schéma noetherien 

associé Y est unique à isomorphisme près, on dit que Y représente F 

PROPOSITION 3 : La variété algébrique représente le foncteur F1 

Une structure de (A H^R)-module sur WQ H^R est définie par des R-endo-

morphismes f^, f^ de H^R , c'est à dire par g applications 

linéaires M(r) *R , c'est à dire par un morphisme 

Spec(R) ?Zr . 

Soit F0 = F0 : k-alg >Ens 
2,r 2 

le foncteur associant à tout objet R de k-alg l'ensemble des classes d'iso

morphisme de (A H^R)-modules à gauche libres de rang r sur R 

Soit V un élément de F2(k) , c'est à dire un A-module libre de rang r 

sur k . Alors V possède une filtration 

\o] = VnCV, C C V , C V = V 

l > 0 1 m-1 m 

par des sous-A-modules, telle que pour 1 < i < m , V^/V^^ soit un 

A-module simple. La somme directe ® ^./V. ne dépend que de V 
1<i^m 1 1 

On posera 
Gr(V) = © V'/V - . i • 

1<i<m 1 1 
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Les résultats suivants sont dus à M. Artin [\\ : 

Soit 

TT : Z >Z /PGL(r) 

le morphisme canonique. Alors, si v^, v^ sont des points de Z^ , définis

sant des objets V4, de F^Ck) (dfaprès la Proposition 3) , on a 

ïïCv^ = TT(V2) 
si et seulement si 

GrO^) = Gr(V2) . 

De plus l'ouvert PGL(r)-invariant Z^ de Z^ constitué des points stables 

(c'est à dire des points z tel que le morphisme PGL(r) >>Ẑ  défini par 

z soit propre et injectif) est constitué des points de Z^ tels que le 

A-module associé soit simple. Le groupe PGL(r) opère librement sur Z^ 

et 

TT: ZS >ZS/PGL(r) 

est un quotient géométrique. En fait c'est une fibration principale localement 

isotriviale (c'est à dire que tout point z de Z^ possède un voisinage étale 

U de la forme PGL(r) x U' , U' étant un voisinage étale de TT(Z) , ces 

données étant compatibles avec l'action de PGL(r) ) . Cependant on verra plus 

loin que TT n'est pas une fibration principale localement triviale. 

L'ouvert ZSSde Z constitué des points semi-stables (c'est à dire des 
r r 

points z tels que (0,....,0) soit dans PGL(r).z) est caractérisé de la 

façon suivante : un point z de Z^ n'est pas semi-stable si et seulement si 

le gradué du A-module associé à z est trivial (on dit qu'un A-module M 

est trivial si X^.M = joj pour 1 £i£g ) 

On a un morphisme canonique de foncteurs 

F *F 

Soit R un objet de k-alg, V un élément de ^(R) . Si on choisit une 

base de V sur R , on obtient un élément de F^(R) , et donc un morphisme 

f : Spec(R)- >Z^ 

On vérifie aisément que le morphisme 

g = Tr.f : Spec(R). >Z /PGL(r) 
r 

ne dépend pas du choix de la base de V , et ne dépend donc que de V 

Il est immédiat que g possède la propriété suivante : 

si x : R >k est un point géométrique de Spec(R) , alors 

g(x) = Gr(V HRk) . 

On peut montrer que F^ n'est pas représentable (en particulier, 

Z^/PGL(r) ne représente pas F^) . On n'utilisera pas ce résultat. 
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Soit le sous-foncteur de F̂  défini par : pour tout objet R de k-alg 

F^(R) est constitué des éléments de F̂  (R) tels que pour tout point géomé

trique R *K , le A-module associé soit simple. 
s 

On définit de même le sous-foncteur F^ de F^ 

Il est immédiat que F^ est représenté par 

Pour tout k-schéma noetherien Y , on notera aussi Y le foncteur k-al 

k-alg >Ens représenté par Y 

Alors on a défini plus haut un morphisme de foncteurs 

<ï> : F2 »Z®/PGL(r) . 

Soit R une k-algèbre locale, 0 : Spec(R) *Z^/PGL(r) un morphisme. 

Puisque TT est localement isotriviale, on voit qu'il existe une algèbre 

locale R' , étale sur R , et un morphisme 

0' : Spec(R') *Z®/PGL(r) 

tels qu'on ait un diagramme commutâtif 

Spec(R') H>ZS 
î r 

Spec(R) »Z*/PGL(r) . 

En particulier, si R est un corps algébriquement clos K , on a R' = K 
s * 

et donc 0 se relève en un point de Ẑ _ à valeurs dans K . On en déduit 

immédiatement que § induit une bijection 

F* (K) KZ*/PGL(r)) (K) . 

On a un morphisme de foncteurs naturel 

F1,r~ >F1,r2 ( reSp- F2,r >F2,r2 > 

défini par : 

Pour tout objet R de k-alg , à tout élément V de F̂  r(R) ( resp. 7^ ̂  

on associe r.V 

On en déduit un morphisme canonique 

Z >Z n , 
r r2 . 

induisant un morphisme canonique 

6 : Z /PGL(r) >Z 2/PGL(r2) . 

r r 

PROPOSITION 4 : Le morphisme 6 est propre et injectif, et induit dono un 

isomorphisme birationnel de Z^/PGL(r) sur son image. 

Le morphisme 6 est décrit de la façon suivante sur les points géométri

ques : pour tout élément V de F̂  > 

ô(Gr(V)) = r.Gr(V) , 

d'où on déduit immédiatement que 6 est injectif. Pour montrer que 6 est 

propre, on utilise le fait que la graduation canonique des anneaux locaux 
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2 2 des points de M(r) ( resp. M(r )) est PGL(r) ( resp. PGL(r ))-invariante 

et définit donc une graduation des anneaux locaux des points de Z /PGL(r) 
2 T. (resp.PGL(r ) ) , que 6 préserve les graduations, et que les éléments de 

degré 1 de ces anneaux locaux les engendrent. 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 4 . 

Soit un k-espace vectoriel de dimension r" . On définit des foncteurs 

A1 , A 2 : k-alg »Ens 

ar 

A^(R) est l'ensemble des structures d'algèbres B sur B̂ R , munies 

d'un morphisme d'algèbres 

£ : A . 

A^CR) est l'ensemble des classes d'isomorphisme de R-algèbres B libres 

de rang r , munies d'un morphisme d'algèbres 

f : A ̂ R >B . 

On a des morphismes canoniques de foncteurs 

A< >F , A >F , 
1 1,r 1 2,r2 

définis par : pour tout objet R de k-alg , à tout élément (B,f) de A^(R) 

( resp. A2(R) ) , on associe B , vue comme (A Ĥ R)-module grâce à f 

En fait, A.j et A^ sont des sous-foncteurs de F et F 2 respec-
1,r 2,r 

tivement. 

Soit A^ ( resp. A^) le sous-foncteur de Â  ( resp. A^ ) défini par : 

pour tout objet R de k-alg , 

- A^(R) est l'ensemble des éléments (B,f) de A^(R) tels que pour tout poil 

géométrique R »k de Spec(R) , B 8k soit une k-algèbre simple, et que 
K 

le morphisme A >B B k soit surjectif. 
- (idem pour A^(R)) 

On a un mornhisme ranoniaue 
F2,r M 2 • 

défini par : pour tout objet R de k-alg, à tout élément V de F (R) , on 
^ > r 

associe la R-algèbre End (V) , munie du morphisme canonique 
K 

f : A BkR *EndR(V) 
provenant de la structure de (A B̂ R)-module de EndR(V) 

Le morphisme f est surjectif si et seulement si V est dans F̂  (R) : 
^ 9 t 

il suffit de le montrer pour R = k , et cela revient à prouver que f est 

surjectif si et seulement si le A-module V est simple. Cela découle d'un 

résultat connu sous le nom de "Théorème de Burnside" (voir par exemple 
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S. Lang , [12] , p. 444, Cor.1 ) . On a donc aussi un morphisme de foncteurs 

F- >A* . 

On peut aussi montrer que ce foncteur induit, pour tout corps commutatif 

algébriquement clos K extension de k , une bijection 

F2,r(K) M 2 ( K ) ' 

(cela revient à dire que toute K-algèbre simple de dimension finie sur K 

est isomorphe à une algèbre du type End (E) , E étant un K-espace vecto-

riel). 

PROPOSITION 5 : La variété Z^/PGL(r) représente le foncteur . 

(On ne fera qu'une esquisse de démonstration). 
2 

Montrons d'abord que la restriction de X : Z^/PGKr) >Z 2/PGL(r ) à 

ZS/PGL(r) est une immersion : r 
r s s 

La variété Z^/PGL(r) est lisse et pour tout point (M^,....,M^) = m de Z^ , 

on a 

^TT(m) =Zr M < V " A-Mi)1£iSg ' ̂ "^J • 

D'autre part, si TT' désigne la projection 

Z 2 > Z 2/PGL(r) 

r T* 

on a une injection, en notant m' l'image de m dans Z ̂ /VGL{ic ) 
r 

T™»/T 1 
(TT'(m')) 

T7T'(m') ' 

Il suffit donc de montrer que l'application induite par ô 

T7T(m) ?>Tm' /T T T ' - 1 (TT' (m')) 

est injective. Pour cela, on utilise 1'isomorphisme 

Tm»/TTr'-1(TT'm')) 

((M..A - A .M.)„^ ^ )«^.^ A eM(r) 
1 ts ts i'l<t, ŝ r 1^i^g , t,s 

0 M;2 M;3 . . . . M;R 

0 0 M*3 .... MJR 

0 0 0 M^ 
3r 

0 0 0 0 T 1^ i ̂  g 

M1 e M(r) 
st 

(On obtient cet isomorphisme en utilisant le fait que tout élément (Ni) 1<i<g. 

de la fibre de Tr'(m') est PGL(r )-équivalent à un élément de la 

forme ( N p^i^g » avec 
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'Mi PÎ2 P13 •••• P îr 

o M. PJ3 .... p^r 

0 0 M 

i 3r 

0 0 0 M. i 
\ 1 / 

= Ni 

(Pgt étant dans M(r)) , ce résultat se déduisant aisément du fait que 

le A-module défini par m est simple). 

Ceci prouve que la restriction de X à Z^/PGL(r) est une immersion. 

Soit maintenant R un objet de k-alg , et (B,f) un objet de A^(R) 

Puisque A 

Spec(R)-

B définit comme on lfa vu plus haut un morphisme 

— » Z 2/PGL(r2) . 
r 

s . Ce morphisme est à valeurs dans Z^/PGLCr) : il suffit de le vérifier pour 

tout point géométrique de Spec(R) , et ceci est une conséquence immédiate de 

la remarque précédant la Proposition 5 (pour toute extension algébriquement 

close K de k on a r(K) = A®(K)) 

On obtient donc un morphisme 

Spec (R) >ZS /PGL (r) . 
i. 

Ceci définit un morphisme de foncteurs 

AS2 *Z^/PGL(r) . 

Réciproquement, supposons donné un morphisme 

X : Spec(R) ?>ZS/PGL(r) . 

Supposons R locale. Puisque Z^- »Z^/PGL(r) est localement isotriviale, 

il existe un morphisme de k-algèbres R >Rf , avec Rf étale finie sur R , 

tel qu'il existe un morphisme 

Xf : Spec(R') ^ 

tel que le diagramme suivant soit commutatif 

Spec(R')- zs 
,r 

Spec(R)- Z*/PGL(r) 

Puisque Z^ représente F1^r » f̂ définit un élément V de F^ r(R') , 

et EndRl(V) un élément de A|(Rf) . Mais le diagramme commutatif précédent 

définit une donnée de descente pour End ,(V) relativement à Xf . Donc il 
K 

existe une R-algèbre W telle que Xf*(W) = End ,(V) . On vérifie aussi que 
K 

le morphisme dfalgèbres canonique A H^R >EndR,(V) descend en un morphisme 
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unique A H^R *W . On a ainsi défini un élément de A^(R) 

On peut prolonger cette construction à toutes les k-algèbres (non nécessai

rement locales). Pour cela on montre d'abord que l'on peut choisir la 

R-algèbre W précédente d'une manière "canonique". Ainsi, si on part d'une 

algèbre R quelconque et d'un morphisme 

Spec(R) *ZS/PGL(r) , 
r 

on obtiendra une &, ..-algèbre (en utilisant la construction précédente) 
Spec(R) 

et par conséquent une R-algèbre. 

On laisse au lecteur la vérification des faits suivants : on définit ainsi 

un morphisme de foncteurs Z^/PGL(r) ^A^ , et les deux foncteurs définis 

précédemment sont inverses l'un de l'autre. 

Ceci achève (l'esquisse de) la démonstration de la Proposition 5. 

PROPOSITION 6 : Soit R une k-algèbre locale, (B,f) un élément de A*(R) 

auquel est associé 

X : Spec(R> *ZS/PGL(r) . 
r 

Alors X se relève en un morphisme Spec(R) >Z^ si et seulement si B 

est isomorphe à EndR(V) , V étant une (AB^R)- algèbre , libre de rang r 

sur R , f étant le morphisme canonique. 

Cela découle immédiatement de la démonstration de la Proposition 5 (prendre 

R' = R) . 

Soit maintenant R une k-algèbre commutative connexe et normale. Soit 

(B,f) un élément de A^(R) tel qu'il existe un élément non nul t de R 

tel que l'élément (B^f) de ̂ (Rj.) défini par (B,f) soit en fait dans 

A^(Rt) . 

LEMME 7 : Il existe un morphisme 

p : Spec(R) >Zr/PGL(r) 

tel que pour tout point géométrique x : R >k de Spec(R) , si B 8Rk 

est munie de la structure de A-module à gauche définie par f , on ait 

Gr(B ̂ k ) = r.Gr(P) , 

P étant un A-module à gauche, de dimension r sur k , et 

p(x) = Gr(P) . 

Puisque Af >F , de (B,f) on déduit un morphisme 
2,r2 

p' : Spec(R) >Z 9/PGL(r ) . 
rz 

D'après les hypothèses, si y désigne le point générique de Spec(R) , p(y) 
s 2 

est dans l'image de Z^/PGL(r) dans Z 2/PGL(r ) . Le morphisme 

X : Z /PGL(r) »Z /PGl(r2) 

r rz 
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en induit un, propre et birationnel de Z^/PGL(r) sur ACZ^/PGLCr)) , 

et puisque R est normal et connexe, on en déduit que p se factorise de la 

façon suivante 

Spec(R) £ »Z 2/PGL(r2) 

V 
Zr/PGL(r) 

Les propriétés voulues de p sont aisément vérifiées. 

Ceci achève la démonstration du Lemme 7. 

II.- APPLICATIONS A L'ETUDE LOCALE DES VARIETES DE MODULES DE FIBRES SEMI-

STABLES. 

Soit Q le schéma de Grothendieck utilisé dans la première partie, corres

pondant à (r,0) . On utilise les notations de la première partie. 

On a 

RSS/PGL(p) =: U(r,0) , 

(p = a.r + r.(1 - g) , a > 0) . Soit z un point de R tel que 

^ ~ Otm) 8 kr . 
z 

L'orbite de z dans RSS sous l'action de PGL(p) représente le point de 

U(r,0) correspondant au fibre trivial. 

Le groupe d'isotropie de z est Aut(Otm) 8kr) =s GL(r) , en particulier 

c'est un groupe réductif. De plus, RSS est lisse. 

On peut donc appliquer un Théorème de Luna [Ï4] ("Luna's slice theorem") qui 

affirme qu'il existe un ouvert affine PGL(p)-stable W de z et une sous-

variété GL(r)-stable lisse V de W contenant z , transversale à l'orbite 

de z , et telle que le morphisme canonique 

V/GL(r) *W/PGL(p) 

soit étale. 

En particulier, on en déduit le 

LEMME 8 : Soit B l'anneau local de V en z . Alors l'anneau des éléments 

GL-(xYinvariants du complété B de B s'identifie au complété de l'anneau 

local de U(r,0) en le point correspondant au fibre trivial. 

Remarque : L'énoncé du Théorème de Luna est donné à la fin de la présente 

partie. 

On applique maintenant la théorie de la déformation des fibres vectoriels. 

Il est immédiat que au voisinage de z , F/vxX définit une déformation 
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verselle de (58 k . D' autre part, il existe aussi une telle déformation 

paramétrée par (XjAdC?^) ) ̂  M(r)^ , dont la restriction à {ojx X est 

0 8 k r . On a une action canonique de GL(r) r± Aut(Cfkkr) sur H1(X,AdCÏO) , 

induisant l'action de PGL(r) sur M(r)^ . D'après l'unicité d'une déforma-

titon verselle, on en déduit un isomorphisme 

BGL(r) ~ g 

^GL(r) désignant l'anneau des éléments GL(r)-invariants de B , et C 

l'anneau local de l'image de (0) dans Z^/PGLCr)) 

Remarque : On a un isomorphisme entre les complétés car il s'agit d'une unicité 

au sens analytique. 

Ceci entraine immédiatement la Proposition 2. 

Démontrons maintenant le Théorème 1. 

On veut montrer qu'en aucun point de RS le morphisme canonique 

n : RS *RS/PGL(p) 

n'est une fibration localement triviale. 

Soit L le corps des fonctions rationnelles sur RS/PGL(p) (= Ug(r,0)) 

ou, ce qui revient au même, sur U(r,0) . Soit y le point de U(r,0) cor

respondant au fibre trivial de rang r sur X , et L le corps des quotients 

du complété de l'anneau local de U(r,0) en y . On a LCL 

Supposons que n soit localement trivial en un point de RS . Alors le 

morphisme canonique 

Spec(L) ->RS/PGL(p) 

se relève en en morphisme 

Spec(L) >RS . 

On a un diagramme commutatif 

Spec(L) ^RS/PGL(p) *Ù(r,0) 

donc le morphisme canonique 

Spec(L) »U(r,0) 

se relève aussi en un morphisme 

p : Spec(L) »RSS . 

Puisque U intersecte l'orbite de z transversalement en z , on a 

®Rssz = ̂ >GL(p).z,z ®k B ' 

et par conséquent p se relève en un morphisme 

Spec(L) ^Spec(B) 

A l'aide des isomorphismes précédents, on en déduit qu'on a un diagramme 

commutatif 
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-M(r)g 

I 
Spec(t) *M(r)g/PGL(r) 

(L désignant cette fois le corps des quotients de la completion de l'anneau 

local de Zr/PGL(r) en l'image de (0) ) . 

On en déduit qu'il existe un élément non nul de l'idéal maximal de C tel 

que le morphisme canonique 

Spec (ôf ) >M(r) g/PGL(r) 

se relève en un morphisme 

Spec(£f) »M(r)g . 

On va montrer que ceci entraine une contradiction, ce qui prouvera le 

Théorème 1. 

Soit Spec(C)S le sous-schéma ouvert de Spec(û) image inverse de 

Z^/PGL(r) par le morphisme canonique 

j : Spec(C) »Zr/PGL(r) . 

Alors on voit aisément que Spec ( Ô ) S est non vide et régulier. 

Soit 

X : T >Spec(ô)S 

le PGL(r)-fibré principal image inverse du PGL(r)-fibre principal 

ZS *ZS/PGL(r) 

r r 
par le morphisme 

Spec(6)S »Z^/PGL(r) . 

Alors x est localement trivial. Ceci découle des faits suivants : 

- Spec(Ô)S est un schéma régulier. 
A S 

- x est trivial sur un ouvert non vide de Spec(C) , à savoir 

Spec(C^)r\Spec(C)S , comme on vient de le voir. 

On pose P = k[X,Y] . 

Supposons qu'on ait une P-algèbre D possédant les propriétés suivantes 
2 

(i) Le P-module sous-jacent à D est libre de rang r 

(ii) Le gradué du A-module D H k est trivial. 

A A 

(iii) D Hpk(P) est une k(P)-algèbre intègre. 

(iv) Il existe un morphisme de P-algèbres 
* = p f o >xgî ->D 

qui est surjectif. 

A * 

L'élément (D B^Pj^SpI^) de A^(P) définit d'après le Lemme 7 un morphis-

me 

Spec(P) »Zr/PGL(r) 
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tel que l'image du point générique de Spec(P) soit dans Z^/PGLCr) 

Le morphisme 9 se factorise de la façon suivante 

Spec(P) 

.1 
-»Z /PGL(r) 

I>7 

Spec(C)^ 

= j o Y 

Alors si e désigne le point générique de Spec(P), H'(e) est un élément 

de Spec(ô)S , d'après (iii) 

Puisque la fibration x est localement triviale, le morphisme canonique 

Spec(k(P))- >Zr/PGL(r) 

se factorise de la façon suivante 

Spec(k(P)) >Z„ 

Zr/PGL(r) . 

D'après la Proposition 6 , la k(P)-algèbre D Bpk(P) est isomorphe à l'al

gèbre des matrices rxr à coefficients dans k(£) . Mais ceci est absurde 

car D Hpk(P) est intègre d'après (iii). 

Pour achever la démonstration du Théorème 1, il suffit donc de construire 

D . On prend D = k[x1^r,Y1^ . Il est clair que D est un k [X,Y| -module 
2 

libre de rang r . De plus, 

D Hpk(P)C k ( ( X 1 / R , Y 1 / R ) ) , 

qui est une k(P)-algèbre intègre. Il reste à montrer que le gradué du A-modu

le D Hpk est trivial, et (iv), ce qui est aisé. 

Ceci achève la démonstration du Théorème 1. 
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APPENDICE 

LE THEOREME DE LUNA 

Enoncé : On suppose k de caractéristique 0 

Soit X une variété affine sur laquelle agit un groupe 
réductif G . Soit T une orbite fermée de G dans X telle 
que X soit normale le long de T , 

Alors si x est un point de T , il existe une sous-va
riété localement fermée V de X, contenant x , G -stable 
(G^ désignant le groupe dTisotropie de x ) , telle que 
G.V soit ouvert dans X , et que le G-morphisme 

G X„ V * G. V 

soit fortement étale. 
De plus, si X est lisse en x, on peut choisir V lisse 

et il existe un G^-morphisme fortement étale de V sur un 
voisinage de 0 dans TV/T 

A X I X 

(Voir Q4] et [16J ) . 
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SEPTIÈME PARTIE : FAISCEAUX (SEMI)-STABLES SUR UNE COURBE RÉDUITE 

INTRODUCTION 

On généralise ici les résultats de la première partie, c'est à dire qu'on 

s'intéresse aux fibres vectoriels sur une courbe X projective et réduite 

(mais pas nécessairement lisse ou irréductible). Malheureusement les varié

tés de modules ainsi obtenues ne sont pas complètes et on est conduit à 

considérer des faisceaux de profondeur 1. 

La définition de la (semi-)stabilité d'un faisceau cohérent de profondeur 

1 sur X doit bien sûr tenir compte des composantes irréductibles de X , 

c'est pourquoi elle fait intervenir une polarisation de X 

Le principal résultat de cette partie est l'existence des variétés de 

modules de faisceaux cohérents de profondeur 1 sur X 

Dans le Chapitre I on définit les faisceaux cohérents de profondeur 1 et 

on donne quelques unes de leurs propriétés. 

Dans le Chapitre II on définit les faisceaux de profondeur 1 (semi-)sta

bles et on en étudie quelques propriétés. 

Dans le Chapitre III est donné le Théorème d'existence. 

I.- FAISCEAUX COHERENTS DE PROFONDEUR 1 

DEFINITION 1 : Soit x un point de X , M un C^-module de type fini. 

On dit que M est de profondeur 1 s'il existe un élément de qui ne 

soit pas un diviseur de zéro de M 

Un faisceau cohérent sur X est dit de profondeur 1 si pour tout 

point x de X , *H* est un -module de profondeur 1 . 

Le Lemme suivant donne une caractérisation des faisceaux cohérents de 

profondeur 1 sur X 

LEMME 2 : Soit x un point de X,M un Q^-module de type fini. Alors les 

propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) M est de profondeur 1. 

(ii) aucun élément de ne s'annulant sur aucune composante irréductible 

de X passant par x n 'est un diviseur de zéro de M . 

Il est évident que (ii) entraine (i). 

Supposons (i) vraie. 
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Soit p un élément non nul de m^ ne s*annulant sur aucune composante 

irréductible de X , m un élément non nul de M . 1 1 faut montrer que 

p.m î 0 . Supposons le contraire. Alors est de dimension finie sur 

k , et on en déduit immédiatement que M ne peut être de profondeur 1 

(pour tout élément u de mx , 11endomorphisme de Q^*m induit par la mul

tiplication par u ne peut pas être injectif, car il ne peut être surjectif). 

Ceci achève la démonstration du Lemme 2 . 

On déduit du Lemme 2 que la restriction d'un faisceau cohérent de profon

deur 1 à une composante irréductible de X est nulle ou sans torsion en de

hors des points d'intersection avec les autres composantes irréductibles. 

En particulier, les faisceaux cohérents de profondeur 1 sur une courbe 

irréductible sont les faisceaux sans torsion. Ce sont les faisceaux locale

ment libres si la courbe est lisse. 

LEMME 3 : Soit un faisceau cohérent sur X . Il existe un unique sous-

faisceau T de (à^ concentré en un nombre fini de points tel que 

soit de profondeur 1. 

Unicité : Si T,T' sont des sous-faisceaux de ^ concentrés en un nombre 

fini de points et tels que et ^j^"' soient de profondeur 1 , on voit 

aisément en utilisant le Lemme 2 que les morphismes 

T >0/TI 

T' >Q/T 

sont nuls, donc T = T' 

Existence : en chaque point x de X » Tx est l'ensemble des éléments u 

de tels qu'il existe un élément p de (3 j non diviseur de zéro dans (3̂  

tel que p.u = 0 

Le fait que T soit un faisceau cohérent découle de ce que si x est un 

point de X et p un élément de qui n'est pas diviseur de zéro dans 

, l'idéal (p) contient une puissance de m 

On dit que T est le sous-faisceau de torsion de . 

REMARQUES : 1 - Tout faisceau localement libre sur X est de profondeur 1 . 

2 - Tout sous-faisceau d'un faisceau de profondeur 1 est de 

profondeur 1 . 

Soient X^,....,Xm les composantes irréductibles de X , y^,....,y 

les points de X situés sur plusieurs composantes irréductibles, et 

pour 1 ̂  j ̂  p , X . X les composantes irréductibles de X 
a v j , 1J avj >°i • ' 

passant par y. .On pose 
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« т . 
= er 

Xa(j,l)'yj 

mjl ""x y. 
a(j,l) , Jj 

On a 
m = Ф 

yì i-1 jl 

et m. -.m. - . = 0 
Jl il 

si 1 ^ 1 * 

Pour tout faisceau cohérent sur X , et 1 ̂  i ̂  m , on pose 

\ - V . 
'x. 

et on note de même son image réciproque sur X . On pose 

T 3 l • ч a(j,l)'yj ' 
pour 1 й j й m et 1 ̂  1 ^ q. 

PROPOSITION 4 : Soit ^ un faisceau de profondeur 1 sur X , et pour 
1 < i < m , 

г. = rgC^.) 
Alors on a 

x(f)<i=1 
x<30 s x<$) + с , 

avec 

с = 2 
j=1 

V : ñ 
1=1 

ra(j,l)-
(1 + 6^)) , 

avec 

Jl 
di 

Ojl désignant la cloture intégrale de < 

La démonstration de cette Proposition nécessitera quelques préliminaires. 

Faisceaux sans torsion sur une courbe irréductible. 

Les résultats qui suivent sont démontrés en rang 1 dans (̂ 5j . 

Soit r un entier, r > 0 . Soit Y une courbe irréductible projective 

sur k , x un point de Y , TT : Y >Y la normalisation de Y 

Soient x,jf....x les points de Y au-dessus de x . On a un îsomorphisme 

canonique 

x 
Qr Г 

x1 
.ПО 

xp , 
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g" désignant la clôture intégrale de & , et &IG^ est un k-espace 

vectoriel de dimension p - 1 .On pose 

ô = p - 1 . 
^ x 

L anneau est principal et possède p idéaux maximaux, 
m1 = m H ( H (T.) , 1 ̂  i < p . 
x. x. i = 1 XJ 

^ 1 1 J ' J 

Tout idéal de s'écrit de façon unique comme produit de puissances de ces 

idéaux maximaux. 
Si M est un (^-module , on notera M le -module M CJ 

x x & x 
Soit ^(1) un faisceau inversible ample sur Y . X 

LEMME 5 z Soit 3^ un faisceau cohérent sans torsion de rang r sur Y . Il 

existe un entier m tel qu'il existe un morphisme injectif 

^(-m) >r.CÇ . 

Pour m assez grand le faisceau Hom(̂ (-m),r,QÇ, est engendré par ses 

sections globales. Soit y un point lisse de Y , alors on a 

. y y 

Soit y :T(-m)y ->r.6Ç un isomorphisme, p :^(-m) >r.0^. un morphis

me tel que p^ = ¥ . Puisque '3* est sans torsion p est injectif. 

Ceci prouve le Lemme 5. 

LEMME 6 : Soit M un CÇ-module sans torsion de rang r . Il existe des 

éléments m„.....-m de M tels que 
1 r 

M * .é. & .m. . 

1 = 1 x 1 

Démonstration par récurrence sur r 

D'après le Lemme précédent, on peut supposer que M c >-r.Ô  

Supposons que r = 1 , alors M est un idéal de . On peut écrire 

*v p r 
M = TT m! i , r.> 0 . 

i=1 1 

Soient r. r.+1 

ut 1 / 1 
p. : M + m /m 
i x. x. „ . . . 

i i , 1 < i < p , 
r. r. +1 

p : M > ïï m /m 
1<i<p Xi Xi 

les morphismes canoniques. On a p^ 4 0 sinon 

r.+1 r. 
M C m 1 . ir m J 

x. . x. 

Donc Ker(p^)/Ker (p) 7E M/ker(p) . Puisque k est infini, on a 
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M/Ker(p) + U Ker(Pi)/Ker(p) . 

Soit un élément de M au-dessus d'un élément de 

(M/Ker(p))\( ^ Rer(p.)/Ker(p)) . Il est aisé de voir que 

M = (m^ . 

Supposons le Lemme 6 vrai pour r-1^1 et M de rang r . Considérons la 

première projection 

q : r.©" . 

Posons 

Mf = MHKer(q) . 

En appliquant l'hypothèse de récurrence à M' on voit que 

, r-1 
m'ca e & .m. , 

i=1 X 1 
avec m , . . . .m dans M' . Si M" = q(M) , d'après ce qui précède on a 

1 r— 1 ~> 

M" = Ô\m , 

avec m dans M" 

/s/ n/ r>J 

On en déduit aisément que M = M' © M" 

Le Lemme 6 en découle immédiatement. 
LEMME 7 : Soit M un -module sans torsion de rana r. Alors on a x 

dim^(M/m .M) < (1 + <$x).r 

D'après le Lemme 6 on a 

M = © & 
.... .m. , 
1̂ î r x 1 

avec m......,m dans M . Donc 

1 r ^ 

dim^M/m^M) « r.din^CÔ^/mx) 

^ r.Cdim, (6 /GT ) + dim, ( & /m )) = (1 + ô ).r , 
ce qui prouve le Lemme 7. 

Démontrons maintenant la Proposition 4. 

Montrons d'abord que le morphisme canonique 

P 

est injectif. 

Le noyau de p est H I. S3* , I. désignant l'idéal de X. 
i=1 

En un point x de X distinct des ŷ  , on a 1 ^ = [0j , donc Ker(p)x = 0 . 

Si 1^l^qj , on a 

Ia(j'1>yj = s*. mjl 

donc 

n - i - 1 / • i\ = f°] > jl a(j,l)y. I > 
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d'où m .Ker(p) = [oj , 

j rr- j et comme j * est de profondeur 1, 

Ker(P>y. _{o| . 

Le morphisme p est donc injectif. 

Soit T le conoyau de p , c'est un faisceau de torsion concentré en les 

y. . On a 

j m 

x<*> = S x ( ^ ) - KT) , 
ce qui prouve déjà que 

x « 0 « 2 x ( ^ ) -
i=1 

D'autre part on a, pour 1^j^n , 

1<l<q. m.- C Im(p) . 

donc 

1(Ty > * l S L " ^ i ^ r ^ i ) . 

Or on a 

tf,/m...T., ~ 7 /m . T . 
Jl Jl Jl Yj Yj YJ 

® m., et 3?, - ' y / ( 0 • J . ) . 3 r ) • (car m 
Y . I = -L =U . I l IX V . l i IS y . 

Donc 

1(T ) < q..lCF /m ) . 
y- j y- y- y-

et il reste à prouver que 
K ^ /m .f )< ^ r (1 = ô ) # 

Pour 1^l^q. soit T' le sous-module de torsion de , etJ1 

= ̂  /T' 
1 jl7 1 

Alors U3f est un oc ,-module sans torsion de rang r ,. ., > . Soit t' un 
0l 31 a(j,l) 

élément de Tj . Montrons que pour tout élément t de 'J^ au-dessus de 

t on a 
mjl t : 0 

En effet il existe un entier r > 0 tel que 

m^.t C m. . 3^ 
jl S*l J S y 

(car t' est dans Tj) . On en déduit immédiatement que 

m mj t = {oj , 
J 

donc mj^,t: ~ {̂ j Puisclue 3̂  est de profondeur 1. Si r > 1 , on a 

m .IÏKT1 .t = \o] 
Yj Jl M 
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donc encore nu^.t = j o j , et en raisonnant par récurrence on obtient r-1 

mjrt = {0} . 

On a un morphisme canonique 

Y : > 
8 1 |"vf 

qui est injectif : 

Soit t? un élément de T! tel que y(t') = 0 , t un élément de 3*. 

au-dessus de tf .On peut écrire, pour s^2 , t = v + t , avec J 

v dans m .T* et t au-dessus d'un élément de T' (car l'image de t' 
y. y. s s 6 
J J 

dans (J M . M est nulle). 
^\ JS "S SX 

D'après ce qui précède, on a nKg.ts = \0j . On peut donc écrire 

m. .t = m. .a .u , 

js js s s 
avec u dans T et a dans m. 

s y. s js 
Soit 

u = a0,u0 +....+ a .u 

2 2 q. q. 
J J Alors 

m^.Ct-u) = foj pour s > 2 , 

et m^.Ct-u) = j o j car t' est dans . 

On a donc t = u car 3^est de profondeur 1. Donc t' = 0 , ce qui prouve que 

¥ est injective. 

On a donc 

d i m ^ / n ^ . T ) - d i m ^ / m . , . ^ ) 

= di^CT') + d i ^ / m . , . ^ ) S g d i n ^ / m . ^ ) 

* £ ? r . < j.i>-(, + V ' 

d'après le Lemme 7. 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 4. 

De la démonstration de la Proposition 4 découle le 

COROLLAIRE 8 : Soit à1 un faisceau de profondeur 1 et L un fibre en 

droites sur X . Alors on a 

m 
Xt?* L) = X(30 + 2 rgCJT.) .deg(L ) . 

i=1 1 
Cela découle immédiatement de la suite exacte 

0 ^ > © >T > 0 . 

1^i<m 1 
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II.- FAISCEAUX DE PROFONDEUR 1 SEMI-STABLES. QUELQUES PROPRIETES 

Soient a„,....,a des nombres rationnels tels que 
1 n 

a. > 0 pour 1<i^m 

Ä a. = 1 
i=1 î 

On pose 

3 = ^ I S i à D 

Pour tout faisceau sur X on pose 

m 
a-rg(30 = S a..rg(30 , 

i=1 

a"P(3T) = a-fgW) (si a-r8(^ ' 0 > • 

DEFINITION 9 : Un faisceau de profondeur 1 , est dit a-semi-stable 

(resp. astable) si pour tout sous-faisceau propre Q de , on a 

a-y((|) < a-y(^) (resp. < ) . 

(Si a est donné on parlera plus simplement de faisceaux (semi-)stables). 

REMARQUES : 1 - Soit L un fibre en droites sur X tels que si d^ = deg(L) 

pour 1̂ î m , on ait 

a..d. = a..d. pour 1̂ i , j<m 

Alors pour tout faisceau de profondeur 1 on sur X , ? 8 L 

est de profondeur 1, et est semi-stable (resp. stable) si et 

seulement si 3^ l'est. Ceci résulte du Corollaire 8. 

2 - Soit Y une courbe projective sur k qui est une sous-

variété de X (Y est donc la réunion de certaines composan

tes irréductibles de X ) , et ? un faisceau de profondeur 

1 sur Y . Alors l'image directe de CF' sur X est de profon

deur 1 et est semi-stable (resp. stable) si et seulement si 

y l'est. 

3 - Un faisceau de profondeur 1 sur X , , est semi-stable 

(resp. stable) si et seulement si pour tout quotient non 

trivial et de profondeur 1 de ^ , on a 

xm a x « o (resp » 

a-rg«£j) a-rg(30 U6SP- >} • 
Morphismes de faisceaux (semi-)stables. Théorème de Jordan-Holder 

Les démonstrations des résultats qui suivent sont calquées sur celles des 

Propositions 1-6, Corollaire 1-7 , Propositions 1-8 et 1-9 et Théorèmes 1-10. 
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Pour la Proposition 1 2 , on utilise le Lemme 3 . 

PROPOSITION 10 : Soient ^ et 3*" des faisceaux de profondeur 1 semi-stables 

sur X , supposée connexe. 

a) Si a-y(?) < a-ji(-g) , on a Hom( g = 0 . 

b) Si ~<t> et S? sont stables, et a-y(£) = a-y 'SF) on a Hom( 1 , ï ô = [o\ 

ou bien <f ̂ 3^. 

c) Si est stable , ~% est simple, c'est à dire que ses seuls endomor-

phismes sont les homothéties. 

COROLLAIRE 11 : Soient \ et ^2 des faisceaux de profondeur 1 semi-stables 

sur X tels que a-y ( l ^ ) = a-yC"^) » et ~% une extension de ̂  Par 

Alors *?> est un faisceau de profondeur 1 semi-stable. 

Soit y un nombre rationnel et C^ la catégorie dont les objets sont les 

faisceaux de profondeur 1 semi-stables ê sur X tels que a-li(J) =y , 

et les morphismes de faisceaux cohérents entre ces faisceaux. 

D'après le Corollaire 1 1 , on peut définir de manière évidente la somme 

directe de deux objets (ou deux morphismes) de la catégorie Cy . 

PROPOSITION 12 : Soient et 3^ des faisceaux de profondeur 1 semi-stables 

sur X tels que a -yO§) = a-y (30 , et f : S >P un morphismes de fais

ceaux. 

Alors le faisceau Coker(f) est de profondeur 1 et semi-stable, Ker(f) 

est semi-stable et 

a-y(Ker(f)) = a-ujLCoker(f)) = a - y d ) 

On en déduit la 

PROPOSITION 13 : La catégorie C^ est abélienne, artinienne et no etherienne. 

On peut donc appliquer à Cy le Théorème de Jordan-Hôlder, ce qui donne 

le 

THEOREME 14 : Soit % un faisceau de profondeur 1 semi-stable sur X . 

Il existe une filtration de par des sous-faisceaux 

o = l c S c . . . . ci c <Ç = £ 

p+1 p 1 0 
telle que pour 0 û i û p , 

" ^¿ /£¿+1 soit de profondeur 1 et stable et 

a - U ( l / g . + 1 ) = a - y ( i ) . 

De plus, la classe d'isomorphisme du faisceau 

1<i<pEne dépend que de celle de G . 

On note cette classe Gr(e) 
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III.- ESPACES DE MODULES DE FAISCEAUX STABLES. THEOREME D'EXISTENCE 

Soient r. r des entiers ^ 0 .On dit qu'un faisceau sur X 

1 m 
est de rang (r^,....rm> si pour 1 ̂  i ̂  m , on a 

rgCF.) = r. . 

Posons 

Y = (r,,....,^) , r = rj.a, + .... + V a m . 

On définit de manière évidente les familles de faisceaux de profondeur 1 

(a-(semi-)stables) de rang y et de caractéristique d'Euler d paramétrées 

par un k-schéma noetherien. 

Les définitions des espaces de modules grossiers et des bons espaces de 

modules pour les faisceaux de profondeur 1 a-stables de rang y et de 

caractéristique d'Euler d sur X sont calquées sur celles de la première 

partie (une modification cependant : pour pouvoir utiliser les schémas de 

Grothendieck, il faut se limiter à des familles plates de faisceaux stables). 

Soit S'(a,y,d) (resp. S(a,y,d)) l'ensemble des classes d'isomorphismes 

de faisceaux a-stables (resp. a-semi-stables) de rang y et de caractéristi

que d'Euler d 

THEOREME 15 : II existe un espace de modules grossier pour S'(a,y, d) dont 

le k-schéma sous-jacent est une variété quasi-projective, notée Ug(a,y,d) 

Cette variété possède une compacification naturelle notée U(a,y,d) 

L'ensemble des points de U(a,y,d) à valeurs dans k est isomorphe au 

quotient de S(a,y,d) par la relation d'équivalence suivante : des faisceaux 

de profondeur 1 a-semi-stables d et 'S* de rang y et de caractéristique 

d'Euler d sont équivalents si et seulement si GrC£) = Gr(£) . 

On montre aussi que la a-(semi-)stabilité est une propriété ouverte. La 

variété U(a,y,d) possède elle aussi une "propriété universelle" évidente, 

liée aux familles plates de faisceaux a-semi-stables. 

REMARQUE : Cas d'une courbe irréductible 

Dans ce cas, a = (1) et y = (r) , et on note plus simplement 

U(r,d) = U(a,y,d) , Ug(r,d) = Us(a,y,d) . 

Un faisceau sans torsion ^ de rang r et de degré d sur X est semi-stable 

(resp. stable) si et seulement si pour tout sous-faisceau propre Q^, de ̂ ? 

on a 

issg) < iSfig) (resp. <) . 
rg(^) rg(3Q 

En particulier, si X est lisse, les résultats de cette partie sont contenus 

dans ceux de la première partie. 
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On construit dTabord une famille de faisceaux de profondeur 1 de rang y 

et de caractéristique d'Euler d "contenant" tous les éléments de S(a,y,d) . 

On utilise pour cela les schémas de Grothendieck (voir première partie). 

PROPOSITION 16 : Soit k Q un entier. Il existe un entier d Q tel que pour 

tout faisceau de profondeur 1 a-semi-stable de rang y et tel que 

a-y(3*) ^ d Q les propriétés suivantes soient vérifiées : 

(i) ^ est engendré par ses sections globales et h (X,30 = 0 

(ii) Pour tout sous-faisceau GL de ̂  tel que 

x(g) > k0 + a-rg(g) a-rg(F). X(F) 

h = 0 et ÉJ, est engendré par ses sections globales. 

LEMME 17 : Soit il un faisceau cohérent sur X . Alors il existe un entier 

n > 0 tel que pour tout sous-faisceau de ~ê> et tout point x de X , 

on ait 

XC&8 m*) û n 

Laissé au lecteur. 

Démontrons la Proposition 16. 

On peut remplacer k̂  par lnf(k^,0) et alors il suffit que la propriété 

(ii) soit vérifiée. 

Soit un sous-faisceau de 3^ tel que 

x«f> ^ o + I ^ - x C * - ) 

et h1(X,Éj) * 0 . 

Il existe alors un morphisme non nul 

P : ^ >K , 

dont le noyau est noté . Soit n l'entier du Lemme 17, pour ê= K 

Alors on a 

x<») * x«a> - n . 

x ( * ^ 0 - n + ^ > .X(30 

On a 

a-rgdt) ^ a-rg((̂ ) - Inf((a.)) , 

donc 

a-u(#> > ko " n = ^ r g ( ^ } ' a" V i t f ) , 

a-rg(^) - Inf((a.)) 

si VLi 0 . 

D'autre part, on a, par a-semi-stabilité de 3^ , 
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a-vi(#) < а-ц « 0 , 

donc 
а-у(30 < n - te 

et il suffit de prendre 
n - k 

Si t-

d0 > Inf(<a.)) 

on obtient 
n > kQ + a-rg(Q) .a-y(S) 

et le d^ précédent convient. 

Pour que T* soit engendré par ses sections globales, il suffit que pour 

tout point x de X , on ait 

h ^ X ^ H m ) = 0 . 
x 

Le même raisonnement que précédemment permet de trouver d^ 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 16. 

Soit r = r..a. + .... + r .a 
1 1 m m 

Dans ce qui suit on suppose d^d^.r , pour un k^ négatif (qui sera à 

déterminer ensuite). Soit ©tl) un faisceau inversible ample sur X . Re

lativement à 1) , le polynôme de Hilbert d'un faisceau dont la classe 

d'isomorphisme est dans S(a,y,d) est 

P(Y) = d + H i deg(C^(1).).r..Y . 
1<i^m 1 1 

(Ceci se voit en remarquant que pour tout faisceau de profondeur 1 3̂  sur 

on a une suite exacte 

o >y T. >T >0 , 
1<i^m 1 

T étant un faisceau concentré en un nombre fini de points, ainsi qu'on l'a 

remarqué dans la démonstration de la Proposition 4 . ) 

On pose 

Q = Quot^/g kd/X/k ' 

et on note 3^ un faisceau universel sur QxX (voir 1.III) 

Soit R l'ouvert de Q constitué des points q tels que 

~ (3̂  ), / \ est de profondeur 1 sur (X ), / x , 
q k(q) r q k(q) 

(Cf. EGA IV 12.2.2) 

- Le morphisme k(q)a- >^a,^) 
est un isomorphisme. 

(Notons qu'on a alors h^ (X ,3̂ ) = 0 
q q 

Soit R (resp. R ° ) le sous-ensemble de R constitué des points q tel 
que (? ) , / x soit a-semi-stable (resp. a-stable) sur (X ), > >. 

q k(q) q k(q) 
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Soient N^, des entiers > 0 tels que pour 1 < i , j < m , 

on ait N..a. = N..a. et soit 
1 J J 1 

N = N„ + + N 

et pour 1 ̂  i < m , x.j,. . . . ,xjjj des points de , distincts des y. 

i ^ ^ 

et lisses. 

Soit 
m N. 

Z = ïï H.1 
i=1 d'ri 

muni de la polarisation (a......a ) (pour les notations voir 1.III). 
1 m 

Ce qui suit découle immédiatement du Chapitre III de la première partie. 
PROPOSITION 18 : Un point (F..-),... est a-semi-stable (resp. a-sta-

r ij 1^iàn;1Sj<Ni ^ 

ble) pour l'action de SL(d) sur Z si et seulement si, pour tout sous-es

pace vectoriel propre M de , on a, en notant . l'image de M dans 

F. . : 

1J d V1 
- r.dim(M) + -f-i dim(M..) Z 0 (resp.> 0) . 
Soit 

(T I = ) T : R *Z 

(Xj) q' ^ q ^ l S i â n ; ISjSN. ' 

C'est un morphisme. j 

THEOREME 19 : Si d et N sont assez grands, il est possible de choisir les 

points de telle sorte qu'on ait les propriétés suivantes : 

(i) T est infective 

(ii) RSS = T~1(ZSS) 

(iii)RS = T"1(ZS) 

(iv) T : RSS »ZSS est propre, 

(i) On voit aisément qu'il suffit de prouver le résultat suivant : 
d ^ 

Si q , q' sont des points de R tels que les quotients de k , J< 

et ^j»x s°ient les mêmes pour tout point lisse x de X , alors 

q = q' .On note le noyau de k^ 

Alors le morphisme 

<$. >^>%< •% 

a une image concentrée en un nombre fini de points de X (des points non 

lisses), et comme "3^, est de profondeur 1, de morphisme est nul, et 

GjqC(Jq. • De même on a (^qfC^q , d'où <^ - t^, et q - q' . 

(ii) et (iii) 

Montrons d'abord : pour un choix convenable de (x^) , pour tout point 

q de R , si 3^ est semi-stable (resp. stable) il en est de même de i(q) 

158 



VATSCVAT1Y rÇPMT-)ÇTAKTJK CT7P TTMÏ7 mTTPRP PPnTTTTP 

Pour tout sous-espace vectoriel M de , on pose, en notant M ^ l'image 

de M dans . , 

M 
X(M) = -r.dim(M) + | .12 dim(M. .) . 

Soit M un sous-espace vectoriel propre de k . Soit (QJ le sous-fais

ceau de engendré par M . On pose rï = rg<0! . ) 
^ î - 0 1 

Soit T le sous-faisceau de torsion de *j /&* , voir Lemme 3 . 

Soit l'image réciproque de T par le morphisme ^ 

a) Cas où h ( £p = 0 , est engendré -par ses sections globales, et M 

engendre tous les ^ i 

Alors 

ACM) = -r.dim(M) + £ JjT^ rî.N. 
1<i<m 

= -r.dim(M) + a-rg(^) .d 

On a dim(M) < h°(<^) = X((Sp car h1 (̂ ) = 0 , 

H 1 nù 

X(M) = -r . x ( ^ ) + a-rg(^) . X ( 3 0 , 

et X(M) ^ 0 (resp. > 0 ) , par a-(semi-)stabilité de 3 ^ . 

b) Cas où (̂C )̂ - 0 , É j , est engendré par ses sections globales, M 

n 'engendre pas tous les 0 i 

Le Lemme 13 de la quatrième partie s'étend au cas d'une courbe irréductible 

non nécessairement lisse (la démonstration est la même). Donc sur chaque 

X. , il existe au plus 
i r 

deg(Gj^) = X̂ Gjp + r(g'i""1 ) points Xj tels que M n'engen

dre pas ĵjx"î" ' gi désignant le genre arithmétique de X^ . De plus, 

dim(M) < X«^) - 1 , 

car (c\ est engendré par ses sections globales, donc 

ACM) > -r.( X(Q) - 1) + | - Z!i (N.-^GL) + r!.(g.-1))).rî 
<J 1^i^m <J 

-r.X(^) + a-rg(G|) .X(^q) *r-J E r:.(g.-1) 

_d. ^ rî . x C G U ) . 
N 1<i£m <J 

Il existe une constante C , ne dépendant que de X et r , telle que 

x ( Q £ ) ^ x ( Q ) + c , 
1<i<m 0 0 

donc 
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S r j . x ^ ) £ Max(r!).(X(^) + C) 

< Max(r.).(a"r8g?s'
d

 + C ) 

(par semi-stabilité de <T* ) , d'où 

X(M) S -r.X«|) + a-rg(^)
q.X(^q) + r - | .(C0 + C ^ O O ) , 

C Q et C.| étant des constantes dépendant de r et X 

On peut choisir N assez grand pour que 

r > f - ( c o + V d ) • 
et par a-semi-stabilité de , on a 

-r.x(^) + a-rg«|) . X ( y q ) * 0 , 

d'où 

A (M) > 0 . 

c) Cas où ĥ (C|) ̂  0 ,ou bien G^, n'est pas engendré par ses sections glo

bales 

On a alors, avec r' = a-rg((̂ ) , 

x(Êj) < k 0 + f .a 

Il existe une constante C ne dépendant que de X et de r telle que 

h°«£j) < X(Éj) + c 

(Ceci découle de la Proposition 4 et du Lemme 14 de la quatrième partie qui 

s'applique à chaque composante de X). On a alors 

A (M) > -r.( X(£p + C) + | . <Ni-X<^i> " r£.(gi-1)).r£ 

^r' X(^ q)-r. X(^) -r.C-f .C 0-|.C r X((g) 

(pour des constantes C Q et Ĉ ) , 

S r ' . xCF q ) - r ' . x^q) - r.kQ - r.C 

- | - ( c o + c r k o + f - ^ q > ) 

= kO 'r- d.co N) - r. c - d N r' r X (Fq) - d N . C1 . 

Il faut donc que ko < - (r - dCO N) (r.C + 1 N . r' r d2 + d N . C1) 

On choisit d'abord d de telle sorte que 

ko < " ( r " '(r'c + 1 ) 

puisse être pris, puis N tel que 

N ^ 2 ' N ^ r d I 

et on a alors 
A (M) > 0 
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Montrons maintenant : 

Si q est un point de Q tel que x(q) soit semi-stable (resp. stable) 

alors l'est aussi. 
q 

Soit Q\ un sous-faisceau propre de T? 
1 

) Cas où ^ ( Ë j ) ï 0 y ou bien Gj. n'est pas engendré par ses sections glo-a 

baies 

Alors 

X(â) û kQ + ^ . x (^) 

et puisque < 0 , on a 

a- y((Ej) < a-yCÏO . 

b) Cas où = 0 et (2̂  est engendré par ses sections globales 

On prend M = H (Gj) et on obtient aussitôt la a-(semi)stabilité de 

Ceci prouve (ii) et (iii). 

(iv) Pour montrer que T : RSS ^ZSS est propre, il suffit de prouver qu'il 

existe une partie fermée Y de QxZ telle que le graphe de T : RS^ *ZSS 

l'intersection de Y et QxZSS 

On définit Y de la façon suivante : un point (q,z) de QxZ appartient 

à Y si et seulement si pour tout (i,j) , z. . = k^ >^¥q i , 

XJ 4xj 
(et alors 3^ est libre en x^) ou alors si 3* . est non libre. 

J 

Il est immédiat que Y est fermé dans QxZ . 1 1 reste à voir que Y H (QxZ) 

est le graphe de T : RS^ =*ZSS . Il est évident que pour tout point 

q de RSS , (q,T(q)) est dans Y . Il reste à montrer que si (q,z) est un 

point de Y tel que q ne soit pas dans RSS , alors z n'appartient pas 

à zss . 

Supposons que q soit dans R . Alors z = x(q) , et d'après (ii) , 

z n'est pas dans ZSS 

Si q n'est pas dans R , remarquons que les caractéristiques d'Euler 

des quotients de Cffk k^ sont minorées, donc il existe un entier p (indé

pendant de q ) tel que 3*̂  soit non libre en au plus p points x^ 

Si 3*" n'est pas de profondeur 1 ou si k^ riPcS* ) n'est pas injective, 
? d q 

il existe un sous-espace propre M de k tel que 

z!(M) = {o] 

pour au moins N - p points x_. . Si n'est pas de profondeur 1 , M 

est constitué de sections globales du sous-faisceau de torsion de 7 " , et 

si k^ >H^Cy ) n'est pas injectif, M est le noyau de cette applica

tion. 

161 



C. S. SESHADRI 

Alors 
\ (XA\ s j - rxM\ ^ p.dim(M) .d A (M) < -r.dim(M) + - - - , 

et il suffit de prendre 

N > ̂  . 

r 

On suppose maintenant que ^ est de profondeur 1 et que l'application 

kd—2—>>H^(3^) est injective. Puisque q n'est pas dans R , cette appli

cation n'est pas surjective, et par conséquent, puisque d =X (3*" ) , on a 

h1(# ) ¿ 0 . 
q. . ^ 

Soit Q\ un sous-faisceau propre de ^ , M l'image réciproque de 
0 <J q 
H (£[) par p . On a 

dim(M) > d - h0e3O + h°((|) . 

On a déjà vu qu'il existait une constante C ne dépendant que de X et de r 

telle que 

h°(^ ) S vCF ) + C . 
q q 

On a 

h°(âL) ^ X(G) , 

donc 

dim(M) > x (^) ~ C . 

On a 

A(M) = -r.dim(M) + a-rg(G|) .d + | .XL (dimCM^-rgCC^J) . 

Le dernier terme est négatif. Il suffit donc de trouver (3 tel que 

-r.dim(M) + a-rg((^) .d < 0 . 

Supposons que pour tout choix de on ait 

-r.dim(M) + a-rg((^) .d > 0 . 

Alors 

a-U«^) S a-v,(^q) + £ • 

Ceci est impossible si d est assez grand, ainsi que le montre le Lemme sui

vant . 

LEMME 20 : Soit D une constante, à* un faisceau de profondeur 1 sur X 

de rang r tel que pour tout sous-faisceau propre Gĵ  de on ait 

a-y(^) ^ a-y(#) + D . 

Alors si 

X(30 ^ D' , 

( D' étant une constante dépendant de a, r, D, X ) on a 

h1(x,30 = o . 
La démonstration est analogue à celle de la Proposition 16. 

Ceci achève la démonstration du Théorème 19. 
Le reste de la démonstration du Théorème 15 est analogue à ce qu'on a vu 
dans la première partie. 
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HUITIEME PARTIE : POINTS DOUBLES ORDINAIRES 

INTRODUCTION : 

Cette partie traite des faisceaux de profondeur 1 (semi-)stables sur une 

courbe X projective et réduite, dont les points singuliers sont des points 

doubles ordinaires. 

Dans ce cas on peut établir une relation entre faisceaux de profondeur 1 

sur X et fibres vectoriels sur la normalisation de X , munis d'une certai

ne structure. On n'a pas étudié la relation entre la (semi-)stabilité sur X 

et sur la normalisation de X . 1 1 semble que les structures intervenant sur 

cette dernière aient un rapport avec les structures de niveau étudiées dans la 

quatrième partie. 

On peut aussi montrer que les variétés de modules de faisceaux de rang 2 de 

profondeur 1 semi-stables sont réduites. On se ramène à étudier un point pré

cis d'un certain schéma de Grothendieck. 

Dans le Chapitre I on étudie les (^-modules de profondeur 1, x étant 

un point double ordinaire de X 

Dans le Chapitre II on établit une relation entre faisceaux de profondeur 

1 sur X et fibres vectoriels sur la normalisation de X . Pour simplifier on 

s'est placé dans le cas où X était réduite et n'avait qu'un seul point 

singulier. 

Dans le Chapitre III on étudie les singularités des variétés de modules de 

faisceaux de profondeur 1 semi-stables. On montre en particulier que les va

riétés de modules de faisceaux de profondeur 1 semi-stables de rang 2 sur X 

sont réduites. 

I.- POINTS DOUBLES ORDINAIRES 

Soit X une courbe projective réduite sur k 

Soit 7T : X ?X la normalisation de X (si X n'est pas irréductible, 

X est simplement la réunion des normalisations des composantes irréductibles 

de X) . 

DEFINITION 1 : Soit x un point de X .On dit que x est un point double 

ordinaire si la completion de l'anneau local C£ est isomorphe à 

k[[Y,T]] / (Y.T) . 

Dans ce cas, ÏÏ (̂X) est constitué de deux points. Un point x de X situé 

sur plusieurs composantes irréductibles de X est double ordinaire si et 
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seulement si par x il passe deux composantes irréductibles de X et si x 

est lisse sur chacune d'elles. 

Dans ce qui suit on suppose que les points singuliers de X sont des points 

doubles ordinaires. 

On s'intéresse aux espaces de modules de faisceaux de profondeur 1 sur X 

(voir septième partie). Pour les étudier, il faut d'abord examiner la structure 

locale des faisceaux de profondeur 1 sur X 

Soit x un point double ordinaire de X . Supposons d'abord que x soit 

situé sur une seule composante irréductible de X , notée X^ 

Posons 

*"1(x) = {Xl,x2|c X, . 

Soit & la normalisation de er . Alors on a 
x x 

er . & n & 
x x.| x2 

cx -|p e â . p c x , ) - P(x2)j , 
m = m O m 

Pour i-1.2 soit t. une coordonnée locale au point x. , définie en x. 
î î j 

(i ^ j) , avec t^(xO = 1 . On a un isomorphisme 

О" >m 
x x 

PI >t<|.t2.p . 

PROPOSITION 2 : Soit x un point double ordinaire de X situé sur une seule 

composante irréductible de X et M un Cf -module de type fini. Alors M 
est de profondeur 1 si et seulement si il existe des entiers a,b tels que 

M ~ a. & ©b.m , 
x x 

et ces entiers sont uniques. 

Les entiers a et b sont uniques, car 
rg(M ft^k) = a + 2.b , 

x 
rg(M) = a + b . 

Il est évident que a.ô^fcb.m^ est de profondeur 1. Soit réciproquement M 
un G^-module de type fini de profondeur 1, c'est à dire sans torsion. 

Montrons qu'il suffit de prouver que M est isomorphe à un CT-module F 
tel qu'il existe un entier r Z 0 tel que 

r.CT c F C. t.CT . 
X X Si tel est le cas, on a 

r.OVr.Cr - k 
X X et soit W l'image du morphisme canonique F- »kr . On peut supposer que 

si (e^,....,er) est la base canonique de kr , W est engendré par 
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e1 ,e . Il est alors immédiat que 

f = t.cf © ( r - o . e f , 

et le résultat découle du fait que ~ m 

Puisque M est sans torsion, on a 

M C M 8 ^ K , 

désignant le corps des fractions de C£ , et 

M 8 0 K ï r.K , 

avec r = rg(M) . Le vJ -module M 8 ^ & est libre, car il est sans tor-

sion et & est un anneau principal. Posons M = M 
x 

L'anneau possède deux idéaux maximaux : m. = (t.) , i=1,2 
y-j ^ i l 

Considérons le .-module F , i-1,2 . D'après le Lemme de Nakayama on 
AU1i m. r^j 

peut trouver des éléments f 1 ,. . . f r de F constituant une base de Fmi . 

Soit (g-j, ,g ) une base de F . Le fait pour (f-) d'être une base de 

ne dépend que des images des fj dans F 8̂ ,k , et les images de tels 

(f j) constituent un ouvert de Zariski de (F B^k)r . On peut donc choisir 

(fj) comme base de Fmi et Fm2 . x 

Alors est une Dase de F : Par rapport à (g^) son déterminant n'es 

ni dans m^ ni dans et est donc inversible. 

On peut, puisque F C r.K , supposer que F C r.ÇT (en considérant 

u.F~F pour un élément convenable u non nul de m ) 
x 

Posons 
f. = (a^, ,a^) , 1<j<r , a\ dans & . 

J 1 r J x 
Alors A = (a-?)_. . ̂  déf init un élément de EncW (r.&) et un élément de 

i 1<i, Ĵ r ^ x 

AutR(r.K) . On a dans r.K 

A(r.eO C F c A(r.ê' ) . 

x x 

donc r*CxC A"1(F)C r.CT. 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 2. 

Supposons maintenant que x est situé sur deux composantes irréductibles d 

X , notées X^ et X^ On pose 

Vx. X.x 
1 1 

mx. = "X.x 
1 1 

On a 

ï = f(p,Y) eCÇ e & ,p(x) = T(X)Î 

x ^ x ^ x.^ J 
Pour i=1,2 , soit t. une coordonnée locale en x sur X. . Alors on a 

1 1 

m -Cf © & , 
x x1 x2 

un isomorphisme étant donné par 
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(p,y) >trp + t2.Y . 

PROPOSITION 3 : Soit x un point double ordinaire de X situé sur deux com

posantes irréductibles de X et M un 6^-module de type fini. Alors M 

est de profondeur 1 si et seulement si il existe des entiers a , b , c 

tels que 

M cr a.Ô" ̂ b . (ï©c.ff! 

x X1 2 
et ces entiers sont uniques. 

Les entiers a , b , c sont uniques car 

rg(M H (T ) = a + b , 
x 1 

rg(M H ~ & ) = a + c , 

rg(M 8^,k) = a + b + c . 
x 

Il est évident que a.O^Gb.0^ 0 c.ÇÇ est de profondeur 1. Soit réciproque

ment M un -module de type fini de profondeur 1. 

Remarquons que d'après le Lemme 7-2 , le -module t^.M est sans tor

sion. Par conséquent c'est un -module libre \ 

t..M ~ r.& , 1 i = 1,2 . 

L'application 

y : M >t1 .M e t2.M 

m| ->(t̂  .m,t2.m) 

est injective car M est de profondeur 1. On note i l'inclusion 

t1 .M e t2.M c M . 

Avec les isomorphismes précédents, on a 

V(trM*t2.M) = V m ^ r ^ , 

et par conséquent 

t ^ M ^ t2.M/H/(Im(i)) = k ^ k 2 . 

On note Y l'application canonique 

M ^kR1 e kr2 . 

On a Ker(x) = tj.MŒt^M . 

Soit f un élément de M n'appartenant pas à t^.M tel que t2»f = 0 

Alors x(f) = (a>°) » a étant un élément non nul de k ̂  

Montrons que si f̂ ,....,f sont des éléments de M n'appartenant pas à t^.M 

tels que t2.f. = 0 , et que x ^ i )»•••• >X^ ) soient libres, alors 

f f sont libres sur 
1 P x1 
Supposons que 

cu.f. + +a .f = 0 , 

1 1 p p 
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les a. étant des éléments non tous nuls de Çf . Soit tm la plus grande 
J X1 * 

puissance de t̂  divisant tous les a. . Posons 

aj = 1 j ' * 
Alors on a 

6 , - f , •....•Bp.fp = 0 : 

V ^ M , ...... t - 1 . V f p ) = o 

et 

t2. (tm1. B1.f1 + .... + tm+1.Bp.fp = 0 

(car ^2'^' = ^ pour 1£j£p ) , on déduit, puisque M est de profondeur 1, 

J t-'.Bl.f ...... t ^ . B ^ - O . 

puis en raisonnant par récurrence 

P1 1 pp p 

Donc 

B1(x).X(f1) +....+Bp(x).x(fp) = 0 , 

ce qui est impossible car ^(f ̂ ) 9. , . , 9^(f ) sont libres et les (3j (x) non 

tous nuls. Donc f.......f sont libres sur 
1 P r1 ^ 1 

Soit le sous-espace vectoriel de k 1 engendré par les > ̂  

étant un élément de M n'appartenant pas t^.M tel que t^.f = 0 .On 

définit de même le sous-espace vectoriel N_ de k 2 

Montrons qu'on a = k i r\Im (x ) , i = 1,2 

r. 
Soit u un élément de k 1Alm(x) , u ^ 0 , u = X^f) > avec f dans M 

2 
Alors t..f (j^i) est dans t..M et on peut donc écrire 

J 2 J 
t j . f - t . . 8 . 

avec g dans M . Soit f ' = f - t . . g .On a 

X(f) = yCf) et tj.f1 = 0 , 

ce qui prouve notre assertion. 

Soit M^ un sous-module de M engendré par des f n'appartenant pas à 

t^.M et tels que t̂ .f = 0 , et X^M^^ = Ni • D'après ce qui précède, 

M. est un & -module libre. 

i X£ 

On a M-jnM2 = {oj , car t..(M(lM2)= {oj pour i = 1,2 et M est de 

profondeur 1. 

Soit N Q un sous-espace vectoriel de Im(x) supplémentaire de N ^ ® N 2 

Soient g^j'-'jg^ des éléments de M tels que X̂ S-j ) > • • • • >X^8^) soit 

une base de N^, et MQ le sous-module de M engendré par 

Montrons que g^,....g^ sont libres sur : 

Supposons que 
argi +---+Vgd = 0 ' 
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a^,....,a^ étant des éléments non tous nuls de Ox. On sait déjà, puisque 

X ( g ^ ) , . . . . j X C g j ) sont libres, que a., (x) = 0 pour 1^j^d . On peut donc 

écri re 

m n ...... 
aj = rUj + t2'Vj ' P°Ur J * 

avec ou bien les u^(x) non tous nuls, ou bien les v_.(x) non tous nuls. 

Supposons les u^(x) non tous nuls (l'autre cas est analogue). En multipliant 

1'égalité 

V 8 1 +----+ad-Sd = 0 

par t̂  et en raisonnant par récurrence on obtient 

t1.(u1.g1 ud.gd) = 0 . 

Posons 

w = urgl +....+ ud.gd . 

Alors X^w) est un élément non nul de , mais ceci est impossible car il 

est immédiat que X^w) est dans N2 

Ceci prouve que g^,....,g^ sont libres sur Ç£ 

Le & -module est donc libre, 
x 0 

Il reste à montrer que M = M2 

D'après le Lemme de Nakayama, on a M = + + M2 

Soient g0>g^,g2 des éléments de MQ,M^,M2 respectivement, tels que 

g0 + g, + g2 = o . 

On en déduit 

t. . g^ + t..g. = 0 pour i - 1,2 
i 0 1 1 r 

Si on en déduit 

t£.g0 = o , 

on aura gQ = 0 car M est de profondeur 1, puis ĝ  = g^ - 0 pour la 

même raison. 

Il faut donc montrer que MQAftL = (oj . 

Soit g un élément de M^HM^ , supposé non nul. Alors m est multiple 

de t. , car x(g) = 0 .On peut écrire 

8 - t ; . f 0 , 

avec fQ dans MQ , et x(fQ) ̂  0 » et 

avec f. dans M. et v(f.) ï 0 . 
i i A i 

Si q < p , on a 

d'où 

t?.(tp).f0-f.) =0 , 
ti.(fpqi.fo-fi) = 0 

et on en déduit que x(f^) est dans N_. , ce qui est absurde. 
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De même, on n'a pas p < q , donc p = q . On a alors 

t..(f0- f.) - 0 , 

donc X^o ~ ^i^ eSt ^ans ^* 9 ce qui est aDSur^e. 

On a donc bien M^f\M. = 0 
0 î 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 3. 

On a va maintenant étudier les morphismes de (T-modules de profondeur 1. 

Etudions d'abord le cas d'un point double ordinaire situé sur une seule 

composante irréductible de X 

LEMME 4 : Soit x un point double ordinaire situé sur une seule composante 

irréductible de X . On a des isomorphismes canoniques 

End(?(mx) «HomQ.Cm^ff) ~ ̂  . 

X X 

Chaque élément de définit par multiplication un élément de n̂<*Ç£ 

(resp. Hom (m ,0)) . Soit p : m >m un & -morphisme. En utilisant 

1 ' isomorphisme mx ~ ^ , on obtient un C^-endomorphisme de , qu'on 

note aussi p 

Posons a = p(1) . Soient c un élément de , t un élément non nul 
de m . Alors e t est dans ÇF , donc 

x x 

p(c.t) = a.et = t.p(c) , 

d'où p(c) = a.c , car & est intègre. On a donc bien 

Enô/^ (mx) cl &k . 

Soit p : m^ Un C£~morphisme> supposé non nul. Alors p 

est injective : si t est un élément de m^ tel que p(t) = 0 , et t 4 0 , 

pour tout élément u de m on a 

p(t.u) = u.p(t) = 0 = t.p(u) , 

donc p(u) = 0 et p = 0 . Ceci prouve que p est injective. 

On peut donc prolonger p à p : K *K , application K-linéaire. Cette 

application est une homothétie, donnée par un élément a de K . 1 1 reste à 

montrer que a est dans CF . D'abord, pour tout élément c de ra^ , 

c.a est dans . Ecrivons x 
a = b.t^.t^ , avec b(xj 4 0 pour i=1,2 . 

Alors b.t^+^.t!J+^ est dans Çf , donc q £ -1 , p ^ -1 

Si p = q = -1 , t^.t2.a = t^.b est dans 0 ^ , ce qui est absurde, car 

tj.bCxj) = 0 et t<|.b(x2) 4 0 . 

Si p = -1 et q = 0 , t0.t„.a = t0.b est dans CT , ce qui est absurde. 

2 1 2 x 
De même on ne peut pas avoir q = -1 , p = 0 . Donc p ^ 0 , q ^ 0 , c'est 

à dire que a est dans . On a donc bien 
Horn ̂  (m ,CT ) ~ & . 

<J x' x x 
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Ceci achève la démonstration du Lemme 4. 

On en déduit la 

PROPOSITION 5 : Soient x un point double ordinaire situé sur une seule 

composante irréductible de X , a , b des entiers ^ 0 . Alors le 

groupe 

est constitué des matrices 

' A в^ 

C D 

avec A dans GL(a,C^) , B dans MCa^jCO , C dans M(b,a,mx) et 

D dans GL(b,&x) . 

(Pour tout anneau Z , M(m,n,Z) est l'anneau des matrices mXn à coeffi
cients dans Z ) 

Soit p un automorphisme de a'<̂rK ® ̂ ,mx " D'après Ie Lemme précédent 

on peut écrire 

••C 3-
avec A dans M(a,a,(!r) , B dans M(a, b,(^) , C dans M(b,a,mx) et D 

dans MCb.b.Ô^) . Comme p est un isomorphisme, on peut écrire 

A B\ /V B»\ A 0 

Aut/v (a.О' в b.m ) 

£ D/ \c D'/ VO I, 

D 

avec Af dans M(a,a,(^) , B dans M(a,b,(^) , C dans M(b,a,mx) , D 

dans MCbjb.O^) . On a 

A.A1 + B . C = I , 

donc C1 étant à coefficients dans mx , on voit que det(A).det(A1) prend 

la valeur 1 en x^ et , donc est inversible, c'est à dire que A est 

dans GLCa,©^) . On a 

C.Bf + D.Df = I , 

et en utilisant le fait que C est à coefficients dans m on en déduit que 

D est dans G L ( b ) . 
x 

Réciproquement, si A est dans GL(a,(^) , B dans M(a,b,&^) , C dans 

M(b,a,mx) et D dans GL(b,^) , on a 
'A B\~1 (A - B.D~1.C)~1 A " 1 . B . ( C A " 1 . B - D)"1 C T>J D 1.C.(B.D ^ C - A) 1 (D - C.A 1.B)~1 

-1 -1 
(A - B.D .C et D - C.A .B étant inversibles car A et D le sont et que 

170 



POINTS DOUBLES ORDINAIRES 

C est à coefficients dans m ) 
x 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 5. 

Etudions maintenant le cas d'un point double ordinaire situé sur deux 

composantes irréductibles de X 

LEMME 6 : Soit x un point double ordinaire situé sur deux composantes irré

ductibles de X . Alors si 1 < i / j < 2 , on a 

H o m ~ № £.6;:.) = fô • 
X J 

et des isomorphismes canoniques 

HomX (Ox, Ox) 1 mx1 EndOХ (Ox 1)=Oxi 

Soit p : CT ï& un Gf -morphisme. Puisque m .& =(oj , on a 

X. X. X Xi Xi 

1 J 1 J 
p(m ) = {o} , donc p définit un V -morphisme 

X£ p : k > & , 
X . 

J 

qui est aussi un & -morphisme et est donc nul. Donc p = 0 

Xj 

Tout élément de m définit par multiplication un ©^-morphisme de 
i i 

dans . Réciproquement soit p : Çf *Çf un (3^-morphisme, et 
i 

a=p(1) .On a m .0^ = ô] donc m . a = |oj et a est dans mx 
Xj Xi ^ Xj Xi 

Le reste du Lemme 6 se montre de même. 
On en déduit la 

PROPOSITION 7 : Soient x un point double ordinaire situé sur deux composantes 

irréductibles de X , a , b c des entiers ^ 0 . Alors le groupe 

Aut-, (a.(T e- b.& e c.& ) 
O x x, x„ 
x 1 2 

est constitué de matrices 

fk F g\ 

D B 

aveo A dans GL(a, 0 0 , B dans GL(b,£T ) , C dans GL(C,(^ ) , 

D dans M(b,a,Ô" ) , E dans M(c,a,ô" ) , F dans M(a,b,m ) et 
x1 X2 x1 

dans M(a,c,m ) 
X2 

Analogue à la Proposition 5. 
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II.- RELATIONS ENTRE FAISCEAUX DE PROFONDEUR 1 SUR X ET FIBRES VECTORIELS  

SUR X . 

On supposera que la courbe X est irréductible (les singularités sont des 

points doubles ordinaires). Dans le cas où X n'est pas irréductible, on ob

tiendrait des résultats analogues. Puisque ces résultats sont essentiellement 

de nature locale, on supposera que X ne comporte qu'un point double ordi

naire x . On reprend les notations du Chapitre I. 

Dans la septième partie on a défini les variétés de modules de faisceaux de 

profondeur 1 (c'est à dire sans torsion) stables de rang r et de degré d , et 

leurs complétions, notées respectivement Us(r,d) et U(r,d) 

Pour 0 ̂  a ̂  r , on note Ua(r,d) (resp. Û (r,d) le sous-ensemble de 

U(r,d) (resp. Ug(r,d) ) constitué des points correspondant à des faisceaux 

IH* tels que 

- a.CT0 (r-a) .m x x x 
On montre aisément que 

U Ub(r,d) (resp. U Ub(r,d)) 
b̂ a b<a S 

est fermé dans U(r,d) (resp. Ug(r,d) ) 

REMARQUE : Il nfest nullement évident qu'étant donnés deux faisceaux sans tor

sion semi-stables sur X , Tr et Q , tels que Gr№) = Gr(0i) , on ait 
Fx > gx. 

PROPOSITION 8 : On a dans U(r,d) (resp. Ug(r,d)) 
Ua(r,d) = O Ub(r,d) bia 

(resp. Ua(r,d) = U Ub(r,d) ) . 
S b<a S 

Soit un faisceau (semi-)stable de rang r de degré d et tel que 
3* ^ b.CT ©(r-b).m , avec b^a . x x x 

D'après la Proposition 21 qu'on verra plus loin, il existe un faisceau locale

ment libre E de ranger tel qu'il existe un morphisme injectif 

i :3» *E 

tel qu'au point x 

i : a.Cf © (r-a) .m >r.CT 
x x x x 

soit l'inclusion canonique. 

Soit T = Coker(i). On peut écrire 

T = T' ̂  (r-a).kx , 

T' étant un faisceau de torsion dont le support ne contient pas x , k x 

désignant le faisceau concentré en x de fibre k 
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Soit TQ la famille de faisceaux de torsion sur X paramétrée par X , 

définie par : 

Pour tous point y de X , TQY = T ' 0 (a-b).ky0 (r-a).kx . 

Alors si p : XxX >X désigne la projection (sur le facteur X qui n'est 

pas l'espace de paramètres), on a un morphisme évident 

P * ( E ) > T Q , 

qui est surjectif, et dont le noyau est noté 3^ 

Alors est plat sur l'espace de paramètres X : pour cela il suffit 

de montrer que TQ est plat sur X , ce qui découlera du fait que 

est plat sur X , désignant la famille de faisceaux de torsion sur X 

paramétrée par X définie par : 

Pour tout point y de Y , = (a-b).ky . 

Ceci se prouve en utilisant la suite exacte 

o »j >CTxX ,T0 >o , 
(J désignant le faisceau d'idéaux de la diagonale de XxX) , et en utilisant 

le lemme 19 plus loin. 

On en déduit, puisque 3*" est (semi-)stable et que la (semi-)stabilité est 

une propriété ouverte qu'il existe un voisinage U de x tel que pour tout 

point y de U , soit (semi-)stable. On en déduit aisément la Proposition 

8 en utilisant la propriété universelle des espaces de modules. 

En particulier, l'ouvert de U(r,d) (resp. Ug(r,d)) correspondant aux 

faisceaux localement libres est dense. 

Il est immédiat que ce résultat est toujours valable si X possède plu

sieurs points doubles ordinaires (en étant toujours irréductible). Si X n'est 

plus irréductible, on obtient des ouverts denses des variétés de modules en 

considérant les faisceaux 3 ^ tels que pour 1̂ î m , CïT" soit localement 

libre en dehors des points d'intersection de X^ avec les autres composantes 

irréductibles et que si x est un point situé sur deux composantes irréduc

tibles X. » xi > on â t» en posant r. = rg(JH.) : 

11 27xSinf<rii,r.2).<!r a î r ^ . 
avec j tel que Max(r.- ,r. ) = r,- ) 

1 x2 j 
Revenons au cas où X est irréductible. 

PROPOSITION 9 : La variété U(r,d) resp. Ug(r,d) est irréductible. 

On prouve d'abord l'irréductibilité de U*r(r,d) (resp. U^(r,d)) , en uti

lisant l'irréductibilité du jacobien (voir [5] ), comme dans le cas d'une 

courbe lisse, puis on applique la Proposition 8. 

On suppose que X ne possède qu'un point double ordinaire, noté x 
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On va étudier les relations entre faisceaux sans torsion sur X et fibres 

vectoriels sur X , munis d'une certaine structure. 

On n'a pas étudié les questions de (semi-)stabilité, mais il doit exister 

une notion de (semi-)stabilité des structures intervenant sur X telle que 

la (semi-)stabilité d'un faisceau sans torsion sur X soit équivalente à la 

(semi-)stabilité de la structure correspondante sur X 

Soit un faisceau sans torsion sur X de rang r , de degré d , tel que 

T ^ a . C ©(r-a).m (0<a<r) . 
x x x 

On a un morphisme évident 

S!T 2>a.k , 

x x ' 

qui dépend évidemment de 1'isomorphisme (EHr-a) .m , mais son 

noyau 7' est indépendant de cet isomorphisme, car d'après la Proposition 5 
le sous-module r.m de en est indépendant, 

x x 
On a 

T*1 2L r.m , 

x x 
et 

degC^') = deg(30 - a . 

PROPOSITION 10 : Soit Q)^ un faisceau sans torsion sur X . Alors il existe 

un fibre vectoriel E sur X tel que 

7T*(E)~ (| 

si et seulement si 

et un tel E est unique à isomorphisme près. 

On a 

deg(E) = deg(^) + r . 

Unicité de E : il suffit de prouver le résultat suivant : soit U un ouvert 

affine de X contenant x , M , M' des C X ( T T (U))-modules sans torsion, 
— 1 

et p : M »M' un £Ç(U)-isomorphisme. Alors p est un 0*(f '(u))-i so-
X x 

morphisme : 

Soit m un élément de M , et a dans C^(7T ̂ (U)) . Si c est dans 

l'idéal de x , a.c est dans 0^(U) , donc 

p(a.c.m) = a.c.p(m) = a.p(c.m) , 

donc 

p(a.m) = a.p(m) , 

car M' est sans torsion. C'est ce qu'il fallait démontrer. 

Existence de E : il faut montrer qu'on peut définir E par la simple con

dition : pour tout ouvert U de X , 

Чч - r-mx ' 
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E(TT 1 ( U ) ) = ( ^ ( U ) . 

Il suffit de prendre 

E = TT*((̂) / Tors( TT*(̂) ) . 
Montrons maintenant que deg(E) = deg(^) + r 

On plonge d'abord E dans une somme directe r.L, L étant un fibre vecto

riel sur X , engendré par ses sections globales, E^ ^r#^x ^tant un 

isomorphisme. On en déduit un morphisme injectif 

^r.ir^(L) , 

et l(r.L/E) = l(r ,ITA(L)/(̂ ) , de telle sorte qu'il suffit de montrer que 

deg(TT*(L)) = deg(L) - 1 . 

Pour cela, on considère une section Cf ->L ne s'annulant pas en x^ et 

x^ , on en déduit un morphisme injectif 

7T*(C0 = mx •Tr*(L) , 

(m désignant le faisceau d'idéaux de x) , et on a 

Kïï*(L)/m ) = KL/tf) , 
-x 

donc 

deg(TT̂ (L)) = deg(L) - 1 . 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 10. 

Soit p un Ô^-endomorphisme de m^ , qu'on peut considérer comme un 

& -endomorphisme de & . D'après le Lemme 4 , on a End©- (Qf) ~ , donc 
x x ^x x x 

p((t.))e (t.) (i=i,2) . 

Soient M , N des -modules libres de type fini, 

p : M >N 

un C^-morphisme. Alors 
x r 

p(t..M) C ti.N (i=1,2) . 

Soit M^ l'image de 

ti.MBL^k >M 8 k . 

x x 
Alors on a 

M 8 ~ k = M1 G M2 , 
x 

dimk(Mi) = dimg. (M) (i=1,2) . 

Si M est un O^-module libre de type fini, on notera M le k-espace vec

toriel 

M ® ^ k . 

x 

LEMME 11 : Soit <f> : Hom^ (M,N) ^Hom^CMjN) l'application canonique. 

a) Soit P : M »N un Qç-morphisme. Alors <J>(p) = 0 si et seulement si 

la matrice de P (dans des bases des Gf -modules libres M ET N ) est à 
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coefficients dans mx 

b) L'image de $ est constituée des applications linéaires f : M >N 

telles que 

f(Mi)C Ni , pour i = 1 , 2 . 

a) Immédiat. 

b) D'après a , 

Im(<|>) ~ rg(M).rg(N).a/mx , 

(comme k-espace vectoriel), donc Im(<J) ) est de dimension 2.rg(M) .rg(N) . 

Comme c'est aussi la dimension de 

[f : M >N , f (M^) C Ni , i=1 ,2J , 

et que Im(<f) ) est contenu dans ce sous-espace vectoriel, Im(<J) ) lui est 

égal, ce qui prouve b 

Ceci achève la démonstration du Lemme 11 . 

Soit W un k-espace vectoriel de dimension a , le faisceau concentré 

en x de fibre W 

Les extensions 

o ± $ » GJ,—>wx > 0 

sont classifiées par Ext^(W ) . On peut supposer d assez grand pour que 

h^Xjî*') = 0 . On a une suite exacte 

0 >m 8 W > Cfà W > W- *0 

-x x 
d'où on déduit la suite exacte 

0 >W* 8 H°(X,y') ^° >Hom(mxB W , 3 * ' ) * Ext1 (Wx, #') >0 . 

Si M et N sont des (^-modules libres de type fini, on pose 

Hom'(M,N) = {f : M >N , f (M^) C i = 1,2 j . 

D'après ce qui précède, et les Lemmes 4 et 11, on a 

Coker(<t>0) ̂  Hom'(mx B W,1^) , 

d'où le 

LEMME 12 : On a un isomorphisme 

Ext1(W ,^') - Hom'(m BW,^') 
x * x X 

Si M, N sont des ^-modules libres de type fini, f un élément de 

Hom'(M,N) , on note f^, f̂  les composantes de f , M^ et 

M2 >N2 . 

LEMME 13 : Le O^-module est isomorphe à 

a.O^ S (r - a) .m 
x x 

si et seulement l'élément f de Hom'(mx B N , 3 ^ ) correspondant est tel que 

f̂  et f soient invectives. 
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Remarquons que Нот1 (mx В w > ^ ) classifie aussi les extensions 
0 » 3 ^ > M *W >0 

Pour tout morphisme 
f : 'J» >a.Çf ©(r-a).m 

x x x 
on a 

Im(f) С r* m
x > 

donc à isomorphisme près de 3^. et de W , une suite exacte 

0 *4 '̂ >a.Cf &(r-a).m >0 
X X X 

est équivalente à la suite "triviale" 
0 >r.m $>а.<Э" ф(г-а).т >a.k .̂0 

x x x 
Mais à cette suite est associée l'inclusion 2 2 a.m /т О r.m /m , x x ^ x x élément f de Homf (m $ W.i*') tel que f. et f0 soient injectives. x x 1 2 Réciproquement, supposons f1 et f9 injectives. En utilisant un automorphis-^ ч . . 2 2 
me de J*1 , on se ramène au cas où f est l'inclusion a.m /m >r.m /m , 

x ' x x x x 
à qui correspond a * & x Ф (r - a) .m̂  

Ceci achève la démonstration du Lemme 13. 
LEMME 14 : Soient 

о >w x .0 , 
0 >5' > ^ ^W^ > 0 

des extensions telles que 
Alors ̂ Q et sont isomorphes si et seulement si elles se déduisent l'une 
de l'autre par des automorphismes de 3^ et W 

Cela résulte immédiatement du fait que le sous-faisceau 3̂ ' de Gĵ  
(i=0,1) est uniquement déterminé. 

Soit E un fibre vectoriel sur X tel que 
Ф * ТТЛ(Е) . 

On a des isomorphismes canoniques 
- E (1<i, j<2) 

Par conséquent, un élément f de Homf (m 8 W,^) tel que f ̂  , f̂  soient 

injectives définit une structure quasi-parabolique sur E (voir troisième 

partie), donnée en x^ par 

A. = Im(f.) (1<i * j S2) . 

De plus, par l'intermédiaire de W , on a un isomorphisme 

a : A1 > A 2 . 

On pose 
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<C(f) = (E,(As,A2),a) . 

On considère maintenant des triplets (E,(A^,h^),o), A^ étant un sous-espace 

vectoriel de Ex de dimension a pour i = 1 , 2 , a un isomorphisme entre 
i 

A1 et A2 . De tels triplets (E,(A^,A2>,a) et (E,(AJ,Ap,GF) sont dits 

isomorphes s'il existe un automorphisme g de E tel que 

gx (A.) = A! (i=1,2) , 

et G' = g o G o 8 
Etant donné un triplet (E, (A..,A,>) ,o) , soit 

X : W >A1 

un isomorphisme de k-espaces vectoriels. Soit f l'élément de Hom'(m^H W/S^) 

défini par 

h W ~ ^ A F .C^)2 , 

fi : W - ^ - A , — 2 - ^ . 0 ? ; ) , 

qui donne une extension 

0 >J<f >^ > > 0 

avec 

y ^ a.(9̂  © (r-a).m 

Il est immédiat que si on change À , on obtient le même , on peut donc 

écrire 

'?=^(E,(A1,A2),a) . 

LEMME 15 : Soient f , f des éléments de Horn'(mx 8 tels que f^, 

fî̂  soient invectives pour i = 1 , 2 . Alors *l(f) et *€(f') s o n t isomorphes 

si et seulement si f et f définissent des faisceaux isomorphes. 

Etant donnés des triplets (E,(A1,A2>,a) et (E,(A^,A2> ,a') , les faisceaux 

(A^,A2) , a ) e t (E, (A!j ,A2) ,o' ) s o n t isomorphes si et seulement si les 

triplets le sont. 

Si f est un élément de Horn'(mx 8 W,^) tel que f^, f2 soient invectives 

définissant un faisceau isomorphe à 3*(E,(A1,A2),Ö) , les triplets *ê(f) et 

(E, (A.J ,A2) ,(5)sont isomorphes. 

Si f est un élément de Hom'(mx 8 W,^) tel que ty f2 soient invec

tives, le faisceau que définit f est isomorphe à ^(^(f)) 

Immédiat avec ce qui précède. 

On en déduit le 

THEOREME 17 : Il existe une biVection naturelle entre l'ensemble des classes 

d'isomorphismes de faisceaux sans torsion 3* de rang r , de degré d sur X , 

teZ-s que 
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x a.& ® (r - a).m , 

et l'ensemble des classes d'isomorphisme de triplets (E, (At ,A2) ,a) , ,E 

étant un fibre vectoriel de rang r , de degré d - a + r sur X , 

un sous-espace vectoriel de dimension a de Ex# pour i = 1 , 2 , et o un 

isomorphisme entre et A2 

REMARQUE : On voit que se donner une telle structure sur E revient à consi

dérer une "classe d'équivalence" de structures de niveau sur E (voir qua

trième partie). 

III.- SINGULARITÉS DES VARIETES DE MODULES DE FAISCEAUX DE PROFONDEUR 1 

SEMI-STABLES. 

Soit X une courbe projective sur k , réduite, et dont les singularités 

sont des points doubles ordinaires. On conjecture que les variétés de modules 

de faisceaux de profondeur 1 semi-stables sont réduites. On ne prouvera ce ré

sultat que pour les faisceaux de rang 2 sur chaque composante de X . Pour 

simplifier l'exposé, on supposera que X est irréductible et n'a qu'un seul 

point double ordinaire. On a alors la 

THEOREME 18 : Soit d un entier. Alors la variété U(2,d) est réduite. 

On ne considérera que les points z de U(2,d) correspondant à des faisceaux 

tels que 

Fx~ 2.m 

(x désignant le point double ordinaire de X ) .Ce sont en effet les points 

de U(r,d) les plus "compliqués". 

On ramène ensuite l'étude de & à celle de (Q 0) ' ^ désignant la 

sous-variété fermée de M(2) x M(2) définie par les équations 

X . Y = Y . X = 0 . 

En fait, pour tout entier r> 2 , on peut considérer la sous-variété fermée 

de M(r) x M(r) définie par les équations 

X . Y = Y . X = 0 , 

et on montre que U(r,d) est réduite si et seulement si est réduite 

au point (0,0) . On ne sait démontrer ce résultat que pour r = 2 

(R.C. Cowsik). 

Voir l'Appendice I (morphismes formellement lisses). 

On va d'abord démontrer un Lemme algébrique très utile pour la suite 

(voir [2] , [4] , [4oJ ). 
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LEMME 19 : Soit A >B un morphisme local d'anneaux locaux noetheriens. 

Soient L et N des B-modules de type fini, L étant A-plat. Alors un 

B-morphisme 

f : N- *L 
e s t injectif, de conoyau A-plat si et seulement si 

f HAK : N 8AK *L 8^K 
est injectif ( K désignant le corps résiduel de A ) 

Il est évident que si f est injectif et Coker(f) A-plat, f H^K est 
injectif, car alors 

Tor|(Coker(f),K) = \6\ . 

Supposons réciproquement f H^K injectif. On a des suites exactes 
0« â-Im(f) >L ^Coker(f) J>0 , 
N ->Im(f) *0 . 

On en déduit le diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes 
0 

0—>Tor|(Coker(f) ,K) >Im(f) H^K >L H^K >Coker(f) ^0 

I I 
N K.K N ЙАК 

A A 
A 
0 

On en déduit que Im(f) H^K >L H^K est injectif et que 

Tor|(Coker(f) ,K) = \6\ , 

dfoù on déduit que Coker(f) est A-plat (SGA I, Exp. 4 , Thm. 5.6) 

Puisque L et Coker(f) sont A-plats, il en est de même de Im(f) . Soit N' 

le noyau du morphisme surjectif N >Im(f). Puisque 

N 8AK >Im(f) HAK 

est un isomorphisme, et puisque Im(f) est A-plat, on a N' 8AK = 0 , et 

d'après le Lemme de Nakayama, on a NT = JoJ , ce qui prouve que f est in

jectif. 

Ceci achève la démonstration du Lemme 18. 

On note cA> la catégorie des k-algèbres commutatives artiniennes locales. 

Soient r , d des entiers, avec r > 0 , et d assez grand pour que 

pour tout faisceau sans torsion 3* semi-stable de rang r et de degré d, soit 

engendré par ses sections globales et h^(X,$) = 0 

Soit 
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Q = QuotP8kp/x/k , (P = p + r.deg( (1)).T . 

(avec p = d + r.(1-g) ) , le schéma de Grothendieck "contenant" tous les 

faisceaux sans torsion semi-stables de rang r et de degré d , 3̂  un fais

ceau universel sur Q x X 

LEMME 20 : Le faisceau 3** sur Q x X est plat sur Q 

On utilise le Lemme 19. Pour une démonstration, voir D'Souza [p] , III.2. 

On en déduit qu'on peut choisir un entier m > 0 tel que pour tout point 

q de Q on ait 

h1(X ,3**(m)) = 0 . 
q q 

On pose 

V = pQ*(^*(m)) , 

(pQ désignant la projection QxX >Q) . C'est un faisceau localement 

libre sur Q . On note Gr(r,V) le fibre en grassmanniennes sur Q , 

qui représente le foncteur associant à tout Q-schéma f : Y >Q l'ensemble 

des classes d'isomorphisme de quotients 

f*(V) •v1 , 

VA étant localement libre de rang rg(V) - r sur Y 

Soit q un point fermé de Q , alors ^ est un faisceau sur X . On 

suppose que est sans torsion et que fi? ~ r.m qx x 

PROPOSITION 21 : Etant donné un faisceau sans torsion (c^ de rang r sur X 

tel que 

<Ìx * r-mx ' 
il existe un plongement 

(̂ 8<>S -> r.& 

(<£ étant un fibre en droites sur X ) tel qu'au point x oe plongement 

soit l'inclusion 

r.m 

x x 
Soit W le sous-espace vectoriel de Hom ~ , 2(r.m /m ,r.(fT /m ) 

1 u /m x x x x 
X X 

constitué des applications proveoant de morphismes de & -modules 

r.m >r.Cf 

x x Le morphisme canonique 

Hom(^,r.ax) >Wx 
est surjectif. Soit Z sont noyau. Pour tout m0 > 0 , on a une suite exacte 

0 >Z(m0) *Hom«|(-mo) >r-<V ŵx *° • 
Si m0 est assez grand, on a 
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h1(X,Z(m0)) = 0 , 

donc 

Hom (^(-m0),r.efx) ->Wx 

est surjective. Soit p : G|(-mo) >r.6^ un morphisme dont l'image dans 

W corresponde à l'inclusion r.m >r .O' .Alors il existe une matrice 

x x 
non singulière M à coefficients dans C£ , telle que 

M o p : r.m >r.&' 
soit l'inclusion. 

Il existe un fibre en droites oèQ C & tel que ofë^ = , et un morphisme 

ur.%,m£Q >r.<Tx , 

induisant M 

On prend alors ©ê = °é^(-m0) et le morphisme 

f o (P H I^0) : £JH^ê ^ r . ^ . 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 21. 

On peut donc supposer qu'il existe un sous-espace vectoriel W de dimension 

r de H°(X,y*(m)) tel que ^(-m)<= ^ C ^ B W* , et qu'au point x cette 

injection soit l'inclusion r.m 

Soit z le point de Gr(r,V) correspondant à W , il est au-dessus de q 

Soit A un objet de 

P - C \ ^ ,0 

une suite exacte induisant (9̂ 8 kP >'à* ?• 0 sur X , W. un sous 
0 * ^ A 

A-module libre de rang r de H (XA,3*A(m)) tel que 

Alors 

WA 8 Ak = W . 
A A 

f : ̂ (-m) = HomA(WA,A) 

est un morphisme injectif. 

REMARQUE : D'après le Lemme 19, Coker(f) est A-plat (c'est à dire Spec(A)-

plat). 

Soit F le foncteur 

J^> »Ens 

le foncteur associant à A l'ensemble des classes d'isomorphisme de couples 

— > ^ — > ° • V 
A 

comme précédemment. (Deux tels couples (p*^ FA >® > W^) et 

(p. Çf^ ^ ^ ' A *° ' WA? sont isomorphes s'il existe un isomorphisme 

f : % >$\ 

A A 
tel que 
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WA = H°(tf(m))(W^) , 

et que le diagramme 

soit commutatif.) 

PROPOSITION 22 : L'anneau O représente le foncteur F 

Immédiat. 

Soit 

G : A- ->Ens 

le foncteur associant à A l'ensemble des classes d'isomorphisme de quotients 

*-\ ^ >° 
induisant & H kP > 0 sur X , T. étant A-plat. 

q A 
Alors l'anneau Çf représente le foncteur G 

LEMME 23 : Le morphisme de foncteurs 

F ?G 

associant, pour tout objet A de A* , à la classe d'isomorphisme de 

(p.6Ç >M >0 , W ) celle de p.CÇ > 0 , est formellement 
A A 

lisse. 

Pour étudier l'anneau local de U(r,d) au point correspondant à ^ , Ç 

O , on peut commencer par étudier (zT et U .En particulier si CT est 

réduit, il en est de même de Ôq , et donc aussi de G) . 

On suppose maintenant que kP ? H^(X,£fO 

Soit Q' = Quot^ Q, 1 ^ 1 ^ , P étant le polynôme de Hilbert de W*/CF (-m) = T , 

q' un point de Q' correspondant à W >T >0 (une fois choisi un 

isomorphisme kr c: W . ) 

Soit H : S^> »Ens le foncteur associant à A l'ensemble des classes 

d'isomorphisme de quotients 

r.& >TA >0 

A 

induisant r.©^ >T » 0 , étant A-plat. 

Alors CT, représente H 

LEMME 24 : Le morphisme de foncteurs 

F >H 
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associant, pour tout objet A de A , à la classe d'isomorphisme de 

(p.&x y'S? >0, W.) celle de W* *W*/îtf (-m) >0 , est for-

A A A A A A 

mellement lisse. 

Autrement dit, étant donné A' >A >0 , A , A' étant des objets 

de A , et des suites exactes 

> \ *TA >° > 

p.0^ »0 , & étant A-plat, 

C\ xa = CA 

En effet, soit (Ko le noyau du morphisme surjectif 

WA > T ^ T >0 , T A , étant A1-plat , 

induisant ^ T - »0 , et si ^ , = Ker(WA >TA») > 

alors il existe une suite exacte sur X^, 

v-%— >0 

induisant P'^x' >0 ' et ^A' 6St A~plat* 

Cette dernière assertion est évidente car T ^ , est A1-plat. D'autre 

part on a 

%<\ x. ~" SA . 
Puisque (3 est A-plat, on a 

Tor OXA( GA,OWW) = 0 

donc 

* x * 0 > 

dfoù X= 0 
F n f i n o n Q 

H°(XA,,^a1) -ptf 

Ceci achève la démonstration du Lemme 24. 

L'étude de U . donnera donc des renseignements sur & . En particulier 
/A- q ^ q 
U est réduit si et seulement si 0 ^ , l'est, 
z qf 

LEMME 25 : Soit T un faisceau de torsion concentré en un nombre fini de 

points sur X , x1,....,xg . Soient A un objet de Bo ; x1A,....,xgA 

les points de X^ a valeurs dans A déduits de x^,....,x , un 

faisceau cohérent sur XA tel que TA x ~ T • Alors le support de T est 

contenu dans J X ^ A J • 
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On a 

Х А \ Ы • (XMxij>A » et si on pose 
Fo = Ta[ (x\(xi)) A, 

on a 
Fo|x\(xi) = 0 

d'où on déduit 

&1 - 0 , ce qu'il fallait démontrer. 

Supposons que T ( = CokerC^ (-m) >W ) soit concentré en x Q, ,x , 

avec X Q = x 

Pour O^i^s , soit 
i Q! = Q u o t ^ , ^ , 

P^ désignant le polynôme de Hilbert de Tx , et soit q| le point de 

Qî correspondant au morphisme 1 

r. & — >T 

X x. 
déduit de q' 

LEMME 26 : On a &, ^ & , . 

q 0<i^s 4£ 

Soit H. :A >Ens le foncteur associant à A l'ensemble des classes 
î 

d'isomorphisme de quotients r.Cf >T étant A-plat , dont la restric-
X . X . A 
A î 

tion à X est r.Ol >T 
X x. 

D'après le Lemme 25, on a un isomorphisme 

H = . H. , 

^ O^i^s 1 

et T(resp.Cf ,) représente H (resp. H.). L e L e m m e 26 en découle immédia-
q qi 

tement. 
•*> 

On est donc ramené à étudier les QT . et C est réduit si et seulement 
^ qi 

si les , le sont. 
qî 

LEMME 27 : Si x. ^ x , alors G , e s t lisse, dono réduit. 
1 qi 

Soit * le foncteur trivial A >Ens, représenté par k . Il faut 

montrer que R\ est "lisse", c'est à dire que le morphisme évident de 

foncteurs 

H. »* 
est formellement lisse. 

Soit A' >A ^0 une suite exacte d'objets de A, 

r.Ol, - — > T — ; 5>0 un élément de H. (A) . Alors Ker(f) est localement 
X. x.A î 
A î 

libre, car x. est lisse. Il faut prolonger f en 

1 £' = r-0rxA, *Tx.A »° • 

A' î 
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avec Tx A, Af-plat. Pour cela, on se donne une base (e^,....,er) du 

Çf -module libre Ker(f) , on prolonge ensuite e19....,e à des 
XA,XiA XiA 1 r 
éléments f , f de r.ôl . On pose 

1 R X A ' » X Î A ' 

Z = Ker(r.C -
XA' 

r.e; 
AA,,XiAf 

/(f1,....,fr) ) , 

et 

T 
iA' 

= r.o 
A " xiA' 

Tf1........fr). 

Alors la restriction de Tx à est isomorphe à T 
x - A îA 

et T 
x • . • 
iA? 

est 

A1-plat. Cela résulte aisément du Lemme 19. 

Ceci achève la démonstration du Lemme 27. 

Il reste donc à étudier & . 

Soit 

: = |(X,Y) £ M(r)xM(r), X.Y = Y.X = 0 j . 

C'est une sous-variété fermée de M(r) x M(r) , de dimension r 

Posons 

R = e k[TrTj /(TrT2) , 

u = T ,v = T , éléments de R . 

On a une suite exacte de R-modules 

R2 a >R2 ^ R >k >0 , 

a étant donné par la matrice 

0̂  

,0 vj 
8 par (v.u) . On en déduit la suite exacte 

2 r ar 2 r ^r r r 
(*) R ' >R *R >kr >0 

déterminée par les matrices 

'u.I 0 ^ r 

\0 v.I 
N r 

et (v.Ir , u.Ir) . 

Soit A un objet de 

(i) (R H^A)^'r 
CL 
r * .(R H^A) 2 *r-

Bra 
.(R H^A)r -TA 

une suite exacte de (R H^A)-modules induisant (*) , étant A-plat , 

On a un morphisme canonique 

e r - * v 
(xA point de XA déduit de x ) 
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Donc ( E) définit un morphisme de faisceaux sur 
r.Cr • т »o 

x. А (T^ : faisceau de torsion concentré en x^ et A-plat). 

On en déduit un morphisme 

f : Spec (A) »Q£ 

tel que f(p) = q^ , p étant le point fermé de Spec(A) 

Considérons maintenant un morphisme 

g : Spec (A) >Z 

tel que g(p) = (0,0) . 

Soient (X..)... , (Y..)„.. les coordonnées des deux facteurs 
ij 1^i,j^r ij 1<i,j£r 

de M(r) x M(r) . Elles définissent a = (a..)... . . , b = (b..)„.. 

I J 1<i,j<r I J 1<i,j^r 
à coefficients dans m^ . Réciproquement, puisque ^£j^<i j<r' 
(Y..)4.. , 1 engendrent . N , la donnée de a = (a..) , 
ij 1^i,j<r' 6 M(r) x M(r) ij 

b = > définit un morphisme 

g : Spec (A) >M(r) x M(r) 

envoyant p dans (0,0) si et seulement a et b sont à coefficients dans 

m^ . Il est immédiat que g est à valeurs dans Z si et seulement si 

a.b = b.a = 0 . 

On a donc établi un isomorphisme entre d'une part l'ensemble des morphis-

mes g : Spec(A) >Z tels que g(p) = 0 , et d'autre part l'ensemble 

des couples (a,b) de M(r,mA) x M(r,mA) tels que a.b = b.a = 0 . 

Soit (a,b) un élément de M(r,mA) x M(r,mA) tel que a.b = b.a = 0 

On en déduit un complexe 

( * > < a , b > = ^ \ ^ 2 ' X "A(a 'b)MR «kA)2'r ^nA ' r *TA * ° 

en prenant 

Ai.I a 
r 

0tA / n \ =/ \ $A/ , \ = (v.I - b,u.I - a) 
A(a,b) / I , A(a,b) r r 

TA = Coker(Ba(a>b)) . 

Alors TA est A-plat et (*), 1X est une suite exacte. C'est une consé-
A r (a,b) 

quence immédiate du Lemme 19. 

En prenant A = CÇ ^ 0)^^(0 0) Pour cnaclue n= 1 , on obtient une sui 

compatible de "déformations" de (*) (en prenant évidemment pour a et b 

les images de (X..) et (Y..) dans (0>0)/»(0>0) • 

Ceci définit un morphisme d'anneaux locaux 
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ÏÏ = CL ^ , ( 0 , 0 ) 

Si (a,b) est dans M(r,mA) x M(r,mA) et a.b = b.a = 0 , (a,b) définit 

un morphisme 

Spec (A) *Z , 

donc un morphisme 

^ ( O . O ) ^ 0 ' 0 ^ 
-> A pour n » 0 

et on a, en notant X , Y les images de (X..) , (Y..) dans 

A' =Crz,(o,o)/mn<0>0> 

< * > ( a , b > * (*>(X,Y)BA'A • 

Soit A un objet de A , 

(R ^->(R L^->(R H^A) *0 , 

a» 

(R \A)2'T ^->(R \&)2'r ^^-^(R \A)r ^T^ *0 

des suites exactes induisant (*) . On dit que (arÂ,BrA^ et ^arA'^rA^ 

sont isomorphes s'il existe des automorphismes a et x de 
2 r 2 r 

(R H^A) * , induisant sur R ' , tels que le diagramme suivant soit 

commutâtif n 

(R HkA)2*r ^ >(R \ti2'T * < * H^A)r 

(R H^A)2*r' — >(R SkA)2*r *(R 8kA)r 

Soit 

(j) : A • ->Ens 
le foncteur associant à un objet A de A l'ensemble des classes d'isomorphis-

me de "déformations" de (*) R 

(R ^ ^ ( R \ & ^ - * ( R H^A) • >TA >0 , 

avec TA = Coker($rA) , TA étant A-plat. 

PROPOSITION 28 : L'anneau 0^ ^ ^ représente le foncteur <J) . 

A tout morphisme local ^ ^A , on a vu qu'on pouvait associer 

une déformation de (*) , du type (*)^ ^) 

Il reste à prouver les deux assertions suivantes : 

(i) Pour tout objet A de A , toute suite exacte 

(R HkA) 
2.r 

->(R ^ A ) 
2.r 

•(R \ A ) T A >0 
A 

de (R H^A)-modules, induisant (*) , est isomorphe (au sens qu'on a vu 

188 



POINTS DOUBLES ORDINAIRES 

précédemment) à une suite exacte du type (*)^ ^ > (a>b) étant un élé

ment de M(r,mA) x M(r,mA) tel que a.b = b.a = 0 

(ii) Pour tout objet A de J\> , si (a^,b0) , (a^,b^) sont des éléments 

de M(r,mA) x M(r,mA) tels que les suites exactes (*). . . et (*), , % 
A A (a0,b0) (a^b^; 

soient isomorphes, on a (a^b^) = (a^,b^) 

En faisant une démonstration par récurrence, on se ramène à prouver que si 

0 >Af >A ^0 

est une suite exacte, A , A1 étant des éléments de A , e un élément 

de A1 tel que e.m^, = {oj , et si les propriétés (i) et (ii) sont vraies 

pour A , elles le sont aussi pour A' 

(i) Soit a, 3, 

0 >(R 8kA')2#r H->(R HkA')2,r £->(R 8kAf)r >0 

une suite exacte de (R H^A1 )-modules. On peut supposer que (aj.,3̂ ) induit 

une suite exacte du type (*)( , x . Soit (a',b') un élément de 
va, 

M(r,mA,) x M(r,mA.) , relèvement de (a,b) . On a 

a'.b' = e.a , bf.a1 = e.T 

avec a , T dans M(r,k) . On peut écrire 

/u.I + e.M a' + e.U 

\bf + e.v v.Ir + e.Ny 

K = (V,Ir " b' + e-p > U-Ir " a' + e-Q> ' 

avec M , N , P , Q à coefficients dans R , U , V à coefficients 

dans m^ (en modifiant au besoin a1 et b') 

La condition 

З1 о a? = О г г 
s'écrit 

r(v.Ir-bf+£.P).(u.ir+e.M) + (u.Ir-a'+e.Q).(b'+e.V) = 0 , 

((v.Ir-b'+e.P).(a'+e.U) + (u.I^-a1 +e. Q). (v. 1^+e.N) = 0 , 

donc, puisque e.a1 =e.b1 = 0 , on a 

(v.M + u.P + u.V - a = 0 

Iv.U + u.N + v.Q - T = 0 (dans M(r,R)) , 

d'où 

a = T = 0 , 

c'est à dire 

a'.b* = bf.a' = 0 , 

et on peut écrire 
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fP + V = v.B (U + Q = u.C 
[M = - u.B (N = - v.C 

avec B , C dans M(r,R) . 
Ecrivons maintenant une condition dfisomorphisme de deux telles suites, 

définies respectivement par (M,N,P,Q,U,V) et (M1 ,N',P* ,QF ,UF ,V) : 

Il existe des automorphismes de la forme 

A + e . E , e.E2 \ A r + e-F1 £-F2 

\ e . E 3 I r + E . E J \ £ . F 3 I r + e - F 4 

avec E^ , F^ à coefficients dans R tels que 

F o aj = a" o E et B1 = B" o F f r r r 

On a 

^u.Ir + e.CM + u.Fj) a' + e.(U + v.F2) 
F0 ar'= 

Vbf + e.(V + u.F0) v.I + e.(N+v.F.), 

3 r 4 ' ^u.I +&(M,+u.E1) a1 +&(U»+u.E2) 
a " o E r 

^bf + e.CV1 +v.E3) v.lr + e.(N' +v.E4V 

B; = (v.Ir - b' + e.P , u.Ir - a1 + e.Q) , 

B^o F = (v.Ir - b1 + e.(P1 + v.F1 + u.F^),u.Ir - a' + e.(Q1 + v.F2 +u.F^)) . 

Les égalités voulues sont vérifiées dès que 

'M + u.F1 = M1 + u.E1 

U + v.F2 = U* + u.E2 

I V + u.F3 = V + v.E3 

N + v.F, = Nf + v.E. 

4 4 

P = P' + v.F1 + u.F3 

V^Q = Q' + v.F2 + u.F4 . 
Prenons 

(Fi "Ei =B 

de telle sorte qu'on a M1 = Nf = 0 . Prenons aussi E3 , F3 , E2 , F2 

tels que 

(V = v.E3 - u.F3 

(u = u.E2 - v.F2 , 

et on a donc Uf = V = 0 . On a 
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'p' = v.(-F1 + B - E3) 

LQ1 = x.(-F4 + C - E2) . 

On prend maintenant 

F, = - E 3 + B 

l E1 = " E3 
F, = C - E2 

VE4 " " E2 

On a alors Pf = Q1 = O . 

Ceci prouve que (a',$') ̂  ( * ) / i K i \ et démontre (i) pour A' 
r r v. a , D ) 

(ii) Montrons d'abord que si (a',b') est un élément de M(r,mA,) x M(r,mA,) 

tel que a'.b' = b'.a' = 0 , si (a,b) désigne l'image de (a',b') dans 

M(r,mA) x M(r,mA) , tout automorphisme de (*)^ ̂ ) est induit par un 

automorphisme de (*), , ^ 
v. a , b ) 

Soit 

f : < * > ( a \ b ' > > ( * > ( a \ b ' ) 

2.r 

un automorphisme, donné par des automorphismes a et T de (R B^A) 

tels que 

A(a,b) A(a,b) 

3A(a,b)° 0 = 3A(a,b) 

On peut prolonger a et T en des automorphismes a' , T' de 
2 r 

(R 8kA') * . On a alors 

V(a<,b<)° a' " r ° aA'(a',b')+ £'S' 

3A'(a',b')° P = 3A'(a',b')+ Z'T' 

S' et T' étant à coefficients dans R . Remarquons que 

3A'(a',b») ° £-S' =C' 3A'(a',b')°S' 

£-T'°aA'(a',b') = £'T'°aA'(a',b') , 

d'où on déduit 

3A'(a',b')° aA'(a',b')° Q' + 3A' (a' ,b ' )° V ' aA' (a ' ,b ' ) 

3A'(a',b')or'oaA'(a',b») + C' 3A' (a' ,b ' )° S '+ 3'A' (a' ,b ' )° aA' (a' ,b ' ) + 

e,Tl°aA'(a',b') ' 
d'où on déduit 

£-(BA'(a\b')°S' + T'°V(a')b')) = ° ' 
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et 
3A'(a\b')oS' + T°aA'(a',b') ° * 

2 r 
D'autre part, si g : (R H^A1 ) * >Тд. = Coker(3A,^al 2.r 

induisant gQ : R ->T , on a 

g ° ̂ k%(a\b%)°Y% 8 ° 3A,(a,,b') + E'ëO ° T' ' 
dfoù 

gQ o T» - 0 , et ImCT1) C Im(3Al(a, b ,}) , 
et T' se met sous la forme 

r ~ 3A'(a',b')oQ B 
On a 

3A'(a',b')(S'+Q ° « A ' U ' . b ' ) * = 6A'(a',b')° S' + T' °V(a',b')= °> 

donc Im(ST + Q oaA, (a, jbl)) C Im(aAl(a, ̂ bf)) , 

et S* + Q oa f , ,> se met sous la forme 
A v.a , b ) 

S' + Q ° aA'(a',b') = AA'<a',b')° P ' 

Alors (of - e.P , T1 - e.Q) est la déformation cherchée de (a,T) : 

aA'(a',b')° (°' " £-P) " (r ' E-Q) ' °A'(a',b') = 

£-(S' " (V(a',b-)° P" Q ° «VU'.b')» = ° ' 

W . b ' ) » (I" " " W . b ' ) = £-(T' " W . b T Q) " ° • 

Démontrons maintenant (ii). 

Soient (a,b) , (a',b') des éléments de М(г,тА?) x M(r,mA,)' tels que 
a.b = b.a = a'.b' = b'.a1 = 0 tels que les suites exactes (*) , , ч et 

(a,b; ( * ) , . ,v soient isomorphes, va , b ) 
Puisque (ii) est vraie pour A, (a,b) et (a',bf) ont même image (a0,bQ) 

dans M(r,mA) . D'après ce qui précède, on peut supposer que 1'isomorphisme 

entre (*), , v et (*), . , M induit l'identité de (*), , x . 
(a,b) (a',bT) (a0,bQ; 

On peut donc écrire 

Ir + .F1 e.F2 

e.F e.*3 I +e.F. 
r 4i 

u.I a 
r 

b v.I 

u.I a' 
r 

b' v.I 

^ r 

ir+E.F1 E.E2 

e.E~ I +e.E. 

\ Ъ r 4; 
avec E., F. à coefficients dans R . On en déduit 

i i 

a' = a + e.(v.F2 - u.E2) , 

b' = b + £.(u.F - v.E ) , 
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d'où a = a', b = b' puisque a,a',b,b' sont à coefficients dans m^, 

Ceci prouve que (ii) est vraie pour Ar 

La proposition 28 est donc démontrée. 

Rappelons que HQ : /L »Ens désigne le foncteur associant à A l'en

semble des classes d' isomorphisme de quotients T A>° » 
A 

étant A-plat, dont la restriction à X est le quotient canonique 

r.^X r;kx ->° • 
On a un morphisme évident de foncteurs 

G : (f> >HQ 

décrit plus haut, induisant le morphisme 

e :êr% »er)(0>0) 

qu'on a aussi défini plus haut. 

PROPOSITION 29 : Le morphisme de foncteurs © est un isomorphisme. 

On en déduit immédiatement, puisque Z est réduit, le Théorème 18. 

Montrons d'abord que ® est surjectif. 

Soit r.ôl >T un quotient A-plat induisant r.Gf >r.k 

X ^ A A X 

On en déduit une suite exacte 

f : (R 8kA)r »TA »0 , 

(ici T désigne T H/ĉ  (R H A ) ) , T étant A-plat, induisant 

fQ : Rr *kr ¿0 

(le morphisme canonique). 

D'après le Lemme 19, on a Ker(f) BAk = Ker(fQ) . Le R-module Ker(f) 

admet 2.r générateurs, on peut donc d'après le Lemme de Nakayama trouver 

un morphisme surjectif 

g : ((R HkA)2'r ^Ker(f) induisant R2,r ^Ker(fQ) . 

Le (R 8kA)-module Ker(f) est A-plat, donc en appliquant le même raisonne

ment que précédemment à g on obtient 

(R \A)2'T >(R \A)2'r > 

et la suite exacte obtenue définit un élément de ©(A) au-dessus de 

r'\—>Ta"—>0 " 

Ceci prouve que © est surjectif. 

Montrons maintenant que © est injectif. 

Il faut montrer que si A est un objet de il , (a,b) , (a',b') des 

éléments de M(r,m^) tels que a.b = b.a = a'.b' = b'.a' = 0 , et qu'on 

ait un diagramme commutatif 
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(D) 

(R H. A)r-

" r 
(R H, A) -

C o ^ e r ( P A ( a , b ) ) 

Coker(BA(a',b')) ' 

alors on a (a,b) = (a',bf) 

Remarquons qu'on déduit sans peine de (D) un morphisme 

^(a.b) W ( . ' . b ' ) 

(prendre des générateurs). Il faut montrer que c'est un isomorphisme. 

Cela découle du résultat suivant : 

Considérons un diagramme commutatif 

(R EL A} 
aA(a,b), 

(R A ) 2 " R 
3A(a,b), 

(R \A)T 

(R 8kA)2*r 
aA(a.b) 

(R EL A)2'r 
gA(a,b] 

(R B K A ) R ; 

alors a et T sont des isomorphismes. Posons 

a = 

'M N 

\P Q 

r = 
C Dy 

0n a 3A(a,b)° r = 3A(a,b) ' d'°Ù 

v.E + u.C = v.I 
r 

v.B + u.D = u.I , 
r 

A » ™\ 

'C = v.U , E = I + u.S 

I r 

1B = u.V , D = I + v.T , on en déduit immédiatement que a est un isomorphisme. On a 

r°aA(a,b) = aA(a,b)° 0 ' 
d'où 

u.N = 0 

<v.P = 0 

u.M = u.(Ir + u.S) 

v.Q = v.(Ir + v.T) , 

d'où 

N = v.N' , M = I + u.S + v.S' 
r 

P = u.P' , Q = I + v.T + u.T' , 

on en déduit immédiatement que T est un isomorphisme. 

Par conséquent Çf est réduit si et seulement si ^ Q^ l'est. 

Le théorème 18 est donc une conséquence du Théorème suivant, dû à R.C Cowsik. 
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THEOREME 30 : La sous-variété fermée Z de M(2) x M(2) définie par 

les équations 

X.Y = Y.X = 0 

est réduite au point (0,0) 

Soit I l'idéal de Z , c'est à dire l'idéal de k JX^ >̂ ij] engendré 

par les coefficients des matrices X.Y et Y.X , 1̂  l'idéal de k j x „ , Y ^ 

engendré par les X^j , 1^ l'idéal de k£x^_.,Y„J engendré par les 

, I3 l'idéal de k j x ^ . Y ^ engendré par I , det(X) , det(Y) . 

Alors on a 

i = 1 , 0 1 ^ 1 3 

Il est immédiat que I C 1̂  H ^ H 1^ , et il suffit de montrer que 

I1AI2AI3 C I . 

Soit f un élément de 1̂  f\ 1^ C\ 1^ . Puisque f est dans 1^ , on peut 

écrire 

f = a + b.det(X) + c.det(Y) , 

a étant un élément de I , b et c des éléments de kjX^,Y„"J . Puisque 

f est dans 1̂  , c.det(Y) est aussi dans 1̂  . Donc c aussi, det(Y) 

n'y étant pas et 1̂  étant premier. On en déduit que c.det(Y) est dans 

I : en effet, si Av désigne la matrice des cofacteurs de Y , on a 

Ay.Y = det(Y).Id , 

d'où 

A^T.X = X.det(Y) , 

ce qui prouve que 

det(Y).I1 C I . 

De même, b.det(X) appartient à I . Donc f est un élément de I , et 

i, r w 2 m 3 c i . 

Puisque I = I1 f\ I2 H I^ ; et que les idéaux 1^ et 1^ sont premiers, 

il reste à montrer que 1^ est premier. 

Regardons d'abord Z de plus près. Il possède trois composantes irréduc-

tibles de dimension 4. Ce sont les sous-variétés TT̂  (0) , (0) , et 

Z\jr^(0) U T\^\o) (TT̂  et désignant les restrictions à Z des projec

tions M(2) x M(2) 2>M(2) ) . Pour voir cela on peut par exemple étudier 

les fibres de TT̂  . On pose 

WQ = Z TT'̂ O) U TT~ ̂(0) . 

Soit W la sous-variété réduite de M(2) x M(2) définie par le sous-en

semble de M(2) x M(2) sous-jacent à WQ . Il suffit de montrer que l'idéal 

de W est 1^ . 
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Soit 
p : R 2 xlR2 x (R2 >M(2) x M(2) 

( ( r ^ M s ^ M t ^ t , ) ) >( L 8 i . t o V S i . t i 

rrVci 
r1.s1.to 

- r r s 0 . t l 

г Г 8 о - £ о 
(ce morphisme induit le plongement de Segree 
Alors son image est une sous-variété de M ( 2 ) x M ( 2 ) , de dimension 4 , con

tenue dans W , donc égale à W . Le noyau du morphisme 

p* : k[x..,Y.:j—^k[r0,So,r1)Sl,t0,tl] 

induit par p est donc J . L'image S de p* , qui est isomorphe à l'anneau 

des fonctions régulières sur W , est la sous-algèbre de 

k jr^,r^ ,SQ,S.J ,t^,t^ engendrée par les monômes du type 

a0 «1 60 61 > Y , 

ro -ri -so -si -'o ''l ' 
avec 

a 0 + a , = $ Q + g , = y 0 • y, • 

Ces monômes constituent une base du k-espace vectoriel S 

Pour u , v , w dans > on note P(u,v,w) l'unique monôme X^j 
(ou Y..) tel que p*(X..) = r .s .t .On déduit aisément de ce qui 

I J N K I J u v w 
précède que J est engendré par les éléments de la forme 

n n 
ïï P(u.,v.,w.) - TT P(uï,v!,w!) , 

. 4 1 i* 1 . „ î î î 
i=1 i=1 

avec 

n n n n n n 
Z u . = Z u! , Z v. = Z vï , Z w. = Z wï . 
. „ i . „ i . „ î . * i . 4 1 . . 1 
i=1 i=1 1=1 i=1 i=1 i=1 

Il reste à montrer que ces éléments sont dans 1^ 

En faisant un raisonnement par récurrence sur n , on se ramène à 

prouver que 

P(u(|,v1,w1).P(u2,v2,w2) - (P(uj,vj,wj).P(uJ,v»,wp 

est dans 1^ , si 

U1 + U 2 " U1 = U 2 ' V1 + V 2 = V1 + V 2 ' W1 + W 2 = W1 + W 2 ' 

On le montre aisément en examinant chaque cas. 

Ceci achève la démonstration du Théorème 30. 
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I.- MORPHISMES FORMELLEMENT LISSES 

Soit J\j la catégorie des k-algèbres commutatives artiniennes locales, 

F et G des foncteurs covariants 

J\J *Ens , 

<|> : F >G 

un morphisme de foncteurs. 

On dit que (j) est formellement lisse si étant donnée une suite exacte 

A—P-^A0 ;>0 

d'éléments de A , des éléments fQ de F(A^) , g de G(A) tels que 

G(p)(g) = «Â V > 

il existe un élément f de F(A) tel que 

<t>A(f) - g . 

F(p)(f) = fQ . 

Autre définition équivalente : 

Etant donnée une suite exacte 

0 
d'éléments de J\> , on a un diagramme commutatif 

F (A) >F(. ) 

i <J 

G (A) ^ ->G(A0) 

et donc une application canonique 

F(A) >F(Ao> XG(A ) G(A) * 
Alors le morphisme de foncteurs (j) est formellement lisse si et seulement 

si pour toute suite exacte A >A^ >0 , cette application est 

surjective. 

Si 2 est une catégorie contenant J{j , on définit de manière évidente 

les morphismes formellement lisses de foncteurs 2 »Ens 

On étend aussi de manière évidente la notion de morphisme formellement 

lisse à des foncteurs contravariants 

^ »Ens , 

étant une sous-catégorie pleine de k-Sch, la catégorie des k-schémas 

noetheriens. 
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Quelques propriétés des foncteurs formellement lisses 

1. Soit (j) : F »G un morphisme de foncteurs covariants A — —*Ens 

Supposons F et G représentés par des k-algèbres commutatives locales 

de corps résiduel k , B_, et B respectivement. 

Alors (j) est induit par un morphisme de k-algèbres locales 

p : B G > B F , 

et (f) est formellement lisse si et seulement si p l'est (au sens de 

SGA I, Exp. 3 ) . 

En particulier, B est lisse sur k (resp. intègre, sans éléments 

nipotents) si et seulement si B l'est. 

2. Soit <f> : F >G un morphisme de foncteurs contravariants € >Ens 

Supposons F et G représentés par des k-schémas noetheriens YF et YG 

respectivement. 

Alors (f) est induit par un morphisme de k-schémas. 

P = *F >*G > 

et le foncteur (f) est formellement lisse si et seulement si p est un 

morphisme lisse. 

En particulier, si x est un point de YF , Yp est lisse (resp. 

irréductible, réduit) en x si et seulement si Yç l'est en p(x) 

II.- EXTENSIONS 

(Narasimhan-Ramanan [2(5) et Ramanan £3lJ ) 

Soit Y une variété algébrique, et V , W des fibres vectoriels sur 

Y . Les extensions de W par V sont classifiées par H (Y,Hom(W,V)) 

On pose H = H1(Y,Hom(W,V)) . On note pv et P^ les projections 

H x Y >Y et H x Y >H . 

PROPOSITION 1 : II existe un fibre vectoriel E sur H x Y et une suite 

exacte de morphismes de fibres vectoriels 

0 >p*(V) >E >p*(W) >0 

telle que pour tout point h de H , sa restriction à jhj X Y : 

0 >V >EC —>W >0 

soit associée à l'élément h de H (Y,Hom(W,V)) 

Comme R1pY*(p*(Hom(W,V)) = 0 si i > 0 , on a un isomorphisme 

H1 (H x Y , p*(Hom(W,V)) ) =t H1 (Y , py*(0/) H Hom(W,V) ) . 

198 



APPENDICES 

Mais on a H C pv*(^) , donc I„ définit un élément de 

H (H x Y , Hom(py*(W),p*(V)) ) . Il suffit de prendre l'extension de 

p*(W) par Py(V) définie par cet élément. 

Ce résultat se généralise : 

Soient S et T des variétés algébriques, V (resp. W) un fibre vectoriel 

sur S x Y (resp. T x Y) , tels que dim(H1(Y,Hom(Wt,Vg)) ) soit indépen

dant du point du point (s,t) de S x T 

On note P s x x ' PT ' PS ^eS ProJecti°ns S x T x Y *SxT , 

S x T ->T , S x T >S respectivement. 

On pose 

F - R1(PSxT)* (Hom(p*(W),p#(V)) ) . 

C'est un fibre vectoriel sur SxT .On note TT : F >SxT la projection. 

PROPOSITION 2 : Si. on a pour i = 1 , 2 , 

hX(SxT, (pSxT)^(Hpm(p^(W),p^(V))) 8 F*) = 0 , 

il existe un fibre vectoriel E sur Fx Y (considéré en tant que variété 

algébrique) et une suite exacte 

0 >7T#(p£(V)). >E >irr(p£(W)) > 0 

telle que pour tout point (s,t) de SxT et tout élément 

h de F(g t) = H1(Y,Hom(Wt,Vg)) , sa restriction à [h] x Y : 

0 >W *E, > V >0 

t h s 
soit associée à h 

On a, pour tout i > 0 , 

Ri(/xIY)A(ïï^(Hom(p^(W),p|(V)) ) = 0 , 

donc on a un isomorphisme canonique 

H1 (Fx Y , Tr%om(p^(W),p*(V))) ) ~ H1(SxTxY, Hom(p^(W) ,p|(V) ) 19 (TT X Iy)^ (&)). 

D'autre part, d'après les hypothèses, on a 

H1(SxTxY , Hom(p^(W),p^(V)) 8 P§xT(F*)) 

* H1 (SxT, R1(pSxT),c (Hpm(p|(W),p|(V))) 8 F*)) 

- H ^ S x T , F 8 F*) . 

Comme p* _(F*) C (TT X T) . (0") , T déf init un élément de 
1 b X 1 . . Y x r 

H (Fx Y, Hom( ÏÏ (p*(W)), ïï^(p|(V)))) . Il suffit de prendre l'extension de 

Tr̂ (prr(W)) par TT *(p#(V)) déf inie par cet élément. 

Les hypothèses de la Proposition 2 sont vérifiées dans les cas suivants : 

(i) Pour tout élément (s,t) de SxT , on a 

Hom(W , V ) = fol . 
t s 1 ' 

(ii) S et T sont affines. 

1 
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REMARQUE 1 : Il existe des analogues "projectifs" des Propositions 1 et 2 : 

Les hypothèses de la Proposition 2 étant vérifiées, on note O^O) le fibre 

tautologique du fibre en espaces projectifs P(F) : pour tout point (s,t) 

de SxT , et tout point h de F, . , on a &( 1 ), = h* . Soient 

7T : P(F) >SxT et Pp(F) : P(F)xY >P(F) les projections. 

Il existe alors un fibre vectoriel E sur P(F)xY et une suite exacte 

0 >7T*(p*(V)) 8 P*(F)«^(1) ) >E MT*(pT(W)) > 0 

telle que pour tout point (s,t) de SxT et tout point h de 

P(H1(Y, Hom(W .V )) ) = P(F, . , sa restriction à fhixY : 
t s (s,t; 1 J 

0 >V B h* >E/e > 0 

soit associée à l'inclusion h«= (Y,Hom(Wt, Vg) ) (qui est un élément de 

H1(Y,Hom(Wt,Vs S h*)) ) . 

(Démonstration analogue à la précédente.) 

REMARQUE 2 : On suppose que S = T . On note p : T x Y >T la projection. 

On suppose que dim(H (Y,Hom(Wt,Vfc)) est indépendant du point t de T .On 

pose 

F = R1(pTU(Hom(W,V)) , 

c'est un fibre vectoriel sur T . On note : F *T la projection. 

Le résultat suivant se prouve comme la Proposition 2 : 

Si pour i = 1 , 2 on a h1(T,pT*(Hom(W,V)) » F*) = 0 , il existe 

un fibre vectoriel E sur F x X et une suite exacte 

0 >7T*(W) > E >tt * ( V ) ^ 0 

telle que pour tout point t de T et tout élément h de 

Fh = H1(Y,Hom(Wt,Vt)) , sa restriction à {h} xY : 

0 > W > E >V *0 

soit associée à h 

Cet énoncé a bien entendu un analogue "projectif" évident. 

Pour finir, la 

PROPOSITION 3 : Soient V et W des fibres vectoriels simples SUT Y 

On suppose que tout morphisme non nul V »W est un isomorphisme. On 

considère deux extensions de W par V : 

0 >V—i—>E >W > 0 et 

0 >V q >F >W VO , 

auxquelles sont associées respectivement les éléments e et f de 

H1(Y,Hom(W,V)) . 

Alors les fibres E et ¥ sont isomorphes si et seulement si il existe un 

élément c de k* tel que e = c.f 

200 



APPENDICES 

Il est immédiat que si e = c.f , E et F sont isomorphes. 

Réciproquement supposons que E et F soient isomorphes. Soit 

p : E >F un isomorphisme. On peut supposer que la deuxième extension est 

non triviale. Le morphisme g = q °p ° i : V >W est nul où bien c'est 

un isomorphisme. Si c'est un isomorphisme, V = p ° i ° g ^ : W >F 

est tel que q o y = , ce qui entraine que la deuxième extension est 

triviale. Comme ce n'est pas le cas, on a g = 0 , et par conséquent p in

duit un isomorphisme V , qu'on peut supposer être 1^ , et un 

isomorphisme W * W , qui est une homothétie de rapport non nul. 

On en déduit immédiatement la Proposition 3 . 

III.- MORPHISME DE DEFORMATION INFINITESIMALE 

(Voir [27] , [21] ) . 

Définitions 

Soit r un entier, r^2 

Soient S et T des variétés algébriques lisses et E un fibre vectoriel 

de rang r sur SxT . Il existe un recouvrement ouvert fini (W.). _ T de 
& 1 1 C I 

SxT et un fibre vectoriel F sur T tels que pour tout i dans I il existe 

un isomorphisme 

fi : E w.. ^ ] W. ' 

(p^ désignant la projection SxT >T) 

Pour tous i , j dans I soit 

g : w O W >P;<End<F)) I 
I 1 j 

yi *f. 0 fTi . 

1 ly jy 

C'est un morphisme de variétés algébriques. 

On en déduit un morphisme de fibres vectoriels sur W. D W. 

d*ij ; Ps(V| w.nw. > P Î < i a a < F » | 
1 J 

w . n w . 
1 J 

(pg désignant la projection SxT »S) 

Pour tout ouvert U de S on obtient donc une application linéaire 

n.. : H0(U,TQL). >H°(W.nw. P|(UXT),End(E)) 

ij t> j u 1 j 
s 1 -> (y ^fT1 o dg. . (s(y)) o f . ) 

Il est aisé de voir que les n^j satisfont la condition de cocycle 

n.. = n . . + T i sur W . O W . n w A(UxT) 
îk ij jk 1 j k 

pour tous i , j , k dans I 
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Les rî j définissent donc une application linéaire 

: H^U.Tgjy) »H1(UxT,End(E)) . 

Ces applications définissent un morphisme de faisceaux 

n : Tg ->R1ps*(End(E)) , 

appelé le morphisme de déformation infinitésimale de E , considéré comme une 

famille de fibres vectoriels sur T paramétrée par S 

Evidemment on peut montrer que n est indépendant du choix de ^j^i^i 

et de F . 

En chaque point s de S , on a une application linéaire 

T1S : Tgs > H1(T,End(E,)) 

(Eg désignant la restriction de E à {s]x T)#, appelée l'application de défor

mation infinitésimale de E au point s 

Exemple : Si E = p*(Ef) , pT désignant la projection SxT >T , Ef 

étant un fibre vectoriel sur T , il est aisé de voir que n = 0 

Propriétés fonctorielles 

Soit f : S -̂S' un morphisme de variétés algébriques lisses, Ef un 

fibre vectoriel sur S1 xT .On suppose qu'il existe un fibre en droites 

L sur S , et un isomorphisme de fibres vectoriels 

Y : E H p * ( L ) — >(f xIT)*(Ef) . 

Soient ri et n 1 les applications de déformation infinitésimale de E et E*, 

Alors le diagramme 

T(f)s 

TSs ^TS' ,f (s) 

n1 
f(s) 

H (T, End (Eg) ) > H (T, End (E1 f (g) ) ) 

est commutatif. On en déduit en particulier la propriété suivante : 

n est invariant sous l'action de Aut(E) (induite par 

l'action de Aut(E) sur H (T,End(Eg)) ) . 

Extensions 

1 - Soient E , E" des fibres vectoriels sur T et soit 

0- >p*(E) * >p*(E") »0 

une suite exacte sur SxT .On peut considérer que ÏÏ est un morphisme 
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S->Hom(E,E") , 

et par conséquent, pour tout élément s de S , on a une application linéaire 

T(TT) : T C ->Hom(E,E") , 
s Ss 

définissant une application linéaire 

f : T S G >Hom(E^,E") . 

On a d'autre part un morphisme de liaison 

Soit 

3 : Hom(E^,E") »H1(T,End(E^)) 

ns : Tgs >H1(T,End(E^)) 

1fapplicatioti de déformation infinitésimale de E' en s 

PROPOSITION 1 : On a n = - 3 ° f . s 

Soit U un ouvert de Hom(E,E") constitué de morphismes surjectifs et 

contenant Tr(s) . On considère la suite exacte sur UxT 

0 *V *pJ.*(E) ^ ( E " ) >0 

(p,J, désignant la projection UxT >T) , avec V = Ker(p ) , étant défini 

par 

pujt(e) = ut(e) , 

pour tous u dans U , t dans T et e dans E 

On a, en notant aussi TT le morphisme 

if 1(U) >U 

induit par TT , 

TT = (TFX IT)*(p ) 

donc en utilisant les propriétés fonctorielles de n , on voit aisément 

qu'il suffit de montrer que 

ri , N = - 9' o f , 

3', f, T), v désignant les applications linéaires analogues à 3,f,ri 
\S) s 

correspondant à la suite exacte 

0 >V *P^*(E) >p^*(E") >0 , 

et au point TT(S) de U 

L'ouvert U peut être choisi de manière qu'il existe un recouvrement ouvert 

fini ^Ti^i^x ^e T te* ̂ Ue "̂eS ProPriétés suivantes soient vérifiées : 

(i) V„ ïï(s) T. est isomorphe à 

(ii) Il existe un morphisme de fibres vectoriels 

a. : E" 
i т. » E T . 

1 1 tel que pour tout point u de U , u o soit un automorphisme de E" L, , 

et que ' 1 
TT(S) o ai = IE„ T. ' 

i 
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(iii) Si g : U >End(E 

ui > I - ai o(u o ai) o ( U - T T ( S ) ) , 

alors pour tout u dans U , g(u) est un automorphisme de EJ^ 
I i 

Pour tout u dans U , on pose 

On a 

f.(u) = g.(u) 

U o f . = u 

ïï(s) 

- (u o aO o(u oa.) o(u - T T ( S ) ) 

ÏÏ(S) V7T(S) 

|VTT(S) 

" U v , , 
7T(S) 

= o , 

donc on peut considérer que f. est un isomorphisme 

V | u x T . • 

Avec les notations précédentes, pour E = V , on a 

gij = h ' fj > 

d°nC d8ij7r(s) = TU*(S) = H 0 I » ( E ' E " ) E n d ^ ( s ) ) 

est donné par 

dg. . , v = df. , . - dg. , x o*iï(s) 

6ljïï(s) J 7 T ( S ) 61ÏÏ(S) 

(df. , . : TTT , * ^Hom(V , . ,E) , 
J T T ( S ) UÏÏ(S) R T T ( S ) ' ' 

dgiTT(s) : T UTT(S) 
-*End(E) ) 

= (dgj - dgi> o TT(S) 

Mais dg. , v = - a. © du , ce qui prouve que (dg.. ( .) est l'image par 

8 du cocycle - duoTT(s) 

On en déduit immédiatement la Proposition 1 . 

Déformation des fibres vectoriels sur une courbe algébrique 

Soit S une variété algébrique irréductible, E un fibre vectoriel sur 

SxX . 

Le degré de Eg est indépendant de s , car S est irréductible. On le 

note d . Le fibre en droites det(E) sur SxX définit un morphisme 

y : s >J(d) , 

associant à un point s de S la classe d'isomorphisme du fibre en droites 

det(E ) sur X . 
s (d) 1 

Le fibre tangent de J est le fibre trivial H (X,cO . On a donc 

un morphisme de fibres vectoriels sur S 

T W ) : Tc >Oa H H'(X,eO 

et en chaque point s de S une application linéaire 

T W s : Ts > H 1 ( X , C 6 . 
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On note ns : Tg* ^H^(X,End(E)) l'application de déformation infinité

simale de E en s , et Trg la trace End(Eg) >Qf . C'est un morphisme 

surjectif de fibres vectoriels sur X , dont le noyau est noté Ad(Eg) 

PROPOSITION 2 : On a 

T(det) = H1(Tr ) o n 
s s s 

On admettra le résultat pour le fibre de Poincaré sur J , et on mon

trera que le cas général en découle. 

On peut évidemment supposer d aussi grand qu'on le veut, et en utilisant 

le lemme 1.23 , en remplaçant S par un ouvert de S contenant s , on 

peut supposer qu'on a une suite exacte sur SxX 

0 ^ 0 8 kr_1 ^E >oé >>0 , 

étant un fibre en droites et r = rg(E) 

Soit ( W ^ ) ^ j un recouvrement ouvert fini de SxX tel que pour tout i 

dans I , on ait un isomorphisme 

f. : E[tt > Cfa kr . 
i W. 

. 1 
r r— 1 

On pose k = k ® k .On peut supposer qu'on a un diagramme commutatif 

avec lignes exactes 
0 ^ C B kr_1 Ï&B kr sÇr >0 

A /K 

f . C . 

1 1 
0 ^ 5 l k r _ 1 * E | W ^ 0 

I i i 
c^ étant un isomorphisme. On en déduit immédiatement que H^(Tr)gon g 

n'est autre que l'application de déformation infinitésimale de au point 

s . Pour montrer que c'est T(det)g il reste à utiliser les propriétés fonc-

torielles de l'application de déformation infinitésimale et le fait que la 

Proposition 2 est vraie pour le fibre de Poincaré sur J 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 2. 

REMARQUE : pour le fibre de Poincaré sur , la Proposition 2 est une 

conséquence de la construction de 

Conséquences : 

a) Si la classe d'isomorphisme de det(Es^) est indépendante de s , 

n.s est à valeurs dans le noyau de (Tr ) , qui n'est autre que 

1 . S 

H (X,Ad(Eg)) si r n'est pas un multiple de car(k) 

b) En utilisant la Proposition 2 le lecteur démontrera aisément les assertions 

non démontrées au début du Chapitre VI de la première partie, concernant 

les variétés U(r,L) 
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