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INTRODUCTION

Ces trois volumes (n°100,101,102) réunissent les actes du colloque de Luminy
(du 6 au 11 juillet 1981) intitulé Analyse et topologie sur les espaces singu-
liers. Plusieurs thémes ont été abordés lors de ce colloque et nous allons les

décrire briévement :

On sait que les complexes de faisceaux de solutions des complexes différen-
tiels linéaires holonomes et réguliers ont une cohomologie analytiquement cons-
tructible. Cette correspondance dite de Riemann-Hilbert établit une équivalence
entre complexes constructibles et complexes holonomes réguliers. Dans cette cor-
respondance, & un module holonome régulier est associé un complexe constructible
qui a en général plusieurs faisceaux de cohomologie non nuls. Ces complexes
constructibles particuliers sont appelés des faisceaux pervers et peuvent &tre
caractérisés en termes purement topologiques. Cette caractérisation a son tdur,
a un sens pour les complexes constructibles de faisceaux étales sur une variété
non nécessairement lisse définie sur un corps quelconque, fini par exemple.

On a donc une notion de faisceaux pervers étales et on démontre que cette caté-
gorie de complexes bien qu'elle ne corresponde plus & des modules différentiels
est en fait une nouvelle catégorie abélienne. Un des intéréts de ces faisceaux
pervers étales est que les théorémes généraux de passage de la caractéristique
o & la caractéristique p par spécialisation, permettent d'obtenir des ré-
sultats sur les faisceaux pervers sur le corps des complexes, lorsqu'on sait dé-
montrer ces résultats sur les corps finis. Le complexe d'intersection dont
1'hypercohomologie est 1'homologie d'intersection est un faisceau pervers qui
se spécialise sur les corps finis en le complexe d'intersection étale. Or, on a
sur les corps finis une notion de pureté des complexes de faisceaux étales en
considérant l'action du Froberius sur les tiges de la cohomologie. Le résultat
fondamental de Gabber est que le complexe d'intersection est pur. Il permet
en utilisant les théorémes de Deligne sur le comportement de la pureté par
image directe (conjecture de Weil) d'obtenir un théoréme de décomposition de
l'image directe d'un complexe d'intersection en somme directe de complexes
d'intersections a coefficients locaux. Ce théme de perversité, complexe d'inter-
section, pureté est exposé dans le gros article [1] . C'est le théme principal
de ce colloque.

Un théme dérivé est celui des différentes applications de 1'homologie d'in-
tersection & 1'étude des orbites nilpotentes [3] , i la théorie de Morse pour

les espaces singuliers [6] , et & la cohomologie L2 des quotients par les
groupes arithmétiques [19 .

I1 semble que l'homologie d'intersection porte dans tous les cas une struc-
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ture de Hodge, fait qui serait le pendant du théoréme de pureté de Gabber .
On ne sait pas le démontrer en général, mais dans [4] on propose une filtration
qui devrait &tre celle de Hodge et dans [5] et fjﬁ] on montre que l'interpré-
tation en terme de cohomologie L2 permet dans certains cas d'obtenir une
structure de Hodge.

Ces structures de Hodge sur 1l'homologie d'intersection devraient pouvoir se
décrire directement sur le module holonome qui lui correspond. C'est ce qu'on
tente de faire dans [4] . C'est ce qu'on fait dans [11] et [13] pour le module
holonome correspondant aux cycles évanescents.

A ce module correspondant aux cycles évanescents est associé un polyndme
dit polyndme de Bernstein , ou b-fonction dans le cas d'un point singulier isolé.
Dans [9] on relie ce polyndme & 1l'action de la monodromie sur les espaces de
cycles évanescents. Enfin les autres conférences se regroupent autour des thémes :
caractéristiques d'Euler Poincaré localesou globales[10], [7] ,[2], et cycles
évanescents [:12] et [14] .

Les Organisateurs,
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O. INTRODUCTION-

Il avait été d'abord prévu que O. Gabber soit coauteur du présent
article. Il a préféré s'en abstenir, pour ne pas &tre coresponsable
des erreurs ou imprécisions qui s'y trouvent. Il n'en est pas moins
responsable de bien des idées que nous exploitons et le lecteur lui
est redevable de nombreuses critiques qui, nous l'espérons, ont permis

d'améliorer le manuscrit.

Dans [4],[5],[(6] , M. Goresky et R. MacPherson ont défini et é&tu-
dié la cohomologie d'intersection d'espaces convenables X . Dans [4],
[5], X est une pseudo-variété PL :orientée, i.e. pour X de dimen-
sion n , un espace PL admettant un sous-espace PL fermé rare I
de dimension < n-2 dont le complément est une variété PL orientée
purement de dimension n . L'espace X est muni d'une stratification
S , i.e. d'une filtration par des sous-espaces PL fermés X
(0 <k <n), avec Xi > Xi-l ’ Xi—Xi_1 une variété purement de dimen-
sion i , et (X,S) équisingulier le long de Xi—Xi_l . On suppose que

X = X
n-1 n-2
tiers, telle que p, = 0 et que Pry1l = P OU pk+l), ils définissent

. Pour chaque perversité p (une suite Pyre--iPy d'en-

le iéme groupe IH E(X) d'homologie d'intersection de perversité p

de X comme le groupe des cycles singuliers PL de dimension i de

X qui intersectent xn—k selon une partie de dimension i—(k—pk) au
plus, modulo une relation d'homologie convenable. Ce groupe est indé-
pendant de S . Pour X normal (= 3 links connexes) et p = O (resp.
p maximal), ils montrent qu'on obtient les groupes de cohomologie
H“'i(x) (resp. d'homologie Hi(x)) . Dans [6], les conditions sur X
sont affaiblies, et ils prouvent l'invariance topologique des groupes
b (x) .

Le cas qui nous intéresse le plus est celui oll la stratification
S peut étre prise & strates toutes de dimension paire, et ol p est
la perversité intermédiaire, donnée avec les notations ci-dessus par
Pox = k-1 (et Por+1 = k-1, ou k , indifféremment). Nous noterons
IHi(X) les tensorisés avec (@ des groupes obtenus. Ils vérifient la
dualité de Poincaré ([4][5]). Aprés extension des scalaires de @ a
IR , on peut les interpréter comme des groupes de cohomologie L2 (voir
1'exposé deJ.Cheegerd cette conférence).

Soit X(€) 1l'espace topologique (topologie usuelle) sous-jacent
4 une variété algébrique complexe normale connexe, de dimension com-
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plexe n . On peut prendre S & strates algébriques, donc automatique-

ment de dimension réelle paire. Les groupes d'homologie d'intersection,
pour la perversité intermédiaire, sont donc définis. Pour X seulement
supposée irréductible, de normalisée X~, nous définissons

IH, (X(C)) :=IH, (X7(T)) .

Tensorisés avec T , ces groupes admettent une description en terme
de modules holonomes. Pour la donner, il nous sera commode de travail-
ler avec les modules holonomes algébriques (modules quasi-cohérents a
connection intégrable satisfaisant & une condition de finitude conve-
nable) . Supposons X plongé dans une variété algébrique 2 lisse
purement de dimension complexe d . On suppose X fermé dans Z. Soit
x° le lieu lisse de X et j le morphisme d'inclusion de x° dans
Z . A isomorphisme unique prés, il existe alors sur Z un unique mo-
dule holonome irréductible & support dans X , noté j!yxo , qui sur
x° coincide avec le module holonome gi;n(O) . Pour X compléte, on
a

d+n-i

IH, (X(T)) ® C© = H (Z, 2%(3 4 040))

Au membre de droite on prend au choix l'hypercohomologie de Z , muni
de la topologie de Zariski, & valeurs dans Q*(j!*OXo) , ou l'hyperco-
homologie de Z(T) , muni de sa topologie usuelle, & valeurs dans le

j!*oxo .
non nécessairement compléte, on obtient ainsi la variante des groupes

=

complexe de De Rham holomorphe a coefficients dans Pour X
d'homologie d'intersection, obtenue en considérant des chaines locale-
ment finies. Les groupes d'homologie d'intersection proprement dit
de X(T) s'obtiennent en prenant 1l'hypercohomologie & supports com-

*
pacts de Z(€) & valeurs dans Q (j,*Oxo) .

Les groupes IH(X(T)), non tensorisés avec € , admettent aussi
une description comme groupes d'hypercohomologie. On montre que pour
X une variété algébrique irréductible de dimension n , il existe un
unique objet IC de la catégorie dérivée D(X(L),®) , a& faisceaux de
cohomologie Ei(lg) constructibles et nuls pour i & [-2n,-r], vérifiant

les trois conditions suivantes.

(a) Il existe un ouvert de Zariski dense U de X tel que sur U(L)
IC soit isomorphe au complexe réduit au faisceau constant @ , placé

en degré -2n .

(b) Pour i > -2n , la codimension (complexe) du support du faisceau
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de cohomologie gi(lg) est > i-2n+l .

(c) Toute sous-variété irréductible Z de X , de codimension c¢ > O,
admet un ouvert dense V tel que les faisceaux de cohomologie & sup-
port Eé(m)(lg) soient nuls pour i < -2n+c .

Muni de 1l'isomorphisme (a), cet objet IC est unique & isomorphisme

unique prés, et on a

|
IH, (X(D)) = T " (X(E),I0) .

Il nous sera commode de numéroter autrement les groupes IHi(X(E)).

Dans la suite de cette introduction, nous poserons

o1 .
IH'™(X(@)) := IH _.(X(T))
et IC' = IC[-n], de sorte que
m i) = o, .
Les groupes IHi(X(m)) (resp. IH'i(X(E))) ne sont non nuls que pour

i €[0,2n] (resp. i € [-n,n]). Les conditions (b) (c¢) se récrivent
toute sous-variété irréductible propre Z de X , de dimension d ,
admet un ouvert de Zariski dense V tel que

(b') pour i > -4, El(lg') a une restriction a V(T) nulle ;

. i 0 =
(c') pour i < -4, EV(C)(IE ) =0 .

Soit X wune variété algébrique complexe. Nous définissons un fais-
ceau pervers sur X comme un objet K de la catégorie dérivée
D(X(C),®@ , & faisceaux de cohomologie giK constructibles et nuls
pour |i| assez grand (i.e., K € Dg(x(c),m)), vérifiant les condi-
tions (b") (c") suivantes : toute sous-variété irréductible 2Z de X,

de dimension d , admet un ouvert de Zariski dense V tel que
(b") pour i > -d, H (K)|V(T) =0 ;

i -
EV(E)(K) =0 .
Noter que, pour X irréductible, on n'exclut pas 2 = X . Pour X

(c") pour i <<«d ,

irréductible, IC' est un faisceau pervers.
La condition (b") équivaut a
dim Supp H'K < -i

(d'ol ﬂlK =Q pour i > 0). Une condition de ce type avait été intro-
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duite par M. Artin dans sa preuve du théoréme de dimension cohomologi-
que des variétés affines (SGA 4 XIV §2 & 4).

Des conditions du type (c") sont familiéres en théorie des fais-
ceaux algébriques cohérents, sous le nom de conditions de profondeur.

Les faisceaux pervers n'étant ni des faisceaux, ni pervers, la ter-
minologie requiert une explication. Le mot "pervers" n'enchante pas
certains de nous. Il vient de "perversité"; dans IHP(X), la "perver-
sité" p indique de combien on permet aux cycles de dévier de la
transversalité & une stratification. Pourquoi "faisceau" ? Si on tra-
vaille avec des coefficients complexes (plutdt que rationnels : rem-
placer DZ(X(E),Q) par DE(X(E),E)) , et que X est lisse purement
de dimension n , le foncteur M k—————a-QnM)[n](complexe de De Rham
analytique) est une équivalence de la catégorie des modules holonomes
(algébriques) a singularités réguliéres (y compris & 1'infini) sur X
avec celle des faisceaux pervers sur X . Pour X gquelconque, plongé
dans Z 1lisse purement de dimension d (X fermé dans 2Z), il faut
considérer les modules holonomes sur % & support dans X et le
foncteur M — % (M)[a]l [X(T) . Les modules holonomes sur X lisse
sont des faisceaux (de Dx—modules), et leurs propriétés suggérent
certaines de celles des faisceaux pervers. Par exemple les suivantes

(avec &8 nouveau @ comme corps de coefficients).
- Les faisceaux pervers sur X forment une catégorie abé&lienne.

- Ce sont des objets de nature locale : les catégories des faisceaux
pervers sur les ouverts de Zariski U de X forment un champ. Prendre
garde qu'il n'en va pas de méme pour les catégories dérivées

2 (u(D),@) -

- Pour j : U “——X , de fermé complémentaire i : F<—X , on dispo-
se d'un formalisme (foncteurs j,,j*,j*,i*,i*,i!) proche de celui des
faisceaux usuels. Nous noterons avec p en exposant @ gauche les ana-
logues pour les faisceaux pervers des foncteurs j,,j*,j*,i*,i*,i! .
La régle expérimentale suivante dit quels résultats sur les catégories
de faisceaux se généralisent aux faisceaux pervers : 1l'énoncé dual,
obtenu en remplagant les catégories de faisceaux par leurs opposées,

0] . . . . * s : -~ :
et en échangeant j, et Jyr @insi que i et 1i° , doit étre vrai.

Par exemple :

a) pour F faisceau pervers sur X , on dispose d'une suite exacte

*
o —PiPi'F - F > PjPyF

10
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(c'est vrai pour les faisceaux usuels, avec pour dual l'exactitude de
j!j*F — F —— i*i*F —— O ; par contre, pour les faisceaux per-
vers, on ne peut pas mettrecomme pour les faisceaux usuels un zéro &
gauche de cette suite duale);

b) pour F un faisceau pervers sur U , on dispose d'un morphisme
naturel (VI ple —_— pj*F . Dans le cas des faisceaux usuels,
c'est un monomoréhisme. L'énoncé dual : "c'est un épimorphisme" est en
général faux et, pour les faisceaux pervers, o n'est en général pas
un monomorphisme. Le foncteur J, : F——s Im(pj!F ——’pj*F) (pro-

longement intermédiaire) nous sera trés utile.

Pour X irréductible de dimension n , U un ouvert de Zariski
dense lisse et (@[n] le faisceau pervers sur U(E) défini par le

complexe réduit au faisceau constant @ placé en degré -n , on a

' (X = 3, @m0 .

A certains égards, les faisceaux pervers ont de meilleures pro-

priétés que les faisceaux usuels. En voici des exemples.

- Dans la catégorie abélienne des faisceaux pervers, chaque objet est
de longueur finie (cf. 1'énoncé analogue pour les modules holonomes) .

P

- Pour j : US—X 1l'inclusion d'un ouvert affine, le foncteur Iy

est exact.
- La dualité de Verdier sur Dg(x(m),m) transforme faisceaux pervers
en faisceaux pervers. Ceci explique la dualité de Poincaré en homologie

d'intersection, et est & rapprocher de l'existence d'une bonne dualité

pour les modules holonomes sur X lisse.

Tant les faisceaux usuels, constructibles, que les faisceaux per-
vers forment une sous-catégorie abélienne C de DE(X(E),Q) et, dans
les deux cas, on dispose de foncteurs gi ("faisceaux de cohomologie")
deDz(X(m),Q) dans C, obéissant é.un méme formalisme (suites exactes
longues, dévissage de K en les glK[-i],...) . La catégorie C des
faisceaux usuels est bien adaptée aux foncteurs d'images inverses,celle
des faisceaux pervers a la dualité de Verdier, et 3 1'étude de certai-
nes images directes (morphismes affines, cycles évanescents, théoréme
de Lefschetz difficile relatif,...).

1
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Pour X un schéma de type fini sur un corps algébriquement clos
k , le formalisme des faisceaux pervers se transpose sans difficulté en
cohomologie g-adique (2 premier a& 1l'exposant caractéristique de k).
Il s'agit de remplacer DE(X(E),Q) par la mz-catégorie dérivée
Dg(x’ml) . En particulier, on définit pour X irréductible des grou-
pes d'homologie d'intersection IHi(X,Qz) . Pour k=8 , ils sont ca-
noniquement isomorphes aux groupes IHi(X(E)) ® o, -

Pour un corps de base quelconque, on butte sur l'obstacle qu'il n'y
a pas, dans la littérature, de définition utilisable de DZ(X,QQ)
O. Gabber en a une, mais ne l'a pas rédigée. Heureusement, dans le cas
des corps finis, qui nous intéresse particuliérement, une définition
naive suffit. Elle suffit parce que, pour tout corps fini,
H* (Gal(K/k), Z /1) est fini.

Le résultat principal - plutdt un de ses avatars - est que pour Xo
de type fini sur k fini, tout faisceau pervers mixte simple Fo sur
XO est pur. La propriété "mixte" est stable par toutes les opérations
usuelles et de ce fait est en pratique toujours vérifiée ; "simple"
est en tant qu'objet de la catégorie abélienne des faisceaux pervers.
Pour XO irréductible, le faisceau pervers IC' est simple et mixte.
Soient g le nombre d'éléments de k , kX wune cldture algébrique de k ,

X=X Qk k et F 1l'image inverse de Fo sur X . La conclusion

pur" est une propriété locale qui, si X est compléte, assure que,
pour un enFier w (le poids de Fo), les valeurs propres du Frobenius
F*  sur H' (X,F) sont des nombres algébriques dont tous les conjugués
complexes sont de valeur absolue q(w+i)/2

En dimension un, ce résultat équivaut a [1] 1.8.4. I1 a ensuite été
obtenu dans des cas particuliers, liés aux variétés de Schubert, par D.
Kazhdan et G.Lusztig.La premiére démonstration générale est due & O-
Gabber; elle différe de celle donnée ici. Le théoréme fournit une abon-

dance de complexes purs, et donne par 13 quelque contenu & 1l'étude de
ceux-ci faite dans [1] § 6.

Passons en revue les paragraphes de ce travail.

Paragraphe 1 . Notre référence de base pour les catégories triangulées
est J.L. Verdier [10] . Le n°l.1 est consacré i des compléments,moti-
vations et exemples.

12
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Au n° 1.2, nous considérons une catégorie triangulée 0 munie
d'une sous-catégorie pleine ( , soumise aux axiomes (1.2.0)et (1.2.4(ii))
(sous-catégorie abélienne admissible ). Si A est une catégo-
rie abélienne ayant assez d'injectifs, et que D = D+(A) , identifiée
3 la catégorie des complexes bornés inférieurement d'objets injectifs
de A , pris & homotopie prés, l'axiome 1.2.0 assure que si X et
Y sont dans C et que f£f,g : X — Y sont des morphismes de com-
plexes homotopes, l'homotopie est unique & homotopie seconde prés :
deux homotopies Hy,H, de f & g sont reliées par une homotopie
seconde H' ; celle-ci & son tour est unique & homotopie troisiéme

prés, et ainsi de suite. Nous prouvons que ( est abé&lienne.

Chaque t-structure (1.3.1) sur D définit une sous-catégorie
abélienne admissible (1.2.5) C de D (1.3.6), appelée son coeur, et
on a une réciproque partielle (1.3.13). Soient A une catégorie abé-
lienne, (C wune sous-catégorie abélienne strictement pleine de A,
stable par noyaux, conoyaux et extensions, e% DC(A) la
sous-catégorie pleine de la catégorie dérivée formée des K tels que
les HiK soient dans C . La paire de sous-catégories pleines
(D§O(A),D30(A)) de DC(A) constitue une t-structure sur DC(A) , de
coeur C . Une régle expérimentale, illustrée par le n° 1.3, est que
ce qui vaut dans ce cadre vaut pour toutes les t-structures. Par
exemple : on dispose de foncteurs de troncation <t , d'un foncteur
cohomologique H° : 0 —— ¢ y+.+. - Exception : en 3.1, nous utilisons
des données supplémentaires sur D pour construire un foncteur natu-
rel Db(C) — D .

Nous étudions aussi comment un foncteur exact T entre t-catégories
(= catégories triangulées munies de t-structures) fournit un foncteur

Pp  entre leurs coeurs, et ses propriétés d'exactitude et d'adjonction.

Au n°® 1.4, nous donnons une méthode pour construire des t-
structures. Au § 2, elle sera utilisée pour construire des t-structures
de coeurs des catégories de faisceaux pervers. En gros, il s'agit,
étant donnés un espace topologique X , un ouvert j : U ¢&—» X et le
fermé complémentaire i : Fe—— X , de déduire une t-structure sur
D(X) d'une t-structure sur D(U) et d'une sur D(F) . Pour D(U) et
D(F) munies de translatées de leur t-structure naturelle (1.3.2), la
t-structure obtenue est déja non évidente.

Les besoins de la cohomologie f-adique nous forcent & nous placer
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dans un cadre plus abstrait, ol sont formalisées les relations entre

D(X) , D(U) et D(F) . C'est dans ce cadre que nous développons le for-
* !

malisme des foncteurs j,,j*,j*,i +i,+1° entre catégories de faisceaux

pervers, et celui du prolongement intermédiaire j,* .

Paragraphe 2 . Au n° 2.1, nous considérons un espace stratifié (X,S)
et itérons la construction 1.4 pour attacher 3 chaque fonction de per-
versité p : S — Z une t-structure sur D(X) . Il s'agit de recol-
ler les t-structures naturelles des D(S) (S une strate), transla-
tées de p(S) . Au n°® 2.2, nous considérons des schémas, et des t-
structures déduites par passage a la limite sur des stratificationsal-
gébriques de plus en plus fines des t-structures du n°® 2.1. Nous trai-

tons aussi du cas % ~adique.

Paragraphe 3 . Dans ce paragraphe, plus technique, nous donnons quel-

ques compléments. Le lecteur est invité & le sauter en premiére lec-

ture.

Au n°3.1, nous exploitons les catégories dérivées filtrées. Elles

nous permettent dans certains cas, pour 0 une t-catégorie de coeur

C , de définir un foncteur Db(C) —> D (3.1.10) . Pour qu'il soit

pleinement fidéle, il faut et il suffit que pourchaque i>O lefoncteur
C x C — (Ab) : X,Y t— HomD(X,Y[i]) soit effagcable (3.1.1.6).

Au n° 3.2, nous donnons un critére pour recoller des objets de la
catégorie dérivée donnés localement. Sous des hypothé&ses de nullité
de faisceaux EiRggg pour i < O, le recollement se fait aussi bien
que pour les faisceaux. Ceci s'applique aux faisceaux pervers. Le cas
g~adique avait été traité par une autre méthode en 2.2.19.

Au n°3.3, nous expliquons comment modifier le formalisme de la
cohomologie d'intersection quand les coefficients sont Z (ou Zﬁ)

plutdt que @ (ou Qz) .

Aux §§ 4 et 5, nous ne considérerons plus que des schémas de type
fini sur un corps k (sauf en 4.4) et que la perversité intermédiaire.
Au § 4, nous donnons des résultats géométriques : on ne perdrait guére
en généralité en supposant k algébriquement clos. Au § 5, k est un
corps fini, et les phénoménes é&tudiés sont arithmétiques (avec des con-
séquences géométriques aprés passage d la cldture algébrique de k).

14
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Paragraphe 4. Au n° 4.1, nous énongons le théoréme de M. Artin

(SGA 4 XIV 3.1) sur les images directes supérieures par un morphisme
affine dans son cadre naturel, celui des faisceaux pervers. En 4.4, un
théoréme analogue est prouvé pour le foncteur "cycles proches".

Au n°® 4.2, on donne des conséquences de 4.1 et de résultats con-
nus, dans le language des faisceaux pervers et de leur fonctorialité.

Au n°® 4.3, on montre que la catégorie des faisceaux pervers est

artinienne et noethérienne.

Le n® 4.5 est préliminaire 3 la preuve du théoréme de pureté
5.3.4. C'est une variation sur le théme : "le groupe de cohomologie de

dimension moitié est le plus gros et le plus intéressant"”.

Paragraphe 5 . Soient X, un schéma séparé de type fini sur un corps
fini k , kX une cldture algébrique de k et X sur k déduit de

XO par extension du corps des scalaires. Au n°5.1, nous rappelons cer-
taines des définitions et certains des résultats de [1], concernant

le formalisme des poids. Nous étudions aussi la relation entre fais-
ceaux pervers sur Xo et faisceaux pervers sur X munis d'une action

de Frobenius.

D'aprés'[l] 3.3.1, 6.2.3, si K, dans DZ(XO,EL) est de poids
<w , les H;(X,K) sont de poids < w+i . Pour KO un faisceau per-
vers, le théoréme 5.2.1 donne une réciproque de ce résultat, ou plutdt
de son dual (Hi remplacé par nt r et < par > ). Il s'agit de
tester sur les HO(U,K) , pour U affine étale sur X . Il y a lieu

© comme & un groupe de cohomologie de dimension moi-

de penser a ce H
tié. Pour U affine, il résulte de 4.1.1 que le foncteur

K +— HO(U,K) (K pervers) est exact a droite. On peut rapprocher son
rdle de celui des foncteurs "fibre en un point" pour les faisceaux

usuels (cf. 4.1.6).

® 5.3, nous déduisons de 5.2.1 que tout sous-quotient d'un

Au n
faisceau pervers mixte de poids < w est encore de poids <w (5.3.1),
que le prolongement intermédiaire préserve les poids (5.3.2, 5.3.3) et
que les faisceaux pervers mixtes simples sont purs (5.3.4). Si K, et
L, sont deux faisceaux pervers sur Xy le groupe des classes d'ex-
tensions (dans la catégorie abélienne des faisceaux pervers) de Ko
par L, est Hom(Ko,Lo[l]) , calculé dans la catégorie Dg(xo) . Uti-

lisant qu'une valeur propre de Frobenius de poids # O ne peut é&tre
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égale & 1, on prouve des nullités d'Extl qui assurent l'existence (et
la fonctorialité) sur tout faisceau pervers mixte d'une filtration par
le poids W , croissante, avec Gr? pur de poids i (5.3.5).

Soient K, dans DZ(XO,QQ) , HlKo ses faisceaux de cohomologie

Qes ¢&—faisceaux) et pHIKo ses faisceaux de cohomologie au sens
pervers (des faisceaux pervers). Supposons Ko mixte. Par définition,
K est de poids <w si et seulement si chaque HlKo est de poids

o

< w+i . En 5.4.1, nous prouvons qu'il est de méme nécessaire et suf-
fisant que chaque pHl(Ko) soit de poids « w+i (5.4.1). Par dualité,
"poids > w" peut aussi se tester sur les pHl(Ko) , alors qu'il ne

peut se tester sur les HlKo .

En 5.4.5 et 5.3.8, nous donnons deux résultats de semi-simplicité.
Dans chaque cas, on part de Ko sur XO , pur, et la conclusion porte
sur l'image inverse K de K, sur X : 1'hypothése est arithmétique,
la conclusion géométrique. En 5.4.5, on prouve que K est isomorphe a
la somme directe de ses pHi(K)[-i] . En 5.3.8, on prouve que chaque
pHiK est une somme directe de faisceaux pervers simples. Compte tenu
de ce que la pureté est stable par image directe par un morphisme pro-
pre, on en déduit des généralisations des théorémes locaux et globaux
des cycles invariants (5.4.7, 5.4.8, amplifiés par 5.4.9). En 5.4.10,

on prouve une version relative du théoréme de Lefschetz difficile.

Paragraphe 6 . Les résultats du § 5 ont des conséquences géométriques
pour la cohomologie des schémas de type fini sur la clbéture algébrique
IF d'un corps fini. Au n° 6.1, nous expliquons des méthodes pour trans-
férer ces résultats de IF 3 € . S'il s'agissait d'énoncés élémentai-
res de théorie des corps algébriquement clos, on pourrait simplement
arguer que T est isomorphe d un ultraproduit de cldtures algébriques
de corps finis. Les énoncés qui nous intéressent ne sont toutefois pas,
du moins de prime abord, équivalents d des énoncés élémentaires, et il
faut utiliser des résultats, de constructibilité notamment, auxquels
on peut penser comme exprimant une certaine calculabilité de la coho-
mologie t-adique.

Au n°6.2, nous appliquons ces principes. Les résultats essentiels
sont 6.2.5, 6.2.8, 6.2.9, 6.2.10.

Signalons que sur les points suivants, qui eussent trouvé leur

s

place dans ces notes, nous avons failli a la té&che.
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- La relation entre faisceaux pervers et modules holonomes. Comme in-
diqué dans cette introduction, elle a joué un rdle heuristique impor-
tant. L'énoncé essentiel est 4.1.9 (non démontré ici).

- Les foncteurs cycles évanescents (sauf un résultat partiel au n°4.4).
Modulo des définitions de catégories dérivées f-adiques utilisables,
et des définitions de morphismes "évidents" (i.e., il reste bien du
travail 3 faire), on connait des démonstrations pour les &noncés sui-

vants .

a) Soit X de type fini sur un trait (S,n,s) , et
RY : DE(X,QR) —_ DZ(szss’mk) le foncteur "cycles proches". Il
est t-exact, en particulier induit un foncteur exact entre catégories

de faisceaux pervers, et commute & la dualité de Verdier.

b) Si S est l'hensélisé en un point fermé& d'une courbe S, sur un
corps fini, que X/S provient par changement de base de Xy de type
fini sur Sl et que Fl est un faisceau pervers mixte sur Xl ; On
dispose d'une relation généralisant [1] 1.8.5 entre les filtrations

par le poids de Fl et de RWn(Fl[Xn) , et la monodromie.

Au n°6.1, nous n'avons pas non plus exposé comment transférer de

IF &8 T des conséquences géométriques de D).

Enfin, nous n'avons pas traité de la transformation de Fourier.

0.0. Notations et terminologie.

Le lecteur trouvera a la fin de ce travail un index terminologi-
que et un index des notations, contenant les principaux termes ou

notations nouvelles ou non standard utilisées.

Prendre garde qu'a partir de 1.4, nous notons en général simple-
ment f*,f*,f,,f! les foncteurs entre catégories dérivées de caté-
gories de faiéceaux notés d'habitude Rf*,Rf* (ou Lf*), Rf, et Rf!,
les foncteurs de méme nom entre catégories de faisceaux ordinairesé-
tant notés avec un o en exposant gauche (ils correspondent 3 la per-
versité O0).
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1. SOUS-CATEGORIES ABELIENNES D'UNE CATEGORIE TRIANGULEE.

1.1. Catégories triangulées.

Pour la définition et les propriétés fondamentales des catégories
triangulées, nous renvoyons a J.L. Verdier [10]. Notre but dans ce
numéro est d'expliquer les axiomes de Verdier - spécialement celui de

l'octaédre - et de donner quelques compléments.

1.1.1. Une catégorie triangulée est une catégorie additive D, munie

d'un foncteur de translation X +—— X[1] et d'un ensemble de "trian-

foncteur de translation soit une auto-équivalence de catégories et
que l'ensemble des triangles distingués vérifie les axiomes TR 1 &
TR 4 de [10]p%4.

Nous noterons X —— X[n] le niéme itéré du foncteur de transla-
tion (ne Z). Dans les diagrammes, une fléche de degré n sera affectée
de (n). Les triangles distingués seront souvent notés linéairement :

X — Y — 2 ill (ou simplement (X,Y,Z)) pour

Z

(1/ \
X Y

et on omettra de marquer (1) la fléche de degré 1, si cela ne crée
pas d'ambiguité. On pose Hom"™ (X,Y) := Hom(X,Y¥[nl).

La catégorie opposée D°PP ge D sera munie du foncteur de transla-
tion déduit de 1l'inverse de X +—— X[1]. Une fléche de degré n :X > Y
fournit donc dans D°PP une fléche du méme degré de Y dans X. Les tri-

angles distingués de ?°PP sont les triangles (Z,Y,X), pour (X,Y,Z)
opp
D

distingué dans D. Munie de ces triangles, est triangulée. Ceci

permettra des raisonnements par dualité.

Dans une catégorie triangulée, tout morphisme f : X - Y est la

=

base d'un triangle distingué (X,Y,Z), unique & isomorphisme (en géné-

ral non unique) prés (voir 1.1.10 pour un cas d'unicité). On appelle-
ra le 3™ sommet z le (ou, plus correctement, un) cbne de f. Un tri-

angle distingué (X,Y,Z) donne lieu pour tout T & des suites exactes
Hom(T,X) - Hom(T,Y) - Hom(T,Z) et Hom(Z,T) - Hom(Y,T) -» Hom(X,T) ;
les triangles distingués pouvant tourner (TR 2 : X Yy ¥y g est

distingué si et seulement si Y Yz g X[1] :HLll l'est), elles se

18



FAISCEAUX PERVERS

prolongent en suites exactes longues.

Les axiomes imposés aux catégories triangulées sont motivés par

=

les exemples 1.1.2 & 1.1.5 suivants.

1.1.2. Soient A une catégorie additive, et KA la catégorie suivante :
ses objets sont les complexes d'objets de A, et HomKA(K,L) est l'en-
semble des classes d'homotopie de morphismes de complexes de K dans L.
Le translaté K[1] de K est donné par k(1" = kP! , la différen-
tielle étant changée de signe. Si Z[1] est le complexe de Z-modules
réduit & Z en degré -1,c'est, avec les conventions de signes usuel-
les, ZI[1] QZK. Chaque suite exacte courte scindable degré par
degré de complexes O -+ K - L - M -0 définit un triangle : on choisit
un scindage s : M - L (pas un morphisme de complexes), et on définit
le morphisme de degré 1 de M dans K comme étant ds-sd. Les triangles
distingués sont ceux isomorphes & ceux ainsi obtenus. Le choix de si-
gnes fait colncide avec celui de [10], et différe de celui de [7]

ChI §2 et [8].

Pour tout morphisme de complexes £ : K » L, il existe f': K' >~ L',
isomorphe & f dans KA, tel gque chaque f'i : K'i > L'i soit un mono-
morphisme direct : ajouter & L le complexe homotope a zéro "cdne"
sur K et 3 £ le morphisme évident de K dans son cbne. Ceci explique

TR 1 : toute fléche est la base d'un triangle distingué.

1.1.3. Dans [10]p.13-19, J.L. Verdier explique comment d'une catégo-
rie triangulée en déduire d'autres par calcul de fractions. Pour A une

catégorie abélienne, la catégorie dérivée DA est la catégorie trian-

gulée déduite de KA en inversant les quasi-isomorphismes. Une suite
exacte courte de complexes O » K - L - M » O définit un triangle dis-
tingué dans DA([10] p.31).

1.1.4. Plus généralement, soit A une catégorie exacte au sens de
(D.Quillen, Higher algebraic K-theory I(p.15-16), dans Algebraic K-the-
ory I, p.77-139, Lecture Notes in Math. 341 (1973)). C'est une caté-
gorie additive, munie d'une classe E de "suites exactes courtes" vé-
rifiant des axiomes convenables. Soit (A,E) la catégorie des foncteurs
contravariants exacts a gauche (i.e. transformant suites dans E en
suites exactes O » F(C) » F(B) » F(A)) de A dans la catégorie (Ab)

des groupes abéliens. D'aprés loc. cit., les axiomes imposés 3 E équi-

=

valent 3 chacune des conditions suivantes :
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(a) il existe un foncteur pleinement fidéle F de A dans une catégorie
abélienne, avec FA stable par extensions, tel qu'une suite soit dans
t si et seulement si son image par F est exacte courte ;

(b) le foncteur A +—— hA de A dans (A,E)” est pleinement fidéle, et

une suite est dans E si et seulement si son image est exacte courte.

Supposons que tout morphisme de A admette un noyau. Un complexe K
d'objets de A sera dit acyclique si les suites
o - Ker(dn) > k" - Ker(dn+1) -+ 0 sont exactes courtes, i.e. si
1'image hK de K dans (A,E)” est acyclique. La sous-catégorie pleine
(acycl.) de KA formée cdes complexes acycliques est épaisse au sens de [10]
p-13 . La catégorie dérivée DA est la catégorie KA/(acycl.) déduite

de KA en inversant les morphismes dont le cdne est acyclique.

Exemple 1. Soient A une catégorie abé&lienne et FA la catégorie des
objets filtrés de filtration finie de A. Disons gu'une suite

0 > X £ vy9z->o0 d'objets de FA est exacte si gf = O et que les
suites 0 » Gr"x » Gr"Y -~ Gr’z > O sont exactes dans A. La catégorie

DFA est la catégorie dérivée filtrée, déduite de KFA en inversant les

quasi-isomorphismes filtrés.

Exemple 2. Soit A la catégorie des espaces de Banach. Les conditions

de 1.1.4. sont vérifiées si on prend pour suites exactes courtes les

suites O - X H vydz-o0 qui deviennent exactes quand on oublie la

topologie. Elles le sont aussi si on se limite & celles telles que la
projection de Y sur Z ait une section continue (non nécessairement

linéaire) .
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1.1.5. La catégorie homotopique stable (h. stable) est aussi une ca-
tégorie triangulée. Comme objets, on prend les paires (X,n),ol X est
un CW complexe fini pointé et n € Z. Le groupe Hom((X,n), (Y,m)) est
la limite inductive sur i des groupes de classes d'homotopie d'appli-
cations respectant le point-base : Sn+iX > Sm+iY.Le foncteur de trans-
lation est (X,n) —— (X,n+l1) = (SX,n) et les triangles distingués

sont définis & partir des plongements de sous-complexes X < Y

(triangles X< ¥ - ¥/X - SX ...).

Le foncteur HO : (X,n) +— H_n(x) (homologie réduite) est un
foncteur cohomologique ([10] p.10) : (h. stable) » (groupes abéliens).
La construction "complexe des chaines réduit” permet de le relever en
un foncteur exact ([10] p.4) : (h. stable) » D(groupes abéliens).

1.1.6. Le diagramme de l'octaédre est le suivant

R “’/\

(1) (1)

(calotte supérieure) (calotte inférieure)

les pourtours de ces deux carrés coincident ; les triangles marqués +
sont supposés commutatifs, ceux marqués d distingués. De plus, on
exige que coincident les deux fléches composées de Y & Y', via 2 ou
z', et les deux fléches composées de Y' & Y, via X ou X'. Si on né-
glige le degré des fléches, on voit que ce diagramme admet une symé-
trie d'ordre 4 : faire un quart de tour, et échanger les calottes

supérieures et inférieures (cf. 1.1.14).

L'axiome TR 4 des catégories triangulées affirme que tout dia-
gramme du type "calotte supérieure" peut se compléter en un diagramme
de l'octaédre. Le diagramme "calotte supérieure" consiste pour 1l'es-
sentiel en deux triangles distingués ayant un sommet en commun (on
compléte en ajoutant des fléches composées). La position des fléches
de degré 1 est imposée, mais on peut la changef en remplagant des
sommets par un translaté, et en utilisant 1l'axiome TR 2 pour faire
tourner les triangles distingués (attention aux signes). Par exemple,

un axiome équivalent & TR 4 (modulo TR 1 & TR 3) est :
TR 4'.Tout diagramme "calotte inférieure" peut se compléter en un
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octaédre.

A isomorphisme prés, se donner un diagramme "calotte supérieure"
revient & se donner X > Y » Z (batir des triangles distingués sur u
et v ; ils sont uniques & isomorphisme prés). Cela revient aussi 3 se
donner la calotte supérieure, complétée par le triangle distingué
(X,2,Y'). Que la calotte supérieure, complétée par (X,%Z,Y'), puisse
se compléter en un octaédre est la formulation de TR 4 donnée dans
[10].

1.1.7. Illustrons l'axiome TR 4. Dans le cas de la catégorie triangu-

lée KA de 1l'exemple 1.1.2., tout complexe filtré K 3 trois crans
0= W, < wo S W, < w2
définit un octaédre, de sommets les sous-quotients de K pour la fil-

tration W : pour X,Y,Z,X',Y',Z', prendre Wo,wl,W2,W2/wl,W2/WO'W1/Wo

= K, de filtration scindable degré par degré

(le pourtour X,Z,X',Z2' étant donc GrOK,K,Gr K,Ger . L'axiome ré-

2
sulte de ce que toute chaine K - L » M de morphismes de complexes est
isomorphe dans KA & une chaine K' - L' » M' pour laquelle les

K'" > L'" et les L'" > M'" sont des monomorphismes directs.

Il est parfois commode de récrire comme suit le diagramme de
1'octaédre

e
Z’
Y/ \Y./)
(1.1.7.1) ) ? a"Z{j \‘
o \‘;.
X X'

Cette écriture met en évidence les morphismes de triangles distingués
(X,¥,2') » (X,2,Y') » (Y,2,X') » (2',Y',X') - & cela prés que pour
chacun de ces morphismes, un des carrés commutatifs correspondants
n'est pas en évidence. Une symétrie est par ailleurs rompue, de sorte
que le morphisme de triangles distingués (z',Y',X') - (2',X[1],Y[1])

qui compléte les précédents n'est pas, lui, en é&vidence.

1.1.8. On rapprochera (1.1.7.1) du fait que dans une catégorie abé-
lienne, deux monomorphismes composables X - Y -~ Z donnent lieu i un
diagramme de suites exactes courtes :
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o, P
N
\N

—
(1.1.8.1) Z
o/»x/ Ny
o’ %’

exprimant que (Z/X)/(Y¥/X) = Z/Y. Les diagrammes (1.1.7.1) et (1.1.8.1)
ont entre eux le rapport suivant. Soit un diagramme (1.1.8.1)dans la
catégorie abélienne C(A) des complexes d'objets de A. Chaque suite
exacte courte dans C(A) définit un triangle distingué dans D(A)

([10] p.31) et les triangles distingués déduits des suites exactes
courtes du diagramme (1.1.8.1) forment un octaédre (1.1.7.1). Voici

un cas particulier. Identifions la catégorie abélienne A & une sous-
catégorie pleine de DA, par A —— (le complexe réduit 3 A en degré O).
Pour toute suite exacte courte O A > B > C » O de A, il existe
alors une et une seule fléche d de degré 1 de C dans A telle que le
triangle A - B > C ¢ soit distingué : l'existence est cas particulier
du fait que toute suite exacte courte de complexes détermine un tri-
angle distingué ([10] p.31) et 1l'unicité résulte de 1.1.10 ci-dessous,
et du fait que pour A et B dans A, HoﬁI(A,B) est nul pour n < O (pour
n > 0, c'est le niéme Ext de Yoneda de A par B). Si on part d'un dia-
gramme (1.1.8.1) dans A, et qu'on compléte dans DA chacune de ses
suites exactes courtes en un triangle distingué, on obtient un dia-

gramme (1.1.7.1). C'est une conséquence de TR 4.

Proposition 1.1.9. Soient (X,Y,Z) et(X',Y',2') deux triangles distin-

gués, et g : Y > ¥' :

X u, v v 7 d

| i
£, (1) gl (2) h!

;' u' v v! E. a .

Les conditions suivantes sont équivalentes : (a) v'gu = 0, (b) il

existe f rendant commutatif le carré (1), (b') il existe h rendant

commutatif le carré (2), (c¢) il existe un morphisme de triangles

(f,9,h). Si ces conditions sont vérifiées, et que Hom-l(X,Z') =0, le

morphisme f(resp.h) de (b) (resp(b')) est unique.
L'exactitude de la suite

=

1(X,Z') > Hom(X,X') - Hom(X,Y') > Hom(X,Z') , appliquée & gu dans
Hom(X,Y') , montre que (a) « (b), avec unicité de f si Hom-l(X,Z') = 0.
Que (b) = (c) résulte de TR 2 : si f vérifie (b), il existe h tel que
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(£,9,h) soit un morphisme de triangle. La réciproque est triviale.
Enfin, un argument dual fournit (a) ¢ (b'), et 1l'unicité de h si
Hom ! (x,z') = o.

Corollaire 1.1.10. Soit X 3 v ¥z $ un triangle distingué. Si

Hom_l(x,z) =0 , alors

=

(i) le cbne de u est unique 3 isomorphisme unique prés ;

(ii) @ est 1l'unique morphisme x : Z » X[1] tel que le triangle

L3y ¥z % soit distingué.

Si dans 1.1.9. X = X' , Y = Y' et que f,g sont identiques, Z est
isomorphe & z' - d'ol Hom_l(X,Z') = 0 - et (i) résulte de 1l'unicité

de h. Pour (ii), on applique 1.1.9. a

x 4,y VvV, 5, 4,

)ll—‘%‘s‘{—l»z-L .

On a nécessairement h = IdZ , d'oi d = x .

Dualement, dans 1.1.10 , le cdne de v est unique a isomorphisme
unique prés.
La proposition suivante nous a été signalée par J.L. Verdier.

Proposition 1.1.11. Tout carré commutatif (X'Y'XY) peut se compléter

en un diagramme des 9 :

X'[1}=-->Y'[1]-->2"[1]-->X"[2]

4 + 4 - 4

xn > Y" A X"[l]
4 4 4 f

X Y Z X[1]
+ + 4 f

X! Y' 7" X'[1]

’

dans ce diagramme, les flé&ches pointillées se déduisent de fléches

pleines en appliquant le foncteur de translation, les carrés sont

commutatifs, sauf celui marqué - anticommutatif, et les lignes et co-

lonnes en traits pleins sont des triangles distinqués.

Choisissons des triangles distingués (x',Y',2'), (X,Y,2),
(X',X,X")y, (¥',¥Y,¥y"), (X',Y¥,A) de base les cdtés du carré commutatif
donné, et sa diagonale X' » Y. L'axiome TR 4 permet de compléter les

octaédres suivants :
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e s

Zl xll
(1) /Y'\‘ >‘A/) (2) /X\/’\Y B S
.Y~~.;_ » ~. N
xl/ \>~Yu xl/ \\;Z.A
N NS
(basé sur X' »> Y' > Y) (basé sur X' » X »> Y) ,

puis 1l'octaédre

/
(3) A~/' \\:Z" —
A TN
(L T~ g1

(basé sur X" - A > Y")

dans lequel le triangle distingué (A,Y",Z'[1]) se déduit par rotation
de (2',A,Y") dans (1) : on change le signe de la fléche : Z' > A,

Les triangles distingués requis apparaissent dans ces octaédres
(sauf que (2',%2,2") apparait sous l'avatar (2,2",z'[1]) ; on déduit
(z',2,2") de (2,2",2'[1]) en changeant le signe de la fléche ' - 2).

Pour prouver les (anti-)commutativités requises, on observe que
les fléches de X',Y',2' dans X,Y,Z constituent le composé des morphis-
mes de triangles (X',Y',2') Lll (x',Y,A) LZL (X,Y,2) figurant dans
(1) et (2), que celles de X,Y,Z2 dans X",Y",2" constituent le composé
des morphismes de triangles (X,Y,Z) 2) (X",A,2Z) Lil (x",y",z2") , et
que celles de X",Y",Z2" dans X'[1], Y¥'[1], 2'[1] constituent le com-
posé des morphismes de triangles
(x",x",z") 8) (a,y",z'[1]) 1) (x'[1],Y'[1],2'[1]) ol la derniére
fléche est déduite par rotation du morphisme de triangles de (1)
(z',A,Y") > (2',Xx'[1]1,Y'[1]). Dans le triangle distingué
(x'[1], ¥'[1], 2'[1]), la fléche de degré 1 différe par un signe de

la translatée de la fléche de degré 1 du triangle (X',Y',Z2'), ce qui
éme

explique 1l'anticommutativité du 9 carré.

Remarque 1.1.12. Un carré de suites exactes de complexes définit un
diagramme des 9 dans la catégorie dérivée. L'anti-commutativité du
géme carré précise 1l'anticommutativité des cobords correspondants.

Remarque 1.1.13. Dans les catégories triangulées usuelles (KA pour A
additive, DA pour A exacte, la catégorie homotopique stable,...) tout
diagramme du type "calotte supérieure d'un octaédre" peut se complé-
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ter en un octaédre pour lequel les triangles suivants sont distingués
Y — Y' — X' ® X[l]ill Y et
Y — Z0Z2' — Y' Lll+ Y

(les fléches sont celles de l'octaédre, sauf respectivement Y' » X[1],
et Z' » Y' , qui sont opposées & celles de 1'octaédre). Nous ignoronsce
qu'il en est en général. Si ces triangles devenaient utiles, il y au-
rait peut-étre lieu de renforcer 1l'axiome TR 4 des catégories trian-

gulées en redéfinissant "octaédre" pour que ces triangles soient dis-

tingués par définition des octaédres.

Remarque 1.1.14. Les diagrammes du triangle et de l'octaédre admet-
tent la généralisation suivante, dont ils sont les cas particuliers
obtenus pour N = 3 et N =4 . Pour N > 2 , le diagramme consiste en
(a) Pour chaque intervalle I de Z, avec O < # I < N , la donnée de
K(I).

(b) Pour I =[a,bl , et J = [c,d[ , définissons I < J :e(a < c et
b < d). On donne des fléches ¢ , : K(I) » K(J), pour I < J, telles
que Gp O = Opq et que wII=Id . Pour I = [a,bl , J = [c,dl et

1 051 = o .

(c) Pour I = [a,bl, définissons I* = [b,a+N[ . On donne des isomor-

b <c¢

phismes K(I*) = K(I)[1] qui, pour I < J, rendent commutatif le dia-
gramme :

K(I)[1]=————— R(I%)
l“’JI“] 1“’.}*1*
K(J) [1]=———— K(J*) -

(d) Pour a < b < ¢ < atN , le triangle de fléches ¢ :
K(la,bl) » K([la,c[) » K([b,c[) » K([b,a+N[) = K([a,b[)[1]

est distingué.

Un complexe filtré & (N-1) crans, de filtration scindable degré
par degré, définit un tel diagramme dans KA. Si la filtration W de K

est prise croissante, avec W,K = O et W K=K (i.e. Gr? K = O pour

N-1
i g [1,N-1]) , on a K([la,b[) =W _,K/W _ Kpour 1 <a<b <N et

K({0}) = K[-1]
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1.2. Sous-catégories abéliennes.

1.2.0. Soient D une catégorie triangulée et C une sous-catégorie
pleine de D. Nous supposerons que Hom™ (X,Y) : = Hom(X,Y[i]) est nul
pour i < O et X,Y dans C.

Exemple 1.2.1. D est la catégorie dérivée d'une catégorie abélienne A
et C = A, identifiée 3 une sous-catégorie pleine de D par le fonc-
teur A —— (le complexe réduit a A en degré 0).

Proposition 1.2.2. Soit £ : X ~ Y dans C . Complétons f un triangle
distingué X > Y > S > , et supposons que S figure dans un triangle
distingué N[1] - S » C » , avec N et C dans C :

Nt
\\\\\‘ ////// (les triangles marqués + sont
(1.2.2.1) o £ + R commutatifs, ceux marqués d
(1) z//////d“\\\\\\ sont distingués).
X __(_1)—____> Y
£

Alors, a[-1] : N >~ X est un noyau de f dans C, et 8 : Y - C un _co-
noyau.

Pour Z dans C, la suite exacte longue des Hom fournit gréce a

1.2.0. des suites exactes

0 -~ Hom '(2,S) > Hom(Z,X) - Hom(Z,¥) et
0 - Hom(Z,N) - Hom Y(z,S) + O
Elles montrent que (N,a[-1]) est un noyau de f . Un argument dual

montre que (C,B) est un conoyau.

Exemple. Pour A < D(A) (exemple 1.2.1), le cbne S de £ : X » Y est
le complexe X 9 Y (X en degré -1, Y en degré O). Il admet comme sous-
complexe Ker(f)[1l] = H_l(s)[l] et le quotient X/Ker(f) » Y s'envoie
quasi-isomorphiquement sur Coker (f) = HO(S) placé en degré O. On a un
diagramme (1.2.2.1).

1.2.3. Un morphisme £ : X - Y de C sera dit C-admissible, ou simple-
ment admissible, s'il n'y a pas d'ambiguité sur C, s'il est la base
d'un diagramme (1.2.2.1).Sif estun monomorphisme, on a d'aprés 1.2.2.
N=0, d'ol S3C, et (1.2.2.1) se réduit a un triangle distingué
(X,Y,C). Si £ est un &pimorphisme, on a C=0 , d'od N[1l]l= 5, et
(1.2.2.1) se réduit a un triangle distingué (N,X,Y). Réciproquement,

pour tout triangle distingué X Ly 52 4,
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avec X,Y,Z dans C, £ et g sont admissibles, f est un noyau de g, et
g un conoyau de f. D'aprés 1.2.0. et 1.1.10, d est déterminé par f
et g.

Une suite X - Y » 2 dans C est une suite exacte courte admissible

si elle se déduit d'un triangle distingué en supprimant la fléche de
degré 1.

Proposition 1.2.4. Supposons C stable par sommes directes finies. Les

conditions suivantes sont équivalentes :

(i) C est abélienne, et ses suites exactes courtes sont admissibles.

(ii) Tout morphisme de C est C-admissible.

Prouvons que (ii) = (i). D'aprés 1.2.2., tout morphisme de C a un
noyau et un conoyau et, pour prouver (C abé&lienne, il reste a vérifier
que Coim(f) 5 Im(f). Regardons (1.2.2.1) comme la calotte inférieure
d'un octaédre et appliquons TR 4' (cf.1.1.7.) pour la compléter en un

octaédre :

c Y c g Y
a
+ (V1s  + £
_ (1) ] d\
Nll_’ ‘——_‘——(I)X N [1] _—Q—Tf)x

D'aprés 1.2.2.,B8 est un épimorphisme, comme conoyau de f. D'aprés
(1.2.3), le triangle (I,Y,C) étant distingué, I est dans C et est
l'image de f. Dualement, le triangle distingué (N,X,I), déduit par
rotation de l'autre triangle distingué de la calotte supérieure, mon-
tre que I est coimage de f. Enfin, d'aprés 1.2.3., les suites exactes
courtes de C sont admissibles.

Prouvons que (i) = (ii). Les noyau N, conoyau C et image I de
f : X > Y fournissent deux suites exactes courtes O - N > X >~ I > O et
0O-+>I~>Y>C~> 0, soit deux triangles formant le diagramme calotte
supérieure ci-dessus. Appliquant TR 4, on en déduit la calotte infé-

rieure : f est admissible.

Définition 1.2.5. Une sous-catégorie pleine C de D est abélienne ad-

missible si elle vérifie 1.2.0 et les conditions équivalentes de 1.2.4.

1.2.6. Dans une catégorie triangulée D, on dira parfois qu'un objet Y
est extension de Z par X s'il existe un triangle distingué (X,Y,Z).
Une sous-catégorie D' de D est stable par extensions si pour tout tri-

angle distingué (X,Y,Z) avec X et Z dans D', Y est dans D'.
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1.3. t-catégories.

Définition 1.3.1. Une t-catégorie est une caté&gorie triangulée 0, mu-
nie de deux sous-catégories strictement pleines Dio et Dio , telles

que, posant p=" . = p=O[n] et 2" ;= Dio[—n], on ait
(i) Pour X dans Dio et Y dans Dil , on a Hom(X,Y) =0 .
(i1) on a 0=9 c p=! et 920 5 p21 |

(iii) Quel que soit X dans D, il existe un triangle distingué (A,X,B)

avec A dans Dio et B dans Dil .

On dira aussi que (Dio,Dio) est une t-structure sur 0. Son coeur

est la sous-catégorie pleine C:=Dio n Dio .

Exemples 1.3.2. (i) Soit A une catégorie abélienne. La t-structure
naturelle sur DA est celle pour laquelle (DA) =" (resp. (DA)Z") est 1la
sous-catégorie des complexes K tels que HiK = O pour i > n (resp.

i < n), i.e. quasi-isomorphes & un complexe K' nul en degrés > n

(resp. < n). Vérifions 1.3.1.(iii). Pour tout complexe K, le tronqué

K est le sous-complexe ... - K—1 - Ker(d®) - 0 » ... de K.

Tio

Prendre garde que dans [7] ce tronqué est noté o K . Dans [8], il
<0

est noté t,, . Posons t_ kK € (pA)O ,

_lK = K/T(

0] <0

K E(DA)Z-l et la suite exacte courte 0O -~ T,

K. On a T<O

T K >~ K ~» T, K > O four-

1

>1 [0}
nit le triangle requis. La vérification de 1.3.1(i) et (ii) est lais-
sée au lecteur.

(ii) Si (Dio,Dio) est une t-structure sur D, pour tout entier n,
(Oin,Din) en est une autre. On dira qu'elle se déduit de la premiére
par translation.

(iii) Ssi (Dio,Dio) est une t-structure sur D, alors (DiooPp,DiOOPP)
est une t-structure, dite duale, sur la catégorie triangulée opposée
p°PP | ceci permettra des raisonnements par dualité (un énoncé est dit
dual d'un autre s'il s'obtient en appliquant cet autre a la t-catégo-
rie duale).

Soit D une t-catégorie.

Proposition 1.3.3. (i) L'inclusion de =" dans D admet un adjoint 3

=

droite Ten ¢ et celle de D2" un adjoint & gauche Ton *

(ii) Quel que soit X dans D , il existe un unique morphisme

d € Homl(r>lx,r<ox) tel que le triangle
- - d

X — X — T X —

K 1

<0
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soit distingué. A isomorphisme unique prés, ce triangle est le seul

triangle distinqué (A,X,B) avec A dans Dio et B dans Dil .

Par dualité et translation, il suffit de vérifier (i) pour Dio .
Il s'agit pour chaque X dans D de trouver A dans Dio , muni de A > X

(la valeur de t_, en X), tel que pour tout T dans Uio on ait

(0]
Hom(T,A) — Hom(T,X). Soit (A,X,B) un triangle 1.3.1 (iii). La

suite exacte longue des Hom et les conditions 1.3.1 (i) (ii) montrent

gue Hom(T,A)—— Hom(T,X) : on a A = X. Ceci prouve (i), l'exis-

T
<0
tence d'un triangle distingué (r(OX,X,r>1X), et le fait que tout tri-

angle distingué 1.3.1 (iii) (A,X,B) est uniquement isomorphe a ce
triangle, aprés oubli de la fléche de degré 1. L'unicité de cette der-

niére résulte de 1.3.1 (i) (ii) et de 1.1.10 (ii).

1.3.4. Le triangle distingué (r< X,X,r>lX) montre que les conditions

[®)

suivantes sont équivalentes : (a) T<OX_= O, i.e. (a') Hom(T,X) = O

pour tout T dans piQ ;
(b) X — r>1X , i.e. (b') X est dans Dil. L'équivalence (a') « (b')

s'énonce : Dil est l'orthogonale & droite de Dio . Elle montre que

p2! est stable par extensions (1.2.6) . Dualement, 1,;¥ =0 & X est
dans Dio, Dio est 1l'orthogonale a gauche de Dil , et est stable par

>1

< .
extensions. En particulier, D—O et D—" sont stables par sommes direc-

tes finies.

<a <b . .
Pour a < b , on a D= < D= et il existe donc un et un seul mor-

phisme de T.aX dans T p¥ rendant commutatif le diagramme

riax _ fibx
/’/
Ny .
Il identifie T g% a T<aT<bX. Dualement, on dispose de Tiax — T>bX’

identifiant T>bX a T>bT>ax'

Pour tout entier a, on écrira T,4 POUr t et T.a pour Tt

>a+l <a-1

On déduit par translation du premier alinéa que X € p=@ équivaut a

T,,X¥ = 0 . Soit X dans p=% . si b>a, ona donc T,pX =0 . Sib <a,

— : <a oA
ona T>aT>bX = T>aX = 0 et donc T,p envoie D dans elle-méme.

Proposition 1.3.5. Soit a < b. Quel gue soit X dans D, il existe un

1__X rendant commutatif le dia-
<b >a

et un seul morphisme t__1 _, X —/8> 1
>a <b
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gramme
ribx —_> X — riax
riatibx —_— T:brzax .

C'est un isomorphisme.

La fléche de r<bX dans T,.X € 022 se factorise,de fagon unique,

s — <b . .
par T>aT<bX. Puisque T<aT<bX est dans D-", elle se factorise ensuite,

de fagon unique, par T<bT>aX' Appliquons TR 4 & 1<aX > r(bx + X . On
obtient 1'octa&dre -7 -
/7
Y
SN o
(1.3.5.1) T(bX T,..X
b, .—2>a
A S
T X Ty X
<a >b™

Dans cet octaédre, Y est a4 la fois T>aT<bX (& cause du triangle dis-

<a X (& cause

tingué (T<aX,T<bX,Y), dans lequel r<aX =1 TibX) et T.pT<a

de (Y,T)aX,T>bX)).

On posera T[a,b]X 1= X .

T>aT<bX ———+T<b1>a

Théoréme 1.3.6. Le coeur C := Dio n Dio de la t-catégorie D est une

sous-catégorie abélienne admissible de D, stable par extensions
(1.2.5, 1.2.6). Le foncteur H° :=

cohomologique.

de D dans C est un foncteur

Tio Tio

Exemple . Dans le cas 1.3.2 , C est la catégorie des objets de D iso-
morphes 3 un objet de A (pour son plongement naturel dans DA), et H°
s'identifie au foncteur HO usuel.

Preuve . Soient X et Y dans C et £ : X » Y de cbne S. Le triangle
distingué (Y,S,X[1]) montre que S est dans Dio n Di_l . Les tronqués
T>OS et r(_ls sont donc respectivement dans C et dans C[l], et le

triangle distingué (r<_ls,S,r>OS) fournit un diagramme (1.2.2.1).

Ceci prouve que C est abélienne admissible. Que C soit stable par ex-
tensions résulte de 1.3.4.

Il reste & prouver que pour tout triangle distingué (X,Y,Z), la
suite H®X > HOY > HOZ est exacte.
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Cas 1. Si X,Y et Z sont dans 0=° , la suite H°X » HOY » HOZ » O est
exacte.
<0 >0
Pour U dans D—° et V dans D=° , on a H°U = 00 KOV = TV s et
Hom (H°U,B°V) —— Hom(U,H°V) —— Hom(U,V) . Pour T dans C (et donc
dans Dio), la suite exacte longue des Hom fournit

O — Hom(Z,T) — Hom(Y,T) — Hom(X,T) , soit

0 — Hom(#°Z,T) - Hom(H®Y,T) - Hom(H®X,T) .

Ceci valant pour tout T, l'exactitude voulue en résulte.

Cas 2. Si X est dans Dio , la suite HPX > HOY - HOPZ > O est exacte.
Pour T dans Dil , la suite exacte longue des Hom fournit
Hom(Z,T) —— Hom(Y,T)

On a donc r>1Y — T,

lZ. Appliquant TR 4' (cf. 1.1.7) a Y »~ 2 ~ T)lZ
(ou, si 1l'on préfére, TR 4 8 X »~ 1__Y ~ Y) :
<0
Z/”
T
o
TN,
/;ri4yy\>y'/)z \l
> S \T>1Z
2t ,
N

on obtient un triangle distingué (X, Y,T<OZ) justiciable du cas 1.

<0

x*
Cas 2 . Dualement, si Z est dans DZO , la suite O - HOX > B°Y » %z

est exacte.

Cas général. TR 4 fournit un octaédre

>1
/— -
X\ —
//';Y\»
T : >z
=° NS

Le cas 2, appliqué & (r(OX,Y,U) fournit une suite exacte
HOX > HOY - HOU » O , et le cas 2%, appliqué a (U,2(r,;X)[1]) fournit
O » HOU > HOZ . On en déduit 1'exactitude de H°X » HOY » HOzZ .

Nous dirons qu'une t-structure est non dégénérée si 1l'intersec-
tion des D" , et celle des p=n , sont réduites aux objets zéros. Po-
sons H'X := H°(X[i]) .

Proposition 1.3.7. Si la t-structure de D est non-dégénérée, le sys-

téme des foncteurs H' est conservatif, et pour que X dans D appar-
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tienne & D:O (resp. Dio), il faut et il suffit que les HiX soient
nuls pour i > O (resp. pour i < O).

Soit X dans D. Montrons que si les H'X sont tous nuls, alors
X =0 . S8i X est dans Dio , l'hypothése H°X = O assure que X est dans

Dil ; continuant, on trouve que X est dans l'intersection des p=n ,
donc est nul. Dualement, si X € Dio , alors X = 0. Dans le cas géné-

i
ral,T<OX et T, X ont encore leurs H™ nuls, donc sont nuls, et on con-

1
clut par le triangle distingué (T<OX,X,T>1X).

Si un morphisme £ : X » Y, de cbne Z, induit des isomorphismes
Bt (x) — Hl(Y) , la suite exacte longue de cohomologie montre que
les Hl(Z) sont nuls : 2 = 0 , et £ est un isomorphisme. Enfin, si les

X) sont nuls, 1_.X =0

Hl(X) sont nuls pour i > O , tous les Hl(T> >0
0
=" .

0o
et (1.3.4) X est dans Dio . Dualement pour

1.3.8. Le théoréme 1.3.6 , qui a une t-structure sur D associe une sous-
catégorie abélienne admissible C de D admet une réciproque, énoncée
ci-dessous (1.3.9). La démonstration nous occupera jusqu'en 1.3.14.

Le résultat ne sera pas utilisé dans la suite de ces notes.

1.3.9. Soit D une catégorie triangulée. Soit Isom(D) 1l'ensemble des
classes d'isomorphie d'objets de D et, pour X dans D, soit [X] sa
classe d'isomorphie. Nous noterons * l'opération suivante, qui a deux
parties de Isom(D) enassocie une troisiéme :

A * B {[X]]| il existe un triangle distingué (U,X,V) avec [U] € A et
[V] € B }.

Lemme 1.3.10. L'opération * est associative.

Preuve . Il suffit de montrer que pour X,Y,Z dans ? ,on a

({Ix1} * {[yl}H) * {[z1} = {[x]} * ({[v1l} * {[z2]1})

Pour que [T] appartienne au membre de gauche (resp. de droite), il
faut et il suffit que T figure dans un diagramme calotte supérieure
(resp. inférieure)
In—=—=T Z
(a7 (1) |
)
U (resp. ;5;V
¥ (

Y/d‘(\)x

L'inclusion < résulte donc de TR 4, et l'inclusion inverse de TR 4' .

/T
I%*l ).

Le lemme 1.3.10 permet de définir le x*—produit Al* ‘e *Ap d'une
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suite de partiesde Isom (D) , sans devoir préciser comment sont mises
les parenthéses. Il nous sera commode de définir le *-produit de la
suite vide comme étant {[O]} .

1.3.11. Exemples . (i) Soient A une sous-caté&gorie strictement pleine
de D, et EA la plus petite sous-catégorie strictement pleine de D

contenant A, les objets zéros, et stable par extensions. On a

(1.3.11.1) [EA] = qL)JO [A] * ... *[A] (g facteurs).

(ii) Que tout morphisme de A soit A-admissible (1.2.3) peut se refor-
muler

(1.3.11.2) [A] *[A[1]1] = [A[1]] *[A] .

1.3.12. Soit C une sous-catégorie abélienne admissible, stable par
extensions, de la catégorie triangulée 7.

<0 Db,io ; Db’I

Z) la plus petite sous-catégorie strictement pleine de D contenant

Soient Db (resp. Db’ pour I un intervalle de
les C[n] pour n € Z (resp. -n <0 ; -n > 0 ; -n € I) et stable par

extensions (1.2.6).

Proposition 1.3.13. Sur Db R (Db’-<-o , Db’io) est une t-structure non

b,la,bl _ pb,>a  pb,<b o particu-

dégénérée. Pour a < b , on a D

lier, C = Db'io n Db’io .

L'axiome 1.3.1(i) des t-structures résulte de la suite exacte
longue des Hom et de 1.2.0. L'axiome 1.3.1.(ii) est trivial. Parce
gque C est stable par extensions et vérifie 1.3.11(ii), on a, pour
tout intervalle I = [a,b] de Z (a<b)

(1.3.13.1)  [0°'T1 = [cl-al] * ... * [C[-b]]
Pour a < ¢c <b , J = [a,c] et K= [c+]l,b] , on a donc

[Db’I] - [Db’J] * [Db’K] .
En particulier, si c =0 , on trouve que tout objet de Db’I est
extension d'un objet de Db’K c Db’al par un objet de Db’J c Db'so .

Puisque Dbest la réunion croissante des Db'I , ceci prouve 1.3.1(iii).

D'aprés (1.3.13.1), si X est dans Db’I , i1 existe une suite de

triangles distingués (Xi'xi+1’Ai+1) (a<i<b) avec Xa dans C[-al], cha-
que Aj dans C[-3j], et Xb = X . Il est commode de poser Xa-l =0,
Aa = Xa et de compléter cette suite par un premier triangle
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(Xa_l,xa,Aa) = (O,xa,Xa) . Appliquant la suite exacte longue de coho-

mologie & ces triangles, on prouve par récurrence sur j que, pour tout
i, Hi(xj) est O pour i € [a,]j] et est Ai[i] pour i € [a,j] . En par-
ticulier ,

[X] € ([E*(X)[-all} * ... * {[H2(X)[-b]}
(X est extension successive de ses objets de cohomologie, placés en
leur degré respectif). De 13 résulte la non-dégénérescence de la
t-structure (si les HiX sont nuls, X est nul) et le second é&noncé de
1.3.13 (si X est dans Db'ia n Db’-<--b , ses HiX sont nuls pour i € [a,b]
et donc X est dans Db'[a’b]).
Remarque 1.3.14. Soient D une catégorie triangulée, et C une sous-
catégorie pleine vérifiant 1.2.0 et dont toute fléche est admissible.
La preuve de 1.2.4 montre alors que toute fléche de C a un noyau et
un conoyau, que Im(f) = Coim(f) et que toute suite exacte courte de C
est admissible. Pour étre abélienne, il ne manque a C que l'existence

de sommes directes finies.

Soit C' la catégorie EC des extensions successives d'objets de C
(1.3.11 (i)) . La suite exacte des Hom montre que C' vérifie encore
(1.2.0). Par ailleurs, on déduit de (1.3.11.1) (1.3.11.2) appliqués a
C , et de l'associativité de * que [C'] * [C'[1]] < [C'[1]] * [C'] ,
i.e. que tout morphisme de C' est admissible : C' est une sous-caté-
gorie abélienne admissible de D. Lui appliquant 1.3.13 , on obtient

Db'io et Db’io définis comme en 1.3.12 (3 partir de

b
que, pour D~ ,
b,>0

b,<0
r

cy, (o~ D )est une t-structure sur Db, de coeur C'.

La proposition suivante fournit des intermédiaires entre les

foncteurs T<0 et T -

Proposition 1.3.15. Soient K dans D et une suite exacte courte dans C
0O+A->HK->B >0 .

(i) Il existe K' dans D:O , muni de a : K' » K , tel que pour tout L

dans Dio , a identifie Hom(L,K') au sous-groupe de Hom(L,K) formé des

f tels que HO(f) se factorise par A. En d'autres termes, dans Dio,
K' coreprésente le foncteur L +—— Ker (Hom(L,K) - Hom(ﬁD(L),B). Pour

qu'un couple (K',a) coreprésente ce foncteur, il faut et il suffit

que (*) K' € D:Q , T<OK' — T<OK et H°K' —» A < K .

(ii) Dualement, on obtient b : K » K" avec K" € DZO et, pour L dans
piQ une suite exacte O - Hom(K",L) - Hom(K,L) - Hom(A,HOL).
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Le couple (K",b) est caractérisé par K" € Dio R T>OK — T>OK" et
HOK" = B .

(iii) Il existe d : K" 1) K' , unique d'aprés 1.1.10 , tel que
(K',K,K") soit distingué.

Soient le morphisme composé T<OK > H°K » B et K' complétant le

triangle distingué (K', T<OK,B). ~ Ce triangle montre que K' est dans
Dil et que HlK' = 0 , donc que K' est dans D—<~0 . Pour L dans Dio ’
on a Hom—l(L,B) = 0, d'ol une suite exacte

O - Hom(L,K') - Hom(L,T$OK) -+ Hom(L,B) .

Oon a Hom(L,r(oK) —> Hom(L,K) et Hom(L,B) = Hom(HPL,B) : la suite se

récrit O » Hom(L,K') » Hom(L,K) » Hom(H®°L,B) , et K' coreprésente le

foncteur (i). Pour L dans D<O , la pronriété universelle de K' montre

que T(OK' — T<OK . La suite exacte longue de cohomologie de
(K' , T<OK,B) montre que HoK' — A . Réciproquement, si Ki vérifie
(*) , la propriété universelle de K' fournit un morphisme a : Ki - K!

induisant par hypothése des isomorphismes T(OKi > T<OK' et

HeKi + HOK' . Le morphisme u est donc un isomorphisme. Ceci achéve la

preuve de (i). L'assertion (ii) s'obtient par dualité.
Bitissons un octaédre sur K' - T<OK > K :
A
/B\
T K " — 7
<0 \;K.V/TKI

K"/_T// \\

T>OK\\\)
Le triangle (B,K;,T>OK) est du type 1.3.1 (iii) pour KI . Il montre
>0 o - < .
que KI est dans D=~ , avec H'K" = B et T>OK o T>0Ki . D'aprés (ii),

KI s'identifie donc a K", et (K',K,KI) est le triangle promis en (iii)

1.3.16. Soient Di(i = 1,2) deux t-catégories, Ci le coeur de Di et

notons ¢ le foncteur d'inclusion de Ci dans Di . Soit T : Dl > Dz un
foncteur exact ([10] p.4) de la catégorie triangulée Dl dans la caté-

=

gorie triangulée Dz . Nous dirons que T est t-exact & droite si

T(DSO) c 050 , t—exact a gauche si T(D;O) c DBO , et t-exact s'il est
1 2 1 2

t-exact & droite et a gauche.

=

Proposition 1.3.17. (i) Si T est t-exact 3 gauche (resp. & droite),
p o
T :=

le foncteur additif

H oToe : C1 > C2 est exact & gauche (resp.

=

3 droite).
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(ii) Pour T t-exact & gauche (resp. 3 droite) et K dans Dio (resp. Dio),
on a Pre°k — HTK (resp. H°TK —— Pr’k) .

* *
(iii) Soit (T ,T,)une paire de foncteurs exacts adjoints : T : 02 > Dl
et T, : Dl
droite, il faut et il suffit que T, soit t-exact a gauche, et dans ce

. *
> D2 , adjoint & droite de T, . Pour que T soit t-exact &

*
cas (pT ,pT*) forment une paire de foncteurs adjoints Cp == Cy-

(iv) si T, : Dl > Dz et T, : 02 > 03 sont t-exacts 3 gauche (resp. a

. ' ; B =P
droite), T2°T1 l'est aussi et (T2°Tl) T2° T1 .

Si T est t-exact 3 gauche, pour toute suite exacte courte
O~»>X~>Y>2Z » O dans Cl , la suite exacte longue de cohomologie du
triangle distingué (T(X),T(Y),T(Z))fournit
o - HOT(X) > ﬁDT(Y) > HOT(Z), puisque T(Z) est dans D;O . Ceci (resp.

1'énoncé dual) prouve (i).

Pour K dans Dio , le triangle (HOK,K,T>OK) fournit un triangle

o
(TH K,TK,TT>OK) avec Tt K dans D;O , dont la suite exacte longue de

6}

(o} < <
cohomologie fournit H T H°k —> E°TK . Ceci (resp. 1l'énoncé dual)
prouve (ii).

=

Si T, est t-exact & gauche, pour U dans Dio et V dans Djo , On a
%*
Hom (T V,U) = Hom(V,TxU) = O . Ceci valant pour tout U , on a
*

*
T>OT vVv=0, 1i. e. TV est dans Dfo : T est t-exact a droite. Pour A

* *
dans C, et B dans C, , on a alors H°T B = v__T B et HOT,A =T oTxA

2 <0
d'oll un isomorphisme fonctoriel
* *
Hom(K°T B,A) —> Hom(T B,A) = Hom(A,T,B) <«>— Hom(A,H°T,B) . Ceci,

complété par dualité, prouve (iii).

Si Tl et T2 sont t-exacts & gauche et ague A € C1 , On a

>0 ] Om 1.0 L. : 2
T, A € 0= et HT,°T)A =H T,T A = HTJH T,A par (ii). Ceci, complé-

té par dualité, prouve (iv).

+
1

* -
(iii) vaut encore pour T : D2 > Dl et T, : DI > Dz , adjoints en ce

1 -
Remarque 1.3.18 (i) Soient D =LJ D%n et D, = LJD%“ . Le résultat
* -
sens que fonctoriellement Hom(T V,U) = Hom(V,T,U) , pour V dans D2
+
et U dans 02 . La preuve est la méme.
(ii) Pour A dans Cl et B dans C2, les fléches d'adjonction pour

* *
(T ,T,) et (pT ,pT*) sont liées par les diagrammes commutatifs
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* *
T Pr, A —— PrPp.a B —— T,T*B
l 1 et |
Pp Pp* Pp*
TT,A —— A ,°rB — 1,PT'B .

1.3.19. Soit T : D' » D un foncteur exact pleinement fidéle entre
catégories triangulées. Pour qu'un triangle tr de D' soit distingué,
il suffit que son image Ttr par T le soit : si trl est un triangle

distingué de méme base que tr, Ttr et Ttr, sont distingués de méme

1
base, donc isomorphes, et tr et trl sont isomorphes.

Supposons D et D' munies de t-structures. et que T est t-exact.
Pour que X dans D' soit dans D'io (resp.D'iO), il suffit que TX soit

dans Dio (resp. DZO) : ona X € D'io ® 1 ,X =0, et T commute & t

[0} >0

(resp. argument dual).

Réciproquement, si D' est une sous-catégorie triangulée pleine
d'une catégorie triangulée D, et que (Dip,Dzo)est une t-structure sur
D , pour gue (’D'—io , D'io) := (D' n Dio , D' n Dio) soit une t-struc-
ture sur D', il faut et il suffit que D' soit stable sous le foncteur
T ¢ Si cette condition est remplie, cette t-structure sur D' s'ap-
pelle la t-structure induite . Pour D' muni de la t-structure induite,

le foncteur d'inclusion de D' dans D est t-exact : ona C'=0"'nC,
et la restriction a8 D' du foncteur TiP , Tip ou HP de D s'identifie
au foncteur de méme nom de D'.

1.3.20. Soit (Di)iEI
T : nDi +> D un multifoncteur exact (SGA 4 XVII 1.1.3) des Di dans
une catégorie triangulée 0. Supposons les Di et P munis de t-struc-

une famille finie de catégories triangulées et

= =

tures. On dira que T est t-exact a gauche (resp. a droite) s'il en-
voie le produit des D%O (resp. D%Q) dans Dio (resp. Dio), et t-exact
s'il l'est & gauche et & droite. Si T est t-exact a gauche (resp. a
droite. resp. -) et qu'on fixe certaines des variables & étre un ob-
jet donné de D%Q (resp. D%p , resp. Ci , le coeur de Di ), le fonc-

=

teur obtenu en les variables restantes est encore t-exact a gauche

=

(resp. a droite, resp. -) . Ceci nous permettra d'appliquer & T des
résultats prouvés pour les foncteurs d'une variable. Par exemple :

Soit €y l'inclusion de Ci dans Di . Posons Pr = HooTo(si)iEI . Si
T est t-exact & gauche (resp. a droite), le multifoncteur additif Prp

=

des Ci dans C est exact & gauche (resp. & droite).

Supposons T t-exact & gauche. Pour les Ki dans lesvzz , on a alors
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par 1.3.17 (ii) pT(HoKi) = HOT(Ki) .

Pour K; quelcongue, le morohisme Ki > T>0Ki fournit un morphisme
o, o . ~_ Dm0
(1.3.20.1) H'T(K;) »~H T(Tzolxi) «—— FT(H'K,) .
Translatant, on obtient plus généralement, vpour Zni = n,un morphisme
(1.3.20.2)  ®H'T(X;) - Pr"ix) .

Il y a ici un probléme de signes, qui n'apparait pas si on considére
plutdt
(1.3.20.3)  H'T(X;) > H'T(HTK) [-n,]) .

=

Pour T t-exact a droite, on a pTH°Ki = H°TKi pour Ki dans D%o ;

les morphismes T<0Ki > Ki fournissent un morphisme

pT(HoKi) > HOT(Ki) , et, translatant,des morphismes

(1.3.20.4) HnT((HniKi)[—ni]) > H'T(K,) (pour En; =n).

Pour T t-exact, on dispose et de (1.3.20.3), et de (1.3.20.4) .

Appliquant HPT aux diagrammes commutatifs
ppligq

nj -
TiniKi —— H Ki[ ni]

| |

K, ——— 1 K.
1 >N, 1
- 1

on trouve que le composé (1.3.20.3),(1.3.20.4) est 1'identité. Si

In;=rm, = n et que (n;); . # (my)

i)ier ¢ il existe i tel que n; <m .

1

Le composé 1 K. » K, » 1 K, est nul, et on en déduit que le com-
<n;"i i >m, i

posé ((1.3.20.3) pour (mi))q((1.3.20.4) pour (ni)) est nul.

Proposition 1.3.21. Si T est t-exact et que les Ki sont dans les D? '
les morphismes (1.3.20.3) et (1.3.20.4) définissent des isomorphismes

inverse 1l'un de l'autre
(1.3.21.1)  H'T(K,) = @ HnT((HniKi)[—ni]) (somme pour £n; = n).

On a déja vu que ces morphismes font du second membre un facteur
direct du premier. Les deux membres de 1.3.21.1 sont des foncteurs
cohomologiques en chaque K, (pour le membre de droite, grice a 1l'exac-
titude de PT) et les morphismes (1.3.20.3) et (1.3.20.4) sont des
morphismes de foncteurs cohomoloaiques. Par dévissage, on se raméne &
supposer chaque Ki dans Ci ; ce cas est trivial.
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1.3.22. Exemples de t-structures (ne sera pas utilisé dans la suite

de ces notes).

Soit, comme en 1.1.4 ,A une catégorie exacte, d'ensemble de suites
exactes courtes E. On suppose que tout morvhisme f : A > B admet un
noyau tel que Ker(f) » A figure dans une suite exacte courte

O > Ker(f) » A » Coim(f) > O . Soit p=0 (resp.D lo) la sous-catégorie
de D:=DPA (1.1.4) forméedes complexes K tels que les morphismes
Coim(di_l) > Ker(di) soient des isomorphismes pour i > O (resp. i<O).
En terme du plongement h : A -~ (A,E)  (1.1.4) , cela signifie que
1'image hK de K dans ((A,E)~) est dans Dio (resp. Dio). Montrons que

(DiO ’ DZO) est une t-structure sur D.

(a) Pour K,L dans D; HomD(K,L) = lim ind HomKAK',L') , la limite
étant prise sur les classes d'homotopie de quasi-isomorphismes K' - K
et L » L' . Pour K dans Dfp (resp. L dans Dil), un systéme cofinal de
K' (resp. L') est obtenu en se limitant & ceux tels que K'i = O pour
i > O (resp. L'i = O pour i < 0O): utiliser le quasi-isomorphisme

' > K' (resp. L' ~» r>lL') P T et sont comme en 1.3.2(i) .

riOK <0 Til
Pour de tels K' et L', tout morphisme de complexes f : K' »> L' est

nul : il est défini par £© : K'© > L'© , vérifiant df® = O , et donc
nul car d : L' » L'1 est un monomorphisme. Ceci vérifie 1.3.1(i) .

L'axiome 1.3.1 (ii) est triwvial.

(b) Pour K dans KA , on dispose d'une suite exacte courte de comple-
xes O ~» T k> K>t K>0. Elle définit un triangle distingué dans

OK + K s'envoie quasi-isomorphiquement sur T,K .

DA : le cdne sur T, 1
Ceci vérifie 1.3.1 (iii).

On trouve en particulier que le coeur C de D est une catégorie

abélienne. Les objets de C peuvent se représenter comme descomplexes

K de longueur 1 : K_l + K° , avec d un monomorphisme. Pour K et L de

ce type, un morphisme de complexes f : K > L est uniquement déterminé
par sa composante f° : K°® + 1L°® . Si on identifie K—l et L_1 a des
sous-objets de R° et I° , £f° : K° » I° provient d'un morphisme de

1

complexes f si et seulement si f°(K-1) c L ° , et £ est homotope &

z6ro si et seulement si £ (K°) < 1™t

. Que f soit un quasi-isomorphis-
me signifie l'exactitude de

0->kt>x%t >0
i.e. que KoﬁaL-l + 1° est un épimorphisme admissible, et que le sous-
objet K de K est le pull-back de L™! par £°.

On vérifie facilement que si K' -2, K est un quasi-isomorphisme
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(avec K' concentré en degrés O et -1), et que fyp est homotope a zéro
(fo(k'©) < 17!
inductive, pour ¢ : K' = K un quasi-isomorphisme de ce type., des
Hom , (K',L) = (£ : K'© » (k'Y e l/ie|£(xk0) e 17h)
et, dans cette limite inductive, les morphismes de transition sont

) , £ 1'est aussi. Le groupe Hom,(K,L) est la limite
C

injectifs.

1.3.23. Exercices . (i)Pour K un complexe d'objets de A, HPK dans C
est le complexe Coim(dul) > Ker(d°) .

(ii) Un foncteur F de A dans une catégorie abélienne N qui trans-
forme suites dans E en suites exactes a droite FA > FB -~ FC » O se
prolonge uniquement (& isomorphisme unique prés) en F' : C > N, exact
d droite. Si F est pleinement fidéle, et transforme suites dans E en
suites exactes courtes et monomorphismes en monomorphismes, F' est
exact et pleinement gidéle. En particulier, le foncteur composé

C > DA > D((A,E)) - (A,E)~ est pleinement fidéle. Il identifie C a

la catégorie des quotientsdans (A,E) d'unobjet de A parunsous-objetdansA.

(iii) Le foncteur D A » D C (l'exposant _ indique qu'on se limite aux
complexes bornés suvérieurement) est une équivalence [utiliser que
tout objet de C est quotient d'un objet de Al.

(iv) Soit A une catégorie abélienne. Les hypothéses de 1.3.22sont vé-
rifiées par FA (1.1.3 ex.2). Soient C la catégorie abélienne corres-
pondante de quotients formels d'objets filtrés et C' la catégorie des
suites ... ~» Ai > Ai-l + ... avec Ai = 0 pour i >> O et Ai > Ai_l
pour i << O . Montrer que le foncteur ((V_l,F) + (VO,F)) —— (coker
(FiV_l > Fivo)) de C dans C' est une équivalence [appliquer (ii)] .
1.3.24. Exemple . Les hypothéses de 1.3.22 sont vérifiées pour A
la catégorie des espaces de Banach, si on prend pour suites exactes
courtes celles qui le deviennent aprés oubli de la topologie,i.e.,
d'aprés le théoréme du graphe fermé, les suites isomorphes aux
0O—A —B—C—0 ,
ol A est un sous-espace fermé de B et ol C = B/A. La catégorie C obte-
nue est une catégorie de "quotients formels" B/A ( pour A > B une ap-
plication linéaire continue injective entre espaces de Banach). Le
théoréme du graphe fermé assure que si les complexes K_l + K° et

L_1 + LO définissent des objets de C, un morphisme de complexes

f : K> L s'identifie & une application linéaire continue £ : k°-1°,
telle que ensemblistement f£(K 1) c L1 3

, et que f est homotope & zéro
(i.e., nul dans C) si et seulement si, ensemblistement, f(KO) cL ¢ .

1
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Des quotients formels similaires ont été considérés par L. Wal-
broeck (Les quotients de b-espaces, preprint, Bruxelles, 1962).
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1.4. Recollement.

1.4.1. Pour X un espace topologique (voire un topos), muni d'un fais-
ceau d'anneaux 0, nous noterons D(X,0) la catégorie dérivée de la ca-
téagorie abélienne M(X,0) des faisceaux de (-modules 3 gauche sur X.
Comme d'habitude, D+(X,0) est la sous-catégorie pleine image essen-
tielle de celle des complexes bornés inférieurement.

Soient U une partie ouverte de X, F le fermé complémentaire, j
l'inclusion de U dans X, i celle de F dans X et notons encore 0 1'i-
mage inverse de 0 sur U ou sur F. Nous nous proposons de décrire une
construction qui, & une t-structure sur ﬁ+(U,O) et une sur D+(F,0) B
en attache une sur D+(X,0).

Les catégories M(X,0) , MU,0) et MF,0) sont reliées par les
foncteurs :

j, + M(U,0) —MX,0) : prolongement par O (exact) ;
* ]
j ¢ M(X,0) —MU,0) : restriction (exact), noté aussi j° ;
Je ¢ M(U,0) —MX,0) : image directe (exact a gauche) ;
*
i ¢ M(X,0) —M(F,0) : restriction (exact) ;
i, ¢ M(F,0) —M(X,0) : image directe (exact), noté aussi i, :
!
i” ¢ M(X,0) —MF,0) : sections & support dans F (exact & gauche).
1 *
Ils forment deux suites de 3 foncteurs adjoints (j,,3° = 3J ,3,) et
* * . *
(i ,i, = i',i!). On a j i, = 0 , d'ol par adjonction i j, = O et

i!j* = O . Pour tout faisceau F sur X, les fléches d'adjonction four-
nissent des suites exactes
o » j'j*F > F > i*i*F + 0
(1.4.1.1) et )
0+ 1,i'F > F > 3,3'F
(qu'on peut compléter par un O & droite pour F injectif).

Pour F sur F (resp. U) , elles fournissent des isomorphismes
(1.4.1.2) i1 F = F = i'iF
(1.4.1.3) 3 3 F = F > 373, F .
Pour toute paire de foncteurs adjoints (T*,T*) , le morphisme d'adjonc-
tion T*T* + Id. (resp. Id. - T*T*) est un isomorphisme si et seule-
ment si T, (resp. T*) est pleinement fidéle. Les assertions (1.4.1.2)
(1.4.1.3) équivalent donc & : i, , j, et j! sont pleinement fidéles.

1.4.2.0. Quand un foncteur T entre catégories abéliennes est exact,
il passe trivialement aux catégories dérivées. Nous noterons souvent
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par le méme symbole le foncteur, et son extension aux catégories dé-
rivées. Cette extension est a la fois le dérivé gauche LT et le déri-
vé droit RT de T.

1.4.2.1. Les foncteurs 1.4.1 fournissent par dérivation (& droite)

des foncteurs reliant D+(X,0), D+(U,0) et DY (F,0) , formant deux sui-
tes de 3 foncteurs adjoints (j,,j*,Rj*) et (i*,i*,Ri!). On a j*i* = 0,
d'ol par adjonction i*j, =0 eé Ri!Rj* = O . Pour tout K dans K+(X,0),
les suites (1.4.1.1) se.dérivent en triangles distingués

(3,3 K,K, i, K) et (1,Ri'K,K,Rj,3°K) .

Pour K dans D+(F,0) (resp. D+(U,0)), (1.4.1.2) (resp. 1.4.1.3)) four-
nit des isomorphismes

* !

i i,K — K — Ri'i,K : i, est pleinement fidéle

* *
(resp j Rj,K =~ K — j j,K : j, et Rj, sont pleinement fidéles).
En effet, j, et i, transforment injectifs en injectifs.

1.4.2.3 Les propriétés énumérées ci-dessus sont tout ce qui nous sera
nécessaire pour recoller des t-structures. On les rencontre dans d'au-
tres contextes - par exemple pour des catégories dérivées l-adiques,
qui ne rentrent pas stricto sensu dans le cadre 1.4.1. Pour pouvoir
couvrir ces cas, nous nous placerons dans un cadre plus général 1.4.3.
Dans ce cadre, les catégories de faisceaux n'apparaissent plus (seules
apparaissent les catégories triangulées) et nous en profitons pour
alléger la notation en écrivant simplement j, et i! pour ce qui ci-
dessus elUt &té Rj, et Ri' .

1.4.3. Soient donc trois catégories triangulées 7, DU et DF et des
foncteurs exacts
ix J*
DF — D DU .

Il est parfois commode de poser i, := i, et j° := j . On suppose vé-

=

rifiés (1.4.3.1) a (1.4.3.5) ci-dessous.

(1.4.3.1) i, admet des adjoints & gauche et & droite exacts. On les
* !

note i et i

*
(1.4.3.2) j admet des adjoints a gauche et a droite exacts. On les
*
note j, et j .

* *
(1.4.3.3) On a j i, = O . Par adjonction, on a donc aussi i j, = 0O

]
et i'j, = O et, pour A dans DF et B dans DU B

Hom(j,B,i,A) = O et Hom(i,A,j,B) = O .
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* *
(1.4.3.4). Quel que soit K dans D, il existe d : i,i K » j,j K[1]
(resp. d : Ju3J K > iLi K[l]) , unique d'aprés (1.4.3.3) et 1.1.10,

tel que le triangle
* * d

3,3 K> K> i,dKk -
!

(resp. i i’k > K > 3,90k -2
soit distingué.

(1.4.3.5) 1i,, ], et J* sont plelnement fldeles : les morphismes d'ad-

*
jonction i i, > Id > i 1* et j 3* > Id > j J, sont des isomorphismes.

Ce formalisme est autodual, la dualité échangeant j, et j,, ainsi
que i* et i! )
1.4.4. Soit T une catégorie triangulée, munie de deux sous-catégories
strictement pleines stables par les translations X +—— X[n] (n €®m) ,
U et V. On suppose que pour U dans U et V dans V on a Hom(U,V) = O ,
et que tout X dans T figure dans un triangle distingué (U,X,V) avec U
dans U et V dans V ; (U,V) est alors une t-structure sur T. D'apreés
1.3.4, V est 1l'orthogonal & droite de U et U l'orthogonal & gauche de
V . En particulier, U et V sont des sous-catégories épaisses ([10]6.2
p.24) . Les hypothéses (i) (ii) de [10] 6.4. p.25 sont vérifiées et
d'aprés [10]p.23-26, la projection de T sur T/U a un adjoint & droite
pleinement fidéle, d'image V, et celle de T sur T/V a un adjoint a
gauche pleinement fidéle, diimage U . En d'autres termes, l'inclusion

~ =

u(resp. v)de U (resp. /) dans T a un adjoint d droite (resp. & gauche
u. (resp. v°) et les suites 0 — U B, 7 ¥, y—s 0 et

0 — V7 2y § —> 0 sont "exactes" en ce que v° (resp. u )
identifie V (resp. U) au quotient de T par la sous-catégorie épéisse

U (resp. V).

Faisons T = D , et prenons pour (U,V) les paires de sous-catégo-

ries (i*DF,j* U ) et (] D riy D ) . On obtient la
Proposition 1.4.5. Les suites
*

0«— 1 <t pdl p «—o0

F U
o—»DFA»v—ji»vU—»o
0+— D, <2 p I p «—0

sont "exactes" au sens ci-dessus.

1.4.6. a) Le foncteur i, étant pleinement fidéle, le composé des mor-
phismes d'adjonction i*i! > Id ~» i*i* est le i, d'un unique morphisme
de foncteurs
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! *

(1.4.6.1) i"—— i .
%*
Quand on l'applique & i X , et qu'on identifie i!i*x et i i,Xa Xx ,
on obtient 1l'automorphisme identique de X.
E 3
b) Le foncteur j é&tant un foncteur de passage au quotient (il iden-
tifie DU a une catégorie déduite de D par calcul de fractions), le
* *

composé des morphismes d'adjonction j,j -+ Id - j,j provient d'un
unique morphisme de foncteurs
(1.4.6.2) i, — 4

* * *
Si on identifie j j, et j j, en foncteur identique, le j de

(1.4.6.2) est l'automorphisme identique du foncteur identique.

c) Pour X dans DU' le cbne sur j!X + j,X est donc annulé par j* : il
est dans i*DF . D'aprés (1.4.3.3) et 1.1.10 , le triangle distingué
de base j,X » j,X est unique & isomorphisme unique pré&s - d'oll un
foncteur j*/j! : DU > DF , donnant lieu 3@ un triangle distingué fonc-
toriel

(1.4.6.3) (3,/34r34(34/3))) -

La construction duale fournirait un foncteur T : DU > DF , caracté-
risé par un triangle distingué fonctoriel (i, T,j,,j,). Un triangle de
ce type est déduit de (1.4.6.3) par rotation, d'éﬁ un isomorphisme

T = (j,o/3,)[-1]1 , tel gque le morphisme i,T > j, soit le [-1] du mor-
phisme de.degré 1 de (1.4.6.3) : les foncteurs.(j*/j,) et (3,/3,)[-1]
se déduisent 1l'un de 1l'autre par dualité. ) )

=

* ]
Appliquant & (1.4.6.3) les foncteurs i et i° , et utilisant que
1
i j, =1i’j, = 0, on obtient des isomorphismes

* !
(1.4.6.4) i3, = 34/3, = 173,011 .

1.4.7. Soit X dans D, et appliquons TR 4 aux morphismes d'adjonction
* *
j,3 X+~ X > j,J X . Montrons que 1l'octa&dre obtenu
/1
JA
x// \\b 7
.\)_*/'7 .
Lk //TJ*J X\\)L
]!J X C.izﬂ
est unique & isomorphisme unique prés, et fonctoriel en X.

(a) D'aprés (1.4.3.3), (1.4.3.4) et 1.1.10 , il existe un unique iso-
* . .
morphisme A = i, i X, qui identifie X » A & la fléche d'adjonction. Il
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identifie (j,j*X,X,A) au triangle distingué (3,3*X,X,1i,1i*X) de
L.4.3.4)

(b) Le méme argument, appliqué a j,j X , qui a le méme ] que X, iden-
tifie B & i, 1 Jad X =1,(3,/3)3 X (1.4.6.4) , 3,3 X -~ B étant la
fléche d'adjonction de (i*,i*i. D'aprés 1.1.9 , un unique morphisme
A > B rend commutatif le losange supérieur de l'octaédre. Le morphis-
me A >~ B, i.e. i*i*x - i*i*j*j*x , est donc celui déduit de

*
X > j,Jj X par fonctorialité.

(c) Dualement, il existe un unique isomorphisme de C avec i*i!X[l],
identifiant la fléche de degré 1 de (X,j*j*X,C) au morphisme d'adjonc-
tion i*i!X > X = 1§ triangle (X,j*j*X,C) se déduit du triangle (1.4.
3. 4) (1,1i°X%, X,j*j X) par rotation (TR 2) , en changeant le signe de
J4J X ilL i,i X . Le morphlsme B » C est l'unique qui rende commuta-
tif le carre (B,C,3, J X X). via 1' 1somorphlsme (1.4. 6 4) de j*/j'

avec i J [l], c'est le morphisme i (j*/] )3 X = i,i j'J X[l]+ i,i X[l]
déduit de 3, J X -+ X par fonctorialité.

(d) Ceci détermine tous les sommets, et toutes les flé&ches de l'octa-

)

édre (CiB A est le composé C X+ A), et prouve sa fonctorialité. Si

on remplace A,B,C par leurs valeurs, il s'écrit
*’/ﬂ
i i X
A TN e
(1.4.7.1) ///qx-\\\\9 * _—%;*(]*/j!)J X

Jxd X
3,3 7 \’\‘1*11)([1]

Le foncteur i, étant pleinement fidéle, le triangle distingué
(1,1 X i (j*/J )j X,i i x[1]) est le 1 d un triangle, automatique-
ment distingué (1.3. 19),(1 X, (J*/j )] X,1i X[l]) Le i, de la fléche 4
de degré 1 de ce triangle est le compose i i X[1]12+ X > i i X , de
sorte que d est (1.4.6.1) pour X[1l] (= le transformé par [1] de
(1.4.6.1) pour X). Faisant tourner le triangle (TR 2), avec change-
ment de signe de la nouvelle fléche de degré 1 et effagant i, (1.3.19),
on obtient un triangle distingué fonctoriel
(1.4.7.2) (1t,1%, (j*/j.)j*)
de base (1.4.6.1). Dans le cédre 1.4.1, 1.4.2 ce triangle provient
de ce que pour tout faisceau flasque F, la suite

o> i'f »i'F »1"5,3"F >0
est wxacte.
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Remarque 1.4.8. D'aprés [10] §2, spécialement p.23-27, les axiomes
(1.4.3.1) & (1.4.3.5) éguivalent a : "i, identifie ZF d une sous-ca-
tégorie épaisse de D, j identifie DU a D/DF , et j admet des
adjoints i gauche et 3 droite".

1.4.9. Supposons vérifiées les hypothéses de 1.4.3. et soient

<0 .30 _ <0 20 _
(DU ’DU ) une t-structure sur DU’ et (DF ’DF ) une t-structure sur DF'
Définissons

p=©

* *

;= (k€D | jken etikedsd
*

920 .= (k€ D | jKEDSO et i'k € p2°).

Théoréme 1.4.10.Avec les hypothéses et notations précédentes,

(Dio ,Dio) est une t-structure sur D.

On dira qu'elle est déduite de celles de DU et DF par recollement.

Vérifions les axiomes 1.3.1 (i) (ii) (iii).

Axiome (i). Soient X dans D:O et Y dans p2! . Le premier triangle
(1.4.3.4) pour X fournit une suite exacte
* *

Hom(i,i X,Y) » Hom(X,Y) - Hom(j,j X,Y)

* * ] :
On a Hom(i,i X,Y¥) = Hom(i X,i’Y) = O , par 1.3.1 (i) pour DF , et

* * *

Hom(j,j X,Y) = Hom(j X,j ¥) = 0, par 1.3.1 (i) pour DU . L'assertion
en résulte.
Axiome (ii).Résulte trivialement de 1.3.1 (ii) pour DU et DF .
Axiome (iii). Soit X dans D. Choisissons Y, puis A, donnant lieu a

* *
des triangles distingués (Y,X,j*r>oj X) et (A, Y,i, 1,1 Y) , et appli-

>0
quons TR 4 :
A

it 1Y

*

* !
Appliquons les foncteurs j ,i ,i° & des triangles distingués de cet

octaédre, selon le schéma suivant, en tenant compte de (1.4.3.3) &
(1.4.3.5) :

Xk . .* . _* '* V¥ - VX - V¥

J <l*T>Ol YIBIJ*T>oJ X) = (0,3 BIT>OJ X) d'ol j B — ‘E>Oj X,

VX .* _* X VX VX

i (A,X,B) = (3 A,J X,7 4] X) d'olt j A = 1t _j X ,
- %
T<Oi Y ,

R

* . .* .* Lk _* _*
i (A,Y,l*T>ol Y) = (1 A,i Y,r>01 Y) d'oll 1 A
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N R ko . ¥ X Ll ¥ . .1
i (1*1>oi Y,B,3*1>03 X) = (1>01 Y,i°B,0) d'ol 1,0t Y = i'B .

On a donc A dans Dio et B dans Dil , et (A,X,B) vérifie (1.3.1) (iii).
Remarque 1.4.11. Pour que la t-structure obtenue sur D soit non dégé-

nérée, il faut et il suffit que celles données sur DU et DF le

soient.

Nous n'aurons pas a utiliser, dans la suite de ces notes, la ré-

ciproque suivantea 1.4.10.

Proposition 1.4.12. Sous les hypothéses et avec les notations de

1.4.3., soit(Dio,Dio) une t-structure sur 0. Les conditions suivantes

sont équivalentes

*
(i) 3,3 est t-exact 3 droite ;

*
(i') 343 est t-exact & gauche ;

(ii) la t-structure de D s'obtient par recollement.

L'équivalence (i) « (i ) résulte de 1.3.17(iii) ,et (i) (i') équivalent

>0

a l'axiome 1 3.1(1) pour (3 D— D ) . Les triangles distingués

* x|

(3,3 ,Id,l*l ) et (1*1 ,Id,3,3 ) montrent respectivement que (i) et
* * 1

(i') impliquent que i,i est t-exact & droite et i i  t-exact & gau-

che - conditions d'ailleurs équivalentes par 1.3.17 (iii), et signi-

* 1
fiant que (i Dio,i'Dio) vérifie l'axiome 1.3.1 (i).

Il est clair que (ii) = (i), (i') et que les t structures sur D
et D dont celle de D est le recollement sont (j D— 3j D— ), sur DU '
et celle induite par celle de D, sur DF : (D n p= DF n D— ) =
= (i*Di ,i'DZQ) . Réciproquement, si (i) (i') sont vérifiées, on véri-
fie successivement que

¥ <0 .*.>0 . s _
(a) (J D—",3 D=") est une t-structure sur D : 1.3.1 (i) a déja éte

vérifié, 1.3.1 (ii) est clair, et 1.3.1 (111) résulte de ce que ] est

essentiellement surjectif.

* !
(b) (i Dio,i'sz) est une t-structure sur D : 1.3.1(1) a déja été veé-

rifié. Seul 1.3.1 (iii) est non trivial : pour X dans D , la t-exac-

titude de j montre que J T O «X = OJ 1 X=0, et que de méme

*

J 1,0l4X = 0 . Les tronqués r ol*X et 1 ol*X sont donc dans 1,0, :
ils fournissent un triangle (1 T ol*X X, 1 T Oi*x) qui vérifie 1.3.1.
(iii) .

(c) Le foncteur identique de D, muni de sa t-structure,dans 0, muni

49



A. A. BEILINSON, J. BERNSTEIN, P. DELIGNE

* * * 1
de la t-structure recollée de (3J D:Q,j Dio) et (i Dio,i'Dio) est
t-exact. D'aprés 1.3.19 , la t-structure est donc obtenue par recolle-
ment.

1.4.13. Supposons seulement disposer d'une t-structure sur DF , et

appliquons 1.4.10 & la t-structure dégénérée (DU,O) sur D et & la

’
t-structure donnée sur DF . Les foncteurs t__ relatifs a 12 t-struc-
ture obtenue sur D se noteront TE . Le foncteur sz est adjoint &
droite & l'inclusion de la sous-catégorie pleine de D formé&e des X
tels que i*X soit dans D;p . La preuve 1.4.10 de l'axiome 1.3.1 (iii)

*
fournit un triangle distingué (TEPX,X,i*T>pi X) (avec les notations de

1.4.10, on a X = Y). Les uP successifs, pour cette t-structure, sont

. P ¥
donc les i, HYi X

Dualement, on définit rz en termes de la t-structure dégénérée

| =
(O,DU) sur DU ; c'est 1'adjoint & gauche de 1l'inclusion de (i')l(U;p)

!
dans D, on dispose d'un triangle distingué (i*T<pi'X,X,TEpX), et les
!
HP sont les i*Hpi'X .

De méme, si on suppose seulement disposer d'une t-structure sur

DU , et qu'on munit DF de la t-structure (DF,O)(resp.(O,DF)), on défi-

nit sur D une t-structure pour laquelle les foncteurs r<p (resp. r>p),
notés TSP (resp. Tgp), donnent lieu & des triangles distingués

U . * .
(ripX,X,J*T X) (reSP-(J!T<p

% *
sont les j*Hpj X (resp. j,Hpj X)

. ¥ U P
>p] Jj X,X,TiPX)) et pour laquelle les HYX

La preuve 1.4.10 de l'axiome (iii) montre que T = T<0'<0

Translatant et dualisant, on obtient

(1.4.13.1) Tip = TEPTEP et Tip = TEP Tgp

Dans la situation 1.4.1 et pour la t-structure naturelle de
D+(F,O) , le foncteur TEP se déduit du foncteur de la catégorie des
complexes de faisceaux dans elle-méme qui 4 un complexe K associe le
sous-complexe qui coincide avec K sur U, et avec le sous-complexe
TipK(l.3.2 ) sur F.

Appelons Erolongement d'un objet Y de DU un objet X de 0, muni
d'un isomorphisme j X =~ Y . Un tel isomorphisme fournit par adjonc-

tion des morphismes j,Y » X » j,¥Y . Si un prolongement X est isomorphe

en tant que prolongement, & rfpj'Y (resp. rzpj*y), 1'isomorphisme est
unique, et on dira simplement que X = rfpjlY (resp. rzpj*Y).
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Proposition 1.4.14. Soient Y dans DU et p un entier. Il existe, &

isomorphisme unique prés, un et un seul prolongement X de Y tel que
¥ . <p-1 ! >p+l F F s o
i XF501t dans DF et i°X dans DF . C'est r(p lJ*Y , et r(p 13+¥=

= T_>_p+1]!Y .

Soit X un prolongement de Y. Le triangle distingué
(1 X, (]*/j,)Y i X[l]) dont (1.4.7.2) est déduit par rotatlon montre

que les condltlons suivantes sont équivalentes : (a) i X est dans

1
D\P 1 et i X dans D/P+1 , (b) i°X[1] est 1le T>p de (]*/j!)Y = i j*Y ,

(b' )1 X est le t_ -1
(X,3,Y,1,1 X[l]) de (1.4.7.1) montre que (b) équivaut a ce que X soit

de (J*/j )Y . Le triangle distingué

ip-lj* . Dualement, (b') équivaut & ce que X soit T€p+lj|Y .

Remarque 1.4.14.1. Soit D la sous- catégorie pleine de D formée de

des objets X vérifiant les condltlons i X dans D‘p ! et i X dans
2p+1

D de 1.4.14. Le foncteur ] induit une equlvalence de catégories
Dm > DU . I1 admet en effet sz_lj* pour quasi-inverse. Nous noterons

arfois Pj ce quasi-inverse.
1 ¥

1.4.15. Soient C, CU et CF les coeurs des t-catégories D, DU et DF H

DU et D sont munies des t-structures données, et D de la t-structure

1.4.10. Notons e 1' 1nc1u51on de C CU ?u CF dans D, D ou D et pour

T 1'un des foncteurs J',] ,]*,1 si,,1i" ,notons Pr je foncteur u° oToe
Par définition de la t-structure de D, j* est t-exact, i* est t-exact
a droite, et i! est t-exact & gauche. Appliquant 1.3.17 (iii), on

obtient

*
Pr02051t10n 1.4.16. (i) Les foncteurs J| et 1 (resp. j et i, , resp.
Jy et i ) sont t-exacts 3 droite (resp. t-exacts, resp. t-exacts a

gauche) .
* * ]
(11) (P3,,P5 ,P3,) et (Pi ,Pi,,Pi’) forment deux suites de 3 fonc-

teurs adijoints.

* * !
Proposition 1.4.17. (i) Les composés pj opi*, Pj @pj,, pispj* sont

nuls ; pour A dans C, et B dans C,

Hom(Pj,B,Pi A) = Hom(Pi,a,Pj,B) =0

(ii) Quel que soit A dans C, les suites

* *
PiPia»a-PiPiaso
et

o » Pi,Pi'a > a > P5,P5"a

sont exactes.
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(iii) Pi,, Pj, et Pj, sont pleinement fideles : les morphismes d'ad-

P

* ! * *
jonction Pi'Pi, 5 1a » Pi'Pi_ et P3P, » 1a » P35 Pj
morphismes.

Ces assertions résultent respectivement de (1.4.3.3 , 4 et 5) .

, sont des iso-

La vérification est laissée au lecteur (utiliser 1.3.17 (iv)).

*
Amplification 1.4.17.1. D'aprés (i) (pj pi* = 0) et 1l'une quelconque

des suites exactes (ii), pour que X dans C soit dans 1'image essen-
tielle EF de pi*, il faut et il suffit que pj*x = 0 . Le foncteur pj*
étant exact , cette image essentielle est une sous-catégorie épaisse
(i.e. stable par extensions et sous—-quotients) de C. Si on identifie
par le foncteur pleinement fidéle pi* CF d la sous-catégorie C de C,
les adjonctions (p. 1 ) et (pl*,pl ) ((1.4.16) (ii)) montrent que
pour X dans C, pl X est le plus grand quotient de X qui soit dans C

et pl X est le plus grand sous-objet de X qui soit dans C

%
Proposition 1.4.18. Le foncteur pj identifie CU au quotient de C par

la sous-catégorie épaisse CF (ou, plus correctement, EF ; cf£.1.4.17.1).

Soit Q : C ~» C/CF le foncteur de passage au quotient. Le fonc-
*
teur exact pj admet une factorisation T.Q , et T est fidéle : si f

dans C/C vient de f dans C, et que f est tué par T , f, est tué par

1

*

pj , i.e. Im(fl) est dans 1l'image de C et f1 est tué par Q. Puis-
que Id —~ p pj' = oQ° j, » T est surjectif sur les classes d'iso-

=

morphie d'objets. Il reste & vérifier que T est pleinement fidéle,

donc une équivalence de catégories.

Lemme 1.4.19. Pour tout A dans C, les suites
-1

* * *
o->Piutia>PyPiasna-PiPitaso

1 * 1
o-PiPi'a>na->P;Pi"asPipli'a 50

sont exactes.

Résulte de (1.4.3.4) et 1.4.16 (i).

Achevons la preuve de 1.4.18.D'aprésl.4.19, le noyauetle conoyaude
*
pj,pj A > A sont dans l'image de pi* . Tout objet de C/pi*CF a donc un

représentant dans 1'image de pj, . Pour Pj

3 X et p Y dans cette image,
T : Hom(QP3,X,0P3,¥) ~ Hom(TQPJ,x ToPj,¥) = Hom(X,Y)

admet pour section ij. , donc est surjective. Ceci achéve la preuve.
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1.4.20. Mise en garde. Sous les hypothéses de 1.4.1, lorsque 1l'on mu-
nit D+(U,0) et D+(F,0) de leur t-structure naturelle (1.3.2 (i)), la
t-structure obtenue sur D+(X,0) est la t-structure naturelle, et les
catégories abéliennes C, CU et CF sont M(X,0), M(U,0) et M(F,0). On
retrouve la situation 1.4.1.

*
En général, toutefois, pj, est exact a droite, mais non exact, Py

s

est exact a gauche, mais non exact, et la premiére suite de 1.4.17(ii)
n'est pas exacte a gauche. Le formalisme 1.4.3. é&tant autodual,
seules peuvent &tre universellement vraies les formules vraies dans

le cadre 1.4.1 et dont le dual l'est aussi.

1.4.21. Reprenons les arguments 1.4.6 .

a) Le foncteur Pj_ &tant pleinement fidéle, le composé des morphismes

*

aqa . p. p.! pP. p.* P. ' . .
d'adjonction ¥i,"i® » Id » i, ,"i est le "i, d'un unique morphisme de
foncteurs

(1.4.21.1) Pyt L Pyt

Les diagrammes 1.3.18 (ii) pour (i*,i*) et (i*,i!), et la
t-exactitude de i, fournissent pour A dans C un diagramme commutatif
Py P — A — Py Pl A
II i
1*p1'A i i A
vy !
i,i'A— A —i,i A

! *
d'ol résulte que pour A dans C, le morphisme (1.4.21.1) : Pi‘a »~Pia

est le composé
(1.4.21.2) Pi'a > i'a (1:4:6:1) 4% , Py*p |

Quand on applique (1.4.21.1) & i, A (A dans CF), on obtient 1l'au-
tomorphisme identique de A.
*
b) Le foncteur pj étant un foncteur de passage au quotient (1.4.18),
* *
le composé des morphismes d'adjonction pjlpj - Id » ij*pj provient

d'un unique morphisme de foncteurs
(1.4.21.3) Py — Py, |

* *
Les diagrammes 1.3.18(ii)pour (j ,3j,) et (j,,J ), et la t-exacti-
tude de j*, fournissent pour A dans C un diagramme commutatif

53



A.A. BEILINSON, J. BERNSTEIN, P. DELIGNE

0 ~* . -*
P35, P5’a — a — P3,Py"a
e 1.
Py, a Piia
4 ¥
0 -* 0 .*
jj3A— A—5,jA
d'ol résulte que pour B dans CU , le morphisme (1.4.6.2) de B dans

j4«B est le composé

(1.4.21.4) 3B — __j,B = Pjpll:4:21.3) P55 - B —> j,B .

3091 TeoIx

*
Quand on applique pj d (1.4.21.3), on trouve 1l'automorphisme

identique du foncteur identique. En particulier, pour B dans CU ,le
noyau et le conoyau de (1.4.21.3) : pj|B > pj*B sont dans pi*CF .
Définition 1.4.22. Le foncteur j,, : C, - C est le foncteur qui a B

U
ple dans pj*B .

dans CU attache 1l'image de

Pour B dans CU’ (1.4.21.4) fournit la factorisation suivante du
morphisme (1.4.6.2) de j,B dans j, B :

(1.4.22.1) j,B — pj!B — 3 4B — Py,B — j,B .

Proposition 1.4.23. Pour B dans C on a

U ’
P _ F . _ _F .
j!B = T>OJ!B = T(_ZJ*B

. F . F .
j!*B = T>l]!B = T<_lJ*B
. F . F .
pj*B = T>2j!B = T<OJ*B .
Plus précisément, pj,B , muni de 1'application j,B ~ pj'B , est

rfoj!B , et ainsi de suite.

*
Puisque j j,B est dans CU + J,B est son propre TEO . D'aprés

(1.4.13.1), on a donc Pj B =1 j B = Tfoj,s ; d'apras 1.4.14,
F . F . L F .~ F .
T?OJ!B = r<_23*B . De méme, pJ*B = r>2]!B = T<OJ*B .

La détermination 1.4.13 des HP pour la t-structure définissant

o.!. . .
les Tfp fournit un triangle distingué (i,H i'j!B,TEOJ!B,Til]!B) . Il

montre que TElj'B est dans D[—I’O] . Un argument dual fournit un tri-

. . . 0L ¥ . .
angle distingué (TE_IJ*B,TEOJ*B,l*H i B) qui montre que TS_IJ*B est

dans D[O’ll. Appliquant 1.4.14, on trouve que rflj,B = Eflj*B est

dans C,et les triangles ci-dessus deviennent des suites exactes cour-

tes
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!
o0 — i*Hoi'j!B — Pj!B — rflj!B — 0

*
_ 3B — P38 — 11758 >0 .

0O —

Elles montrent que rflj!B = rz_lj*B est bien 1'image j!*B de pj!B

P

dans “j,B .

Corollaire 1.4.24. Pour B dans CU s J,4B est l'unique prolongement X

de B dans D tel que i X soit dans é;—l et que i'x soit dans D;l .
On applique 1.4.14. De méme, pj,B (resp. pj*B) est l'unique pro-

-2

% !
longement X tel que i X soit dans D; (resp. D;o) et que i°'X soit
(0}

> 22
dans DF (resp. DF ) .

Corollaire 1.4.25. Pour B dans CU ,j!*B est 1l'unique prolongement X

de B dans C sans sous-objet ou quotient non-trivial qui soit dans 1'i-

mage essentielle Cp de C, par i, .

Par définition, j,,B est dans C < D ; pour X dans C un prolonge-

* * - *
ment de B, on a i X € D;O, et i X € D§ 1 si et seulement si Pi X = 0.

! !
Dualement, i°X est dans Dgl si et seulement si Pi’X = 0 . Identifions
- * !
CF a CF par i, . Puisque Pj x (resp. pi'X) est le plus grand quotient
(resp. sous-objet) de X qui soit dans CF (1.4.17.1) , la caractéri-

sation 1.4.25 de j,,B reformule 1.4.24.

Proposition 1.4.26. Les objets simples de C sont les pi*S , pour S

simple dans CF , et les j!*s , pour S simple dans CU .

Puisque l'image essentielle EF de CF par pi* est une sous-catégo-
rie épaisse de C, pour que S dans C soit simple, il faut et il suffit
que soit (a) S est dans EF , et simple dans ?F ; (b) S a une image
simple dans C/CF , et aucun sous-objet ou quotient non-trivial dans
EF . Le cas (a) donne les pi* d'objets simples de CF . D'aprés 1.4.25,
le cas (b) donne les j!* d'objets simples de CU.
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2. FAISCEAUX PERVERS SUR LES ESPACES STRATIFIES ET SUR LES SCHEMAS.

2.1. Espaces stratifiés.

2.1.1. Soient X un espace topologique muni d'un faisceau d'anneaux 0,
S une partition finie de X en parties localement fermées (appelées
strates) et p une fonction § » Z (appelée la perversité). Par défi-
nition de "partition", les strates sont non vides. On suppose que
l'adhérence de chaque strate est réunion de strates. Ces conditions

peuvent étre relaxées : voir 3.2.19.

Rappelons (0.0) que pour £ : X > Y, nous noterons simplement
f,,f*,f f 1es foncteurs entre catégories dérivées notés d'habitude
Rf,,Rf*,Rf Rf (ou Lf*). Pour une raison expliquée en 2.1.7., les
foncteurs analogues entre catégories de faisceaux se noteront avec ©

=

en exposant a gauche.

Définition 2.1.2. La sous-catégorie Pp¥°(x,0) (resp. Pp*°(x,0)) de

D(X,0) est la sous- catégorie formée des complexes K (resp. K dans

D+(X,O)) tels que pour chaque strate S , notant i, l'inclusion de S

S
. n, * .l

dans X , on ait H 1SK = 0 pour n > p(S) (resp. HnlsK==O pour

n < p(s)).

*

L'exactitude des foncteurs °i permet de reformuler la définition
de Pp0(x,0) : pour que K soit dans Pp¥C(x,0), il faut et il suffit
que la restriction de H'K & S soit nulle pour i > p(S). Les foncteurs

Tca et T.a’ relatifs 3 la t-structure naturelle, envoient donc

pDiO(X,O) dans elle-méme.

Si les foncteurs oiS sont de dimension cohomologique finie, le
foncteur ié : DY (x,0) » D+(S,0) a une extension naturelle
D(X,0) » D(s,0) , et la condition “HniéK = 0 pour n < p(S)" a un sens
pour K non nécessairement dans D+(X,0). Toutefois, elle implique que
K est dans D+(X,0). Plus précisément, si p > a, elle implique que K
est dans D;a(X,O) : vérifions par récurrence descendante sur la strate
S - pour l'ordre Sl c §2 - que les HiK sont nuls sur S pour i < a.
Pour i < a , le triangle (r<aK,K,r>aK) et l'exactitude & gauche de

! i ! il
oié montrent que Hliér K — HliéK . L'hypothése de récurrence as-
sure que les H:l <a K sont nuls sur les strates T # S telles que S c© T

=

donc que S admet un v0151nage dans lequel HJ <aK soit a support dans

_ IR
S . Pour i < a , on a donc H K|S = Ht 151 K = Higt K= Ht 1SK , et ce

dernier groupe est nul par hypothése.
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Sans hypothé&se de dimension cohomologique, le méme argument s'ap-
plique pour K dans K+(X,0). Si les entiers a et b sont tels que
a<p<b,ona
(2.1.2.1)  D%(x,0) < Po¥%(x,0) < 0¥ (x,0)
et

p>2(x,0) > Pp*°(x,0) > P (x,0) .
On notera pD+'iO(X,0) 1'intersection de D+(X,0) et pDSO(X,O) . De

méme avec + remplacé par - , b etavec O remplacé par n .

Proposition 2.1.3. Pour chaque perversité p , (pD+’io(X,0) ,pD>O(X,0))

+
est une t-structure sur D (X,0).

On procéde par récurrence sur le nombre N de strates. Si N =0 ,
on a X = @ et l'assertion est claire. Si N =1 , on retrouve la
t-structure naturelle, translatée de p(X). Pour N > 2 , soit F un
fermé propre de X réunion de strates, et U l'ouvert complémentaire.
Prendre par exemple pour F une strate fermée. L'hypothése de récur-
rence s'applique @ F et &8 U , munis des stratifications induites, et
fournit des t-structures sur D+(U,0) et D+(F,O) . La t-structure vou-
lue sur D+(x,0) s'en déduit par 1.4.10.

Corollaire 2.1.4. (sto(x,O) , pDao(x,O)) est une t-structure sur

D(X,0) . Elle induit une t-structure sur D*(X,O) pour * = +,-,b .

Soient a et b deux entiers tels que a < p < b . Dans la preuve,
(X,0) sera fixe, et nous l'omettons de la notation. Soient K dans
pD‘<o ’ L dans pD>O , et vérifions que Hom(K,L) = O . On a
Hom (r<aK,L) = O parce que L est dans p°® . on a Hom(T>aK,L) = 0O parce
que r>;K est dans pD""f-O on peut appliquer 2.1.3. On conclut par la
suite exacte longue des Hom déduite du triangle distingué (TsaK’K’
T>aK)' Soit enfin K dans D . D'aprés 2.1.3., il existe un triangle
+,20 et V dans Pp20 . Appliquant
TR 4 , on obtient deux trianglgs<gistingués (r<aK,Y,U) et (Y,K,V). Le
b

distingué (U,T)aK,V) avec U dans Pp
premier montre que Y est dans . Le second vérifie 1.3.1 (iii).
L'axiome 1.3.1 (ii) étant trivial,on a obtenu une t-structure sur D .

On l'appellera la t-structure de perversité p.

Notons Pt les foncteurs t correspondants. Puisque pD‘<O c Déb et

pDao c p>® , la suite exacte longue de cohomologie (usuelle) du tri-
angle distingué (pr<OK,K,pr>lK) montre queHl PT<OK = H'K pour i < a.

De méme, Hlpr<oK =" H'K pour i > b. De 13 résulte que pr<o et pr>o

57



A. A. BEILINSON, J. BERNSTEIN, P. DELIGNE

respectent D*(* = +,-,b).

Définition 2.1.5. La catégorie M(p,X,0) des faisceaux de O-modules
>0
2 (x,0).

p-pervers sur X est la catégorie pDSO(X,O) n Pp

C'est une sous-catégorie abélienne admissible de Db(X,O).

Proposition 2.1.6. Soient U une partie localement fermée de X, réunion

de strates, et j l'inclusion de U dans X. Pour toute perversité p ,
*
les foncteurs j, : D(U,0) -~ D(X,0) et j : D(X,0) - D(U,0) sont

=

t-exacts a droite.

La vérification, immédiate,est laissée au lecteur.

D'aprés 1.3.17 (iii) , amplifié par 1.3.18 (i), les adjoints &

=

1
droite j° et j,de j, et j* sont donc t-exacts a gauche.

2
D

.1.7. Notation. Omettons (X,0) de la notation. Nous é&crirons parfois
<P 2p ; py<0 Pp20

(resp. D) au lieu de *D (resp. *D”7) . Pour p de valeur cons-
tante a , on a D\<p = pi@ (au sens de la t-structure naturelle), et
p’P = p*2 . Pour tout entier n, on a Dsp+n = PpST o D;p+n = Pp2h .
Enfin, pour p < g, on a DSP ¢ b9 et D?P 5 D?? | ceci généralise

(2.1.2.1) . De méme, on écrira T<p et Tip pour pr<o et pr>o , et uP

pour le #° au sens de la t-structure de perversité p .

Dans la situation 2.1.6, nous noterons simplement j!,j}j* et j*
les foncteurs entre catégories dérivées, dérivés des foncteurs de
méme nom entre catégories de faisceaux. On notera avec p en exposant
3 gauche ceux qui s'en déduisent par passage aux faisceaux p-pervers.
Par exemple, pour A dans M(p,U,0) on pose pj!A = T>pj!A = Hp(j!A) .
D'aprés 1.3.18 (i) , (pjl,pj!) et (pj*,pj*) sont déux paires de fonc-

teurs adjoints.

!
Les foncteurs j,, 3, Ji ,j* pour les faisceaux usuels se notent

=

avec o en exposant & gauche : ils correspondent & la perversité O .

Pour A un faisceau p-pervers sur U, j,A est dans DSP(X,O) et j,A
dans Dap(X,O). Le morphisme naturel o : j;A + j,A admet donc une fac-
torisation )

ja>Pya & Pyas g (8 = P (a)) .

P

On définit le foncteur *j,,, ou simplement j ,, par

JixB = Im(pj!A - Py.n) .
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Pour A un faisceau p-pervers sur X, on définit un morphisme cano-
] 1 1 *
nique : pj'A > pj*A comme composé pj‘A > 3JA~>3JA~> Pj*A.

Pour U k. v -5 X des parties localement fermées réunion de stra-
1
tes, les formules de transitivité (jk)| = ]' k,,(3k) . = Juky » (3K)°
k J ’ (Jk) = x* J fournissent (1.3.17 (iv)) des formules analo-

gues pour les faisceaux p-pervers. Appliquons pj! ’ pj!* et pj* aux

morphismes Py —sPx L»— pk* . La chaine obtenue

!
! Py
P(jk), = P pk!_” Py Pr, P3Pk P Prge PPk, (3%)

fournit un isomorphisme de foncteurs

(2.1.7.1) p(jk)!* = pj,*pk|* .

2.1.8. Amplification . Soient U un ouvert de X, réunion de strates,

F le fermé complémentaire, et munissons-les des stratifications et
perversités induites. La t-structure 2.1.3 sur D+(X,0) se déduit alors
de celles de D+(U,0) et D+(F,O) par procédé de 1.4.10. Le formalisme
de 1.4. est donc applicable ., Soit i 1l'inclusion de F dans X, et j
celle de U. Les foncteurs désignés d'aprés 2.1.7 par i ou j, affecté
de ! ou de * , en exposant ou en indice, et affectés ou non de p en
exposant a& gauche - ainsi que j!* - coincident avec les foncteurs no-

tés de méme en 1.4.

Proposition 2.1.9.Pour B dans M(p,U,0), j,,B est l'unique prolonge-

ment P de B dans D(X,0) tel que, pour chaque strate S < F, notant s

son inclusion dans X, on ait H's P = O pour i > p(S) et s P =0
pour i < p(s).

Plus précisément, il résulte de (1.4.14.) que si D' est la sous-

i *
catégorie de D(X,0) formée des K tels que H's K = 0 pour i > p(s) et
i 1
H's'K = 0 pour i < p(S) pour toute strate s : S » F, j* induit une
équivalence D' » D(U,0) . Sa restriction & D' n M(p,X,0) est une é-

quivalence D' n M(p,X,0) » M(p,U,0), d'inverse j,, .

On caractérise de fagon analogue pj,B et pj*B (cf. 1.4.23,1.3.14).

2.1.10. Supposons que la perversité p vérifie la condition suivante :
(2.1.10.1) Si S € T , alors p(S) > p(T) .

Pour chaque n, la réunion Fn (resp. Un) des strates S telles que
p(S) > n (resp. p(S) < n) est alors fermée (resp. ouverte). Notons jn

1'inclusion de U dans Un .

n-1
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Proposition 2.1.11. Avec les hypoth&ses et notations 2.1.10, soient

A un faisceau p-pervers sur Uy , a un entier > k tel que p < a , et

j l'inclusion de Uk dans X = Ua . On a

J!*A = Tia-lja* e Tikjk+1*A .

~

Dans cette proposition, les Ty sont relatifs a la t-structure

~

naturelle. Appliquant (2.1.7.1), on se raméne a vérifier que (jk+1)l*A=

A . Soit F = Uk+1- Uk . D'aprés 1.4.23, on a (]k+l)!*A

)4A . Sur F, la fonction p est constante, de valeur k+l,

= Todkers
- b F .
Te10k41
F
<-1

F) . Puisque sur Uk on ap <k, Aest dans Dik(U,O) (2.1.2.1) et
) A .

et Pq n'est donc autre que Tzk (pour la t-structure naturelle sur

~ F .
) A Tex Oxar

T_<_k(Jk+1
2.1.12. Expliquons la relation entre nos notations et celle de M. Goresky

et R. Mac Pherson [4] , [5] .
a) Ils travaillent en cohomologie & coefficients dans un corps R (sur-
tout R=@Q , ou €) , i.e. ils prennent pour 0 le faisceau constant de

valeur R.

b) Leurs strates sont des variétés topologiques, partout d'une méme
dimension, et les stratifications vérifient des conditions de trivia-
1lité locale le long de chaque strate qui assurent que pour S —i+ X
une strate et F un faisceau localement constant de R-espaces vecto-
riels de dimension finie sur S, les restrictions 3 chaque strate des
Rij*F sont encore localement constantes de dimension finie. Pour S,T

deux strates avec ST - T , ona dim S < dim T .

c) X a une strate ouverte dense UO de complément de codimension
dim U, - dim(X-U)) > 2 .

d) La fonction de perversité ne dépend que de la dimension : on dis-
pose de p : N > Z tel que p(S) = p(dim S) . La fonction p est suppo-
sée décroissante (d'ou (2.1.10.1)) et > O, avec p(U,) = O .

Soit j l'inclusion de Uo dans X . L'objet essentiel est 1l'objet
j, % (R) de Db(X,R) . Si on en donne la description 2.1.11, on est ame-
né 3 utiliser la fonction p' vérifiant encore p'(Uo) = 0 qui a chaque
strate S # Uo attache l'entier p(S)-1 : l'opération j!* consiste,
partant du faisceau constant R sur U = U0 , a4 successivement adjoindre

3 U les strates S de dimension dim(Uo)-Z , dim(Uo)-3, ... et & chaque

fois prendre une image directe, tronquée par T C'est la fonc-

<p'(8)°
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tion p' qu'ils appelent perversité. Du point de vue adopté ici, cela
1

revient & décrire pj,* comme &tant P jx + et conduit & des décalages

dans la description des phénoménes de dualité.

Goresky et Mac Pherson supposent aussi que la fonction p ne dé-
croit pas trop vite : p(n) - p(n+l) = O ou 1 . Le résultat 2.1.14 ci-
dessous montre que cela fournit des indépendances de la stratifica-

tion.
2.1.13. De 2.1.12, gardons les hypothéses suivantes :

a)0 est le faisceau constant de valeur R, pour R un anneau noethérien
a gauche.

b) Les strates sont des variétés topologiques partout d'une méme di-

mension. Si une strate S est dans l'adhérence d'une strate T,

dim S < dim T .

c) Pour j : S > X une strate, le foncteur oj* est de dimension coho-

mologique finie sur la catégorie des faisceaux de R-modules. Pour F

un faisceau localement constant de R-modules de type fini sur S, les

le;F sont encore localement constants de type fini sur chaque strate.

Pour U une réunion localement fermée de strates, notons DC(U,R) -
ou DS(U,R) s'il faut préciser S - la sous-catégorie triangulée pleine
de D(U,R) formée des K constructibles tels que les H'K soient localement constants
de type fini sur chaque strate. On définit de méme D:(U,R) (* = +,-,b),
La condition c) assure qgue pour j : U< V avec U et V réunions localement
fermées de strates, les foncteurs j,, j!, jeet j* respectent ces sous-
catégories. En effet : le cas des féncteurs j, et j* est trivial.

Dans le cas ol U est réduit 3 une strate, le éas de j, se déduit de
la suite spectrale Rpj,HqK = Hp+qu*K . Le cas général se traite par
récurrence sur le nombre de strates dont U est réunion. Si k : S U
est l'inclusion d'une strate ouverte dans U, et que L est défini par
le triangle distingué (K,k*k*K,L), L est constructible car k*k*K
l'est, et a support dans U' = U - S . L'hypothése de récurrence s'ap-
plique & l'inclusion de U' dans X, et j,L est donc constructible. On
déduit du triangle (j*K,(jk)*k*K, j4L) que j,K l'est. Enfin, le cas
de j! se raméne a celui oll j est un plongement fermé et se déduit de
celui de k,, pour k l'inclusion de l'ouvert complémentaire : utiliser
le triangle distingué (jlj!K,K,k*k*K).

Pour F <« U fermé réunion de strates Tza respecte trivialement
DC(U,R). La preuve de 1.4.10 montre alors que pour chaque perversité

P, Tip et TiP respectent DC(X,R). Les faisceaux p-S-pervers sont les
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faisceaux p-pervers dans Dc(x,R) .

Soit T une stratification de X qui raffine S, et vérifie encore
b) et c).

Proposition 2.1.14. Soient p une perversité sur S, et g une sur T.
Supposons que chaque fois qu'une strate S de S contient une strate T
de T , on ait

p(8) < q(T) < p(S) +dim 8§ - dim T .

Alors, la t-structure de perversité q sur DT(X,R) induit sur DS(X,R)
la t-structure de perversité p.

Il suffit de vérifier que Dsip(X,R) c DTiq(X,R) et que D§P(X,R) c
c D?q(X,R) . La premiére inclusion résulte aussitdt de ce que

p(S) < q(T) pour S o T . Vérifions la seconde. Soient K dans Dfp(X,R),
T une strate de T, et S la strate de S contenant T : T —i* S —1+ X.

Il s'agit de vérifier que Hn(ji)!K = 0O pour n < g(T). On a (ji)!K =

= i!j!K , et on sait déja que les Hmj!K sont des faisceaux localement

constants sur S, nuls pour m < p(S). Soit or, (resp. orS) le faisceau

d'orientation sur T (resp. S). C'est un faiszeau localement isomorphe
au faisceau constant Z . Soit or = Egg(orT,i*ors) le faisceau d'orien-
tation normale de T dans S, et posons d = dim S - dim T . Si L est un
complexe de faisceaux sur S, dont les faisceaux de cohomologie sont
localement constants, on sait que i!L o i*L ®Z or[-d] . Prenant

L = j!K, on trouve que Hni!j!K = O pour n < p(S)+d, et on a supposé
que q(T) < p(S)+d .

Corollaire 2.1.15. Tout faisceau p-S-pervers est g-T-pervers et le

foncteur d'inclusion est exact. Pour U localement fermé réunion de

strates de S, et j : U » X le morphisme d'inclusion, les foncteurs

q. 9.! 9. d9.* q. trei fai -g- a £
s R PO B R B S reints aux faisceaux p pervers, redonnen

. ! . ¥ .
les foncteurs p]!’PJ ,pj*,pj ,pj!* .

2,1.16. Outre les conditions de 2.1.13, supposons que R est un corps
commutatif et que X admet une triangulation (localement finie) telle
que chaque strate S de S soit réunion de simplexes (ouverts). Par
exemple : X algébrique réel muni d'une stratification de Whitney. On
dispose alors de la théorie de Verdier de dualité. La dualité de Ver-
dier est un automorphisme involutif de DC(X,R), et pour j : U » X lo-
calement fermé réunion de strates, elle échange les foncteurs j| et
Jxr ainsi que j! et j* . Si R n'était pas supposé commutatif, eile
enverrait DC(X,R) dans Dc(X,ROPP).
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Pour chaque strate S, de faisceau d'orientation or, et de dimen-
sion 4, la dualité de Verdier D sur S (K —— RHom(K,R @ or[d])) véri-
fie pour K dans DS(S,R)

-d-i y

H'DK = (H K)Y @ or .

Il est essentiel ici que les faisceaux de cohomologie de K soient
localement constants de rang fini, et que R soit un corps (un anneau
commutatif local artinien, par exemple Z/znzz , ferait encore 1l'af-
faire, car ayant un module dualisant injectif, I, ('Z/ngf dans le
cas de Z/znZ) ; la dualité de Verdier & prendre est K~ RH_og(K,Ra!I)

pour a la projection sur un point).

*
elons perversité duale d'une perversité p la perversité p
P p gua_.e

donnée par
*
p (S) = - p(8) - dim(s) .

Ce qui précéde montre que D é&change D=F et Dip* (ainsi que =P et
Dip* :onap-= p**). Elle échange en particulier faisceaux p-pervers
et p*—pervers, et p*Hi et pH_i.Pour j 1l'inclusion d'une partie localement
fermée réunion de strates, elle échange pj! et p*j,.‘, pj! et P j*, et

P

pj!* avec j!* .

Dans DC(X,R), les conditions qui définissent les faisceaux p-per-
vers peuvent se récrire : pour toute strate j : S » X , on a
i *
Hlj K =0 pour i > p(S) et
i * . *
H"j DK = O pour i > p (S) .

Si toutes les strates sont de dimension paire, il existe une per-

versité autoduale : celle donnée par

= - 1 4.
PI/Z(S) = 3 dim S .

Proposition 2.1.17. Sous les hypothéses 2.1.16, si toutes les strates

sont de dimension paire et pour la perversité autoduale pl/2 , Si

j ¢ U > X est un ouvert de X réunion de strates et que A est un fais-

ceau pervers autodual sur U, alors j,,A est l'unique prolongement au-

todual P de A (dans DC(X,R)) tel que, pour chaque strate S < X-U ,

1 .
3 dim (S) .

les H'P soient nuls sur S pour i > -

Que j,,A soit autodual résulte de 1l'autodualité de A, et de celle
de j,, . Ceci observé, la proposition est une application immédiate
de 2.1.9 et 2.1.16.
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Remarque 2.1.18. Si U est orientable et lisse purement de dimension 4,
on peut prendre pour A le faisceau constant R, placé en degré -d/2.
Pour ce choix j,,A est le"complexe d'intersection" noté IC' dans 1l'in-
troduction, et é.1.17 est la caractérisation de Verdier de IC' .

2.1.19. Soient (X,S,0) comme en 2.1.1, 0° le faisceau d'anneaux oppo-
sé de 0 et p,q deux perversités. La proposition suivante donne le
comportement, vis-3-vis des perversités, des foncteurs

L
® : D (X,0°) x D (X,0) » D (X,7Z) et

RHom : D™ (X,0) x D'(X,0) » D' (X, Z) .

Si 0 est commutatif, on peut bien sir remplacer Z par 0.

L
Proposition 2.1.20. Le foncteur ® envoie Dép x D<q dans D‘<p+q , et le

foncteur RHom envoie D‘<p x qu dans Da(q_P)

L
La premiére assertion est claire, ® se calculant point par point.

Elle est énoncée par souci de symétrie.

Soient K dans K¥P et L dans D*? . un argument de dévissage raméne
a supposer que K est la forme j,A[-n], pour A un faisceau sur une

strate S, j l'inclusion de S dans X et n < p(S) . On a alors
!
RHom(j ,A[-n],L) = j,RHom(A[-n],j’L) .
!
Par hypothése, j°'L est dans qu(s)(S,O). Le RHom est dans

qu(S)-n(S, Z) < D>,q(S)-p(S) (S,Z) , et la t-exactitude a gauche
(pour toute perversité) de j, montre enfin que RHom(j,A[-n],L) est
dans D?>37P

Faisant p = q , on trouve :

Corollaire 2.1.21. Pour K dans D§p(x,0) et L dans Dap(X,O), on a
H'RHom(K,L) = O pour i < O .
Ce corollaire peut aussi se déduire, par localisation, de ce que

Hom(K,L[i]) = O pour i < O (2.1.4).

Corollaire 2.1.22. Pour K dans D‘P(X,O) et L dans D>p(x,0) le préfais-

ceau U +—— Hom

D(U,o)(KIU,LlU) est un faisceau.

Les HlRHom(K,L) étant nuls pour i < O, la suite spectrale du local
au global fournit en effet

Homy, 4y gy (K|U,L|0) = 1O (u, HORHom (K, L)) .
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Munissons chaque ouvert U de X de la stratification induite par
S, et de la perversité induite par p. La restriction a3 U d'un fais-
ceau p-pervers sur X est alors un faisceau p-pervers sur U. On a

Corollaire 2.1.23. Les faisceaux p-pervers sur les ouverts de X for-
ment un champ.

Preuve (Utilisant 3.2 ; une variante est prouvée, indépendamment de
3.2 , en 2.2.19).

‘D'aprés 2.1.22, les faisceaux p-pervers forment un préchamp : les
morphismes se recollent. Pour recoller les objets, on utilise 3.2.4,

dont 2.1.21 assure que les hypothéses sont vérifiées.

2.1.24. Variante. Plutét que de prendre pour X un espace topologique
stratifié, on eut pu aussi bien prendre pour X un topos stratifié. Un
cas important est celui ol X est le topos étale d'un schéma S, muni

d'une stratification.
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2.2.Schémas.

2.2.1. A titre de modéle, considérons d'abord le cas d'une variété
algébrique complexe. Il s'agit d'appliquer 2.1 au cas suivant :

Espace : L'ensemble X(L) des points complexes d'un schéma séparé de

type fini sur T, muni de sa topologie usuelle.

Perversité : On ne considérera que des perversités ol la perversité
p(S) d'une strate ne dépend que de sa dimension. Cette dimension sera
toujours paire. La donnée requise est celle d'une fonction encore no-
tée p des entiers > O pairs dans Z . On pose p*(n) : -n-p(n). C'est
la fonction de perversité duale. Nous supposerons que p et p* sont
décroissantes

pour n <m, O < p(n) - p(m) < m-n .

Stratifications : Rappelons que toute stratification (algébrique) de

X admet un raffinement qui est de Whitney (voir J.L. Verdier, strati-
fications de Whitney et théoréme de Bertini-Sard - Inv . Math. 36
(1976) 295-312). Les stratifications utilisées seront les stratifica-
tions de Whitney (algébriques) & strates équidimensionnelles de X .
Elles vérifient les conditions (a) (b) (c¢) de 2.1.13, qui seules nous
importent. Dans la discussion, sur € , qui suit, nous les appelerons
simplement stratifications. Pour chaque stratification S, la perver-

sité Pg de S est définie par

pS(S) = p(2dima S) = p(dimto s) .

lg P

On écrira simplement dim S pour la dimension algébrique dimalgs de S.

Soit R un anneau noethérien & gauche. La catégorie dérivée cons-

tructible Dc(x(m),R) est la sous-catégorie pleine de D(X(C),R) formée
des complexes K tels que les faisceaux H'K soient constructibles. La
catégorie DO (X(T),R) = D°(X(T),R) n D_(X(D),R) est la réunion (fil -

trante) des éous—catégories Dg(x(m),R) de D(X(C) ,R) . Sur chaque
D?(X(E),R) la perversité Pg définit une t-structure. D'aprés 2.1.14

et l'hypothése faite sur p , pour S de plus en plus fine, ces t-struc-
tures s'induisent les unes les autres. Par passage a la limite, elles
fournissent la t-structure de perversité p

b
majmxm)mLD?zmxmLRHsuDEMM)JLAPh&ﬂmnk2.L%mwn%mt

une t-structure sur DC(X(E),R) : si pour O < i < dim X,a < p(2i) < b,

on définit Dép(x(m),R ) (resp. D%P(X(m),R)) comme la sous-catégorie de
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Dc(x(m),R) formée des K tels que H'R = 0 pour i > b (resp. i < a) etque

Tla,p]K Soit dans Dg'f-p(x((!),R) (resp. Dg'ip(x(q:) ,R)).

Pour S <X , posons p(S) = p(2 dimSs) .

Proposition 2.2.2.Soit K dans DC(X(E),R). Les conditions suivantes

sont équivalentes.

(i) K est dans Df:p(x(m),R) (resp. DZP(X(O:),R)) .

(ii) Toute sous-variété irréductible S' de X a un ouvert de Zariski

dense S tel que, notant i l'inclusion de S(€) dans X(T), on ait

i ¥ ) i !
H'i K =0 pour i > p(S) (resp. H'i'K = 0 pour i < p(S)).

Si T est une famille finie de parties localement fermées (pour

Zariski) lisses équidimensionnelles, de réunion X, et que, pour S

* ]
dans T, notant iS l'inclusion de S dans X, les HliSK et les HliéK

soient localement constants, elles équivalent encore a

s % it
(iii) Pour tout S dans T, HliSK = O pour i > p(S) (resp. HliéK =0

pour i < p(S)).

Supposons d'abord K dans Dg . Pour toute stratification S assez
fine, K est alors dans Dg . En particulier, il existe T ayant les pro-
priétés imposées, et il suffit de voir que (i) = (ii) = (iii) = (i).
L'implication (ii) = (iii) est triviale. Pour vérifier que (i) = (ii),
il suffit de prendre S assez fin pour que K soit dans Dg (donc dans
Dg’ip (resp. Dg'ip)) et que S' soit une adhérence de strate. Prouvons
(iii) = (i) . Soit S plus fin que T tel que K soit dans Dg. L'hypothése

sur p et la preuve de 2.1.4. montrent que K est dans Db’ip

D‘g'ﬂ% ,

(resp.

7

d'otd (i).

Dans le cas général, soient a etb tels que a<p(2i)<b pour O<i <dimX
Si dans (i), (ii)ou (iii) on remplace K par TaaK (resp. T§bK), on obtient
une condition équivalente et il reste a montrer que chacune implique
que HiK = 0 pour i > b (resp. i < a). Pour (i), c'est dans la défini-
tion. Pour (ii) et (iii), on reprend la preuve de (2.1.2.1) qui suit
2.1.2, Pour (iii), on commence par remplacer T par une stratification
plus fine. Pour (ii), on prouve par récurrence descendante sur dim S'
que pour chaque sous-variété irréductible S' et chaque i > b (resp.
i < a), il existe un ouvert dense S de S' tel que HiK soit nul sur S.

2.2.3. Si U est une partie localement fermée de X, pour toute strati-
fication assez fine , U est réunion de strates. Ceci permet d'appli-
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] *
quer 2.1.6 (propriétés d'exactitude de j,,j",j et j,) & l'inclusion
p uP , Pj!,... de 2.1.7,
dont les résultats restent valables. Pour U un ouvert (de Zariski) de

j de U dans X . On utilisera les notations =t

X, de fermé complémentaire F, la t-structure de perversité p de
Dc(X(m),R) s'obtient par recollement a partir de celles de DC(U(E),R)
et DC(F(E),R). Le formalisme 1.4 est donc appliquable, comme en 2.1.8.

En particulier, pour A p-pervers sur U, on (1.4.23)

(2.2.3.1) 3, LA = P 13* .

*
Supposons F de dimension < d et posons t = p(2d) .Puisque T<ti JxA est
* . s ) Pl :
s¢l jxA) est distingué, si

i j,A et donc

dans PDZO et que le triangle (T<tl J*A A, T

pp>0 P =
T tl jxA est dans DE , on a‘t O1 J*A — L
P

<OJ*A — T A. En particulier (par 2.2.2 (iii) appliqué & F et &

T = {F})

<tj*

Proposition 2.2.4 . Si F est lisse de dimension d et que les Hlj*A
sont localement constants sur F pour i > t := p(2d) , on a

F .
T$t_1]*A .

(2.2.4.1)  j,,A=

Ceci, joint a la transitivité de jl*’ est analogue a 2.1.11. De
méme, sous la méme hypothé@se sur F et si la locale constance de
Hii*j*A vaut pour i > t-1, (resp. t+l), on a respectivement, par
1.4.23,

p. . _ F . )
(2.2.4.2) ]!A-r Tét_zj*A ;
2.2.4.3 Py a=+F35

( elete ) J*A - T<tJ*A .

Proposition 2.2.5 . S8i f : X > Y est un morphisme quasi-fini, les

=

*
foncteurs f, et £ sont t-exacts 3 droite, et leurs adjoints & droite

=

]
f° et £, sont t-exacts a gauche.

Pour K dans Dc, la condition K € Dép équivaut aux bornes
p(2 dim Supp HlK) > i

sur la dimension des supports des H K Le foncteur ©f &tant exact,

!
on a H'f K = f'H K, d'ou Supp H f K = f(Supp H'K)™ et

[ *
dim Supp H f K = dim Supp H K . De méme, H f K = Of HlK , Supp H'f K =
= f_l Supp H X et dim Supp H f K < dim Supp ut K., Ceci prouve la t-
exactitude & droite de f, et f . La t-exactitude & gauche de f et
f, peut s'en déduire par adjonction (1.3.17 (iii)).
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Remarque . Il est essentiel ici que les conditions de perversité
soient définies en terme de la dimension - et non de la codimension-
des strates (si X et Y ne sont pas de la méme dimension).

Corollaire 2.2.6 (i) si f est fini,f = f,  est t-exact.

1 *
(ii) Si f est étale, £f° = £ est t-exact.

2.2.7. Pour f quasi-fini et F p-pervers sur X, f,F est dans pD—<—o et
f,F dans pDaO . Le morphisme naturel de f,F dans f_F admet donc une

factorisation

(2.2.7.1)  £,F > Pg F > PeF > £, F .
On pose
£,.,F = ImPg F > PeF) .

1%
2.2.8. Comme en 2.1.20, si les perversités p,q vérifient pour n < ms

(p+q) (n) - (p+g)(m) <m - n,
L -
® envoie Dc'-<—P x Bc'iq dans D§p+q , et si g-p est décroissante, RHom

envoie D;'ép x D:’;q dans D:,i(q-p). En particulier, pour K dans Dip

et L dans sz , les ElRHom(K,L) sont nuls pour i < O , et

U —— Hom )(KIU,LlU) est un faisceau. Comme en 2.1.23, les fais-

D(U
ceaux p-pervers forment un champ.
Si*R est un corps commutatif, la dualité de Verdier échange p’P
*
et p¥P ’ Dap et pSP , faisceaux p-pervers et p -pervers (cf.2.1.16),
et Pud et P g7J

2.2.9. Soit X un schéma de type fini sur un corps k, et soit % un
nombre premier, premier & la caractéristique de k. Sur X, nous considé-
rerons exclusivement la topologie étale. Notre but est la définition
des Qz-faisceaux pervers sur X. Le cas des faisceaux de Z/g-modules

étant un peu plus facile, nous commengons par lui.

2.2.10. A cause des phénoménes de ramification sauvage, on ne dispose
plus de stratifications jouant le r6le des stratifications de Whitney.

=

Nous aurons & considérer des paires (S,L) ol

(a) S est une partition finie de X en parties localement fermées (ap-
pelées strates). L'adhérence d'une strate est réunion de strates, et
sur k chaque strate réduite est lisse, partout de la méme dimension.

(b) L est la donnée, pour chaque strate S, d'un ensemble fini L(S) de
classes d'isomorphie de faisceaux localement constants de Z/ji-modules
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sur S, irréductibles dans la catégorie de tous les faisceaux locale-
ment constants de Z/ % -modules.

Un faisceau de Z/%-modules sera dit (S, L)-constructible si sa
restriction & chaque strate S est localement constante et extension
itérée (finie) de faisceaux dont la classe d'isomorphie est dans L(S).
On note Dg L(X Z/%) la sous-catégorie pleine de D (X, 22/2) formée
des complexes (S,L)-constructibles, i.e. tels que les H'K soient

(S,L)-constructibles. On dit que (S',L') raffine (S,L) si chaque stra-

te S de S est réunion de strates de S', et que les F dans L(S) sont
(8',L')-constructibles (i.e. (S'|3,L'|(S'|S))constructibles).

On impose enfin

(c) Pour S dans S et F dans L(S), si j est 1l'inclusion de S dans X,

les an*F sont (S,L)-constructibles.

Cette condition assure comme en 2.1.13 que pour U 93» V < X loca-
* 1

lement fermés et réunionsde strates, les foncteurs j,, j,, jJ , j° en-

voient 1'un dans l'autre D}§ L (U Z/%) et Dg L(V,Z/l) .
I’ r

Il résulte du théoréme de constructibilité pour Rj, ([3]1.1l.) que
pour tout systéme (S',L') vérifiant (a) (b), il existe (S,L) raffinant
(S',L') qui vérifie (a) (b) (c¢) : si (a) (b) (c) sont vrais pour X rempla-
cé par la réunion des strates de dimension > n, le théoréme de cons-
tructibilité permet de raffiner (S,L) en (S',L'), sans toucher aux
strates de dimension > n, et de rendre (a) (b) (c) vrais pour X rempla-
cé par la réunion des strates de dimension > n-1 . On itére cette

construction.

2.2.11. Soit p comme dans 2.2.1, définissant les fonctions de perver-
sité Pg S» Z: S+ p(2 dim g). Procédant comme précédemment, on
déduit de p une t-structure sur DS,L(X,'Z/Q).Pour ($,L)de plus en plus
fin, ces t-structures s'induisent les unesles autres : le théoréme de

pureté SGA 4 XVI 3.7 fournit l'analogue de 2.1.14. Par passage a la

limite on obtient une t-structure (Dg'ip(X,ZZ/E), Dg’iP(X,'Z/ﬁ)) sur

la réunion filtrante DZ(X,?Z/%) des Dg,L(X,'ZVE). On en déduit une
t-structure sur DC(X,]Z/Q) comme en 2.2.1, et 2.2.2 3 2.2.8 restent
valables, avec essentiellement la méme démonstration. Le formalisme
de dqualité en cohomologie étale (SGA 4 XVIII) remplace celui de la
dualité de Verdier.

2.2.12, Pour x un point (fermé ou non) de X, si ix est l'inclusion de

- 1 x 1
x dans X, factoriséeen x —3* {x} —3 X, on définit i; := j i° . Avec
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cette notation, lé caractérisation 2.2.2(ii) de Dgp (resp. D%P) admet
la formulation plus é&légante suivante.

(ii)* Pour tout point (fermé ou non) x de X, notant dim x la dimen-

- i * i1
sion de {x} , on a HlixK = 0 pour i < p(2dim x) (resp. HliéK = O pour
i > p(2dim x)).

2.2.13. Pour les faisceaux de'Z/ln-modules (ou plus généralement de
R-modules, avec R fini sur ZZ/zn), on procéde de méme. Il est commode
de continuer & prendre pour L la donnée, pour chaque strate, d'une
famille finie de faisceaux localement constants irréductibles de
Z/v-modules, et de dire que K dans Db(X R) est (S,L)-constructible
si les liH*K/£l+l
de Z/%2-modules.

H K sont (S,L)-constructibles, en tant que faisceaux

2.2.14. Pour les Z -falsceaux, (resp. Q falsceaux,...) on procéde
de méme, une fois deflnles des categorles triangulées D (X, Z ) (resp.
D (X, Q ),...) Obéissant au formalisme de variance habltuel et une
f01s deflnle leur t-structure "naturelle", dont on veut qu'elle four-
nisse la catégorie abé&lienne des Z&—faisceaux (resp. Ql—faisceaux,..)
constructibles sur X (SGA 5 VII 1.1.),Dans le cas des corps de base
finis ou algébriquement clos (ou plus généralement lorsque pour toute
extension finie k' de k les groupes Hi(Gal(F/k'), Z/%) sont finis),

une solution est proposée dans [1l] 1.1.2 : poser

b o 14 . b n
(2.2.14.1) DC(X, 2&) := 2-1lim proj Dctf(x,'Zyz )

(ctf pour "constructible de Tor-dimension finie"). On prend pour
foncteursde transition les foncteurs d'extension de scalaires

L
® Z/zm ;
z/”
la restriction aux objets de Tor-dimension fijnie est nécessaire pour

qu'ils envoient Db dans Db .

La proposition suivante, jointe aux théorémes de finitude de [3]

assure que l'on obtient bien une catégorie triangulée.

Proposition 2.2.15. Soit (Dn)nelN un systéme projectif de catégories

triangulées. Les foncteurs de transition Toon ® Dn > Dm sont supposés
4

exacts. Si, pour tout n € N et K, L dans Dn , Hom(K,L) est fini,

alors la 2-limite projective D de Dn ,munie de la famille des tri-

angles T d'images distinguées dans les Dn ,est triangulée.

Soit u : X » Y dans D , et . s Xn > Yn son image dans Dn . Pour
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vérifier que u est la base d'un triangle distingué T (TR1l) on choisit
pour chaque n un triangle distingué Tn de base u, . Appliquant TR3
n,n+1 n+l) i T de base
1'automorphisme identique de u, - Ce sont des isomorphlsmes. Ils per-

dans les Dn , on construit des morphismes T

mettent de définir le T requis comme limite projective des Tn .

Soit dans D deux triangles distingués T,T' et f:base(T) - base(T')
u (1)

X — Y — 2 —>

EI]

X'—> Y'—s 2!

)

Pour chaque n , soient Tn’ TA et fn les images de T, T', f dans Dn '
et Hn l'ensemble des morphismes de triangles Tn > Tﬁ qui induisent fn.
Le foncteur Tn,n+1 envoie Hn+l dans Hn , et la limite projective H

des Hn est l'ensemble des k : T » T' induisant £ . Chaque Hn est fini
par hypothése, et non vide d'aprés TR3 dans Dn . On a donc H # @

ceci vérifie TR3 dans D. La vérification de TR4 dans D est semblable.

Celle de TR2 est triviale.

2.2.16. La définition(2.2.14.) a ceci de bon que le formalisme de va-
riance des DZ(X, Z%) s'obtient par simple passage a la limite. La dé-
finition de la t-structure naturelle est plus délicate, car les T<l
dans D (x, Z/2™ ne respectent pas la Tor-dimension finie et ne com—
mutent pas aux extensions de scalaires. On définit le foncteur H' de
D (X, 2 ) dans la catégorie abélienne des ZZ falsceaux constructibles
en attachant d K, défini par un systeme de K € D (X, ZVQ ), le Z%—

faisceau limite projective des H* (K ) . Nous ecrlrons K %{’Z/ﬂ pour

Kn . On dispose des suites exactes usuelles 2
(2.2.16.1) 0 » H (K) ®2/2" >0 (K ® z/2") > ror (1" (x),2/2™) >0 .
Z& Z&

Pour n variable, elles forment un systéme projectif, et le systéme

projectif des Tor, est essentiellement nul On définit D (X, Zf)—

(resp. D (X, ’Z ) cl)) par les conditions H 'k =0 pour i > O (resp.
i<o0). Pour s'assurer qu'on obtient bien une t-structure, l'essen-
tiel est la construction des opérateurs Ty 0 Elle est faite dans [1]
1.1.2. Le foncteur H® induit une équivalence de catégories

(DZ(X, 'Zl)f-o n DZ(X, Zl)io) > ( Z,-faisceaux constructibles).

Les suites exactes (2.2.16.1) montrent que pour que K soit dans
DZ(X, Z’L)f—O , i1 faut et il suffit que pour un (tout) n, K % Z/zn
L
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soit dans Dg(x, Z/!Ln)io .

Une bonne définition, inconditionnelle, de DZ(X,‘Z&) a été propo-
sée par O. Gabber. Notons Dc(X, Z%) la catégorfg trianguléebqu'elle
fournit. On dispose d'un foncteur conservatif Dc(x, ’Zz) > DC(X, Z!L) ’
bijectif sur l'ensemble des classes d'isomorphie. Pour K, L dans
52(X,‘Z%), de réduction mod ln Kn et Ln’ on a une suite exacte courte

0 > lim'Hom(K_,L ) » Hom(K,L) » lim Hom(K_,L ) > O .

~— B

Pour X le spectre d'un corps k, de cldture séparable k, V un Zl-mo-
dule de type fini sur lequel Gal(k/k) agit continfiment, et K (resp. L)
réduit; a z, (resp. V) en degré 0O, les Homi(Z V), dans 152 , sont
les Hl(Gal(E/k) ,V), tels que calculés par le complexe des cochaines
continues. Comme il n'a pas rédigé sa définition, nous sommes obligés

de nous limiter au cadre un peu étriqué ol 2.2.15 s'applique.

. b
2.2.17. Ssoit DS,L

des K vérifiant les conditions suivantes, dont l'équivalence résulte
de (2.2.16.1) : (a) pour tout (resp. un) n, K @ Z/ln est dans
y/A

(X, ZiL) la sous-catégorie pleine de Dg(x, ZJL) formée

i 2
Dls) L(X,Z/kn) ; (b) les H'K % Z/% sont (S,L)-constructibles. Pour
’
(S,L) variable, Dg est la réunion filtrante des Dls) L ,et on définit
r

la t-structure de perversité p sur Dg par passage a la limite sur
(S,L), comme en 2.2.10, a partirde t-structures sur les Dg L obtenues
’
par recollement.
Comme en 2.2.16, pour que K soit dans pD%o(x, Zz)’ il faut et il

suffit que sa réduction mod ¢ soit dans ngo(X,Z/z) .

2.2.18. Rappelons que, par définition,

b _ P
Do(X,@y) :=D2(X, Z,) & @, ,

et que la catégorie abélienne des ml-faisceaux constructibles est le
Qzﬂ de ;elle des 'Za-faiscegux constructibles. La sous-catégorie
pleine DS,L(X’QL) image de DS,L(X"ZQ) ® ml est formée des K tels que
chaque HIK est 1le QéD d'un Z -faisceau ($,L)-constructible, i.e.
de réduction modg (S,L)-constructible. On définit la t-structure de
perversité p sur D:(X,Ql) par passage & la limite sur (S,L) et recol-
lement, comme précédemment. Pour tout intervalle [a,b] , le foncteur
naturel

PplaPl(x, z) e @, » Pol2PT(x,0,)

est une €équivalence. En particulier (a = b = 0), la catégorie abélien-
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ne des Ql-faisceaux pervers se déduit de celle des ‘Z%-faisceaux per-
vers par %lml.

Soient EA une extension finie de QQ et OA son anneau de valuation.
On peut traiter des Ox—faisceaux comme on a traité des 'Zl-faisceaux,

et passer de 13 aux EA—faisceaux par % E, . On peut aussi passer des

A

ml-faisceaux aux E,-faisceaux en observant que le foncteur d'oubli w

A
induit une équivalence

Dg(X,EA)———+ (catégorie des objets K de DE(X,QQ), munis 4d'un
morphisme de Qg—algébres EA__—+ End(K)) .

La pleine fidé&lité résulte de la suite spectrale

(2.2.18.1) EPY = Ext

g EA®EA (EA,Homq(wK,wL)) = Hom(K,L) |,

ot qu = 0 si p # O (le produit tensoriel EA ® EA est pris sur QQ '
et le Hom? dans DS(X,QQ)). La surjectivité essentielle résulte de ce
que K, muni d'une action de EA , est facteur direct de K © EA .

QR,

La suite spectrale (2.2.18.1) se déduit d'une suite spectrale ana-
logue pour DS(X,OA), obtenue par passage a la limite. Si OA est étale
sur 'Za, on a encore qu = O pour p # O , mais non en général. La
suite spectrale montre toutefois que le foncteur d'oubli induit un

foncteur pleinement fidéle

(OA—faisceaux pervers) ——( Z%—faisceaux pervers, munis

d'une action de OA) .

Nous n'avons pas vérifié que c'est, comme il se doit, une équivalence.

=

On passe enfin & Dg(x,ﬁl) par passage & la limite (inductive) sur
EA c ml .

2.2.19. Les résultats 2.2.2 3 2.2.8 et 2.2.12 continuent & s'appliquer

dans tous ces contextes, avec essentiellement la méme démonstration.

La preuve 2.1.23 de ce que les faisceaux pervers forment un
champ ne s'applique toutefois plus telle quelle, car 3.2, sur laquel-
le elle repose a été rédigé en supposant que l'on travaillait a 1'in-
térieur d'une catégorie dérivée d'une catégorie de faisceaux.
Voici une autre preuve. On sait déja, comme en 2.1.23, que les mor-
phismes se recollent, et il s'agit de prouver que si (Ui)i€I
est un recouvrement étale fini de X, toute famille Ai de faisceaux
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pervers sur les Ui munie d'une donnée de recollement provient de A
pervers sur X. La donnée de recollement permet, pour chaque j : V > X
étale, et se factorisant par un Ui , de définir A, faisceau pervers

\'4
sur V, et ce de fagon compatible aux images inverses V' » V .,

Pour tout morphisme £ : Y » X et toute sous-variété irréductible
localement fermée i : S' &— X de X, donnant lieu & un diagramme car-

tésien
T'C__l._, Y
|
s'c__i_> X
1
on a dans la catégorie dérivée i f, = f, . Si f est quasi-fini, S’

admet un ouvert dense S tel que T = £ 1S soit fini sur S , et vide ou

purement de dimension dim(S). Il en résulte que f, envoie alors

D;p(Y,QZ) dans D;p(x,ml) : pf* = Hof*e est un foncteur exact 3 gauche

des faisceaux pervers sur Y dans les faisceaux pervers sur X, ayant

=

Pe* o.¥* - fs
f := H f ¢ pour adjoint 3 gauche (1.3.17 (iii)) .

Soit ji (resp. jij) la projection sur X de Ui (resp. de

Uij := UixXUj) . Posons

.= P
A := Ker(I ix U —— TT 13* U 14 )

Il suffit de voir que le morphisme p] A — A = AU déduit par ad-
i
jonction de A — ji*AU est un isomorphisme. Il suffit de le voir
i
aprés tout changement de base jj . Les images directes et réciproques

=

considérées commutant 3 une telle localisation, nous sommes ramenés
au cas ol 1l'un des Uj/x admet une section. Dans ce cas, les Ai sont
les images inverses d'un A

et que A = A, résulte de 1l'argument ha-

X ! X
bituel d'homotopie qui montre que deux recouvrements ouverts dont cha-

cun est plus fin que l'autre donnent la méme cohomologie de lech.
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3. COMPLEMENTS.

3.1. Catégories dérivées filtrées, filtrations canoniques, et filtra-

tions bétes.

3.1.1. Les catégories triangulées usuelles ont les accompagnant une
"catégorie dérivée filtrée". Les relations entre la catégorie trian-
gulée de départ et celle-ci n'ont pas encore été axiomatisées. Les
foncteurs les plus utiles parmi ceux reliant ces catégories sont con-
sidérés en 3.1.2, mais nous ne prétendons pas avoir indiqué toutes les
compatibilités auxquelles ils donnent lieu,De ce fait, nous sommes obli-
gés, dans ce n°, de partir d'une catégorie abélienne A,

de sa catégorie dérivée DA , et de sa catégorie dérivée

filtrée DFA . Modifiant la définition donnée en 1.1.4, nous la
définissons ici comme déduite par calcul de fraction de la catégorie
des complexes munis d'une filtration finie (et non seulement finie
degré par degré). C'est la définition de [8] V § 1,2, ol le lecteur
trouvera un exposé systématique. De méme pour D*, * = +,-,b . On uti-
lisera aussi incidemment la catégorie dérivée bifiltrée DF2A , qu'on
peut considérer comme é&tant la "catégorie dérivée filtrée" compagnon

de la catégorie triangulée DFA .

Si la catégorie abélienne A a assez d'injectifs, p*A s'iden-
tifie a4 la catédorie des complexes bornés a gauche d'objets injectifs
de A , les morphismes de complexes étant pris & homotopie prés, et
ptFA (resp. D+F2A) s'identifie & la catégorie des complexes bornés
d gauche filtrés (resp. bifiltrés) d'objets injectifs de A , la fil-
tration (resp. bifiltration) étant finie et scindable en chaque degré,
et les morphismes de complexes filtrés (resp. bifiltrés) étant pris
modulo les homotopies compatibles aux filtrations (i.e. modulo les
dH+Hd, ol H , de degré -1 , respecte les filtrations) ([8]v 1.4.7

pour D+F) .

Nos filtrations seront tantdt croissantes, tantdt décroissantes.
On passe des unes aux autres en posant Fi = F & .

3.1.2. Travaillons avec des filtrations décroissantes. On dispose des
foncteurs suivants reliant DA et DFA .

(3.1.2.1) Gr%, : DFA — DA : (K,F) — Gr]];',(K) ,
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(3.1.2.2) oubli : & : DFA — DA : (K,F) b— K ,

et plus généralement,

(3.1.2.3) Fl/Fd : DFA —» DA : (K,F) — FK/FIR  (-» < i< 3 <=).
Fonctorialité . Pour (i,3j) > (k,%) on dispose de Fi/Fj — Fk/F£ ,
avec transitivité pour (i,3j) > (k,%) > (m,n). On dispose aussi de
Morphismes de degré 1 : F-°°/Fi jll—)Fi donnant lieu pour i»j & des
carrés commutatifs

(1) i

F"/Ff — 5

I

F_m/Fj (1) FJ
Pour i > j > k , le triangle (Fj/Fi,Fk/Fi,Fk/Fj) est distingué
(fléche de degré 1 : F/Fd — 7 =/rd — &) g3 _, pI/pl) | un tel systeme
de triangles distinguésest ce que Verdier, inspiré par la construction
des suites spectrales dans Cartan-Eilenberg, a appelé un objet spec-
tral de DA .

En sens inverse, on dispose de

(3.1.2.4) filtration triviale : DA — DFA : K }—— (K,Tr) avec

o _ i _ .
GrTrK =K et Grj K =0 pour i # O .

De DFA dans DFA, on dispose de

(3.1.2.5) F° : DFA —DFA : (K,F) + (FOK, filtration induite), et plus
généralement, pour chaque ¢ :Z — Z (o0 Z =2Z Y {-w,=}) , crois-

sant et continu, de

(3.1.2.6) [@]: DFA —+ DFA : (K,F) ((F‘”('“)/F‘p(”))(K),Fw(“)K/F“’(”)xo.
Pour ¢(n) = n+p , c'est (K,F) —— (K,F[p])

Généralisant l'existence d'un triangle de base donnée et TR4, on a

. n+l—’ Kn->..

(n € Z) de DA, avec Ki=0 pour i »0 et Ki+l—->Ki pour i<«O, il
existe }K,F) dans DFA telle que la suite donnée soit isomorphe & celle
des F'K .

(3.1.2.7) Quelle que soit la suite de morphismes ...— K

On a les mémes relations entre DFZA et DFA (de deux fagons
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différentes : par exemple, on a Fl/FJ , et G]'/G:| : DFZA — DFA) .

On dispose en outre de

(3.1.2.8) filtration diagonale : DF°A—- DFA : (K,F,G) — (K,s(F,G)),

avec &(F,G)P = Z Ffnel = N Fr+cd |, et
i+j=p i+j=p+l
p - i
(3.1.2.9)  Grgp o ifgip GryGry .

3.1.3. Soit A une catégorie abélienne ayant assez d'injectifs. Pour
K dans DFA et L dans D'FA , on dispose d'un objet naturel
RHom(K,L) dans DFAb. Si les composantes de L , supposé borné infé-
rieurement, sont de gradué injectif, RHom(K,L) est l'image dans

DFAb du complexe filtré Hom(K,L) donné par la ré&gle habituelle

Hom™ (K,L) = Tr Hom(k1,13) ;
j=i=n
£ = (£) € Hom"(K,L) est dans K osi £, (F'KY) < PRI v v

On a

(3.1.3.1) Gr?RHom(K,L) T RHom (GrpK,GriL) ([ 8 1V 1.4.9)

m-n=k
(3.1.3.2) Hompy, (wK,wL) = H% RHom (K, L) (v = oubli de F)
(3.1.3.3) Homy.,(K,L) = H°F°RHom (K, L) ([8]1 V 1.4.6) .

Les complexes filtrés RHom(K,L) et FORHom(K,L) fournissent des

suites spectrales

(3.1.3.4) Eﬁq

Tl HomP*9(Grik,crin) =» HomP 9 (wK,wL) .
j-i=p FR/Crg DA

(3.1.3.5) qu méme groupe si p > O

- Homg;E(K,L) ;
O si p<O

Comparant ces suites spectrales, on obtient (i) ci-dessous.

Proposition 3.1.4. Soient (K,F), (L,F) comme ci-dessus.

. . i j . .
(1) si Homn(GrFK,GigL) =0 lorsque n =0 ou -1 et i>j, par
exemple si Homn(GrFK[-i],Gr%L[~j]) =0 pour n < O , alors

HomDFA(K,L)-————+HomDA(wK,wL) .
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(ii) si Homn(Gr;K,GrgL) =0 lorsque n=0 ou 1 et n+i-j < O,

par exemple si Homn(Gr;K[i], GrgL[j]) =0 pour n < QO , alors

00

_ 00 _ . lo
HomDFA(K,L) = E2 = Ker(d1 : E1 _*El.) .

Pour (i), utiliser le triangle (F°,w,F /F°) et la suite spec-

trale
bd (si p <0|=> #P*9F"/F° RHOm(XK,L)
(o] (si p >0)
pour obtenir la nullité de H®° et il oae F ~/F° . pPour (ii), uti-

liser la suite spectrale (3.1.3.5).

.

3.1.5. Soient A une catégorie abélienne ayanmt assez d'injectifs, D
une sous-catégorie triangulée pleine de p*A , (Dio,Dio) une t-
structure sur D , Db la sous-catégorie de D réunion des D[a’b]=

be n 032 et ¢ = 7=°0n p2° . soit DF (resp. DbF) la sous-

catégorie de D'FA formée des objets de filtration finie (K,F)
tels que les Gr;K soient dans D (resp. Db) .

Pour définir les filtrations canoniques, il est commode de prendre
les filtrations croissantes. On dira que (X,T) dans UbF (avec T
croissante) est canonique si les (GrIK)[i] sont dans C . Cela re-
vient 3 demander que les TiK , munis du maorphisme naturel

TiK —— K s'identifient aux pr<iK . On a alors pHiK = (GrEK)[i] .

Proposition 3.1.6 . Le foncteur w : oubli de la filtration, de la

catégorie DbF des complexes filtrés canoniques dans Db , est une

can
équivalence de catégories.

Que w soit pleinement fidéle résulte aussitdt de 3.1.4.(i), et

de ce que Homn(A,B) =0 pour n <O et A,B dans C . La surjecti-
vité essentielle résulte de (3.1.2.7) appliqué & la suite des
Pr 'k .

<i

3.1.7. Nous nous proposons de définir un foncteur Db(C) — pP . Nous
le ferons en identifiant les complexes bornés d'objets de C & des
complexes filtrés particuliers, les complexes filtrés bétes. Pour les
définir, il est commode de prendre les filtrations décroissantes. On
dira que (K,F) dans DbF (avec F dé&croissante) est b&te si les

79



A.A. BEILINSON, J. BERNSTEIN, P. DELIGNE

(Gr;K)[i] sont dans C .

soit (X,F) dans DbF , et posons k' = (Gr;K)[i] . Les triangles

distingués (Gr%fl,Fi/Fi+2,Gr;) fournissent §es mgrphigmes de degrél
Gr;K ——li)Gr;+lK p @.e. qes mgrppismes' at Kl:—+Klfl . Le mor-
phisme de triangles (Fl+l/Fl+3,Fl/Fl+3,Grl) — (Gr;+l,Fl/Fl+2,Gr;)
montre que le morphisme de @egré 1: Gr;K-EL Gr;+lK se factorise par
F1+1/Fi+3 , de sorte que d1+l

G : DbF _ cb(v) .

i . :
°d”™ = O . Ceci nous fournit un foncteur

Proposition 3.1.8. Le foncteur G induit une &quivalence de la caté-

gorie DbF des complexes filtrés bétes avec Cb(C) .

béte

Que G soit pleinement fidéle résulte aussitdt de 3.1.4 (ii) et
de ce que Homn(A,B) =0 pour n <O et A,B dans (C : pour K,L

dans DbF on a

béte '

. . d . .
Hom) (K,L) = ker (1 Tom (x, 1) LITwom (xt,2i%Y))
on a dl(f) = df-fd (formule dont nous n'avons besoin qu'au signe
prés, et dont la vérification est laissée au lecteur), et Homy, o (K, L)

s'identifie donc au groupe des morphismes de complexes de K* dans

L*

Prouvons la surjectivité essentielle. Soit donc

eo. KP — (0] (a < b) un complexe borné d'objets de C ,

0—->Ka-——>
et cherchons un complexe filtré béte (K,F) dont il soit 1l'image par

G .

lére solution . Ecrivons chaque K' comme 1l'image dans ptA  d'un com-
plexe (Kl’J,d") borné inférieurement d'objets injectifs de A , et
i i+l

—_—

réalisons les morphismes at : K K par des morphismes de com-

plexes art .

Tout complexe filtré X du type suivant répond au probléme

= @ kI
i+j=n

FPX" = (2] K*'J
i+j=n,i>p

d = (—i)ld"+d'+r , avec r de filtration > 2,

i.e. tel que avec rFP < Fp+2

80



FAISCEAUX PERVERS

1
homogéne de degré (p,-p+l) tel que dD = ii H vérifie
= n=o

Posons Ho = (-l)id" , H, =4d' et cherchons inductivement Hp bi-

(*)dp°dp est de filtration > p+l.

Pour p =1 , cette condition est vérifiée : elle exprime que cha-
que di est un morphisme de complexes. Pour p > b-a , elle implique
que dp°dp =0, i.e. que d := dp répond au probléme posé.

Par hypothése, d'1+1qd'l: k' — K1+2’* est nul dans la caté-
gorie dérivée, donc homotope & zéro. Posons d'l+1°d’1 = d"H;+H;d" .
On peut prendre pour H2 la somme z: (—1)1+1H; (vérification lais-

sée au lecteur).

Supposons que p > 2 , et construisons H°+1 . Soit ¢ la composan-
te de premier degré p+l de dp°dP . Calculant la composantede premer
é +1 d d b de l'identité 4 d_ed = (d_ed d

degré p es deux membres de identi po( po p) ( o p)o o !

on obtient d"w+(-1)pwd" =0 : © est un systéme de morphismes'de com-
plexes de degré 1l-p : ot : Kb — Kl+p+l . Puisque Homn(A,B) = O pour

n<o0 et A,B dans C , il existe H;+l
o' = d"H;+l+(—l)1_pH;+ld“ . On peut prendre pour H

, de degré -p , tel que

p+l la somme

-1) i+pyi
T (-1) PH$+1.

28me solution (esquisse). C'est essentiellement la méme, écrite dans
un langage ol le fait qu'on soit parti de la catégorie dérivée d'une
catégorie abélienne n'apparaitra pas explicitement. Il apparaltrait

dans la vérification des compatibilité&s que nous admettons.

On procéde par récurrence sur b-a. Si b = a , on prend une fil-
tration triviale. Si a < b , choisissons p tel que a <p <b et

considérons le morphisme de complexes (avec Kb en degré b)

0 — K& — e — KPP —— [0}

L

0 —» Kp+l

eee— KW —s O .

L'hypothése de récurrence s'applique 3 sa source et 3 son but, et la
pleine fidélité de G nous fournit

£f: (a,F) — (B,F)
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tel que £ = Gr(%).
i_ _n+i
Notons F[n] la filtration translatée: FIn] =F (3.1.2.6) . Le
cdne (dans UF) sur le morphisme composé
id
(a,F[1]) A (ap)—2 (B,F)

répond au probléme posé.

ion" le foncteur
chaque complexe borné K* d'objets
uit par oubli de la filtration du

t 1'image par G :

— & P

3.1.9. Nous appellerons "réalisat
real := wG_l : Cb(C) — P qui &
de C associe l'objet de Db déd
- %
complexe béte (XK,F) dont K es
b G
(3.1.9.1) D Fbéte =
Si (K,F) est béte, (

i+l

i 1o
(3.1.9.2)  (Grg K[l [il= (6rg

Les isomorphismes (3.1.9.2) re

i .
(GrF[l]K[l]) [i]

l

i+l

(Gr K)[i+l]——————

F

i.e. définissent un isomorphisme

G(K[1}F[1]) (

d'ol un isomorphisme

(3.1.9.3) real (K*[1])

(

Proposition 3.1.10 . Le foncteur

K[1],F[1])
K) [i+1]

l'est aussi, avec

ndent anticommutatifs les diagrammes

d i+l .
_— (GrFllﬁ[ll)[1+l]

(Gri*?K) [i+2]

d

!

GK) [1] ,

real K*)[I]

gradué (3.1.9.3)

se factorise par un foncteur exac

t encore noté

Lemme 3.1.11

* *
Soient K et L

real : Cb(C)———+ Db

real : Db(C)—* Db .

real : Cb(C) — D se factorise par Kb(C) .

dans Cb(C) , images par G de
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(L,F) dans DFbéte . Le lemme résulte du diagramme commutatif suivant,

extrait du morphisme de suites spectrales (3.1.3.5) — (3.1.3.4) :

* _*x _ _00 ~
Hom . (K ,L )= E, de (3.1.3.5) — =& HomDF((K,F),(L,F))

c’c (3.1.4 (ii))

* *_ 00
HomeC(K ,L )= E2 de (3.1.3.4) ——— HomD(K,L)

Lemme 3.1.12. Le foncteur real : Kb(c) — D transforme triangles

distingués en triangles distingués.

Soit f : (K,F) — (L,F) un morphisme de complexes filtrés dans
DF , et soit ¥ 1la filtration sur le cdne C(f) de £ pour laquelle
?‘ic(f)m = FiIFlGBFi+1Kn+1 : (C(f),F) est le cdne de
(K,F[l]) — (K,F) —~ (L,F) . L'isomorphisme naturel Gr%C(F) =
:(Gr;+lK)[]J D Gr'L donne lieu 3 un isomorphisme GC(f) = C(G(f)) .
En particulier, si (X,F) et (L,F) sont bétes, (C(f) ,F) 1l'est
aussi — et C(wf) = wC(f) s'identifie & real(C(f)) . Plus précisé-
ment, le triangle naturel (K,L,C(f)) s'identifie & l'image var
real de (G(K),G(L),C(G(f)) . Ceci prouve 3.1.12.

Lemme 3.1.13, Soit £ : O — A — B —— C —» O une suite exacte

courte dans C , considérée comme un complexe concentré en degrés O,

1,2 . On a real(gz) =0 .

P . *
On peut représenter 7§ par une suite exacte courte ¢ de com-

plexes A* — B* — c* d'objets de A . Traitons Z* comme un double
complexe (de premier degré valant O,1 et 2 sur A*,B*,C*). Le
complexe simple associé gz* , filtré par le premier degré, est béte,
de gradué 3 . On a donc gz* = real(z) , et on conclut en observant
que gz* est acyclique, puisque ses lignes le sont.

3.1.14. Construction d'isomorphismes H' = Patoreal.

Soit K*. dans Cb(C). Le tronqué T<iK* est défini oar
(T<iK*)J =k} pour j <i, Ker (d) 'pou? j=1i et O pour j > i.
Définissons TLiK* par (r'dK*)J =K} pour j <i, Imd pour j=iHl
et O pour = § 5 i+l | Le cdne du morphisme d‘'inclusion
TsiK* ——»réiK* est homotope au complexe Ker(d) —— Ki —> Im d
(degrés i-1,i,i+l) . D'aprés 3.1.13, la réalisation de ce dernier
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complexe est nulle, et d'aprés 3.1.12 le morphisme

* v k¥
real(r:iK )—— real(riiK )
est donc un isomorphisme.

Nous allons construire un isomorphisme entre un cdéne sur
rea1(1<i_1K*) —_— feal(r<iK*) et HiK*Ei] . Ceci é*la fois prouvera
que les re§1(1<iK ) s'identifient aux T<i(rea1 K )et identifiera
mik" a Pulreal x*.

K*
<i-1 <
alors (1.3.12) la réalisation du cbne du morphisme Ty K* —»r(iK*.

*
On peut remplacer par TLi_lK . Le cdne cherché est

Ce cbne est homotope au complexe réduit aux degrés i-1 et

i Im(dl-% - Ker(dl) , i.e. au cdne de

Im(at 1) 1] > Rer(ab)[i1

et sa réalisation est un cdne sur
(@ Yi] —— Rer(ah il .

=

Ce cdne est unique & isomorphisme unique prés (cf. 1.2.3). C'est
i %
H'K [i] .

3.1.15. Fin de la preuve de 3.1.10. Il reste a prouver que si

f: K* — L* est un quasi-isomorphisme, real(f) est un

P, i

isomorphisme dans Db . Le systéme des foncteurs “H™ : Db

— C
étant conservatif (1.3.7), il suffit de vérifier que les Pyl real (f)
sont des isomorphismes ; les isomorphismes 3.1.14 les identifient aux

B! (f) , qui sont des isomorphismes par hypothése.

Proposition 3.1.16 . Pour que le foncteur real : DbC —> Db soit

une équivalence de catégories, il faut et suffit que, quels gque soient
A et B dans C , n>0, et f € Hom(A,B[n]) , il existe dans ¢C

un_monomorphisme B ¢— B' qui efface f

Pour A fixe, considérons le morphisme de §-foncteurs
real : HomDC(A,B[n]) — HomD(A,B[n]) . Les HomDC(A,B[n]) sont les
Ext"(A,B) de Yoneda, dans C . Ils sont caractérisés par les propri-
étés d'étre nuls pour n < O , de coincider avec HomC(A,B) pour
n =0, et d'étre effagables au sens 3.1.16 pour n > O : la condi-
tion d'effagabilité de 3.1.16 équivaut & ce que pour A,B dans C et
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n €%,
Hom. (A,B[n]) = Homy, (A,B[n]) .

Tout objet de DbC se dévissant en objets de C , elle implique que
real est pleinement fidéle.

Il reste 3@ montrer que si real est pleinement fidéle, il est
essentiellement surjectif. Prouvons par récurrence sur £ = b-a que
D[a'b] est dans 1l'image essentielle. Pour £ = O , C([a] est en effet
dans 1'image essentielle. Si (¢ > 1 , soit ¢ tel que a < c <b
Un objet K de D[a’b] donne lieu & un triangle (T<cK'K’T>cK) et
1'hypothése de récurrence assure que T<cK et t K sont dans 1'ima-
ge essentielle. Par pleine fidélité&, le morphisme
d :

T>cK — (T<CK)[1] est de la forme real(s) , et K[l] est isomor-
phe 3 l'image par real d'un cdne sur 3§

Remarque 3.1.17. (i) sSi Hoch(A,B[n]) = HomD(A,B[n]) pour A, B
dans C et n <N, on a Hoch(A,B[N]) s HomD(A,B[N]) , et 1'
image consiste des f tels qu'il existe A' —»A et B <— B'
tels que f soit d'image nulle dans HomD(A',B'[N]) .

{(ii) On a toujours HomDC(A,B[n]) = HomD(A,B[n]) pour n <1 :
le cas n < O est trivial, et le cas n =1 oprovient de ce que C est

stable par extensions : toute fléche de degré 1 d : A —i%)B est la

fléche de degré 1 d'un triangle distingué B —E—» E 25 A -g» , et

tant a : E—»+ A que b : B E effacent d

3.2. Localisation.

3.2.1. Soit S un site, annelé par un faisceau d'anneaux (0 . On sup-
pose pour simplifier que les limites projectives finies existent dans
S , et on note S un objet final. Pour tout U € Ob § , on note
D(U) 1la catégorie dérivée de la catégorie abélienne des faisceaux de
0-modules sur U (i.e. sur le site S§|U) . Pour f : V — U dans S,
on dispose d'un foncteur "image inversé" f* : D(U) — D(V) . Pour K
dans D(U) et L dans D(V) , un f-morphisme de K dans L est un
morphisme 'K — L .

Les D(U) ne forment en général pas un champs sur § : ni les
objets, ni les morphismes de la catégorie dérivée D(S) ne sont de
nature locale sur S . On a toutefois la

85



A.A. BEILINSON, J. BERNSTEIN, P. DELIGNE

Proposition 3.2.2 . Soient K dans D (S) et L dans D'(S) . Sup-
posons le faisceau Exti(K,L) nul pour i < O . Alors, le préfaisceau

U +— Hom (K|U,L|U) est un faisceau.

D(U)

La suite spectrale du local au global

eb9 = P (s, ExtT(x,1)) = extPT9(x,1)
fournit un isomorphisme
Homp (o) (K,L) = H° (S, Hom (K, L)) .

La méme formule vaut avec S remplacé par U quelconque dans S ,

d'ol la proposition

3.2.3. Le but du paragraphe est de compléter ce résultat en montrant
que, sous des hypothéses convenables de nullité 4’ Ext’ négatifs,
il suffit de se donner localement un objet de Db(S) pour se le don-

ner en fait.

Soit C un crible couvrant l'objet final S de S . Appelons
objet de D(S) donné C-localement la donnée pour tout U dans C

de KU dans D(U) et pout tout morphisme Vv : V —» U entre objets

de C d'un v-morphisme @, : Ky ™ Ky défini par un isomorphisme

* . . < .
w; HEA4 KU.2; Kv . On exige que pour un morphisme composé vVvw on ait

(DVW = ‘pwowv

Pour K dans D(S), le systéme de ses restrictions K|U pour U
dans C est un objet de D(S) donné C-localement. Réciproquement, on

a

Théoréme 3.2.4. Soit (KU) un objet de D(S) donné C-localement,

avec HlKU = 0 pour i en dehors d'un intervalle indépendant de U .

Supposons que, quel que soit U dans C , on ait, sur U

i . . . . b
Ext (KU,KU) =0 pour i <O . Alors, il existe un objet K de D7 (S)

(unique d'aprés 3.2.2) donnant naissance & (KU) .

L'assertion d'unicité résulte de 3.2.2. Pour prouver l'existence
nous nous inspirerons de la preuve de 3.1.8 et de la théorie de la
descente cohomologique (SGA4 VI B, résumé dans [2] § 5).

3.2.5. Version simpliciale du probléme . Quitte & changer de site
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sans changer de topos, on peut supposer que le crible C est engendré
par un objet U de § , couvrant l'objet final. Il revient alors au
méme de se donner C-localement un objet de D(S) , ou de se donner

un objet de D(U) , et un isomorphisme entre ses deux images récipro-
ques sur U x U (produit fibré sur §S) vérifiant la condition de
cocycle usuelle sur U x U x U .

Soit A, (n > -1) 1'intervalle [0,n] de I , et considérons le
systéme simplicial des puissances v'r ge U ; (n > 0). Seul nous
servira le systéme simplicial strict sous-jacent (on oublie les dégé-

nérescences). Un systéme simplicial strict d'objets k" dans les

D(u) (n > 0) est la donnée, pour chaque n > O , de K' dans
D(UAn) , et pour chaque injection croissante a AnL——+ Am - indui-
sant une projection p(a) : ubm | ubn - g'un p(a) -morphisme ¢ (a)
de K™ dans K" ; i.e. d'un morphisme ¢/a)"' : p(a)*Kn N K" . on
exige que @(Id) = Id , et que @iaB) = @)owB) (i.e. @p)' =
=(uafop(a)*w(8)') . Un systéme simplicial strict est dit cartésien

si les @ (a)' sont des isomorphismes.

Il revient encore au méme de se donner C-localement un objet de
D(S) , ou de se donner un systéme simplicial strict cartésien d'objets
K" dans les D(UAn) . Il nous faut montrer que si un tel systéme vé-
rifie
«) HiK® = 0 pour |i| assez grand et
B) sur U , on a Eﬁgi(Ko,Ko) =0 pour i< O ,

alors K* provient par restriction de K dans Db(S) .

La preuve sera donnée en 3.2.18, aprés quelques préliminaires simpli-
ciaux.

3.2.6. Soient (A) 1la catégorie des ensembles finis by = [O,n]
(n > -1) et des injectionscroissantes entre eux, (a)t la sous-
catégorie des L. (n> 0), A une catégorie fibrée et cofibrée sur
(n) , et At son image inverse sur (A)+ - Pour o : A, — A, Uune

fléche de (A) , nous poserons sla) = n et b(a) = m . Notons A (n)
la fibre de A au-dessus de Ay - Eu égard au cas qui nous intfresse
ol A(n) est la catégorie des faisceaux de (-modules sur U

’

*
quel que soit o : A — bn + on note (pla) ,pla), ) , ou simplement

(a*,a*), la paire de foncteurs adjoints tels que

*
Homa(F,G) = HomA(m)(p(a) F,G) = HomA(n)(F,p(a)*G) .
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On suppose que les catégories A(n) sont additives, et que les fonc-
*
teurs p(a) et p(a)* sont additifs.

De la catégorie A sur (A) se déduit une série de catégories sur
(a) , (ou sur (A)+ par restriction) de fibres les catégories
C(A(n)) , K(A(n)),... . Pour toute catégorie B sur (A)+ , T2 B-+(A)t

une section de B sur (A)+, ou systéme simplicial strict d'objets

des catégories fibres B(n) , est un foncteur s : (A)+ — B tel que
mos = Id ; c'est une famille d'objets Bn € Ob B(n) et de fléches

@(a) o0 , pour a : Ay = bp @(a) est unhe a=-fléche de B dans
Bm . Il est exigé que ¢ (Id, n) = IdB et que o@(aB) = @(a)p(B) . Si
B est cofibrée sur )t , 1a donnée"des @(a) équivaut & celle d'un

*
morphisme ¢(a)' : p(a) B, — B dans B(m) et on dit que la sec-
tion B, est cartésienne si les ¢(a)' sont des isomorphismes. Cer-
tains préféreraient dire cocartésien.

3.2.7. Soit tot(A+) la catégorie additive suivante :

objets : familles (A") , A" dans A(n)

n>o
- TT Homa(As(a),Bb(a))

o
composition : ((£f)e(g)) = 2: £

n

flaches : Hom( (A", (B™))

°g
a=gy By
On identifie AY a une sous-catégorie de tot(A+) par
(A dans A(n)) +— (famille A, avec A" =a et A" =0 pour

m # n) .

3.2.8. Décrivons les complexes (K,d) d'objets de tot(A+) . Par
définition, chaque composante K' de K est une famille (k97 a'

objets des A(j) . Renumérotons-les, en posant

n+m, n

= (g .

K

Pour @ : A —> 4, , nous noterons d(a) la o-composante de d ,

m,p+n-m+1 .
gkl ou, comme nous di-
* m, *

n. dans K ' .

un systéme de a-morphismes KPP, x

rons, une a-application de degré n-m+l de K

Soit L 1la filtration décroissante de K donnée par

(Px)™™ =(o si n<op
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et posons
(k™*,d") = (GrpK)[n] .

n,m

C'est un complexe dans A(n) , de composantes les K , et de dif-

férentielle (-l)nd(IdAn) . Pour chaque morphisme de face
posons a. = (-1) d(a ) . Les a; sont des 3, -

n+l,* *
-+ K et, pour O < i < j < n+2 ,

*

3 F b > lpn41 v
morphismes de complexes K"
*

et alaj 1 sont homotopes, une homoto-

pie étant donnée par +d (3. 3.) . Plus généralement, pour chaque

% ~H

1 . 3, ) -morphi 9. 9,
es (aJal) phismes j

J
@ 2 AL —> Ap v 1'équation dod = 0 fournit 1l'identité
(3.2.8.1) Z: d(g)d(y) =0 .
. a=By
Notons z: une somme ol il n'est pas permis aux indices d'&tre une

application identique. Pour m > n , l'identité (3.2.8.1) se récrit

.

(3.2.8.2) 2 amaly = 1™ @mde)+(-1) ™ a(a)a") '
o=By
et exprime que la somme au membre de gauche est un oa-morphisme de

m+1

complexes de deqgré n-m+l, homotope & zéro par l'homotonie (-1) d@).

Réciprogquement, un systéme de complexes k¥ €ObC(A(n)) (n > 0)
et d'applications d(a) (o fléche de (A)+) , ol d(a) est une
a-application de degré s(a)-b(u)+l de KS5(®)r* gqang xP(@)s* o
d(IdAn) est la différentielle de K"’* , au signe (-1)" prés, et ol
le systéme des d(a) vérifie (3.2.8.2), provient de (K,d) dans
C(tot A+). Dans ce langage, un morphisme de complexes f : K — L est
un systéme d'applications f(a) , (a fléche de (0)") , ot fla) est

une o-application de degré s(a)-b(a) de kS{(a) ¥ gang Pla)/*
et ol pour tout o
(3.2.8.3) > A E() = & £(g)aly) )

a=By a=By

Voici une condition suffisante pour qu'un systéme simplicial strict
(™) d'objets des catégories K(A(n)) provienne d'un objet de
K(tot ATy .

Proposition 3.2.9 . §i, quels que soient n , m>n+3 et o : by —> by ¢
(A)+, on a Hom (p(u)*Kn ™ =0 pour i 5 O , alors
le systéme simplicial strict des K" € Ob K(A(n)) provient d'un objet

de K(tot %) .

morphisme dans
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Réalisons chaque K" comme un complexe (Kn’*,d") et chaque ot
* n, * n+l, x

comme un i—morphisme de complexes, encore noté ai : K + K .
Pour 14 : A, —b, + posons d(1d) = (—l)nd“ , et pour chaque

_ gy iox
9 ¢+ by ™ bpaq v po:o:s d(ail : (-1) ai . Par hypothése, pour
O0<i<3j<n+t2, ajai et Biaj-l sont homotopes. Il existe donc

d(ajai) vérifiant (3.2.8.2). Montrons l'existence d'un systéme de
d(a) vérifiant (3.2.8.2) et prolongeant le systéme des d(a) déja
choisis, On procéde inductivement : supposons les d(a) déja choisis
pour b(a)-s(a) <k (k > 2), et construisons les pour b(a)-s(a)=kt+l.
I1 suffit de montrer que

!
(¥) La somme S(a) = azéy d(g)d(y) est un o-morphisme de complexes

de degré -k+l = s(a)-bla)+2 de &5(®) gang (@) |

En effet, l'hypothése assumalors que S(o) est homotope & zéro, i.e.
l'existence de d(a) vérifiant (3.2.8.2). Prouvons (x). Soit D 1la
somme des d(B) pour b(B)-s(B) < k , et exprimons que (Do (DeD)) (a)=
=((D°D)°D) () . Le membre de gauche I vaut a=§y,8#a d(g) (D°D) (y) .
L'hypothése de récurrence assure que (DoD)(y) = O pour y # a , de
sorte que I = d(Id)S(a) . De méme, le membre de droite est S(a)d(Id),

et donc
d(1d)s(a) = S(a)d(1d) ,
ce qui équivaut a (x) .

3.2.10. Soit €n 1'unique application de A_q dans A, - Pour tout
A dans A(-1l) , le systéme des p(en)*A est un objet simplicial
strict de A+ , et définit un complexe dans tot A+ . Cette eonstruc-
tion s'étend aux complexes : pout tout complexe K € ObC(A(-1)) , nous
noterons ¢'K le complexe dans tot A+ défini par le systéme simpli-
cial strict des p(gn)*K , et pour lequel les d(a) supérieurs (rela-
tifs aux o tels que Db(oa)=-s(a) > 1) sont nuls. On gradue ce foncteur
par 1l'isomorphisme

*_om+l

n Y™ L (Fryfan™™ =

(-1) (¥ (R[11)H™™ = p(e

n
*_m+
= p(en) K" L .
Pour ce choix, le foncteur encore noté e* : K(A(-1) ) — K(tot A+) ’
déduit de ¢ par passage au quotient, transforme triangles distingués
en triangles distingués.
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3.2.11.Appelons C(tot A+)+ (resp. K(tot A+)+) la sous-catégorie
pleine de C(tot A+) (resp. K(tot A+)) formée des K tels que,
pour M assez petit, on ait '™ = o pour m < M . Pour K dans
c(tot AH)* , on note 4K le complexe (dans ct(A(-1)) asfini par
P _ n,m
(K)¥ = @ ple ) K’

n+m=p
a abusivement noté d(a) 1le morphisme déduit de d(a) par image di-

(la somme est finie) et d = d(a) (on

recte). On dispose d'un isomorphisme &vident €, (K[1]) = (e4,K)[1] , et
le foncteur de K(tot A+)+ dans K+(A(—l))déduit de ¢, par passage
au quotient transforme triangles distingués en triangles distingués.
Pour K dans C+(Akln,le systéme des morphismes d'adjonction

K" — p(eo)*p(eo)*Kn est un morphisme

(3.2.11.1) a: K —— s*e*K .

Proposition 3.2.12 . Les foncteurs e*: K+A(—1L——» K(tot A+)+ et

e, ¢ K(tot A+)+ — KA (-1) forment un coﬁple de foncteurs adjoints,

avec a (3.2.11.1) pour morphisme d'adjonction.

Pour toute catégorie additive B , le groupe des homomorphismes de
K dans L , dans K(B) , est le u° du complexe Hom(K,L) " de com-

posantes

Hom(K,L)d = TT Hom(Kn,Lm)
m-n=d
et de différentielle donnée sur Hom(I(,L)d par d(f) = dOf—(-l)dfod .
Nous préciserons 3.2.12 en montrant que pour K dans K+(A(—l))et L

dans K(tot A+)+ ; le morphisme induit par a
(3.2.12.1) Hom(e'K,L)* — Hom(e,&K,e,L)" —> Hom(K,e L) "

est un quasi-isomorphisme. Filtrons L par une filtration décroissante

n,m

de quotients successifs les complexes réduits a un L (par exemple,

filtrer L par les n£%>A ™", et les quotients successifs n§%=A1P’m
par les A?b Ln,A—n : T cette deuxiéme filtration est

finie). ~  Sur les complexes Hom , on récupére une filtration sépa-
rée et compléte, et il suffit de montrer que (3.2.12.1) devient un quasi-
isomorphisme aprés passage au gradué : on peut supposer, et on suppose,
L concentré en un seul bidegré. Filtrons K par la filtration par les
O, Cette fds, lafiltration obtenue sur Hom® est finie degré par degré, et
on se raméne a supposer K concentré en un seul deqré. Par translation,
on se raméne enfin & suppuser K réduit & un objet A en degré O,
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et L réduit 3 un objet B de A(n) , en bidegré (n,0). On a alors

Hom (¢ *K,1) ¢ = T Hom (A,B) :
azd_g*by €n
n-d>o

le complexe Hom(e*K,L) © est le produit tensoriel de Hom_ (A,B) par

le complexe des chalnes non dégénérées du simplexe type A n’ décalé

S o

de -n. Le cdne de (3.2.12.1), translaté par [-1], est donné par la
méme formule, sans la restriction n-d > O , et il reste & utiliser
que le complexe augmenté des chaines non dégénérées du simplexe type

b est homotope & zéro.

3.2.13. Bien que cela soit inutile pour la suite, nous allons exhiber
un morphisme de complexes représentant le morphisme d'adjonction de
e*s*L dans L (3.2.13 et 3.2.14). Un morphisme de complexes b de
e*e*L dans L est (3.2.8) un systéme de a-applications de degré
s(a)-bla) , Bla) & ple g, Fleyl) — Pl *  erifiant (3.2.8.3).

*
Une oa-application de p(es(a))*(s*L) dans Lb(“)' s'identifie a

Lb(a) o *

une eb(a)—application~ b'(a) de e, L dans Nous écri-

rons formellement b = b'(ea) ® « , identifiant ainsi b & un é&1lé-
2 m 2

ment du produit sur n des groupes

n,

*
{sn—application de e, L dans L ) ® {chaines non dégé-

néréesde An} .

A son tour, une en—application b' de degré s de ¢,L dans

L"7* s'identifie 3 une famille de en-applications
b' : LPr* —
P p(ep)*

applications bg somme d'applications des types suivants, indexés par

, de degrés s+p . Nous ne considérons que des

Bz A — A le composé de la eD—application naturelle de ep*Lp'*
dans Lp’*, et d'une B-application- b"(B) : LPr* ., r*
rons formellement b' =Z b"(g) .

. Nous écri-

Au total, ceci nous améne d chercher b sous la forme

b= b'(a8 ©a

a,B

avec o et g de méme but, b"(a,B) étant un g-morphisme de LS(B)'*

tP(8)1* | de degré s(a)-bla)+s(8) = (s(8)-b(8))+s(a) . Pour
chaque factorisation B8 = By---B

dans

s(q) ' O @ 4 sa disposition une Bg-
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application de ce degré : le composé des d(si)
Nous allons montrer que le systéme suivant convient :

(3.2.13.1) b = Z Z d(By)e..d(g, )®(0,8,(0) B.B8,(0);wm; By ...8,(0)) .
. bk k 1 1°2 1 K
K, ByseeirB
1 k

La somme porte sur k,m et sur lessuitesde k applications composa-
bles dont le composé a pour but B+ La suite vide (k = 0) est per-
mise : pour chagque m , on a un terme IdmetQ(o) . On a noté
(no,...,nk+l) l'application i + n; de Ay dans A F remplacer
par O (ou omettre le terme) si cette application n'est pas stricte-

ment croissante.

Il s'agit de montrer que b est un morphisme de complexes, et

que b correspond par l'adjonction (3.2.12) :
Hom(e*e L,L) = Hom(e L,e L)

d l'application identique de ¢, L , i.e. que le morphisme de complexes

*
composé

a * e*p_
e*L > €€ e L — exl
est homotope & 1l'identité. On vérifie facilement que ce morphisme est
méme €gal & l'identité : il ne dépend que des composantes b'(a)®a de

b, pour «a : by = By v et ces composantes sont du type IdLm,*<3(O).

3.2.14. b est un morphisme de complexes . L'identité& & vérifier

s'écrit db =bd , i.e.

(%) Z Z Z d(a)d(g;)...d(8,) @ a°(0,8,(0), .., Bq.B,(C)
a k,m=s (a) Bll"'lBk

= Z Z (_1)k Z d(Bl) --.d(Bk)d(ﬂ) @(0:51(0) r'"lBl"'Bk(o))
krm Blr---er ¢}

MO I DN (-1 1a(8]) d(By) @ (0,81 (0), ey By my (0D, .
K,m By, ., B, i
’ l’ ’ k

Les sommes sur k,m,sl,.",sk sont comme en (3.2.13.1). La somme sur

=

i vade O & k , sauf pour k = O , ol elle est vide. On notera que
si ¢ = (0,51(0),..,31..ek(0)) est une chaine dégénérée de Ap ¢+ OB
a (-i)lcoai = 0 mod chaines dégénérées. Pour vérifier 1l'identité
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(¥*) , il suffit de montrer que pour chaque k > O (correspondant & k
dans les deux premiers termes et & k-1 pour le troisiéme), on a

>

d(8g) - -d(8)) ®(B,(0) 8,81 (0),uusByen By (0))

BOI ""Bk
k
- -1 2 AB) d(8) @(0,8,(0) e B By (0))=
Bo""'Bk
= > -nitlag .. , ver BB (0) A
) ,g,ek 254 (-1) (B5) A (8 )BO,8,(0) youey B -ee 84 (0) ree s BB ().
0 — —

Les sommes portent sur les chaines de k+1 morphismes composables,et
A et O si
b(gg)

cette application n'est pas injective). Les termes au membre de gauche

(no,..,nk) désigne une application de Ay dans

correspondent & 1 = -1 et i =k au membre de droite. Pour con-
clure, il suffit de vérifier que pour chaque k > O, chaque i
(-1 < i < k) et chaque choix de B ""'Bi—l , du composé B = B.B

o
et de Bigore--rBy v choix qui suffit & fixer la chaine
(0,8,(0) s uuerByes B850, uuyB .. 8, (0)) , On a

Z _o2 d(B)...d(B,) = O
BiBis1=F ° k

ivi+l’

Cela résulte de (3.2.8.1).

3.2.15. Supposons maintenant que les catégories A(n) sont abélien-
nes, ont assez d'injectifs, et que les foncteurs p(a)* sont exacts.
Les foncteurs p(a)* transforment donc injectifs en injectifs. Un

morphisme f : K — L dans C(tot A+) sera appelé& un guasi-isomor-

N,k Dk

Cette condition est invariante par homotopie. Elle s'énonce encore :

phisme si les f(IdAn) : K sont des quasi-isomorphismes.

les Gr2(f) sont des quasi-isomorphismes. La catégorie dérivée

D(tot A )+ est la catégorie déduite de K(tot A+)+ en inversant les

quasi-isomorphismes.

* ‘o : PR
Le foncteur e passe trivialement aux catégories dérivées, et

définit un foncteur exact

e* : DY (A(-1)) — D(tot AH?T .
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Le foncteur ¢, , lui, se dérive en

Re, : D(tot AHT — pYa(-1) .

Pour calculer sa valeur en L dans C(tot A+)+ , on remplace L par
un complexe quasi-isomorphe L' : L B o , & composantes bihomogénes
injectives, et on prend e*L' . Il suffit en fait que le complexe
quasi-isomorphe L' dans C(tot A+)+ vérifie, pour tout n , la

* o~
condition suivante : en*L'n' A Ren*L'n'* dans D+(A(—1)) .

On déduit aussitdt de 3.2.12 que ces foncteurs e* et Re* forment*

encore une paire de foncteurs adjoints.

3.2.16. Les catégories D(A(n)) forment de fagon naturelle une caté-
gorie cofibrée sur (A)+ . Pour chaque K dans D(tot A+) , les

GrgK forment une section de cette catégorie cofibrée sur (A)+ . Si

K est de la forme g*K_l , avec K_l € Ob DA(-1l) , cette section est
cocartésienne : c'est le systéme des p(en)*K_l . Vu le contexte ol
nous sommes, nous dirons cartésien plutdt que cocartésien, et on appel-
lera cartésien un objet K de D(tot A+) tel que les Grg K[n],

munis des Qi—applications définies en 3.2.8 , forment une section
cartésienne du systéme des D(A(n)) , i.e. téels que pour tout 1i les

Hl(GrEK[n]) soient une section cartésienne de A+ sur (A)+ .

Théoréme 3.2.17 . Outre les hypothéses de 3.2.6 et 3.2.15, supposons
que

a) Le foncteur A +— (e;A)n>o est une équivalence de catégoriesde

A(-1) avec la catégorie des sections cartésiennes de A+ sur (A)+.

b) Pour tout A dans A(-1), identifié a 1'objet A[0] de D'(A(-1)),
le morphisme d'adjonction

*
A —— Re,eA

est un isomorphisme.

Alors, les foncteurs ¢* et Re, sont des équivalences de caté-

goriesinverses l'une de 1l'autre de D+(A(—l)) avec la catégorie des
objets cartésiens de D(tot A+)+.
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Nous allons vérifier que pour K dans D+(A(-l)) (resp. L un
objet cartésien de D(tot A+Y+ , les morphismes d'adjonction respectifs

(3.2.17.1) a: K — Re, 'K
(3.2.17.2) b:e*Re,L —— L

sont des isomorphismes. Les objets K (resp. L) tels que (3.2.17.1)
(resp.(3.2.17.2)) soit un isomorphisme forment une sous-catégorie trian-
gulée de DY (A(-1)) (resp. D(tot AY)¥). par hypothase, (3.2.17.1)
est un isomorphisme pour K de la forme A[O]. Par dévissage, c'est
donc un isomorphisme pour tout K dans Db(A(—l)) . Enfin, pour tout
i, T<iR€*JK ne dépend que de T_;K et (3.2.17.1) est donc un iso-

morphisme pour tout K dans DY (A(-1)) .

Ceci suffit a assurer que ¢* est une équivalence de D+(A(-1))
avec son image dans D(tot A+)+, et que pour L dans l'image le mor-
phisme d'adjonction (3.2.17.2) est un isomorphisme. En effet, pour
L = e*K , l'isomorphisme K 5 L correspond par adjonction a un

isomorphisme K — Re B .

Si L dans D(tot A+)+ est cartésien, pour chaque i , la section

i * + . 5
L™ ge A sur (A)+ est cartésienne, donc provient par hypothése
i
de h

(r(iL)n’* = T(i(Ln'*) . On dispose alors, dans D(tot A+)+, de trian-

dans A(-1). Définissons la filtration canonique de L par
gles distingués

ol — 1 4L — T RI-1) — .

si ht=o0 pour |i| assez grand, on en conclut par dévissage que
(3.2.17.2) est un isomorphisme, i.e. que L est dans 1l'image de X
Enfin, r<i(s*Re*L) ne dépend que de T<iL , et de ce que (3.2.17.2)

est un isomorphisme pour les Tyl résulte le cas général.

3.2.18. Preuve de 3.2.4. Avec les notations de 3.2.5, les catégories
de faisceaux de (-modules sur les UA“ (n > 1) sont les fibres d'une
catégorie fibrée et cofibrée A sur (A) , vérifiant les hypothéses
de 3.2.6 et 3.2.15. La catégorie A(-1l) est celle des faisceaux de
0-modules sur S . Les hypothéses de 3.2.17 sont également vérifiées :
(a) exprime le caractére local des faisceaux, et (b), prouvé dans R.
Godement (théorie des faisceaux) ou SGA4 VIB est lasourcede la suite spec-
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trale de Leray pour un recouvrement ouvert.

D'aprés 3.2.9,le systéme (k™) de 3.2.5 provient d'un objet de
D(tot A+)+ ; d'aprés 3.2.17, il provient donc de D+(S) , comme promis.

3.2.19. Application : généralisation de 2.1.4.

Soit X un espace topologigque muni d'un faisceau d'anneaux 0 ,
S une partition localement finie de X en parties localement fer-
mées et p : S — Z une fonction bornée. Définissons pDiO(X,O) et
pDzo(x,o) comme en 2.1.2.

Proposition 3.2.20 . (pDiO(X,O),pDio(X,O) est une t-structure sur

D(X,0) . Elle induit une t-structure sur D*(X,O) pour * = +,-,b .

Procédant comme en 2.1.4, on se raméne 3 vérifier que

Pp*<0(x,0):= Pp<C(x,0) n DT(x,0) et Prx%(x,0) définissent une t-
structure sur D+(X,0) . Supposons d'abord la partition § finie, et
prouvons 3.2.20 par induction sur le nombre N de strates. La diffé-
rence d'avec 2.1.3 est qu'on ne suppose pas chaque adhérence de strate
réunion de strates. Pour N < 1 , on obtient un décalé de la t-struc-
ture naturelle et 3.2.20 et clair. Pour N > 1 , chaque point x est
contenu dans une strate S et admet un voisinage ouvert U tel que
UNn S soit fermé dans U . Pour V « U ouvert, l'hypothése de récur-
rence s'applique aux partitions traces de S sur V-S et VN S,
et 1.4.10 montre que (pD+io(V,0),pDio(V,0)) est une t-structure sur
D+(V,0) . Pour achever la récurrence, ainsi que pour passer du cas ol

S est fini au cas général, il reste & vérifier l'assertion suivan-
te

Lemme 3.2.21 . Supposons que X admette un recouvrement ouvert ( tel

que pour V ouvert dans U € U (pD+5°(V,O),pD3°(V,0)) soit une t-

structure sur D+(V,0) . Alors (pD+§°(X,O),pD3°(X,0)) est une t-

structure sur D+(X,0) .

Par localisation, on vérifie 1l'analogue de 2.1.21, et ses corol-

laires. En particulier, les CV = pD+5°(V,0) n pDzo(V,O) forment un
champ - donc un champ en catégories abé&liennes - et CX est une caté-

gorie abélienne.

L'axiome 1.3.1 (i) des t-structures résulte de 2.1.21, et 1l'axi-
ome¢ 1.3.1 (ii) est trivial. Prouvons 1.3.1 (iii). Soit K dans
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D+(x,0) . Localement, les PyM(K) sont définis. Ils se recollent, et
fournissent des objets pHn(K) de Cx . Procédons par récurrence des-
cendante sur N tel que Py(x) = o pour n <N . Si N> O, le
triangle (0,K,K) convient. On dispose localement d'un morphisme
pHN(K)[N] — K . D'aprés 1.2.1, il se globalise. Soit un triangle dis-
tingué (pHN(K)[N],K,K') . L'hypothése de récurrence s'applique & K'
d'oli, si N < O, un morphisme K' — B tel que le morphisme composé

K — B fasse localement de B le pr>o de K .

Il figure dans un triangle (A,X,B). Localement - et donc globa-
lement - A est dans D+10(X,0) et B dans D>°(X,0) . Ceci vérifie
1.3.1 (iii).

3.3. Cohomologie entiére.

3.3.1. Dans la catégorie dérivée D(Z) de la catégorie des groupes
abéliens, le foncteur D : K+ DK = RHom(K,Z) induit une autoduali-
t§ de la sous-catégorie DC(Z) de D (Z) formée des K tels que les
H'K soient de type fini. Cette autodualité ne préserve pas la t-

_ * P
structure naturelle n : elle échange n et n , donnée par

O pour i > 1, et HlK est de torsion}

)

K | aix

{K [#'k = 0 pour i <O, et HPK est sanstorsion)

3.3.2. Pour tout espace topologique X , définissons une t-structure

nt sur D(X, Z) par

D=

(K |H'K = 0 pour i > 1, et HK @ @ = 0}

(K |H'K = 0 pour i <O, et H°K est sans torsion

b

Le foncteur T o de cette t-structure se déduit du foncteur de la
catégorie des complexes de faisceaux dans elle-méme qui & un complexe K
attache le sous-complexe K' suivant de K :

k't =kt pour i < O, k't =0 pour i > 1 , et
K'l = image inverse dans Ker(d) c K1 de la torsion de
1
H'K .
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3.3.3. Si X est une variété topologique purement de dimension d ,
les t-structures n (naturelle) et n* induisent des t-structures
sur 1a'sous-catégorie ch(X,Z) de D(X, Z) formée des K tels que
les H'K soient localement constants de type fini. On déduit de 3.3.1

que, & un décalage de d prés, ces t-structures sont &changées par

la dualité de Verdier D : K —> R Hom(K, or [-d]) sur X : celle-ci
~ n_<o nt _>-d
échange D— et D—- .

3.3.4. Pour X un espace stratifié comme en 2.1.1, et (0 =7%Z , on

+
définit une t-structure (P D—fO(X,Z),p Dﬁﬂx,z» sur D(X,Z) en recol-

+ +
lant les t-structures (n D—fp(s),n sz(S)) des strates. Le formalis-

me 2.1.3-2.1.11 s'applique (dans 2.1.11, prendre le T4 au sens nt).

Si  (X,S8) vérifie les hypothéses de 2.1.13, cette t-structure en

induit une sur D:(X, Z) , et 2.1.14 (passage a une stratification plus

fine) reste valable. Les t-structures de perversité p et ot

sur
D:(X,Z) se déterminent l'une 1l'autre. Omettant (X,Z) de la notation,

on a en effet, pour K € DZ , les équivalences :

(i) K € p+D5O = K € prl et leK de torsion
(ii) K € p+D->—o e K € Pp2° et Py sans torsion
(iii) KePp® oo kePDpPet P aivisible
(iv) K € Pp2° o K € prp>-lo p+H‘lK de torsion.

Dans (i)-(iv), de torsion signifie : il existe n # O tel que 1l'endo-

morphisme "multiplication par n" est zéro ; sans torsion (resp. divi-
sible) signifie que pour tout n # O c'est un monomorphisme (resp.
épimorphisme) . De ces équivalences résulte que pour qu'un foncteur
exact T : D:(X,Z) — D:(X',Z) soit t-exact & droite pour les t-
structures de perversité p , il faut et il suffit qu'il le soit pour
celles de perversité p+ .

Les inclusions FPD¥" ¢ p+D<n c stn+1 et pD;n-l c p+D>’n < Pp2t
sont claires. Pour prouver (i), on vérifie d'abord que p+D<0 est la
sous-catégorie de stl formée des objets dont 1l'image dang

Pnc(x,m) est dans PD§°(x,m) . On vérifie que (i) = (ii) en utilisant
que D?° est 1'orthogonale a droite de D<-l . On procéde de fagon

analogue pour (iv) et (iii).
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Pour (X,S) de plus triangulable, par exemple algébrique réel muni
d'une stratification de Whitney, la dualité de Verdier échange les
t-structures de perversité p et (p*)+ sur DC(X,ZZ) . C'est une con-
séquence formelle de 3.3.3 et de ce que D échange i! et i* , pour

i 1'inclusion d'une strate.

Tout ce qui précéde reste valatle pour Z remplacé par un anneau
de Dedekind R .

3.35.Pour X un schéma de type fini sur € , on peut passer 3 la limi-
te sur les stratification algébriques, comme en 2.2.1. Pour X un
schéma de type fini sur un corps k , et ¢ premier 3 la caractéris-
tique de k , on peut en faire de méme en Z!L -cohomologie, pour autant

qu'on dispose d'une catégorie dérivée convenable (cf. 2.2.14-2.2.16).
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4. LA PERVERSITE AUTODUALE : PROPRIETES GEOMETRIQUES

4.0. Dans ce paragraphe et le suivant, sauf au n°4.4, consacrg‘éﬁx
cycles évanescents, on ne considére que des schémas séparés de type
fini sur un corps k , et que la perversité autoduale P1/2 - Nous tra-
vaillerons dans Dg(x,ﬁz) (2.2.12) . Pour gue cette catégorie soit dé-
finie et obéisse au formalisme usuel, il nous faut nous limiter & des
corps k tels que, pour toute extension finie k' de k ,les
Hi(Gal(E/k'),Zﬂj soient finis (cf. 2.2.12)- par exemple k fini ou
algébriquement clos.

La plupart des résultats vaudraient aussi en Ql ’ Z% ou en Z/l%
en particulier en Z/y -cohomologie. On peut aussi remplacer QZ par
une extension finie EA B ZQ par l'anneau de valuation VA correspon-
dant, et Z/zn par un quotient fini R de VA . Enoncer toutes ces
variantes eut abouti & rendre le texte illisible. Nous avons préféré
nous limiter & 1l'une d'entre elles : coefficients 62 . Les preuves
procédent souvent par réduction au cas des faisceaux de Z/%Z-modules,
et la réduction est souvent laissée au lecteur. Pour les effectuer, il
se rappellera que les foncteurs T de restriction des scalaires (de
v, a EZ) et d'extension des scalaires de v, a un quotient fini, par

exemple de Zﬂ'é Z‘/zn , sont conservatifs, et que K est dans

P €0

pD<o si et seulement si TK est dans . Voir aussi 2.2.17,

2.2.18.

Le lecteur qui voudrait utiliser les résultats donnés ici pour
d'autres coefficients que @2 devra prendre garde aux difficultés sui-
vantes.

(a) En Z& -cohomologie, la perversité autoduale donne lieu &

P
1/2
deux t-structures [p1/2] et [pl/2+] (3.3), échangées par dualité.

(b) Le théoréme 4.3.1 est faux en Zl -cohomologie, déja pour X un
point : la catégorie des faisceaux [pl/z]—pervers (resp. [pl/2+]

pervers) est seulement noethérienne (resp. artinienne).

(c) 4.5 n'a de sens que pour un corps de coefficients.

(d) Les produits tensoriels ont demeilleures propriétés d'exactitude
pour un corps de coefficients ; par exemple, 4.2.8 requiert un corps

de coefficients.
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Rappelons (cf. 2.2.11) que, pour la perversité autoduale Py

un faisceau pervers sur X est un objet K de DZ(X’EQ) tel que

pour tout point (fermé ou non) x de X , posant dim(x) = dim{x} =
=deg tr(k(x)/k), et notant ix l'inclusion de x dans X , on ait

(4.0.1) Hli;K =0 pour i > -dim(x) et
(4.0.2) HiiiK =0 pour i < -dim(x) .

>0

, et (4.0.2) caractérise pq; .

La condition (4.0.1) caractérise pDéo

La condition (4.0.1) équivaut a3 ce que pour tout i on ait
(4.0.1") dim Supp H'K < -i
(d'oll en particulier H'K = 0 pour i > O).

Exemples : ﬁ%d] (ou plus généralement un faisceau lisse, placé en
degré -d) sur X 1lisse purement de dimension d , ou un faisceau
ponctuel placé en degré cohomologique O , sont des faisceaux pervers
(cf. 2.2.2).

La perversité pl/2 étant autoduale, la dualité de Verdier é&change
pDzO et ngo . Elle induit une anti-autoéquivalence de la catégorie

des faisceaux pervers.

(4.0.3). Notation . Pour K dans DE(X,EQ) et tout schéma 2z au-
dessus de X : u : Z — X , nous écrirons Hl(Z,K) pour le groupe
d'hypercohomologie ' (z,u*K) .

4.1. Morphismes affines

Le théoréme suivant reformule le théoréme SGA4 XIV 3.1 de M, Artin.

Théoréme 4.1.1. Si f : X — Y est un morphisme affine, le foncteur
Rf Db(X,E ) — Db(Y,ﬁ ) est t-exact 3 droite.
* c L c L -—

On se raméne a prouver l'énoncé analogue en 7/ -cohomologie (cf.
4.0).

Si le faisceau F est constructible, l'entier d(F) que M. Artin
attache & F est le plus petit entier d tel que F , vu comme ob-
jet de la catégorie dérivée, soit dans pqid . Pour K constructible
dans la catégorie dérivée, d(K) := sup(i+d(HiK)) est de méme le plus
petit d tel que K soit dans pngd . Pour que K soit dans pnéo’
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il faut et il suffit que les HiK[-i] le soient. Pour vérifier que
Rf* envoie pDgo(x) dans pD§°(Y) , il suff%f donc de vérifier que
pour tout faisceau f avec d(F)g d , on a d(R f,F) gd-i.

C'est ce qu'affirme SGA4 XIV 3.1.

Par application de la dualité de Verdier, le théoréme 4.1.1 se
dualise en le

Corollaire 4.1.2. Sous la méme hypothése, Rf, est t-exact a gauche.

Nous noterons pf* et pf, les foncteurs pHORf* et pHORf, des
faisceaux pervers sur X dans les faisceaux pervers sur Y . Le pre-
mier est exact a droite, le second & gauche. Pour le composé fg de

deux morphismes affines, on a

p(fg)* = pf*Pg et p(fg)! = pf!pg! (1.3.17) (ivy)

*

Nous écrirons f* et f, pour Rf* et Rf,

Corollaire 4.1.3 . Si f : X — Y est quasi-fini et affine, les fonc-

teurs £, et f* sont t-exacts.

En effet, f (:= Rf ) est t-exact & gauche (2.2.5) et & droite
(4.1.7). Le cas de f, est dual (2.2.5 et 4.1.2).

Supposons k algébriquement clos. Pour Y = Spec(k) , 4.1.1 four-
nit le corollaire SGA4 XIV 3.2

Corollaire 4.1.4 . Pour X affine sur k algébriquement clos, et

tout faisceau étale F sur X , Hl(X,F) =0 pour i > dim X

Plus généralement, on a

Corollaire 4.1.5 . Supposons k algébriquement clos. S8i K est dans

pDcio(X) et que u : Z2 — X est un morphisme guasi-fini de source

affine, on a Hl(Z,K) =0 pour 1is>O

En effet, u*K est dans pq;

que 4.1.1 3 la projection de 2z sur Specl(k).

©(z) (analogue de 2.2.5) et on appli-

Ce corollaire admet la réciproque suivante.

Réciprogque 4.1.6. Supposons k algébriquement clos, et soit K
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dans DZ(X) . Si, pour tout ouvert de Zariski affine V de X , on a

. o
Hl(V,K) =0 pour i > O, alors K est dans pDﬁ (x) .

Nous vérifierons d'abord le

Lemme 4.1.7 . Soient X affine lisse irréductible de dimension d > 1
sur k algébriquement clos, et F un faisceau 1issg sur X . Si F # O
il existe un ouvert affine U de X , de la forme X[1/f] (f # O) tel
que Hd(U,F) # 0 .

Soient £ .,fd € F(X,Ox)tels que le sous-schéma S de X

17
défini par les équations fi = 0 soit fini non vide. Si F # O, on a

Héd(X,F) ~ (F |8)(-d) # O ' (pureté), et la suite exacte

129 (x-s5,F) — 82%x,h) — 82x, 5

2d-1 , - 24
montre que H (X-S,F) #.0 . En effet,d'aprés 4.1.4, H" (X,F) =0
puisque 2d > d . Recouvrons X-S par les ouverts U; := X[l/fi] et,
pour Ic<[l,d] , posons U_ = N U, . Les U sont affines, et dans

I jer 1 I
la suite spectrale de ¢ech

P9 = ® 1 (U, F)= Pt (x-s,F)
|I|=p+1

on a donc qu =0 pour g > d . On a aussi E?q = 0 pour p >d-1l
Le terme E?—l’d est le seul qui contribue au sz-l ; 11 est donc non

nul : on a
pdxt (TTe ) 7M,0 # 0

4.1.8. Preuve de 4.1.6. Soit Fi (0 <i < dim X) une suite croissante
de fermés de X , de dernier terme X . Posons F_l = ¢ . On suppose

la suite F* choisie de telle sorte que Wi = Fi_Fi—l
ture réduite) soit lisse purement de dimension i et que les Bk

(avec la struc-

soient lisses sur les Wi . Prouvons par récurrence descendante sur i
que, sur Ui = X,--Fi_l , K est dans D-f—l (pour la t-structure na-
turelle).

L'hypothése de récurrence : "K!Uj est dans Df_j pour j > i" est
vide pour i = dim X . Elle assure que, sur Ui’ T(_iK est dans
Pp¥® | et que pour j > -i, HJK|Ui est un faisceau lisse sur LA
prolongé par zéro. Pour tout ouvert affine V de Ui , le triangle

(T<_iK,K,T

»-iK) fournit une suite exacte longue de cohomologie
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HJ(V,r:_iK) — B(V,K) — B (v, _;K) —
D'aprés 4.1.5, HJ(V,1<_iK) =0 pour Jj > O . L'hypothése HJ(V,K) =0
pour j > O fournit donc que pour j > O

3 = g =
HY)(V,r _;K) = H(Vn W,r _;K) =0 .
D'aprés 4.1.4, le terme E, de la suite spectrale
Pq _ 4P q p+q
E5° = H(V.n W, H (¢ _ K)) = H (VAW T _.K)
est nul pour p > i . Si HJ(T)_iK) =0 pour j > g , on a donc

i q _ Litg
H (V0 W, Bl (x _(K)) = H (VA W,t K

(nul si gq > -i). Posons L = HY (+ K) . C'est un faisceau lisse sur

W, et il s'agit, de 1'hypothése ;itv nw,l) =0 pour tout Vc U;
affine, de déduire que L = O . C'est clair pour i = O . Supposons
donc i >1 . Si L é&tait non nul, il existerait Vl c Ui , affine,
tel que LIVl n Wi soit non nul. D'aprés 4.1.7 appliqué au compo-
santes.irréductibles de vy n W, il existerait £, EF(V1 n Wi,O) tel
que Hl(Vl n Wi[l/fl],L) # o . Ce f, se reléve en f € F(Vl,O) et,
pour V = Vl[l/f] , ona HY(Vn Wi,L) # O : contradiction.

Remarque 4.1.9 . Pour k =€ , l'analogue de 4.1.1 en cohomologie com-
plexe est vrai, et peut se déduire de 4.1.1 gréce aux théorémes de
comparaison. En voici une interprétation partielle, en termes de mo-

dules holonomes.

Prenons X lisse purement de dimension d . Sur X , il y a iden-
tité entre les notions de faisceau (algébrique ) quasi-cohérent & con-
nexion intégrable et de D-module ,quasi-cohérent comme 0-module
(ou comme D-module ,cela revient au méme). A chaque tel faisceau
(V, V) est associé son complexe de De Rham Q*(V), et, sur X(c) , le
complexe de De Rham analytique * ()3 de composantes les
Qi(V) Gb 0% . on sait que, si le D-module V est holonome,
Q*(V)[d]an est un faisceau pervers, et que le foncteur V HQ*(V)[d]an
induit une équivalence de la catégorie des ©D0-modules holonomes &
singularités réguliéres (y compris & l'infini) avec celle des fais-
ceaux pervers.

Si f : X Y est un plongement ouvert dans Y lisse purement
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de dimension d , via cette équivalence, pf* correspond au foncteur
image directe de faisceaux quasi-cohérents (la connexion suit). Si £

est en outre affine, il est exact, comme prévu par 4.1.3.

Corollaire 4.1.10 . Soit j : U ¢+ X un plongement ouvert affine, et

i : D& X 1l'inclusion du fermé complémentaire (par exemple : D un
1

diviseur (de Cartier), U = X-D). Rappelons qu'on écrit j* et i
. ! )
pour Rj* et Ri

(i) Si G est un faisceau pervers sur U, j, G et j*G sont pervers.

(ii) Si F est un faisceau pervers sur X , i*F est dans pD[—l’O],
Ppl0, 1] .
fe

1
et 1i'F dans . On dispose de suites exactes de faisceaux per-

vers

(4.1.10.1) 0 — i PH N*F — §,3%F — F — 1,PH%%F — O

1

1
(4.1.10.2) 0 — i PHOi'F —s F — 3% — 1,PaitE — o0

L'assertion (i) est un cas particulier de 4.1.3. Les suites exac-
tes 1ong?es de cohomologie perverse des triangles (j!j*F,F,i*i*F)
et (i*?'F,F,j*j*F) fournissent (4.1.}0.1{, (4.1.19.?) et la nullité
des pHli*i*F = i*lei*F (resp. lei*i'F = i*lei‘F) pour

i # -1,0 (resp. 0,1) donc (ii).

4.L1. Prenons dans (4.1.10.1) F de la forme j*G . On obtient pour
les faisceaux de cohomologie perverse de i*j*G une suite exacte

. -1, %, . . . Lk
(4.1.11.1) 0O — 1*pH 1*J*G >3, G — J*G — 1*pH°1*J*G +0 .

Si on applique (4.1.10.2) & F= 3,6 , on obtient une suite exacte

] ]
0 —» i*pHOi'j|G—» 3,6 — 3,6 — i*lei'j,G» o ,

qui, via l'"isomorphisme (1.4.6.4) de i*j*G avec i!j,G[l], coin-
cide avec (4.1.11.1), sauf que la fl&che j 6 — i*pHoi*j*G est chan-

gée de signe.

*
Corollaire 4.1.12 : Sous les hypothéses de 4.1.10, i'j,*G[-l] et
i!j,*G[l] sont pervers. On a

-— ]
(4.1.12.1)  i"j, 6[-1] = Pu li*j*G = Prli'j ¢

1 *
(4.1.12.2) i'j, 6011 = Pu®i’3 6 = Puli's g .
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La suite exacte (4.1.11.1) fournit deux suites exactes courtes

-1.*

(4.1.12.3) o — i PH i 36— 3,6~ 3j,6—0

(4.1.12.4) 0 —> j,,6 ———— j,6> i*PHOi*j*G—» o] .

Appliquant i* et i! d (4.1.12.3) et (4.1.J2.4) respectivement,
et utilisant que i*j, = i!j* = 0 , on obtient (4.1.12.1) et (4.1.12.2),

donc la perversité voulue.

Remargu? 4.1.13 : Le triangle fonctogiel K F— (j!j*g,K,i*i*K) peut
se préciser en un foncteur T de DC(X,QQ) dans *DFC(X,QR) tel que,
avec la notation 3.1.7, GTK soit le complexe Jj,j K — K , réduit
aux degrés -1 et O . On a wTK —» ixi*K , po&r un isomorphisme tel-
que K = G°TK — oTK — i*i*K soit la fléche d'adjonction. Pour F
pervers, TF est un complexe filtré béte, et on obtient un isomor-
phisme de i*i*F avec l'objet de Dg(x,ml) défini par le complexe

de faisceaux pervers suivant
;o * . : 2
id F =1[3,J F— F] (degrés -1 et 0) .

La suite exacte & quatre termes déduite par 3.1.14 de cet isomorphisme
coincide avec (4.1.10.1) ol la fléche de connexion serait changée de

signe.
1
De méme, K (i*i’K,K,j*j*K) se précise en K +—— TK , avec
GTK = le complexe K — j*j*K , réduits aux degrés O et 1 , avec
!
wTK = i*i'K . De 13, pour F pervers, un isomorphisme

i*i!F = [F —3,3%F] (degrés O et 1)

qui fournit (4.1.10.2) aux signes prés.

4.2. Exactitudes et adjonctions.

4.2.1. Si T : Dl —+Dz est un foncteur exact entre catégories tri-
angulées munies de t-structures, on dit que T est d'amplitude coho-
mologique [a,b] (= <a <b <) si T0:° c D5° (pour b # =) et
que TD%0 c D;a (pour a # -«») , i.e. si T[b] est t-exact & droite
(pour b #~) et que T[a] est t-exact 3 gauche (pour a # -»). Si

T est d'amplitude cohomologique bornég, cela revient & demander que

pour A dans Cl = D%o n D%o , les H'TA soient nuls pour i ¢ [a,b].
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4.2.2. Soit f : X —= Y un morphisme entre schémas de type fini
séparés sur un corps k . Dans ce n°, nous donnons des estimations de
l'amplitude cohomologique des foncteurs usuels, attachés a f , reli-
ant Dﬁ(x,@l) et DZ(Y,EQ) , et pour la t-structure de perversité
P12 *

4.2.3. Si Y est recouvert par des ouverts affines V tels que

-1 - :
chaque f "V soit recouvert par (d+l) ouverts affines, f  est

d'amplitude cohomologique < d , et £, d'amplitude cohomologigue > -d.

Les deux énoncés sont duaux. Ils sont locaux sur Y , de sorte qu'on
peut supposer Y affine, et X recouvert par d+1 ouverts affines.
L'assertion pour f* résulte alors de 4.1.1 et de la suite gpectrale

de Leray pour un recouvrement ouvert.

4.2.4. Si la dimension des fibres de f est < d , on a les estima-

tions suivantes pour 1'amplitude cohomologigue

£, : <ad £ : > -a

£ . < d fx : > -4
La dualité échange les deux assertions de chaque diagonale et
1.3.17 (iii), appliqué aux paires de foncteurs adjoints (f,[d],f![—d]),
(f*[d],ﬁkﬁd]) montre que les deux assertions dans chaque ligne sont
équivalentes. Il suffit donc de considérer f* , ol l'estimation ré-
sulte aussitdt de @.0.1) et de ce que, pour x dans X, dim(x) <dim f(x)+d .

Remarque . Le méme résultat vaut en chohomologie, pour les t-
+ “ P . . .
structures pI/2 et Py/o - La méme démonstration s'applique, si ces

deux t-structures sont traitées simultanément. De méme pour 4.2.3.

Appliquant 1./3.17 (iii), on obtient les adjonctions suivantes entre
foncteurs reliant faisceaux pervers sur X et Y .
- 1 -
adjonctions Pude Pumd!) et (Pude*, P ) )

Deux cas particuliers utiles sont :

f propre : £, = f* est d'amplitude cohomologique [-d,d]

f lisse de dimension relative d : on a f! = f*[Zd](d) , et
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el
f*[d] = £°[-d] (-d) est donc t-exact donnant lieu pour les
faisceaux pervers 3 une suite de 3 foncteurs adjoints (pde!(d),
Prde* Prds ) .

Proposition 4.2.5 .-Si f est lisse de dimension relative 4 , a

fibres géométriques connexes (et donc par définition non vides), le

foncteur t-exact f*[d] induit un foncteur pleinement fidé&le des

faisceaux pervers sur Y dans les faisceaux pervers sur X

Dans la preuve, nous utiliserons le foncteur usuel f* pour les

faisceaux. Il sera noté of* .

Pour K et L dans DZ(Y,QE) , on a, parce que f est lisse,
(4.2.5.1) f*RHom (K,L) 2, RHom(f*K,f*L ) .
Pour f quelconque, on aurait plutdt

~ 1
£'R Hom(K,L) —~» RHom(f'K,f'L) .

o ~
. De méme pour

Pour K et L pervers, RHom(K,L) est dans q;
RHom (£*K, £*L) = RHom(£*K[d],£'L[d]). Appliquant of*HO i (4.2.5.1),

on obtient donc

(4.2.5.2) °f, £"HORHoOm (K, 1) — ©°f HORHom (£ K[d],£"L(d]) .
Admettons provisoirement que pour H sur Y on ait

(4.2.5.3) H —~, %f % .

De (4.2.5.2), on déduit alors par passage aux sectionsglobales que

rHORHom (K, L) —~THORHom (£¥K[4d], £¥*L[4]) .

Aux deux membres, RHom est dans D%o , d'ol

r H°RHom = HORI'RHom = H®RHom = Hom , et 1l'assertion.

La preuve de (4.2.5.3) se raméne au cas des faisceaux d'ensembles .
Le morphisme £ a localement une section ; ceci permet de supposer
que f a une section e . Elle fournit une rétraction a H — f*f*H ’
et il reste & véfifier que deux sections locales de f*f*H qui, en
tant que sections de f*H , coincident sur e , sont égales. Ceci se
vérifie fibre par fibre.: on est ramené au cas, laissé au lecteur, ol
Y est un point.
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4.2.6. Si u' est un foncteur exact pleinement fidé&le d'une catégo-
rie abélienne A dans une catégorie abélienne B , ayant des adjoints
d gauche et & droite u, et u o les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(a) u* identifie A & une sous-catégorie épaisse (= stable par

sous-quotient) de B

~

(b) pour B dans B , le morphisme d'adjonction u,u*B — B est
un monomorphisme ;

(b') pour B dans B , le morphisme d'adjonction B — q*u*B est
un épimorphisme.
Elles ne sont pas toujours vérifiées. Exemple : B = catégorie des

morphismes X - Y dans une catégorie abélienne C ,

A = sous-catégorie (équivalente & C ) des isomorphismes X = v,

u* = foncteur d'inclusion, u!(X — ¥) = (X —=—X) , u*(X —Y) =

=(Y = ¥Y) . Si elles sont remplies, et qu'on identifie A & une sous-
catégorie pleine de B par u* , chagque objet B de B a un plus
grand sous-objet qui soit dans A - & savoir u,u*B - et un plus grand
quotient qui soit dans A - & savoir u*u*B . Noﬁs laissons au lecteur

le soin de vérifier le

Lemme 4.2.6.1 ;. Si tout objet de A est de longueur finie, et que pour

tout objet simple S de A , u*s est simple, les conditions 4.2.6

(a), (b), ') sont vérifiées.

Le critére 4.2.6.1 s'applique dans la situation 4.2.5 : on dispose

d'une suite de foncteurs adjoints (pde,(d),pde*,pH-df*) , l'hypo-

thése "tout objet de longueur finie" est 4.3.1 (i), et 1l'image par
£°(d) d'un objet simple § = 3, Lldin V]

f—l

(V) —— X

3

V—— Y
B

ly D, encore simple : la commutation de j,, au

est 3 4 £ Lldim £
changement de base par f résulte du théoréme de changement de base
par un morphisme lisse et de la description du type 2.1.11 de jl*
déduite de 2.2.4 ; par ailleurs, parce que f est lisse a fibreé

1

connexes, l'image inverse sur £ ~V d'un systéme local irréductible

sur V est encore irréductible.
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Corollaire 4.2.6.2 . Sous les hypothéses de 4.2.5, le foncteur f*[d]

des faisceaux pervers sur Y dans les pervers sur X vérifie les

conditions équivalentes (a) (b) (b) de 4.2.6.

Pour F un faisceau pervers sur X , le corollaire permet de par-
ler du plus grand sous-faisceau (resp. faisceau quotient) de F qui
provient de Y par image inverse. Ce sous-faisceau (resp. quotient)
est le £¥1d]  de pH—df*F (resp. de pde!(d)) .

La démonstration donnée de 4.2.6.2 a l'avantage d'étre courte. Elle
a le tort de ne pas s'appliquer telle quelle & d'autres perversités

que pl/2 , ou au cas des Zz-falsceaux.

4.2.7. Pour X et X, de type fini sur un corps k , soit & le

1
produit tensoriel externe D(Xl)XD(XZ) — D(X1 X X2)

(K,L) — prIK(? pr;L . Divers contextes sont possibles : coefficients
b
Dctf !

coefficients ZR’ ou QL , dans Dg , pour k conwvenable (cf. 2.2),....

Dans tous ces contextes, le produit tensoriel externe commute aux opé-

Z/% ; coefficients Z/in , en se restreignant & D ou i

rations usuelles :

(a) Pour f : X1 — Yl et f2 : X2 — Y2 , on a

£1,KBE, L —— (£ x£,) (K®L) .

*
De méme pour (fl Xf2),,(fl sz) et (f1 sz)! . En particulier, le
complexe dualisant pour X xX, est le ® des complexes dualisants

pour X et X

1 2 -

(b) Pour K1 et Ll sur Xl , et K2,L2 sur X, , on a, si K et

K2 sont dans Db ,
c
RHom(Kl,Ll) = RHom(Kz,Lz) —_ RHom(KllﬂKz,L:L NLz) .

En particulier, le dual de Verdier D(K®IL) de KR L est le @ des
duaux de Verdier de K et L . De méme, trivialement, avec ® rempla-
¢ant RHom.

Par des arguments standard (cf. [3] §1), ces énoncés se raménent i
(a) pour les images directes. Factorisant (fl'fz) en (fl,Id)o(Id,f2),
on peut supposer que fl ou f2 est 1'identité. On se raméne par
ailleurs au cas de coefficients ZA . Dans ce cas, et pour f1
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1'identité, le résultat peut se déduire de l'acyclicité locale univer-
selle de Xl — Spec(k) , pour tout faisceau de coefficients ([3 ]2.16).

Proposition 4.2.8 . Pour X, et X, de type fini sur k , le bifonc-

teur X est t-exact.

Soit Ki dans DZ sur Xi (i =1,2) et Ti une stratification

de Xi 3 strates equidimentionelles de réduite lisse sur k , telle

*
que, pour i : S & Xi 1'inclusion d'une strate, les H i Ki et les

n,! . . . <o >0 .
H'i’K; soient lisses. Pour que K soit dans D (resp. D7 ) , il

faut et suffit alors que pour touté strate i : S &= Xi , on ait
Hni*Ki = Q0 pour n > -dim S (resp. Hni!Ki = 0 pour n < -dim S).
Appliquant ce critére a Iﬁ_sz et & la stratification Tl X T2 de
X, ¥ X, , on obtient 4.2.8 : utiliser 4.2.7. Il est essentiel ici que

la fonction de perversité utilisée soit linéaire.

4.2.9. De méme, mais plus simplement, pour K une extension de k ,

X un schéma de type fini sur k , Xp 3= X xSpec "
projection XK — X , le foncteur ¢* commute aux opérations usuelles,

et est t-exact. Ceci vaut pour toute perversité&, ainsi gu'en ZZ ’

Spec K et ¢ la

Z/En,." -cohomologie.

4.3. Objets simples.

Théoréme 4.3.1 (i). La catégorie des faisceaux pervers sur X est ar-

tinienne et noethérienne. : tout objet est de longueur finie.

(i) Si j : V &> X est l'inclusion dans X d'une sous-variété irré-

ductible, dont le réduit sur k est lisse, et que L est un QE -

faisceau lisse irréductible sur V (correspondant a une représentation

£-adique irréductible de wl(V)), alors j,jL[dim Vﬂ est un faisceau

pervers simple sur X . Tous les faisceaux pervers simples sont ainsi

obtenus.

Ceci ne changeant pas la topologie étale, on peut étendre les sca-
laires de k & sa cldture parfaite. Supposons donc k parfait. L'hy-
poth&se "réduit sur k lisse" peut alors étre remplacée par "lisse".

Lemme 4.3.2 . Si L est un @, -faisceau lisse sur X irréductible et

lisse, pout tout ouvert de Zariski non vide Jj : U¢— X , le faisceau

pervers F :=L[dimX]vérifie F = ji*j*F .

112



FAISCEAUX PERVERS

Il faut vérifier (cf. 2.1.9) que pour tout x € X-U , on a Hii:l:=o
pour i > -dimx et H iiF =0 pour i < -dimx . On a

dim x < dim X , et les nullités requises valent pour i > -dim X =
=-dimx -(dim X-dim x) et, par le théoréme de pureté& cohomologique,

pour i < -dim X + 2codim x = -dim x + (dim X-dim x) respectivement.

Lemme 4.3.3 . Si [ est un mm—faisceau lisse irrédhctible sur X

irréductible et lisse, le faisceau pervers F:= L[dim X] est simple.

Soit G < F . Il existe un ouvert de Zariski non-yide j : U &~ X
de X tel que, sur U, G soit de la forme M[dim X] , pour M un
sous-faisceau lisse de | . L'espace X é&tant normal, la monodromie
de | ne change pas par restriction a U , et L|U est encore irré-
ductible. On a donc M =0 ou M=1 . 81 M=0 (resp. M =1),

G (resp. F/G) est & support dans le fermé F = X-U de X . Puis-
que F = j!*j*F d'aprés 4.3.2, F n'a pas de sous-objet (resp.
quotient) non-trivial & support dans F (1.4.2.5) : on a G =20
(resp. G = F) et 4.3.3 en résulte.

4.3.4. Prouvons 4.3.1., Que les faisceaux pervers (ii) soient simples
résulte de 4.3.3 et d'une double application de (1.4.2.5): au plongement
ouvert V<& V , et au plongement fermé V ¢» X . Pour acheyer la
démonstration, il reste & vérifier que tout faisceau pervers sur X
est extension successive de ces faisceaux pervers simples. Prouvons le
par récurrence noethérienne sur X , de fagon d@ pouvoir supposer, par
récurrence, que tel est le cas pour les faisceaux peryvers & support

Y # X . Tout faisceau pervers F sur X est sur un ouvert irrxéduc-
tible lisse convenable j : U¢s X de la forme L[dim U] , avec L
un Qz-faisceau lisse. De 1d résulte (cf. 4.1.1]) gqu'il se dévisse en
faisceaux j,«L'[dim U] , L' sous-quotient irréductible de L,
et en faisceaux éervers a support dans le complément de U . L'asser-
tion en résulte.

Remarque 4.3.5 (cf. 4.1.9) : sur € , on sait que la catégorie des
D-modules holonomes est de méme artinienne et nothérienne (modules
holondmes algébriques, sur une variété algébrique lisse, ou pris au
sens analytique, sur une variété analytique compacte).
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4.4 Cycles évanescents (estimation supérieure),

Dans ce numéro, nous donnons un résultat partiel sur l'exactitude
du foncteur "cycles proches" . C'est une version amplifiée de
SGA7 I 4.2. Si on le joint au fait, vrai, mais non prouvé dans ces
notes, que le foncteur des cycles proches Ry_— commute a la dua-
lité, il implique la t-exactitude de R¢; . Le rgsultat partiel que
nous donnons suffira a établir 4.5.5, un point essentiel de notre

preuve du théoréme de pureté 5.3.4.

4.4.1. Soient (S,n,s) un trait hensélien, k(n) une cldture sépa-
rable de k(n) , et (S,n,s) le normalisé de S dans k(n) : S est
le spectre d'un anneau de valuation non discréte ; le groupe de la
valuation est @ . Soient a : X —»> S un schéma de type fini sur §,

X =X g S et X7 et Xg les deux fibres de X/S :

31

Xg < > X 35— X

| |
a a a
s >

0|

i
i 3
Le foncteur wﬁ de la théorie des cycles évanescents est le fonc-
*
teur i j, : D(X;) — D(X_) . Nous nous proposons de montrer que,
s

pour la perversité P37 de Xﬁ/TT et X;v/g, il envoie quo dans
pPp<O
c

Le cas qui nous intéresse le plus est le cas de la Ez—cohomologie.
Utilisant que RvY commute aux opérateurs d'extension et de restric-
tion de 1l'anneau de coefficients, que ces opérations envoient les
unes dans les autres les catégories pDED , et que, pour K dans
Dg(x,zl), si K:% /A est dans PD§°(x,z/z), alors K est dans
PDéD(X,EZQ), on raméne successivement le cas de la Eﬁ—cohomologie a
celui de la EA—cohomologie (EA extension finie de ml), de 1la Q.-
cohomologie, de la % —cohomologie et de la Z/% -cohomologie. Travail-
ler en %Z/£ -cohomologie a l'avantage de ne pas requérir le formglisme
des Zy-faisceaux. Le foncteur wﬁ respecte la constructibilité
(SGA4 1/2, Th. finitude, 3.2). Il n'est pas nécessaire de le sayoir si,
pour Y un schéma de type fini sur un corps, on définit directement
Pp*(y,z/2) a l'imitation de M. Artin (SGA4 XIV 2) : c'est la caté-
gorie des complexes K tels que pour tout point (fermé& ou non)
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1,5y ¥, onait Hii;K = 0 pour i > -dimlyl> on a
D, (Y,Z/)) N Pp<O(y,7/y) =pD§°(Y,Z/z) et si on écrit un faisceau F comme
limite inductive de ses sous-faisceaux constructibiles Fa , F[i] est
dans PpS°(y,z/4) si et seulement si chaque Fa[i] est dans

Pps(y, z/ 1) .
Proposition 4.4.2. w; envoie pD<°(Xﬁ,Z/zn) dans pD§°(x§7z/Qn) .
Par dévissage et passage a4 la limite inductive, il suffit de montrer

que si un faisceau constructible F sur X5 a un support de dimen-

sion <N , pour tout point géométrique x de XE , localisé en x ,

on a (Hl\pﬁF)§ =0 pour i > N-dim{x} .
Lemme 4.4.3. H v F =0 paur i >N .
Zemme 7 P2

Soit X un point géométrique de XE . I1 suffirait de prendre
x € X(k(s)) . Ecrivons l'hensélisé strict X(x) de X en x comme
limite projective des voisinages étales affines U, de x dans X
On a
(H'Y F)_ = lim B (U _,F) .
7w X — an

Sous le signe H , on peut remplacer Uyy bPar l'image inverse dans
Uaﬁ
cohomologique des schémas affines SGA4 XIV 3.2.

du support de F , et on conclut par le théoréme de dimension

4.4.4. Il sera commode de prouver un énoncé un peu plus général que

4.4.2. Soient Sh l'hensélisé strict de S , de corps des fractions

k(nh) < k(n) , et k(n"une quelconque extension de k(nh) dans k(n) conte-

nant toutes les racines d'une uniformisante d'ordre une puissance de
2 . Remplacgant dans 4.4.1 k(%) par k(n') , on définit §',X'

un foncteur y,, de D(xn,) dans D(Xg) . Nous prouverons l'analogue

de 4.4.2 pour ce foncteur.

Le groupe de Galois Q = Gal(k(M)/k(n')) est une limite projective
de groupes finis d'ordre premier & £ . Le foncteur "invariants sous
Q" est donc exact. Pour K' dans D(Xn') , d'image inverse K dans

D(X-) , on a
n
(4.4.4.1) aly k' = @tyx? .
n n
La vérification est laissée au lecteur.

L'énoncé analogue dans la catégorie dérivée ne nous sera pas nécessaire.
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L'analogue de 4.4.2 pour Yo est conséquence de 1'énoncé originel, et de
(4 4.4.1).pe méme, 1'analogue de 4.4.3 pour wn' résulte de 4.4.3 etft.4.4.1).

Soit A 1lisse sur S et §l un point géométrique générique de Ag

d'image S dans As . Soit Sl l'hensélisé de A en s, - C'est un

trait. Soit S? son hensélisé strict (rel. 51). Il s'envoie sur Sh

. . . . h . .
et l'image inverse d'une uniformisante de S est une uniformisante

de S? . Le produit fibré Si = 8' x S? est pour S; du type consi-

déré plus haut pour S .

4.4.5. Prouvons 4.4.2 (tel qu'amplifié en 4.4.4). Le probléme étant
d
S
l'espace affine relatif de dimension d sur S . Nous prouverons 1l'é-

local sur X , on peut supposer, et on suppose, X affine. Soit A

noncé suivant, dont 4.4.2 résulte formellement : pour tout d , et
pour tout morphisme f : X — Ag , si le point géométrique x de Xg
a pour image dans Ag le point générique, alors (ijn,F)X = 0 pour

j > N-d (F comme sous 4.4.2).

Appliquons 4.4.4 a Ag/s s

a h .
AS<—\4S]_ — Sl « Sl
S « Sh +«+— S ’
soit Xl le "localisé" X x_ga S8 de X , et X! déduit de X par
Ag 1 1 1
changement de base de S1 a Si :
1 € ]
X x}
d
S' « AS' - Si

Le morphisme ¢ étant pro-é&tale, le foncteur ¢n. relatif & X'/S' se
localise en le foncteur analogue relatif a Xi/si
* *

=€ Yy

Y, €
ﬂl n

Pour F fermé dans X', , de dimension < N , son image inverse dans
(Xi)n. est de dimension < N-d . De méme, si un point x de XE est
tel qﬁe f(x) soit le point générique de Ag , i.e. s'il est 1l'image
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d'un point Xy de (xl)E , on a dim{xlf = dim{x} - d. Ce décalage

de d , et la relation ci—éessus entre cycles proches vour X'/S'

et pour Xi/Si , nous ramé&nent alors & 4.4.3 (amplifié par 4.4.4) pour
1 ]

Xl/S1 .

Remarque 4.4.5 : nous avons déduit 4.4.2 du thé&oréme de dimension coho-
mologique des schémas affines. Cette présentation est artificielle en
ce que, dans SGA4 XIV, ce théoréme et une forme de 4.4.2 (cachée dans
la preuve de SGA4 XIV 4.5) sont démontrés par un récurrence simultanée

sur N

4.5 Estimations de nombres de Betti.

Le but de ce numéro est 4.5.5, utilisé dans la preuve du théoréme

de pureté 5.3.4.

des courbes projectives et lis-

Proposition 4.5.1 . Soient (X))
e a'l<a«n
ses connexes sur k algébriquement clos, X leur produit, et K dans

PD§°(x,El) . Il existe C tel que, quels que soient les revétements

étales connexes ia des Xa , de degré da , notant X le produit des

X_, on ait
a —_—

(1) Pour tout i , dim Hi(Y,K) < C:rrda .

(ii) Pour i > 0, dim H (%,K) < C-sup{TT da||A| = n-i} (od 1le
a€eA

sup est égal & zéro pour i > n).

Pour que 1l'énoncé soit vrai pour K , il suffit qu'il le soit pour
les HjK[—j] : on peut supposer K de la forme F[N] , pour F un
El-faisceau dont la dimension du support est < N . On se raméne du
cas des ml—faisceaux a celui des Ql—faisceaux, puis des Zl—faisceaux
(remplacer dim par rang). La formule des coefficients universels
(la suite exacte
i+l

0— H (%,K) @Z/s— B (x,k B z/0) Tor | (¥ (x,K) ,2/2) —0)

montre que rg Hl(X,K) < dir%/kl-ll('i,K &:Z/z)etnous raméne enfin au cas
des faisceaux de Z/%-modules. Ceci nous débarasse du formalisme
g—adique.

Soient donc F un faisceau de 2Z/¢-modules, avec dim Supp F < N ,
K = F[N] , et prouvons 4.5.1 par récurrence sur n .
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Le cas n = 0 est laissé au lecteur.

Supposons n > 1 , et soit pr 1la projectionde X sur Xl.Il existe un
ouvert non vide j o Ul<+ X1 de Xl au-dessus duquel K soit loca-
lement acyclique, relativement & pr (SGA4 1/2, finitude,2.13). On le prend
# X, - Soient encore Jj 1l'inclusion dans X de U = pr-l(Ul) et i
celle du fermé complémentaire. Dévissant K par le triangle

S 3 . 3 .
(3,3 K,K,l*l K) , on se raméne aux deux cas suivants:

(a) K est de la forme (j,F)[N] , avec F sur U localement acycli-
que, relativement & pr ;

(b) K est & support dans X-U .

=

Le cas (b) se raméne a celui oi K est 3 support dans pr_l(t) ’
pour t € Xl un point fermé convenable. Soient Y = pr-l(t): 11- Xa ’
et ¥ = ?a . On a a#l

a#l
. iy
*dim H (Y,K)

dim Hi(Y,K) =4,

et 4.5.1 résulte de 1'hypothése de récurrence appliquée 3 Y .

Supposons K de la forme (a). Notons j : U0 X et 3J : ﬁlc—+§l

les images inverses de U et Ul dans X et il ’

projection de X sur ?1 , oude U sur ﬁl . Le faisceau F res-

et soit pr 1la

treint 3 U est encore localement acyclique rel. a pr,et les Rqﬁi F

sont donc localement constants sur ﬁl

Soit la suite spectrale de Leray

pg
ES

P (X, RIPYE,K) - P9 (%, k)

Puisque Rqé}*K = j,Rq+N§}*F est un faisceau localement constant sur
i}

a 9 =0 pour # 1,2 . Il suffit de vérifier les estimations
2 p

1 prolongé par zéro, et qu'on a pris Ul # Xy donc ﬁl # §l , on

4.5.1 pour les qu (avec i = p+q) ou, ce qui revient au méme et

nous sera plus commode, pour qu (et i = g+2) et pour

(%,,835% k)| = |aim E19 -aim E29| (et i = g+l) .
X241 * 2 2

Soit t fermé dans U; , tTe ﬁl au-dessus de t , Y et Y
comme précédemment et K; la restriction de K & pr-l(t)—:L»Y . .Pour
t assez général, on a dim(Supp Fn pr—lt) < dim Supp F -1 et K,[-1]
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est donc dans pDéo(Y,Z/l) . Le qu = Hg(ﬁi,RQ§%*K) est donné par

les coinvariants de la monodromie sur (Rqﬁi*K)% = Hq(y,K

1)

29 _ g9¥ ~ o~ (-

d'oll dim Eiq < rgRI P K . Puisque

(4.5.1.1) rg RIPE K = aim #9(¥,Kk)) = aim #IH(F,k (-1])

1)

l'estimation voulue pour qu résulte de l'hypothése de récurrence.

Parce que il est un revétement étale de Xl , qui est propre, ou
par la formule d'Euler-Poincaré rappelée plus bas, le x(?l,Rqﬁ}*K)
est d1 fois le x analogue pour X1 XJJ; X — Xl . Ceci nous

1= 1, i.e. si X, = X1 - ce gue nous sup-

raméne a montrer que si 4 1

poserons désormais - on a

O(TT d.)
a#l a
1~
(X,,R7pr K <
Ix (X, R7pr, "< O(sup{TT. dalAC[Z,n] et
a€a

[A] = n-(g+1)-1 pour g > OS)
On a (formule d4'Euler-Poincaré, voir [91]) :

x (X, ,RIpr,K) = X (Uy) -rg (Rpr K) - 2 sw_(RIpT,K)
x€X.-U
171
L'estimation (4.5.1.1) du rang de Rqé}*K - jointe a l'hypothé&se de
récurrence - suffit pour le premier terme. Pour majorer chacun des
conducteurs de Swan SwX(Rqﬁ}*K) , nous appliquerons la théorie des
cycles évanescents au trait (Xl(x),n,x) hensélisé de X1 en Xx et
X(x) - xl(x) et X(x) — Xl(x) déduits de X — Xl et X—= X
par changement de base. Soit K l'image inverse de K sur (X

a 1

(x))

n°

A nouveau, Kl[—ll est dans pqgo(x Z/%) . Le complexe

wﬁKl[-l] sur X .,y = pr_lix)—:;+Y‘jz%2 d?Sc Sans pDéo(Y,Z/R) (4.4.2)
Le complexe analogue sur x(x)x =pr (x)—> Y s'en déduit par image
inverse. Ces complexes sont munis d'une action du groupe d'inertie

I = Gal(n/n) , et en particulier du grouped'inertie sauvage P , don-

nant lieu & un isomorphisme équivariant
5y Ky — = 59§, v— = g9t ¥y [-
(REpryK)m = HY (Y, ¥-K)) = H (Y,wnKl[ 11) .

L'action de P sur wﬁxl se factorise par un quotient fini Q . Il
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nous suffirait de savoir que son action sur les Hi¢;K1 admet une
telle factorisation, mais la preuve s'écrit de fagon plus claire en
regardant ¢;Kl comme étant dans D(Y,Z/2[Q]) . Soit Sw 13 re-
présentation de Swan de Q . C'est un Z/¢[Q]-module projectif, et le
conducteur de Swan est

d 5% c= di d5r K)—
Sw_R pr*K := dim HomQ(Sw, (R pr*K)n) ’
et
d.5y = #9*Y (¥ Hom  (Sw,u—K.[-
Hom, (Sw, (R PL K- =H (Y, Hom, (Sw,y—K,[-1]))

L'hypothése de récurrence s'applique a8 Y et gng(Sw,¢;Kl[—l]) , et

son application termine la démonstration.

Corollaire 4.5.2 . Pour K dans Dg(x,@%) , 11 existe C tel que

quels que soient les X on ait pour tout i
a
dim BY(%,K) < c[[qa, .
On se raméne par décalage a 4.4.1 (i)

Corollaire 4.5.3. Pour K dans pD>/°(X,’0§l) , 11 existe C tel que

quels que soient les Xa et i <0,

dim H'(X,K) < C'sup{ n_ d_ ||A| = n-|i|} .
A
C'est 1'énoncé dual de 4.5.1(ii). ae
Corollaire 4.5.4. Soient f : U — X gquasi-fini séparé, et K dans

) . .

EDE (U'Qz) . Il existe C tel que, que}s que soient les Xa , posant

Uu=2=0
<O

- . . i
Xy X , on ait pour tout i dim H™(¥U,K) < cTT4d, , et pour

dim H'(¥,K) < C-sup{TT a_|lal= n-1il} . .
a€A a

ona H (UK =H (X,£K , et on applique 4.5.3 & £,K , dans
Pp2°(x,8,) par 2.2.5.

Corollaire 4.5.5 . Soient F un faisceau pervers sur X de type fini

sur k et x € X . Il existe un voisinage étale affine U de x et

une famille de revétements étales Un de U, de degré dn tendant

vers 1'infini, tels que pour i < O

. i
dim H™ (U ,F) < o(d)) .

Le probléme étant local, on peut supposer X affine. Soit

120



FAISCEAUX PERVERS

f: X — Ad un morphisme quasi-fini (par exemple un plongement) de

X dans un espace affine, avec f(x) = 0 . Soit h : C —->IPl un mor-
phisme d'une courbe projective et lisse, de genre g > O , dans IPl,
étale en c € C au-dessus de O . Soit C' wun ouvert contenant c ,
étale sur »! et te€l que h(C') < Al . Soient Ch des revétements

étales connexes de C , de degré dﬁ tendant vers 1'infini (ici sert
g >0), CA 1'image inverse de C' dans Cn , et U (resp. Un) le

: N A |d vd .
produit fibré X XAd C (resp. X xAd Cn ) ¢

£ d e d
O I T
4] £ ctde > cd
x —E . ad .

Le revétement étale Un/U est de degré dn = dgd alors que, d'aprés

4.5.4, on a, pour i <0,
c i RY-CREY
dim H (Un,F) =<C drl

Remarque 4.5.6 : la démonstration montre que pour X de dimension 4,
on peut prendre les Un tels que dim Hl(Un,F) =< O(di—lll/d)
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5. LA PERVERSITE'AUTODUALE . POIDS,

Dans ce paragraphe nous complétons les résultats géométriques du
paragraphe4 par des résultats plus arithmétiques. Nous ne considérons
que des schémas séparés de type fini sur un corps fini, ou sur la
cloture algébrique d'un corps fini, et que la perversité autoduale

Pys2 -

5.0. Notations. Soient p un nombre premier # % , ¢ une puissance
de p , IFq un corps fini & q éléments et IF une cloture algé-
brique de IFq.
Comme dans [1] (0.7), nous noterons avec un indice o un objet
sur IF_ (un schéma, ou un faisceau sur un schéma). La suppression de

cet indice indique 1l'extension des scalaires de IFq a Ir.

5.1. Rappels de [1].

5.1.1. Soient Xo un schéma de type fini sur IFq et FO un
mz—faisceau sur Xo . Sur IF, on dispose du morphisme de Frobenius
Frq : X — X (élévation des coordonnées & la puissance ¢) et d'un
isomorphisme Fa : FraF > F (penser a F, comme &talé sur X_ ,
donnant lieu & un diagramme commutatif cartésiende fléches horizon-

tales Fr
q

M oe——

—_—_—
———-

i

Pour chaque entier n , on pose Frqn = (Frq)n et on note
Fan : Fr*, F —F 1'isomorphisme déduit de Fa par itération. Si

Xl/IFqn est déduit de Xo par extension des scalaires a IF on

g !

a = X , et ces morphismes sont ceux de Frobenius,

Xl @IFQP:E
rel. a xl'/]Fqn'
Les points fixes de Frqn sont exactement les x € X(F) définis

sur IFqn . En chacun de ces points fixes, F*n est un automorphisme

g
de Fx'

~ b = .
De méme, pour Ko dans Dc(xo’mi) , K est muni de
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Fa : FraK > K . En particulier, un faisceau pervers Fo sur Xo
fournit par extension des scalaires de IF d IF un faisceau per-

vers F sur X , muni de Fa : FraF — F .

Proposition 5.1.2. Le foncteur Fo — (F,Fé) de la catégorie des
faisceaux pervers sur Xo dans celle des faisceaux pervers sur X

munis d'un isomorphisme FréF —— F  est pleinement fiddle. La caté-

gorie image essentielle est stable par extensions et par sous-

quotients.

Remarque . On peut montrer que pour les Zx—faisceaux pervers, le
foncteur analogue est une équivalence de catégories. Pour les coeffi-
cients Ql ou 61 , 11 n'est pas essentiellement surjectif; déja
pour Xo = Spec(IFq) (un point), l'objet suivant n'est pas dans

P QZ est la multi-
plication par u , u n'étant pas une unité g%-adique.

l'image essentielle : F est @, ;o Fré Q= o}

Preuve . Soient a 1la projection de X0 sur Spec(IFq) , et T 1le
foncteur "sections globales" sur Spec(IFq) . Pour Ko ,Lo dans

b —

D (X ,@,) , on a

_ 40
(5.1.2.1) Hom(Ko,Lo) = H RHom (KO,LO) , et
(5.1.2.2) RHom(Ko,Lo) = RT.Ra, RHOm (KO,LO) .

Pour Mo dans Dg (Spec(IFq),aﬁ) , le foncteur RI' donne lieu a
une suite spectrale

(5.1.2.3)  E5Y = nP(spec IFq,HqMo) = Hp(Gal(IF/IE‘q),HqM)= HP+quMO
Cette suite spectrale est obtenue par passages 3 la limite. La cohomo-
logie galoisienne utilisée Hp(Gal(IF/IFq), ) est la cohomologie
continue.

Puisque Gal(IF/IFq) =z , engendré topologiquement par le
Frobenius géométrique F (l'inverse du Frobenius arithmétique
@ : X 2 F — IF) , les groupes de cohomologie galoisienne consi-
dérés sont nuls pour p # O,1 ; pour p = O , on trouve les invariants
de F , pour p =1 , les coinvariants, et (5.1.2.3) se raméne i des

suites exactes courtes
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n-l n,  F .
(5.1.2.4) o — (H F — H RTM — (H M) - 0

Les Ql—espaces vectorlels sous- jacents aux H Ra, RHom (K L )
sont simplement les H RHom(K L) = Hom™ (K,L) , calculés sur X .
Combinant (5.1.2.1)a(5.1.2.4) ,0on obtient des suites exactes courtes

‘ . i F
(5.1.2.5) 0 — (Hom™ '(K,L)), — Hom" (K_,L,) —Hom (K,L)" — O .

Faisons i =0 . Si Ko et L° sont pervers, le Hom_l est

nul, et on obtient la pleine fidélité annoncée

Hom (K, L) — Hom(K,L)T .

Pour 1i=1 et KO et Lo pervers, Homl(Ko,Lo) (resp. Homl(K,L))
s'identifie par 3.1.17(ii) au groupe des extensions de Ko par Lo
(resp. de K par L) dans la catégorie correspondante de faisceaux

pervers. On obtient une suite exacte courte

O~—'>H0m(K,L)F —*\Extl(Ko,Lo)—* Extl(K,L)F — 0 .

Une suite exacte courte analogue vaut pour le Extl dans la caté-
gorie des faiceaux pervers F sur X , munis de ¢ : Fr*F = F:
l'oubli de ¢ définit Extl((r,4>),(c,¢)) — Extl(F,G)q, et la
classe de l'extension E est dansl'image si et seulement si elle est

fixe par ¢ , i.e. si on peut compléter le diagramme

0 Fr*G *E *
rq qu Fqu 0
lo H lo

O — G —— E —_ F —— O

Le noyau est fourni par les extensions du type (G eF, (¢ UQ}) , de
classe déterminée par U modulo les ¢ Fr*(V)¢ —V pour V : F— G.

On devrait pouvoir comparer ces deux suites exactes. Nous nous
dispenserons de cette vérification en utilisant qu'elles impliquent
que Extl(Fo,Go) et Extl((F,¢),(G,¢)) ont la méme dimension. La
pleine fidélité assure l'injectivité de
Extl(Fo,Go) g Extl((F,¢),(G,¢)) . Cette flé&che est donc bijective,
et la catégorie image essentielle est donc stable par extensions. La
stabilité par sous-quotient résulte du lemme suivant.

Lemme 5.1.3. Soit, pour tout sous-schéma Y0 de Xo ' P(Yo) une

sous-catégorie pleine stable par noyaux, conoyaux et extensions de

celle des paires (F,$) (F pervers sur Y , ¢ : Fr;F—» F) .
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On suppose que

o

stables par pj, r 3 (et donc pj'*) et pj*.
! x — !

(b) Pour i : Yo'=4 Zo un plongement fermé, i, est une &équivalence

(a) Pour j : ¥ <~ 2 un plongement ouvert, ces catégories sont
p

de P(Yo) avec la sous-catégorie de P(ZO) formée des objets a

support dans Yo .

(c)' Pour Y0 lisse purement de dimension d et F de la forme
L[d] avec L 1lisse, pour tout sous-quotient lisse stable par ¢ L'
de L, (L'[d),9) est dans P(Y ).

Alors, les P(Yo) sont stables par sous-quotients.

Prouvons la stabilité par sous-objets et par quotients de P(Yo),
par récurrence noethérienne sur Yo . Soit donc B dans P(Yo) et
A un sous-objet de B . Il faut prouver que A est dans P(Yo) . Le
quotient B/A sera dans P(YO) par stabilité par conoyaux.

On peut supposer que Yo # P . Il existe alors un ouvert
J e UOL—* Yo de Yo , non vide, lisse purement d'une dimension d ,
et sur lequel B et A soient de la forme (L[d],0) , avec L 1lisse.
D'aprés (a) et (c), pj!j*A et pj*j*(B/A) sont dans P(Yo) , donc
aussi I = Im(Pj j*A — AB) et J =KRer(8 — Pj,j*(B/A)) . On a
IcAcJdcB, e£ J/I est a support dans Zo = YO-U0 . Le sous-
objet A/I de J/I est dans P(Yo) par (b) et l'hypothése de
récurrence appliquée & Zo , et A est dans P(Yo) comme extension
de A/I par I .

Remarque 5.1.4 . Si, pour tout sous-schéma Yo de XO , on se donne

une sous-catégorie pleine P(Yo) de celle des faisceaux pervers sur

YO , et que les conditions de 5.1.3 sont remplies par ce systéme de
sous—-catégories, les P(Yo) sont stables par sous-quotients. La méme
démonstration le montre. On peut aussi le déduire de 5.1.2, 5.1.3.
Sous cette forme, le résultat vaut sur un corps de base quelconque
(pour autant que les faisceaux pervers soient définis, cf. 2.2.12) et

pour une perversité comme en 2.2.1 quelconque (pas seulement pour

5.1.5 . Rappelons ([1] 1.2.1, 1.2.2) qu'un az-faisceau Fo sur X
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est dit ponctuellement pur de poids w (w € Z) si pour tout n et
tout point fixe x € XO(IF) de Fr ni= Frg (i.e., tout

x € XO(IF n)) , les valeurs propresqde 1'automorphisme F*n de F

sont des nombres algébriques dont les conjugués complexesqsont tou:
de valeur absolue (qn)w/2 . Rappelons ([1] 1.2.2) que Fo est dit
mixte s'il admet une filtration finie de quotients successifs ponctuel-
lement purs. Les poids de ceux de ces quotients qui sont non nuls sont

les poids ponctuels de F .

On définit la catégorie Di(Xo,al) des complexes mixtes comme la

sous-catégorie de Dg(XO,Em) formée des K tels que les faisceaux de

cohomologie H'K soient mixtes.

5.1.6. D'aprés [1l] 6.1, les sous-catégories triangulées Dﬁ(xo,ﬁx)
des Dg(xo,ﬁl) sont stables par toutes les opérations usuelles

1
(Rf,, Rf,,f*,Rf°, ® , RHom , dualité de Verdier et, en un sens conve-
% ! ——

nable, cycles évanescents). On a aussi stabilité par 1.4 et Toy o
puisque "mixte" se teste sur les faisceaux de cohomologie. Ces opéra-
tions sont les seules utilisées pour construire les pr<i et les
pT>i , pour p une perversité. -

Stabilités 5.1.7. (i) La t-structure de perversité pl/2 de

b = . . 19) p—
Dc(xo'ml) induit une t-structure sur Dm(Xo,QZ) .

(ii) Tout sous-quotient d'un faisceau pervers mixte est mixte.

L'assertion (i) résulte de ce que, d'aprés 5.1.6, Dg est stable

p

par les “t1 _, et Py i Elle impliqueque les faisceauxperversmixtes forment

<i S
une sous-catégorie ab&élienne pleine stable par noyaux, conoyaux et
extensions de celle de tous les faisceaux pervers. L'assertion (ii)

résulte de 5.1.4, les hypothéses de 5.1.3 étant vérifiées par 5.1.6.

Dans la suite, nous ne considérerons plus que des complexes mixtes.

=

On n'est pas exposé & en rencontrer d'autres, sauf & le faire exprés.

. b = . .
5.1.8. On dit que K dans Dm(xo,Ql; est de poids < w si pour
chaque i , les poids ponctuels de H K sont < w+i . On note
DEW(XO,EZ) la sous-catégorie correspondante de D;(Xo,ﬁz) . Noter le
décalage en i dans la définition. Sa justification est [1] 6.2.3,
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cité plus bas. Il donne :

b _ b
(Diw) [1] = D sl

(et en particulier Dgw[l] =) D?w ’

apparait dans l'axiome 1.3.1 (Ii) des t-structures).

1'inclusion inverse de celle qui

On dit que K est de poids > w si son dual de Verdier DK est

de poids < -w , et on note D>w (Xo,ﬁl) la sous-catégorie corres-

pondante de Dz(xo’ak) . On dit que K est pur de poids w s'il est
de poids < wet >w . Si Xo est lisse purement de dimension d

- - : s - - : V
et que les Ez-faisceaux H'K sont lisses, on a H'Dk =(H 2d lK) (a),

et K est pur de poids w si et seulement si chaque H'K est
ponctuellement pur de poids w+i .
Il résulte de 5.1.15 (iii) ci-dessous que Db n Db est
.1. iii q <w w1
réduit aux objets nuls (appliquer 5.1.15 (iii) & l'application iden-

tique de K , vue comme morphisme de degré 1 de K dans K[-1]) .

Proposition 5.1.9. Soit K dans Di(xo’az) . Pour que K soit de

poids < w (resp. > w), il faut et il suffit que pour chagque point

]
i : . . . % il
fermé Xq v notant i son inclusion dans Xo , on_ait i*K (resp.i'K)

de poids < w (resp:-> w).

La premiére assertion est triviale; la seconde en est duale.

Remarque 5.1.10. Si Xl se déduit de Xo par extension des

scalaires de IFq a Ir n r €t que Kl est 1'image inverse de Ko

sur Kl ' K1 est mixte %resp. et de poids <w, > w) si et seulement

si Ko l'est. Pour parler de poids, il suffit donc de disposer de
(X,K) , et d'une fagon d'abaisser le corps de définition & IF ’

n
s q
pour n assez divisible.

Remarque 5.1.11. La fibre en IF d'une 5£-faisceau constructible
sur Spec(IF ) est munie d'une action par transport de structures

de Gal(IF/IFq) . Cette construction fournit une équivalence de caté-
gories : (mk-faisceaux constructibles sur Spec(IFq))—+ (ﬁl-espaces
vectoriels de dimension finie munis d'une action continue de
Gal(IF/IFq)). Le Frobenius Fa est l'action de 1'élément de Frobenius
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géométrique F = w_l , ol ¢ est le Frobenius arithmétique

¢ : IF — IF : x +—x? . Nous utiliserons ce dictionnaire pour étendre
la terminologie des poids aux vectoriels munis d'une action de

Gal(IF/ IFq) .

5.1.12. On peut cumuler 5.1.10 et 5.1.11. Par exemple, pour
(XO,KO) sur IF et u: Y — X de type fini, il a un sens de
parler des poids de Hl(Y,K) (notation 4.0.3) : u et Y sont défi-

nis sur IF n ¢ pour n assez divisible, d'ol une action de

Gal(IF/1IF n? sur Hl(Y,u*K) . Deux fagons de définir u et Y sur

r . cof%cident sur IF m multiple assez divisible de n , et

ml
les deux actions de Galéis obtenues coincident donc sur le sous-groupe

d'indice fini Gal(IF/IF m) de Gal(IF/IFqn) . Les poids ne dépendent
que de cette restriction.
5.1.13. Le théoréme principal de [1] ([1] 3.3.1, 6.2.3) est que,
si £ : X0 - Yo est un morphisme séparé de schémas de type fini sur
\ b b =
IFq, le foncteur Rf! envoie D<w O,Q ) dans Diw(Yo’mﬂ) . Il est
clair que £* respecte DEW , et que ® envoie DEW ' DEW., dans
D2w+w' . Invoquant la dualité, on obtient la table de stabilités sui-
—_— 1
vante (on écrit £, ,f° pour Rf, ,Rf!) .
Stabilités 5.1.14.
. b
(i) f! , £* respectent Dsw ;
. ! b
(1*) £° , £, respectent D,
s . b b b
(ii) @ envoie D:w x D<w' dans DiW+W' ;
s . b b
(ii*) RHom envoie D<w x D>w' dans D whw'
‘s 2 b~ b
(iii) D échange Diw et Di'w .
Le produit tensoriel externe B :=pri ® pr¥
b b = b = . A . . .
Tn(XOI(D ) X Dm(Yo’ml) — Dm(XOX Yo,ml) envoie, d'aprés (i*) et (ii) ,
D D’Zw. dans D2 . . A 1l'aide de 5.1.9, on vérifie facilement la

réciproque

. b | _ ' b
(5.1.14.1) 1nf{w|KonLo€Diw} = inf {w |K ED_S_

w,}+1nf{w"|L ED "} .
On sait que ® commute & la dualité (SGA 5 III 1.l1.7 implique que
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le complexe dualisant de Xo X Yo est le ® de ceux de x° et Yo ’
et SGA 5 III 2.2.4 (commutation de RHom et @) permet d'en conclure
la commutation 3 la dualité). Dualisant (5.1.14.1), on trouve

b " b
(5.1.14.1*) supiw IKO &L, GDEW} =sup{w'|Ko ED:W,}+sup{w |Lo €D, 4 .

Proposition 5.1.15. Soient Ko et Lo dans Dg(xo,ﬁl) . Supposons

. . b
que, pour un entier w , Ko soit dans D<w et Lo dans D>w . Alors

. b
(i) Ra,RHom (KO,LO) est dans D>O(Spec(IFq)).
(ii) Homl(Ko,Lo) =0 pour i > O

b b
Pour Ko dans D et Lo dans Diw , donc Ra, RHom (K,L)

W —

b —_—
dans D>O , On a encore

(iii) Homl(K,L)F =0 pour i > O . En particulier, pour i > 0 ,
le morphisme Homl(Ko,Lo) — Homl(K,L) est nul.

L'assertion (i) résulte de 5.1.14. Elle implique que Homl(K,L)
est de poids > i , donc de poids > O pour i > O . On a donc
Homl(K,L)F = Homl(K,L)F =0 pour i > O , et on applique (5.1.2.5).

De méme pour (iii).

5.2. Une réciproque.

Théoréme 5.2.1. Pour que le faisceau pervers mixte Fo Ssur Xo

soit de poids > w , il faut et il suffit que pour tout Uo affine

gtale sur X , le H®(U,F) (notation 4.0.3) soit de poids >w .

Que la condition soit nécessaire résulte de(5.1.14.1*) : pour
u: Uo +xo étaée et a 1la projection sur Spec(IFq), u! =u*x et a,
préservent D>w . Prouvons qu'elle est suffisante. Elle implique que
pour u : U —~ X affine étale, HO(U,F) est de poids > w (au sens
5.1.12).En effet, U et u sont définis sur IF n convenable :

g9
Uu=1u0, 0 IF . Soit Vo le schéma sur IE‘q déduit de U par

1l IF n 1
restriction des scalaires & la Grothendieck, de IFqn da IF_ : c'est
Ul — Spec (IF n) — Spec(IFq). On dispose de Vot Vo - XO , et Vl v

déduit de Vo par extension des scalaires a IF nr est la somme des
conjugués par Gal(IFqn/IFq)deUl. En particulief% HO(U,u*F) , muni de
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son action de Gal(IF/IF n), est facteur direct de H°(V,v*F) .
q

5.2.2. Preuve pour X lisse connexe de dimension 1.

Ecrivons Fo comme extension successive de faisceaux pervers
simples : Fo admet une filtration finie décroissante F pour
i .
laquelle chaque GrF est de 1'un des deux types suivants :

(a) de la forme (oj*Lo)[l] , pour Lo un faisceau lisse
irréductible sur un ouvert dense Jj : Yo — Xo ; on a
o. _ o .
( J*Lo)[l] = J!*(Lo[l]) ;

(b) & support ponctuel, et irréductible.

Les faisceaux (a) et (b) sont mixtes; les faisceaux Lo de (a),
étant irréductibles, sont méme purs (du moins quitte a rétrécir
l'ouvert - cf. 5.1.8). D'aprés [1] ex. 6.2.5(c), les
Oj*Lo[1]= jl*(Lo[l]) sont purs du méme poids. De méme, les faisceaux

ponctuels (b), étant irréductibles, sont purs.
La filtration F fournit une suitespectrale

b9 = P9, erbF) = #P* (U, F) .
Les H- considérés sont nuls pour i # -1,0 et, si r est le rang
de H_lF au point générique (la somme des rangs des faisceaux lisses

Lo en (a) ci-dessus), on a pour U connexe

> dim H-l(U,GrgF) <r.
P

On en déduit que, quel que soit U affine connexe, étale sur Xo ¢
chaque HO(U,GrgF) admet un quotient naturel, par un sous-espace de
dimension < r , qui soit un sous-quotient de HO(U,F) et soit donc de

poids > w .

Si GrgF0 est 3 support ponctuel, de support un point fermé Xgr
prenons U tel que lu-l(x)] >r , pour x € X au-dessus de X .
Le HO(U,GrgF) contient alors la somme de |u_l(x)| copies de
(Gng)X . Puisque |u_l(x)|> r , une de ces copies s'injecte dans le

quotient de HO(U,GrgF) de poids > w , et GrgF lui-méme est donc

130



FAISCEAUX PERVERS

de poids > w .

Soit io la courbe projective lisse connexe dont Xo est un
ouvert dense, et soit de méme U la complétion projective de
u : U — X affine étale connexe sur X . Pour étudier les Grg,Fo du
type (a), nous prendrons U sur Y c X . Soit k 1l'inclusion de U
dans U . On a

ol (T, %k ux L) L (U,uxl)

et Hl(ﬁ,ok*u*L) = Ho(ﬁ,klu*L[l]) admet donc un quotient, par un
sous-espace de dimension éfr , qui soit de poids > w . Par ailleurs,
ce H° est purement du poids de Lo[1] ([1] 3.2.3). Pour U conve-
nable (par exemple avec U de genre g tel que 2g-2 > r) , il est
de dimension > r (appliquer la formule d'Euler-Poincaré citée en
4.5.1), d'ol on conclut que Lo[1] est de poids > w . Ceci termine la

démonstration du théoréme pour X 1lisse connexe de dimension 1 .

Remarque 5.2.3. L'argument qui nous a permis de passer de F aux
GrgF peut se formaliser comme suit. Soit § 1la catégorie des

us: U— X, avec U affine connexe et u é&tale. Pour chaque F
pervers sur X , soit [F 1le préfaisceau U HO(U,F) sur S .
Soit par ailleurs N 1la catégorie des préfaisceaux de ﬁg-espaces
vectoriels h sur S tels que dim h(U) soit borné. C'est une
sous-catégorie épaisse de la catégorie pf(S) des préfaisceaux de
Gk-espaces vectorielssur S . Avec ces notations, pour X 1lisse de
dimension < 1, le foncteur F + [F (mod N) est un foncteur exact

(faisceaux pervers sur X) — pf(S)/N .

Remarque 5.2.4. La méthode de démonstration utilisée dans 5.2.2
permet de prouver le résultat suivant. Soit Fo un faisceau pervers
mixte sur X° , et supposons X lisse connexe de dimension 1 .
Supposons que pour u : U — X é&tale, avec U affine connexe, la
dimension du sous-espace Ww_lﬂo(U,F) de poids < w de HO(U,F)

soit o(degré de U(X)) . Alors, Fo est de poids > w . Pour le voir,
on prend le U & la fin de la preuve de 5.2.2 de la forme suivante :
prendre d'abord Ul tel que ﬁl soit de genre > 1 , puis pour U

un revétement de U1 qui se prolonge en un revétement étale de ﬁl .
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5.2.5. L'hypothése "HO(U,F) de poids > w pour tout Uo affine
étale sur Xo" s'hérite de xo a Vo étale sur Xo . Pour Fé un
quotient de Fo , elle s'hérite de Fo a Fé : les foncteurs HP(U, )
sont en effet exacts & droite (4.1.1). Si ¢: XO — Yo est un mor-
phisme affine, elle s'hérite de (X_,F)) & (¥ ,Po,F))

(ot Pm*Fo = pHocp*Fo). Pour tout Vo affine, étale sur YO , posant
U =X x V., on a en effet (cf. la remarque sous 4.1.2 pour

o o Yo o©
Uo — Vo — point)

1O (v, P, F ) = BO(U,F) .

Quant a& la conclusion "Fo de poids > w" , il suffit de la vérifier
localement (pour la topologie étale - Zariski nous suffit) et si

® X0 —_ YO est un morphisme fini (un plongement fermé nous suf-
fit), elle est vraie pour (XO,FO) si et seulement si elle est vraie

pour (Y, o, F ) .

On laisse au lecteur le soin de d&duire de ceci qu'il suffit de
prouver 5.2.1 pour Xo l'espace affine Ag . Nous procéderons par
récurrence sur n . Le cas n = 0 est trivial, et le cas n =1 a
déja été traité (5.2.2).

5.2.6. Prouvons que si Go est un sous-faisceau a support ponctuel
de Fo » il est de poids > w . Quitte 3 étendre le corps des sca-
laires, on se raméne & supposer que le support de Go est réduit a
{0} . Soit u : U — Al un morphisme é&tale, couvrant O , avec U
lisse connexe de complétion projective et lisse U de genre > 1 .
Soit ﬁa une famille de revétements étales connexes de U , de degré
d tendant vers 1l'infini, et soit Ua 1'image inverse de U dans
Eu . On dispose de Ug — A", et on a vu (4.5.4) que

aim g7 2, F/6) < o@™h .

Puisque HO(UZ,G) est somme de (|u_l(0)

~da)n copies de la fibre
de G en O, la suite exacte

H-l(Uz,F/G) — HO(UE,G) — HO(UE,F)

montre que pour da assez grand, une au moins de ces copies s'injecte
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dans HO(U2,F) . L'assertion en résulte.

5.2.7. Prouvons que, si F n'a pas de sous-faisceau pervers & sup-
port ponctuel non trivial, Fo est de poids > w . Soit x dans At
(un point fermé) et ix 'l'inclusion de x dans A" . D'aprés 5.1.9,
il faut montrer que iéF est de poids > w . Soit H wun hyperplan
passant par x . Pour H assez général, H ne contient le support
d'aucun sous-faisceau pervers simple de F (il n'y en a qu'un nombre
fini de classes d'isomorphie) et, si u est l'inclusion de H dans
AP , pu!F est donc nul. Puisque H est un diviseur, pHiu!F =0
pour i # 0,1 (4.1.11 (ii)). Ici, on trouve que pHiu!F = 0 pour
i#1l, i.e. que w'Fl1] est pervers.

Changeant de variables (au prix de remplacer IFq par une exten-
sion finie), on peut supposer H est An-l x {0} cA™ . soit pr la

projection sur le dernier facteur :

x — H &—Fg— A
o

|

{0} &—— A

oB

O H «—
'
]

]
et i l'inclusion de x dans H . On a i u- . Pour

x,H X = lx,H
conclure, il suffit donc de démontrer que u'F0 est de poids > w .
Appliquons 1l'hypoth&se de récurrence a u!Fo[l] et & Hy ~ Agrl .
Il s'agit de vérifier que tout Vo affine, étale sur A%:l ,

Hl(V,u!F) est de poids > w+l .
Posons Ug = VO x Ai . Soit le carré cartésien
v, Vv _ . U,
E =
oy 21—l .

1
, v'Fo est

1'image inverse de u!Fo sur V_ : V!Fo[l] est pervers, et il faut
]
montrer que Hl(V,v'F) est de poids > w+l .

Si on note encore Fo l'image inverse de F_  sur U,
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1 1 1 1
On a i'pr, = p,v . Récrivons-le i [1l] epr, = p, ov [1] . Les
foncteurs considérés sont alors tous t-exacts & droite (4.1.11¢(ii)
et 4.1.1), et passant au u° (1.3.17 (iii) on obtient

(5.2.7.1) 1O (v,v'FI1]) = 8O (i' Ppr,F)I1]) .

Puisque ppr F sur Al vérifie encore 1l'hypothése du théoréme
*o o

(5.2.5), on sait par 5.2.2 que p

pr,F est de poids > w . Le membre
1
de droite de (5.2.7.1) est donc de poids > w+l , et Hl(V,v'F)

aussi.

5.2.8. Fin de la preuve de 5.2.1. Soit G 1le plus grand sous-

faisceau pervers de F dont le support est de dimension O . Il est
stable par F& , donc provient d'un sous-faisceau pervers Go de

Fo . D'aprés 5.2.7 et 5.2.5, FO/Go est de poids > w .

D'aprés 5.2.6, GO est de poids > w . Le

faisceau pervers Fo est donc de poids > w , comme extension de

FO/Go par G0 .

5.3. La‘filtration par le poids.

Proposition 5.3.1. Si un faisceau pervers Fo sur X  est mixte

de poids > w (resp < w) , tout sous-quotient de Fo est encore
mixte de poids > w (resp < w) .

On se raméne par torsion au cas o w = O . Soit Fo de poids
>0 .58i G est un quotient de Fo , pour tout Uo affine, étale
sur Xo , H(U,G) est un quotient de HO(U,F) , donc est de poids

O , et on applique 5.2.1. Si GO est un sous-faisceau pervers de

>
Fo , la suite exacte
5t w,f/6) — 8°(U,6) — H°(U,F)

montre de méme que GO est de poids > -1 . On améliore cette estima-
tion du poids en passant & Xo x Xo : Go o Go est un sous-faisceau
de Fo a Fo . Il est donc de poids > -1 , et par (5.1.14.1%) Go

est de poids > -1/2 . Les poids étant entiers, il est méme de poids

>0 .
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Les assertions respées s'obtiennent par dualité.

Corollaire 5.3.2. Soit 3J : Uo <~ Xo un plongement affine. Si Fo
est un faisceau pervers mixte de poids < w (resp. > w) sur Uo , le

faisceau pervers j,*F0 est encore mixte de poids < w (resp. > w).

En particulier, si Fo est pur, j'*Fo est pur du méme poids.

Premiére preuve. Supposons Fo de poids < w . Puisque Jj est

affine, j,F0 est pervers (4.1.3). Il est de poids < w (5.1.14(i)).

D'aprés 5.3.1, le faisceau pervers j,*F est de poids < w comme

o
quotient de j'Fo . Ceci, complété par dualité, prouve 5.3.2.

Deuxiéme preuve. Voici une autre preuve de 5.3.2, généralisé au cas

d'un plongement non nécessairement affine. Il suffit de montrer que

si Fo est de poids > w , j'*Fo l'est aussi. Il suffit par ailleurs

de traiter le cas d'un plongement ouvert.

<

(a) Preuve pour X -U fini. Soit v — X étale :
o o —/—/= o fe)

viw) e—mad— vy
(o) (o)

v lv
U X .
o 3 (e}

* 3 = 4 * =©° 3 *
Ona v ]!*Fo 3!*v Fo Ti‘l Jx V Fo , donc

HO(V,v*3 F) o HO(V,9,v*F) = HO (v 1(U),v*F) .

Ce dernier groupe étant de poids > w (5.1.14 (i*)), la réciproque

5.2.1 montre que j' Fo est de poids > w .
<% -

(b) Réduction au cas (a) (esquisse). Le probléme étant local, on se

raméne 3 supposer Xo affine. Procédons par récurrence sur sa

dimension. Pour toute projection f : Xo — Ai , il existe un ouvert
. 1

non vide Vo c Ao tel que pour tout point fermé Ve € Vo , donnant

lieu a
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-1
[~ R—
£ (Vo) nu I Uo
[; [J
-1
—
£f T (v.)) T Xo

i*fF [-11 soit pervers, et  i*(j, F)[-11 = j ,(i*F T-11). .

Pour V_ plus petit, on a en outre i* (J,*F )[ 2l (-1 ) — h " (3 ),

l*o
et l'hypothése de récurrence appliquée a Y(v )N U — f l(vo)

et a i*Fo[-ll assure que Jj,,F est de p01ds >w sur (V ) .

o

Ceci valant pour tout £ , j ,F est de poids > w en dehors d une

[e]

partie fixée Yo de xo , et on est ramené au cas (a).

Remarque 5.3.3. Pour tout morphisme quasi-fini f , f£,, transforme
faisceaux pervers de poids > w (resp. < w) en faisceaﬁx pervers de
poids > w (resp. < w), et donc faisceaux purs en faisceaux purs du
méme poids. On peut le déduire de 5.3.2 (2& preuve) en factorisant
f en (morphisme fini)e (plongement ouvert). Une autre preuve, paral-

léle a la premiére preuve de 5.3.2, est donnée en 5.4.3.

Corollaire 5.3.4. Tout faisceau pervers mixte simple Fo est pur.

I1 existe j : Uo s Xo lisse connexe de dimension d et un
faisceau lisse L° sur Uo tels que Fo = j!*(Lo[d]) (4.3.1).
On peut rétrécir U, (4.3.2). Le faisceau lisse Lo étant irréduc-
tible, il résulte des définitions qu'on peut le prendre pur (équiva-
lent ici a ponctuellement pur (5.1.8). On peut prendre U0 affine,

et il ne reste alors qu'a appliquer 5.3.2.

Théoréme 5.3.5. Un faisceau pervers mixte admet une unique filtration

finie croissante W , lg_fj1tration par le poids, telle que Gr‘;._qFo

soit pur de poidé i . Tout morphisme £ : Fo —_ Go est strictement

compatible aux filtrations par le poids de Fo et Go .

Si les faisceaux pervers simples mlxtes (et donc purs)U et Vo
sont de poids u et v , avec u > v , Ext v A%)— 0 (5.1.15@1)
pour i=1 ; rappelons dque Extl HomD), Soit S (resp. S7) 1l'en-

semble des classes d'isomorphie de faisceaux pervers mixtes simples
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de poids > i (resp. < i) . Le sous- faisceau W F de Fo est fourni
par le lemme suivant, appliqué a st et §” . Combiné a 5.3.1, il
fournit aussi 1l'unicité, et la stricte fonctorialité.

Lemme 5.3.6. Soit A une catégorie abélienne dont tout objet est

de longueur finie. Soient (S+,S—) une partition en deux classes de

l'ensemble des classes d'isomorphie d'objets simples de A , et A+

(resp. A ) la sous-catégorie pleine de A formée des X dont les

sous-quotients simples sont dans st (resp. S7) . Supposons que pour
U dans S+ et V dans $™ , on ait Extl(V,U) = 0 . Alors, tout
objet F de A admet un unique sous-objet WF dans AT , tel que

F/WF soit dans A+ . Pour tout morphisme f : F — G , on a
£(WF) = £(F) n WG .

Pour X dans AT et Y dans A~ , la suite exacte des Ext
montre que Extl(Y,X) =0 . Les classes ST et S~ &tant disjointes,
on a aussi Hom(X,Y) = Hom(Y,X) = O .

Prouvons l'existence de WF par récurrence sur la longueur ¢
de F . Pour £ =0 , F =0 et 1l'assertion est claire. Si ¢ > O ,
soit S un sous-objet simple de F . L'hypothé&se de récurrence
s'applique a8 F/S , d'ou l'existence d'un W(F/S) . Soit E son
image inverse dans F . C'est une extension de W(F/S) par S . Si
S est dans S™ , onprend WF =E . Si S est dans S’ , la nullité
de Extl(w(F/S),S) montre que l'extension E est triviale, et on
prend pour WF un relévement de W(F/S) dans E .

Prouvons l'unicité&. Si les sous-objets W' et W" de F sont
dans A~ , et que F/W' et F/W" sont dans A+ , les nullités de
Hom(W',F/W") et Hom(W",F/W') montrent que les morphismes
W' —F — F/W" et W' — F — F/W' sont nuls, i.e. que W' = W" .

Enfin, pour tout morphisme f : F — G ,tant £(WF) que
f(F) n WG vérifient la propriété caractéristique de WfF : on a
WEF = fWF = fF N WG .

Corollalre 5.3.7. Pour qu'un faisceau pervers mixte FO sur xO
soit de poids < w , il faut et il suffit que toute sous-variété irré-
ductible Yo de 0 (de dimension notée d) admette un ouvert dense Uo
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tel que H_Q(FO)IUo soit de poids ponctuels < w-d .

Preuve. La condition est nécessaire. Prouvons qu'elle est suffisante.
Si FO n'était pas de poids < w , d'aprés 5.3.5, il admettrait un
quotient simple Go de poids Wy > W Soient Jj : Yo — Xo lisse
connexe, de dimension d , et Lo un faisceau lisse sur Yo , tels

o
lement pur de poids wl—d . La suite exacte longue de cohomologie

que G jl*(Lo[d]) . On peut prendre Yo affine, et L0 ponctuel-
attachée a
O —Ker(F -G ) —F — G —O0
o o o o

fournit, sur un ouvert dense VO de Y0 , un épimorphisme

-4 -d _
H " (F)) lvo — H " (G) |vo = Lo|vo .

L'hypothése assure que pour Vo assez petit, les poids ponctuels de
H-d(Fo)|Vo sont < w-d . Ceux de L0 le sont donc aussi, d'ol
Wy 2w contradiction.

Théoréme 5.3.8. Si FO/Xo est un faisceau pervers pur, le faisceau

pervers F sur X est somme directe de faisceaux pervers simples,
donc de la forme j,*L[d] pour j : U<— X 1l'inclusion de U lisse

connexe purement de dimension d et L un 5l—faisceau lisse irréduc-
tible sur U
La preuve s'obtient en recopiant [1](3.4.1 (iii)). Soit F' 1la

somme dans F des sous-faisceaux pervers simples de F . C'est le
plus grand sous-objet semi-simple de F , et il suffit de vérifier
que F' = F . Le sous-faisceau F' de F est stable par Frobenius.
Il provient donc de Fé c Fo (5.1.2) . Soit g =F0/Fé . La classe
de l'extension O — Fé — F6+Fg — O a une image nulle dans
Extl(F",F') (5.1.15 (iii)) , puisque Fé et Fg sont pursdu méme
poids (5.3.1). On a donc F =~ F'® F" . si F" é&tait non nul, il
admettrait un sous-objet simple; ce dernier se reléverait dans F,
contredisant la maximalité de F' . On a donc F" =0 , et F' = F.

Soit E le al-faisceau sur Spec(IFq), de fibre 6? (base
(ei)l<i<n) , sur laquelle le Frobenius F agit de fagon unipotente
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avec un seul bloc de Jordan .: Fen =e. et , pour i< n,

Fe, = e, +e, . C'est un faisceau pur indécomposable de poids O , non

i+l
semi- 51mple si n > 1 . Notons encore En son image inverse sur Xo .

Proposition 5.3.9. (i) Les faisceaux pervers purs ind&composables

sont ceux de la forme So ® En , avec S0 simple.

(ii) Si So est simple, il existe d et S sur

1
.= . s . .
Xl : XO x)Iqu, dont So soit l'image directe par w : X1 — Xo '
restant simple® sur X , et non isomorphe & ses conjugués sous

Aut(]I‘qd/IFq) .

Soit Fo un faisceau pervers tel que F soit semi-simple. C'est
le cas pour Fo pur (5.3.8), et pour Fo simple. Soit A 1l'ensemble
des classes d'isomorphie de constituants simples de F , et écrivons
F  comme somme de ses constituants isotypiques : F = @ Fa (a € A7),

La décomposition de A en orbites fournit une décomposition stable

par Fa de F - donc une décomposition de Fo (5.1.2) : Fo =& FoC
(C orbite de Fra dans A) . Pour C une orbite & d é&léments
et a€C, Fa c FC c F est stable par F;d = (F*)d , donc définit
un sous-faisceau pervers Fla du faisceau pervers FlC déduit de

FoC par image inverse sur X1 = X° ® IF q Pour w la projection

de Xl sur X0 , on a FoC ~ T F1 . Soit G simple de classe a ,
et choisissons un isomorphisme ¢ : F*a G '~ G . On en déduit une
action F*ddeEiobenlussurV' —Hom(G g ) = Hom(G ,F) , et l'isomor-

phisme F_ ~ G_ @ V_ est Fx* —équlvarlant.
a a a q

Si Fo est indécomposable, il n'y a qu'une orbite et (Va,F*d)
est indécomposable : F;d agissant sur Va n'a qu'un seul bloc de

Jordan. Changeant 1'isomorphisme ¢ : FradGa o Ga , on peut supposer
F*d sur Va unipotent; dans ce cas, (Ga,¢) est isomorphe & un
sous-objet de (F ,F*d) , donc correspond & un faisceau pervers G

sur X1 , et F

1
cqa s Vs .
1a ™ G1 ® Edim(V ) On utilise ici que 1'image inverse

sur Spec(IF d) de En est isomorphe au faisceau analogue sur

Spec (IF d) . On obtient
q

Fo o n*(Gl ® En) I~ "461) ® En ,
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et n*(Gl) est simple. Ceci prouve (i).

Pour Fo simple, il n'y a qu'une orbite, et l'action de F*d
sur Va est irréductible : Va est de dimension 1, et on obtien% (ii).

Remarque 5.3.10. Jusqu'a 5.3.8 inclus, les résultats obtenus, et
leur démonstration, valent aussi bien en mz— (ou Ex—) cohomologie.
L'assertion 5.3.9 (i) reste vraie en @,- (ou E,-) cohomologie, mais
l'algébre linéaire requise pour le déduire de 5.3.8 et 5.1.2 est plus

compliquée. L'assertion 5.3.9 (ii) n'est plus vraie telle quelle.

Corollaire 5.3.11. Soient Fo pervers pur sur X0 P UO<-¢ Xo

un ouvert et i : Fo“—» Xo le fermé complémentaire. Le faisceau

pervers Fo admet une unique décomposition

Fo = 3,4F ® 1,F2 =

(1) Le morphisme d'adjonction pjl j*Fo — Fo se factorise par le

. . P
quotient J!*J*Fo de
P

3, 3*Fg et Fo — pj*j*Fo par le sous-
cbjet J,x3*F, de T3.I*F, .

(ii) Le composé des morphismes d'adjonction

!
i PLF ) = F o= 1,PirF

est un isomorphisme.

L'unicité résulte de ce que Hom(j!*Fé,i*Fg)=Hom(i*Fg,j! Fé) =0 .
D'aprés 5.1.2, pour vérifier (i), (ii) et le fait que les fléches de
(i) et (ii) sont les injections et projections pour une décomposition
du type voulu, il suffit de le vérifier sur X . Par 5.3.8, il suffit
de le vérifier pour les constituants simples G de F . Chacun d'eux
est de 1'une des formes j!*G' ou i,G" , ce qui trivialise les

assertions.

5.4. Complexes purs.

: b —
Soient XO/IFq comme en 5.1, et K, dans D (X ,Qp) .
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Théoréme 5.4.1. Pour que Ko soit de poids < w (resp. > w) , il faut

et il suffit gue chaque leKO soit de poids < w+i (resp. > w+i) .

~

L'assertion respée est duale de l'assertion non respée, & laguelle

nous nous limiterons.

Si le triangle (AO,BO,CO) est distingué, et que Ao et C0
sont de poids < w , B, 1l'est aussi. Que la condition soit suffisante

en résulte : utiliser les triangles (pr< pr<iKo,leKo[—i]) .

i-1%0
Supposons donc Ko de poids < w . Nous prouverons par récurrence

descendante sur 1 que leKo est de poids < w+i . Pour i grand,

le leKO est nul, et l'assertion triviale. Supposons donc que

Pglx est de poids < w+i pour 1 > n , de sorte que le tronqué

(e}
Pr)n Ko est de poids < w . Prouvons pHnK0 de poids < w+n .

Pour simplifier les notations, nous supposerons que wW =n = 0 ;

on pourrait se ramener a ce cas par torsion et décalage.

Le triangle distingué (P K ,K montre que P K

p

<00 Kor T T5oKo) T<0"0
P P, 0 ;

oKo’ T<OKO, H Ko) fournit des

est de poids < O . Le triangle (pr<

suites exactes

-d,p -d ,p,0 -d+1lp
(5.4.1.1) HPr k) — B —~ B Yo k) .
Pour YO une sous-variété irréductible de dimension d de XO , il
existe un ouvert dense Uo de Yo tel que la restriction de
H—d+lé%<oxo) a Uo soit nulle. D'aprés (5.4.1.1), les poids ponc-
tuels de H-d(pHoKo) sont ¢-d sur U_. D'aprés 5.3.7, PHOKO est

de poids < O . Ceci achéve la démonstration.

Corollaire 5.4.2. si f : X, — Y _  est un morphisme de type fini,
P.,© P 8 * P,,© P, O.!
les foncteurs “H f, et “Hf (resp. "H f, et %H f°) transforment

faisceaux pervers de poids < w (resp. > w) en faisceaux pervers de
poids < w (resp. > w) .

Résulte de 5.4.1 et 5.1.14.
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Corollaire 5.4.3. Si f est quasi-fini, £,, = Im(Pf, — Pf,)

transforme faisceau pervers de poids > w (resp. < w) sur X  en

faisceau pervers de poids > w (resp. < w) sur Yo , et en particulier

faisceau pervers pur en faisceau pervers pur du méme poids.

Grdce 3 5.4.2, la premidre démonstration de 5.3.2 s'applique.

Corollaire 5.4.4. Pour que Ko dans Dﬁ(%yﬁl) soit pur de poids w,

il faut et il suffit que chacun de faisceaux pervers leKO soit pur
de poids w+i .

Théoréme 5.4.5. Si K  dans Di(xo,ﬁl) est pur, sur X , K est
somme de ses PH'K[-i] .

D'aprés 5.4.4 et 5.1.15 (iii) , la flé&che de degré un des

triangles distingués (pr<iKoﬁ%<iKo.(leKO)[-i]) a une image nulle

dans Extl(leK[—i], pT<iK) . On a donc

p p Pyl
T K FT K@ HK[-1i] ,

et 5.4.5 en résulte.
Combinant 5.4.4, 5.4.5 et 5.3.7, on obtient le

Corollaire 5.4.6. §i KO est pur, sur X;Kest somme directe de

(j!}[d])[n] , pOour j : U%— X 1l'inclusion de U 1lisse connexe de
dimension d , L lisse irréductible sur U et n entier.

Les corollaires suivantsde 5.4.6 généralisent respectivement le
théoréme global et le théoréme local des cycles invariants.

Corollaire 5.4.7. Choisissons un point générique géométrique n

’

localis@ en un point générique n , dans chaque composante irréductible
de X . si KO est pur, on a pour tout i

(5.4.7.1) g (x, k) —=> Tr(HiK)Ealﬁ/n) )
n n

Dans(5.4.7.p, le H' 3 gauche désigne un groupe d'hypercohomolo-
gie. A droite, HE désigne un faisceau de cohomologie (usuel).
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Il suffit de vérifier(5.4.7.1) pour K de la forme (j,,L[d])[n] de
5.4.6. Au plus un des n peut &tre dans U . Si aucun ne l'est, ou
que i # -d-n , le membre de droite est nul. Pour n € U et

i==-d-n, on a
' (3,,L0d][n]) =51

et HI =0 pour j < i , de sorte que 5.4.7 se raméne a

HO(x,%5,L) —» (Lﬁ)Gal(n/n) .

Le membre de gauche s'identifie a HO(U,L) , et la fléche est méme

un isomorphisme.

Corollaire 5.4.8. Soit x wun point géométrique de X (localisé en

un point non nécessairement fermé) XX l'henséliséstrict de X en

x et choisissons un point générique géométrique n , localisé en n ,

dans chaque composante irréductible de XX . Si Ko est pur, on a

pour tout i , pour les faisceaux de cohomologie usuels

B (X, K) = (#'K), =T (ig)Gat(n/n)
n n
Procédant comme en 5.4.7, on se raméne & prendre K =j!*L[d][n] et,
notant Ux l'image inverse de U dans XX , & vérifier que pour

chaque composante connexe Ué de Ux

HO(U;{,L) —_ (Lﬁ)Gal(F/n)

si n €U; . Cette fléche est un isomorphisme.

Remarque 5.4.9. Soit £ : Y° — Xo un morphisme propre, et soit

b = . -
Lo € Dc(Yo’mz) . Si Lo est pur, f*Lo sur Xo est également pur.
Appliquant 5.4.7 et 5.4.8 & f*Lo , on trouve que

(a) Pour x point géométrique d'un ouvert U de X sur lequel les
Hlf*Lo sont lisses , H*(Y,L) s'envoie sur la partie de H*(YX,L)
(ot Yx = f_l(x)) fixe par la monodromie (i.e. fixe sous l'action

de ﬂl(U,X)).

(b) Pour x dans X , et X un point générique géométrique du
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localisé strict X(x) , H¥*(Y ,L) s'envoie sur la partie de H*(Yz,L)
X

fixe par la monodromie locale.

5.4.10. Soit £ : xo — Yo un morphisme projectif, et

L € Hz(xo,ml(l)) la premiére classe de Chern d'un faisceau inversible
relativement ample. Quel que soit Ko dans Db(Xo,Ek) , % définit

un morphisme de Ko dans Ko [2](1) . Itérant, on obtient

PR K, — KO[2n](n) . Appliquant £, , on obtient (vs

o P E4K, — f*KO[Zn](n) et des morphismes lef*KO — Pyt “nf*Ko(n).

Le théoréme suivant est une généralisation au cas relatif de [1]
(6.2.13).

Théoréme 5.4.10. (Théoréme de Lefschetz difficile relatif). Si Fo

est un faisceau pervers pur sur Xo , pour tout i > O , le morphisme

ot PH'lf*Fo — Pute F (1)

est un isomorphisme.

Le probléme est local sur Yo . Rapetissant Yo et remplacant
£ par un multiple, on peut supposer et on suppose que £ admet une
factorisation Xo — Ing Y0 - Yo , pour d > O convenable, et que
L soit la premiére classe de Chern 0(1) .

Preuve pour i = 1. Dans le cas ol YO est un point, la démonstra-
tion de [l] consistait & prendre une section hyperplane assez géné-
rale H de X , a regarder & comme le composé d'un morphime de

restriction et d'un morphisme de Gysin :
- * - v
ilx,n S aten Lalxpo

3 montrer que v* identifie H—l(X,F) d la partie de H-l(H,F)

fixe par la monodromie (quand H varie) et que dualement v, iden-

tifie Hl(X,F) (1) aux coinvariants de la monodromie, et a ﬁtiliser

la semi-simplicité de la représentation de monodromie pour en déduire
que v!v* est un isomorphisme. La stratégie sera la méme ici, & ceci
prés qu'on utilisera non pas une section hyperplane, mais la famille

universelle de sections hyperplanes.
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- ~
Soient i:ng l'espace projectif dual de IPf_)1 ’ Yé = IPg xy ,
v o
Xé = IPS x Xo et Ho < xé la famille universelle, paramétrée par

Yé , de sections hyperplanes de X, ¢ la fibre en (a,y) € Y' de
H/Y' est la section hyperplane XY n "a" de la fibre Xy en y de
X/Y

[o] o (o]

4 |l

u
L
Yo — Y,

Prendre garde que des fléches distinctes sont notées par le méme

symbole. Le contexte empéchera toute ambiguité.

Lemme 5.4.11. Soit K dans pDéo (X,@yp) -

(i) On a u*f,K — f u*k , et donc (u*pﬁlf*K)[d] JZ»Phl+df*u*K.

(ii) Pour i < d-1 , on a Pu'f u*k == Pu'h_(uv)*K .
* *

d-1 d-1

h, (uv)*K , et Py f,u*K
pHd-lh*(uv)*K

(iii) on a Pr97lf u*x < Py
= < *

s'identifie au plus grand sous-faisceau pervers de

qui provient de Y (décrit en 4.2.6).

Les morphismes u sont lisses purement de dimension relative
d . De 134, la t-exactitude de wu*[d] (4.2.4), et(i) . Soit g 1la
projection sur Y' de U = X'-H . C'est un morphisme affine, u*K
Pp2d(x') , et g, (u*k|U) est donc (4.1.2) dans Pp>%(y') .
Le triangle (g!(u*KIU) ,.f*u*K,hJuv)*K) fournit dés lors (ii) , et
l'assertion d'injectivité de ({ii). Pour vérifier (iii), il reste

est dans

(cf. 4.2.6) a montrer que
(5.4.11.1) Pu % Pud7le wrx = Py Pudln (uv)*xk .

Pour d = 0 , £ est un plongement fermé, H = @ , et les deux membres
sont nuls. Nous supposerons d > 1 .

Lemme 5.4.12. Pour q : Q — X un fibré projectif de dimension rela-
tive d , n la premiére classe de Chern de 0(l1) et K dans
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Dg(x,ﬁg) , on a

. da
Sat: @ K[-2i]1(=1) = q,q*K .
i=0
Par passage aux fibres, on se raméne au cas od X est un point.
Par dévissage, on se raméne alors au cas K = 52[0] , et le lemme est

la structure connuede la cohomologie de 1l'espace projectif.

5.4.13. Preuve de (5.4.11.1) (d > 1). Appliquons 5.4.12 &3 u et a
uv . On a

d
u, f,u*kK = fyu,u*kK = & £,K[-2i] (-i) et
i=0
da-1
u,h, (WW*K = £ (uv) ,(uv)*kK = & £, K[-2i](-1i) .
i=0

Les deux ne différent que par le facteur direct f£,K[-2d4](-4d) .

Les fibres de f sont de dimension < d . On a donc
£,k €805y, T,)  (4.2.4) et Prlu,f,urk > Prlugh, (uv)*K  pour
i d-1 , en particulier pour i < O .

I A

Les triangles (T<d-lL'L’T<d-1L) pour L = f*u*K et pour
h*(uv)*K fournissent par application de u, deux triangles et
un morphisme de triangles

L

(u*pr<d_lf*u*K,u*f*u*Kﬁkpgd_lf*ufK) —_—

(u*pt<d_lh*(uv)*K,u*h*(uv)*K,u}%>d_1h*(uv)*K) .
On a d'aprés (ii) pr<d_lf*u*l( = pr<d_1h,,(uv)*K . Comparant les
suites exactes longues de cohomologie perverse de deux triangles ci-

dessus, on obtient
PH_l P £ u*K —— PH-lu P h, (uv) *K
Uy > d-1"% * >d-1 * .

Puisque u, est d'amplitude cohomologique > -d , on a

PrrtuPr = Purdu,Pedt , arons.4.11.1) .
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5.4.14. Preuve de 5.4.10 (i=1l).

Dualement au morphisme de restriction
(wPu~ie F) [a]= Pu ie, (uxFlal) — Pu"i*n, ((uv)*Fra-1n,
on dispose d'un morphisme de Gysin :
Pudpg (uv)* Fra-11) — uw*x (Pud*te, py a3
et leur composé (pour j =-i+l) est le wu*[d] de l'application g .
Pour i = 1, d'aprds 5.4.11, (u*Pu"lf F)[d] est le plus grand
sous~-objet de pHoh*((uv)*F[d-ll) qui provient de Y . Dualement,
(u*pﬂlf*F)[d](l) est le plus grand quotient PH®h (uv)*F[d-1])
qui provient de Y . Puisque F, et donc (5.1.14) (uv)*Fo ’

h*((uv)*Fo) et donc (5.4.1) pHeh*((uv)*Fo) sont purs
pHoh*((uv)*F[d-l]) est semi-simple (5.3.7) et son plus grand sous-

14

objet qui provient de Y s'envoie isomorphiquement sur son plus grand
quotient qui provient de Y : le u*[d]l de ¢ (pour i = 1) est un

isomorphisme, et donc 2 lui-méme est un isomorphisme.

5.4.15. Preuve de 5.4.10 (fin). On procéde par récurrence sur i .

Le cas i = 0O est trivial, et le cas 1i=1 vient d'étre traité.
Pour i > 1 , on écrit le wu*[d] de'ﬂ,l+1 comme le composé

. . i .
(P17t Fy[a1— Puih, ((uv)*Fra-11) 2 Pulh, ((uv) *FLa-11)(4) >

Sysin, (wePul*le Fyral (i+1)

La premiére fléche est un isomorphisme d'aprés 5.4.11 (i) (ii) . La
derniére en est duale, et celle du milieu est un isomorphisme, d'aprés
1'hypothése de récurrence appliquée & h et & (uv)*Fo[d-l].
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6. DE IF A

Notre but dans ce paragraphe est d'expliquer et de justifier des
recettes pour déduire d'énoncés vrais sur la cldture algébrique d'un

corps fini (tels ceux de 5.3 et 5.4) des énoncés sur| C .

6.1. Principes,

6.1.1. Pour déduire un énoncé géométrique, relatif aux variétés algé-
briques complexes, d'un énoncé sur IF , on procéde en deux étapes,
avec pour intermédiaire un énoncé sur € , mais oll la topologie du
corps de base € n'apparaisse pas. S'il s'agit d'énoncés cohomologi-
ques ou homotopiques, on obtient cesténoncé en remplacant la topologie
classique des variétés algébriques complexes par la topologie étale,
et les coefficients %/ , % , Q® , C par Z/%, Z . Ql’ @i . La

traduction n'est pas toujours possible:

-La topologie étale ne détecte pas le n, , mais(du moins pour une variété

1

normale) seulement soncomplété pro-fini ?r‘ - 81 m est fini, elle détecte les

T, =m,8%Z (i>1) smaissi m est infini, les m, supérieurs (qui ne

sont pas nécessairement de type fini), risquent d'é&tre perdus (cf.

Artin-Mazur, Etale homotopy, Springer Lecture Notes in Math. 100).

- La topologie étale n'est raisonnable que pour des coefficients g-
adiques. On ne peut prendre pour coefficients ni Z , ni @® , ni IR:

réseaux entiers, et signatures de formes quadratiques sont perdus.

- La structure de Hodge (ou de Hodge mixte) de la cohomologie est per-
due en cohomologie p-adique. Noter toutefois que la définition de la
filtration par le poids de H*(X,0) est géométrique. Cette filtration

admet donc un analogue g-adique. Pour une application, voir 6.2.3.

Par ailleurs, il faut qu'il s'agisse de variétés et d'applications
algébriques (et non seulement analytiques) complexes. Par exemple,
les résultats de 5.3., 5.4 nous fournirons des thé&orémes sur les vari-
étés projectives dont 1'analogue pour les variétés kahlériennes n'est
pas connu.

6.1.2. Soit X un schéma de type fini sur € . Reliant l'espace topo-
logique X(C) , et la topologie étale de X , on dispose du morphisme
de comparaison (un morphisme de topos)
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e : X(@) —— Xet .

Les résultats essentiels sont les suivants.

(A) Le foncteur ¢* induit une équivalence de la catégorie des fais-
ceaux d'ensembles constructibles sur Xet avec la catégorie des fais-
ceaux d'ensembles constructibles sur X(L) (ol "constructible" signi-
fie "localement constant et 3 fibres finies sur chaque strate d'une

stratification algébrique"). Variantes :

(A') Pour R un anneau fini, on a une équivalence de catégories

*

e : (faisceaux constructibles de R-modules sur Xet) 25 (faisceaux
constructibles de R-modules sur X(T)) .

%*
(A") Pour tout nombre premier g, ona une équivalence de catégories e :
(Zl—faisceaux constructibles sur Xet): (faisceaux comnstructibles deZZk—modules

sur X(T)). *
Pour les ml-faisceaux, e est seulement pleinement fidéle. Sur

une variété normale connexe X , munie d'un point base x € X(T) , un
faisceau localement constant F de ml-espaces vectoriels de rang fini
est dans 1'image essentielle si et seulement si l'action de nl(X(E),x)
sur Fx stabilise un réseau (= un Z% -sous-module de type fini de

F qui l'engendre). Pour F 1localement constant sur chaque strate

X
d'und stratification (au sens 2.1) & strates normales connexes S , il

faut la méme condition sur chaque F|S (s €8S) . De méme pour les

EA - et El—faisceaux. Noter toutefois que, les groupes ™ étant de
génération finie, si F est un faisceau constructible d'espaces vec-
toriels sur @ , pour presque tout ¢ , F<8m1 est dans 1l'image
essentielle de ¢* . Plutdt que d'utiliser cette remarque pour ramener
1'étude de faisceaux constructibles au cas g-adique, il est souvent
plus commode de ramener 1'énoncé & démontrer au cas (A'). Pour un exem-
ple, voir 6.2.1.

Des énoncés analogues valent pour les catégories dérivées :

(B') Pour R un anneau fini, on a une équivalence de catégories

* . Dg(X,R)-—:L» DZ(X(m),R) . L'indice c¢ est pour: "3 faisceaux de

cohomologie constructibles”.

(B") Ona ¢ : DZ(X, z, ) /5 DZ(X(G:), zz) . A gauche, il s'agit
b n

ctg X2/ 0)

(t.f. := tor-dimension finie). A droite, d'une sous-catégorie de la

d'une catégorie triangulée définie comme 2-1lim proj D
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catégorie dérivée usuelle.

En Ql—cohomologie, 3 nouveau, on dispose seulement d'un résultat
de pleine fidélité. Pour que K soit dans 1l'image essentielle, il faut
et suffit que ses faisceaux de cohomologie le soient. De méme pour la

E- et la Et-cohomologie.

Le foncteur ¢* commute aux opérations cohomologigues usuelles,
du moins tant qu'on se limite aux faisceaux constructibles. Le résul-
tat essentiel est SGA4 XVI 4.1 :

(C) si f : X — Y est un morphisme de schémas de type fini sur € ,

pour tout faisceau constructible de torsion F sur X , on a
~ *
e*rRIE, F —=— RIf, (e F) .

Il est essentiel ici de supposer F constructible, comme le mon-

tre l'exemple suivant : X = droite affine, Y = Point, F = ) (ﬂ/zz)n.
ne zz

De ce résultat, on déduit formellement que

(C') En Z/Zn , Zl + @, ou 61 cohomologie, i.e. quand on travaille
dans les catégories dérivées constructibles bornées correspondantes,

]
€* commute aux foncteurs RF* , Rf, , £* , Rf" , ainsi qu'aux Gpet

RHom.

Preuves . Le résultat-clef est SGA4 XVI 4.1 : théoréme de comparaison
pour qu* . Il vaut aussi pour des faisceaux constructibles d'ensem-
bles (resp. de groupes) si q = O (resp. g = O ou 1). Pour les fais-
ceaux d'ensembles localement constants, (A') résulte du théoréme de
comparaison pour T et m (déduit de SGA4 XVI 4.1, g = 0,1 ol on
fait S = Spec(l)) . Pour passer de 13 au cas général, on procéde par
récurrence noethérienne ; si U est un ouvert dense, assez petit pour
que les faisceaux considérés soient localement constants sur U , et

F le fermé complémentaire : U‘—-—-J.-—-*-X*—-i——J F , on utilise que la don-
née d'un faisceau F sur X équivaut 3 celle d'un faisceau Fﬁ sur
U , d'un faisceau FF sur F , et d'un morphisme de recollement

FF — i*j*FU - ceci tant pour la topologie classique que pour la topo-
logie étale. Puisque 1l'hypothése de récurrence s'applique a F , que
les faisceaux considérés sont localement constants sur U , et qu'on
dispose du théoréme de comparaison pour j, , cela suffit pour con-

clure.
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De (A) on déduit facilement (A') et (A") .

]
Les opérations cohomologiques usuelles (f*,Rf’,Rf*,Rf,) , se ra-
ménent 4 £, pour f un plongement, et f*, Rf, pour tout f :

Rf, : on écrit f = gh , avec g propre et h un plongement ouvert.
On a Rf| = Rg*h

.
! !

!
Rf" : on écrit f = gh , avec g 1lisse et h un plongement fermé. On

a Rf! = Rh!Rg!'. Le théoréme de dualité de Poincaré calcule Rg! en
fonction de g* : Rg!K = g*K[Zd](d) , pour g purement de dimension
relative d . Enfin, si Jj est l'inclusion de l'ouvert complément de
l'image de h, on contrdle Rh! d l'aide de Rj,, grace au triangle'(h*m!,ld,l?j;‘;i"?.
Il n'existe peut-étre pas de factorisation f=gh du type voulu, mais il en ekxiste lo-
calement, et cela suffit, une fois définie la fléche de camparaison (par exen?le,en
termes de 1'isomorphisme de comparaison pour Rf!, et des adjonctions (Rf!,Rf')).

Le cas de RHom(K,L) se raméne par dévissage a celui de RE_ .,
de f, pour f un plongement, et a8 celui ot K est un faisceau

localement constant, grédce 3 la formule
]
Rf*(RHom(K,Rf'L)) = RHom(f K,L) .

6.1.3. On dispose aussi d'un théoréme de comparaison en théorie des

cycles évanescents. Pour 1'énoncé, je renvoie & SGA7 XIV 2.8.

6.1.4. Dans cette premiére é&tape : oubli de la topologie de € , il

importe de tenir compte des twists & la Tate :

- Pour X de dimension d , la classe fondamentale est un morphisme
B (x,z/0" @) — z/ P .

- Pour X 1lisse dans Y 1lisse, purement de codimension d , le mor-
phisme de Gysin est

at(x, 22 —— ¥y, z0%a) , ....
Pour aider 3 les reconnaitre :

- Ils apparaissent déja classiquement, du moins modulo 2, si on prend
pour € wune cldture algébrique de IR , sans préciser qui est i et
qui est -i . Posons en effet Z (1) = Ker(exp : T — E*) = 27i Z . Un
choix de i identifie #Z & Z () , par 1 +— 27mi , et changer i

en =i remplace cet isomorphisme par son opposé. De méme, un choix de
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i définit une orientation de € , puis de toute variété lisse, et
changer 1 en =i renverse l'orientation des variétés de dimension
impaire. D&s lors, indépendemment du choix de i , le faisceau d'orien-
tation d'une variété lisse X purement de dimension d s'identifie
au faisceau constant de valeur Z (d) := Z(lfd , et la classe fonda-
mentale envoie Hgd(x, Z(d)) dans Z. La classe fondamentale L=
adique se déduit de cette classe fondamentale entiére, et des isomor-

phismes déduits de 1l'exponentielle :
Z((l)® Z/n —— Z/a(l) : z — exp(z/n)

- En cohomologie de De Rham, ilscorrespondent a des (2ni)d

- Mnémotechnique : dans la catégorie dérivée, un twist (d) apparait
1

souvent accompagné d'un décalage [2d] (exemple : Rf 'K = £ k241 (a) ,

pour f 1lisse de dimension relative d). Noter que 1l'opération

K —— K[2d] (d) préserve les poids.

6.1.5. L'application de 1l'arsenal qui précéde n'est pas toujours auto-
matique. Soit par exemple la définition de la (co)homologie d'inter-
section en termes de chaines singuliéres dont l'intersection, et celle
de leur bord, avec les strates d'une stratification convenable n'a pas
une dimension trop grande. Elle ne se préte pas, telle quelle, & une
traduction en cohomologie &tale, mais, une fois gqu'on a identifié la
cohomologie d'intersection & 1'hypercohomologie IHﬁX,j!*(Q[d]» (3
1'inclusion d'un ouvert lisse dense de dimension d) , avec pour j!*

la description 2.1.11, la traduction est immédiate.

6.1.6. Avant d'aborder la deuxiéme étape : de € & IF , pour des
énoncés oll la topologie de € n'apparait pas, et bien que ce ne soit
pas logiquement nécessaire, nous allons montrer sur un exemple la mé-
thode suivie pour passer d'une variété sur € & une qui est dé&finie

sur un corps de nombres.

Soit X une variété projective complexe. Elle est définie, dans
Kgl(m) , par une famille finie d'équations homogénes Pa = 0 . Soient
aaB les coefficients de Pa . Si on traite les aOtS comme des indé-
terminées, les Pa définissent une famille de variétés projectives,
paramétrées par un espace affine S : on a obtenu un morphisme pro-
jectif f : Y — S dont X est la fibre au point s de S de coor-
données les valeurs originales des aOtB . Ce morphisme f : Y — S

provient par extension des scalaires de @ & € d'un morphisme de
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schémas sur @ . Comme nous dirons, il est défini sur Q@ .

Soit £ : Y — S un morphisme séparé de schémas de type fini sur
® . Il existe alors une stratification T de S (définie sur Q@) ,
telle que, pour chaque strate T , le morphisme fT : YT — T déduit
de f par restriction a T , soit & fibres "topologiquement locale-
ment constantes" - par exemple au sens que YT(E) — T(L) est une
fibration topologiquement localement triviale. Ceci résulte du théoré-
me d'isotopie de Thom, et de ce que les conditions de Whitney admettent
une formulation algébrique (voir J.L. Verdier, Inventiones 36 (1976)

p. 295-312, cor. 5.1).

Chaque composante connexe de chaque strate admet un point défini
sur un corps de nombres. Si s € S(C) , et que t , dans la méme com-
posante connexe de la méme strate que s , est défini sur un corps de
nombre, Ys et Yt sont donc homéomorphes. Soit & prouver, par exem-
ple, le théoréme de Lefschetz difficile en cohomologie d'intersection
pour une variété projective complexe X = Yo o le connaissant pour
Y, . La variété X , munie de la premiére classe de Chern £ de 0(1),
sera homéomorphe a (Yt,K) , d'ol l'assertion. Cet argument utilise
l'invariance topologique de la cohomologie d'intersection ([6]). On
pourrait s'en dispenser en travaillant sur Y , muni d'une stratifica-

tion convenable.

=

Souvent, on s'intéresse non pas d une variété X , mais a un mor-

phisme u : X, —» X, . Ici encore, on peut trouver un diagramme défini

1 2
u

YHLW——m7,

fl\ /f2
s

dont u se déduit par passage aux fibres en s € S(TC). On prendra

sur @ :

garde qu'il n'existe en général aucune stratification T de S, tele que
le type topologique de u s fil(t) —_— fEl(t) soit constant pour

t dans une composante connexe d'une strate : le type topologique peut
varier continliment. Il existe toutefois des stratifications T de S,

définies sur @ , telles que, aprés changement de base de S a T ,
le morphisme
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Up Yy — Yoo
\T/

ait la propriété suivante : quel que soit T' — T , donnant lieu & un
diagramme cartésien

u u

v
Yomt (C) —— YzT((D) ,

et le systéme local | sur YlT(E) , on a
vRTu | =~ Ry v .

Ce résultat, convenablement amplifié (cf. leg réductions en 6.1.2),

suffit en pratique.

6.1.7. On trouve dans EGA IV §§ 8,9 des listes de résultats du type
suivant. Soient A un anneau (commutatif) limite inductive d'anneaux
Ai et supposons pour simplifier A et les Ai noethériens. Tout
objet X "de présentation finie" sur Spec(A) (par exemple : schéma de
type fini, morphisme entre tels, faisceau cohérent sur un tel,...) pro-
vient d'un objet analogue X; sur 1'un des Spec(Ai) ; deux choix de
Xy fournissent le méme Xj := Xi xSpec a;
grand. Pour que X/Spec A ait une propriété "relative" P, stable par

Spec Aj pour Jj assez

changement de base, il faut et il suffit que Xj/Spec Aj l'ait pour j

grand.

Le cas qui nous intéresse est celui ol A = est Ecrit comme

limite inductive de ses sous-anneaux de type fini sur Z .

Variante . Pour tout anneau A c T de type fini sur Z il existe

f #0 dans A tel que Spec (A[l1/f]) soit lisse sur Spec Z . Rem-
plagant l'ensemble ordonné filrant des sous-anneaux de & de type fini
sur Z par une partie cofinale I , on a encore € = lim ind A; , pour
un systéme inductif Ay dans lequel les Si = Spec(Ai) sont lisses
sur Spec Z
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On trouve que tout schéma X de type fini sur € provient d'un
Xi/Si , que si X,Y proviennent de Xi’Yi/Si , un morphisme (resp.

isomorphisme) f : X — Y provient de fj : Xj — Yj + J>1i (on a

posé Xj = xi xg Sj’ et de méme pour Y), et que deux choix de fj

deviennent égauxlsur un Sk (k > j). En ce sens, Xi est "essentiel-

lement unique pour i grand".

De méme, une stratification T de X , un faisceau constructible
de ZZ/zn—modules, un morphisme entre tels faisceaux,... proviennent

d'objets analogues sur un Xi , i assez grand, et deux choix sur Xi

deviennent é&gaux sur Xj , J > 1 convenable.

Notation . Pour & wun "objet" sur € , on notera Eg un "objet" sur
S = Spec(A), A c T de type fini sur Z assez grand, dont & se dé-
duise par extension des scalaires de A & € , et, pour T sur § ,

T le pull-back de Eg sur T . Cette notation est ambigue
n'est en général pas unique) mais ce qui précé&de assurera que

on notera E

s
cette ambiguité n'est pas génante.

Si T est une stratification de X & strates lisses (resp. con-
nexes), quitte @ aggrandir S , les strates de TS sont lisses sur S
(resp. & fibres géométriques connexes). Si le faisceau F sur X est
localement constant sur chaque strate, quitte 3 aggrandir S , il en

va de méme pour FS sur XS .

Soient f : X —> Y un morphisme de schémas de type fini sur €
et F un faisceau constructible de ZVZn-modules sur X . Soient
fS : XS — YS et FS sur XS , sur S = Spec(A), comme plus haut.
D'aprés SGA4 1/2 (Th. finitude 1.9), il existe un ouvert non vide
Uc S tel que pour tout morphisme de schémas gq : U' — U , donnant

lieu & un diagramme cartésien

g
XU' xU
oo T e

. * ~
on ait g qu*% — qu*g*FU , et que les qu*FU soient constructi-
bles.

Conséquence : (cf. les réductions en 6.1.2). Etant donnés des schémas
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Xi de type fini sur € , des morphismes entre les Xi , en nombre
fini, et des faisceaux constructibles de Z/zn—modules sur les xi B
en nombre fini, on peut tous les descendre sur S = Spec(A), Acl de
type fini sur % assez grand. Quitte & rétrécir S , on peut supposer
que les opérations cohomologiques usuelles (R*f*,R*f,,f*,R*f!,qp

et gggp,gggp), appliquées un nombre borné de fois an.faisceaux
constructibles donnés, fournissent des faisceaux constructibles,

et commutent & tout changement de base S' » S . Si a;

est la projection de XiS sur S , on peut aussi supposer que les
R*ai* , appliqués aux résultats de ces opérations, sont localement

constants sur S .

6.1.8. Ce qui précéde concerne les faisceaux de ZV%nﬂnxhﬂes. Les Z[
faisceaux sont des objets de nature infinie, et ne peuvent pas en
général se ramener de € & S . Par exemple : il existe sur

E = P(C)-{0,«} des Zl— faisceaux lisses, de monodromie non quasi-
unipotente. Un tel Zl—faisceau ne provient pas d'un Zl-faisceau sur

GmK , avec K c € de type fini sur @ .

Voici une méthode pour contourner cet obstacle. Soient X de type
fini sur € , T wune stratification (2.1]) de X & strates lisses et
connexes, et | la donnée, pour chaque strate T € T , d'une famille
finie L(T) de faisceaux lisses irréductibles de 7/ - modules. Soit
(XS,TS,LS) sur S = Spec(A), A c €& de type fini sur Z , donnant
(X,T,L) par extension des scalaires de A & € . On suppose S tel
que les strates T‘€TS soient lisses sur S & fibres géométriques
connexes, que pour F et (G de la forme j!L (3 ¢+ Te—> XS dans T
et L dans LS(T)) , les Efgq(F,G) soient compatibles aux changements
de base S' — S , et que, pour a la projection sur S , les
Rpa*gggq(F,G) soient localement constants et compatibles aux change-
ments de base. Soit alors A c Ve €, V un anneau de valuation dis-
créte strictement hensélien dont le corps résiduel est une cldture al-
gébrique d'un corps résiduel fini de A . Pour tout point fermé a de
Spec A , il existe un tel V tel que le morphisme Spec V —- Spec A
envoie sur a le point fermé de Spec V : prendre un "arc analytique"”,
quotient de dimension 1 du complété Ag , qui ne soit contenu dans
l'image inverse dans Spec Ag d'aucun fermé non trivial de Spec A ,
normaliser et henséliser strictement. Soient (XV,TV,LV) déduit de
(XS,TS,LS) par changement de base, et (XS,TS,LS) la fibre spéciale.
Soit le diagramme de schémas
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u 1 X

X _'va - Ky .

Soit D? L(X,ZQ) la sous-catégorie de DZ(X,Zz) formée des K
s L.
tels que les H'K , réduits mod £ et restreintsa chaque strate T ,
soient localement constants et 3 constituants dans L(T) . Soient de
. b b
meme DT,L(XV’ Zz) et DT,L(XS'ZK).

Lemme 6.1.9. Avec les notations ci-dessus, les foncteurs

.k
1

b u* b b
DT, (X Zy) +—— Dy (X Z))* D7 | (X iZy)

sont des équivalences de catégories.

L'énoncé analogue, avec Z, remplacé par Z/ln , est conséquence
formelle de ce que, pour F et G comme en 6.1.8, les
Hp(—,gzgq(F,G)) sont "les mémes" sur X , XV et Xs . On vérifie que
la tor-dimension finie est préservée, et 6.1.9 résulte, par défini-
tion des catégories dérivées {-adiques, de 1l'énoncé obtenu en rempla-
¢ant D?IL(-,Z%) par D?,L,t_f.(—,ZVKH) (t.f. pour "tor-dimension

finie").

6.1.10. Pour (X,7,L ) donné, on obtient donc pour tout S = Spec(d)
assez grand et pour tout V (A <V c© ) comme ci-dessus une équiva-

lence de catégories

b b
(6.1.10.1) DT,L(X'ZE) Rind DT, L(Xsrzz) ’

reliant € & la cldture algébrique d'un corps fini.

Le fait que deux choix de TS ’ LS deviennent é&gaux quand on aggran-
dit S peut se formuler de la fagon suivante. Soit VUV 1'ensemble des
anneaux de valuations discrétes V < T , 3 corps résiduel la cldture
algébrique d'un corps fini. Pour A <= C de type fini sur Z , soit
V(A) 1l'ensemble des V tels que A <V . Les V(A) forment un ensem-
ble ordonné filtrant de parties de V (une base de filtre) ; on s'in-

téressera & des germes selon le filtre correspondant.

Pour X un schéma de type fini sur € , déduit de XS , S =
Spec(A) , par extension des scalaires, le germe du systéme des Xs (s
point fermé de Spec(V) pour V € V(A)) ne dépend que de X (3d iso-

morphisme uUnique prés). De méme pour les autres objets "de présenta-
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tions finie" considérés. Pour (X,T,L) donné, le germe du systéme des
équivalences de catégories (6.1.10.1) ne dépend de méme que de
(X,T,L).

Ssi 7',L' raffine T , L le germe du systéme d'équivalences
(6.1.10.1) pour T , L est bien sr induit par le germe analogue pour
(1',L') , mais, puisqu'il ne s'agit que de germes, on ne peut pas pas-
ser 3 la limite pour en déduire des équivalences Dg(X,Z£)++D20%,Z

DE(X, Z? définit un

germe de systéme d'objets Ks dans les DZ(XS,ZQ).

).
£
On peut seulement affimer que chaque K dans

Si (T7,L) est tel que (a) les strates sont lisses et connexes,
(b) pour j : T<«»> X une strate, L € L{T) et T'€T , les
qu*L|T' sont localement constants & constituants dans L(T'), on peut
prendre S tel que les mémes propriétés valent sur S , et que les
qu*L commutent 3 tout changement de base S' — S . Pour toute fonc-
tion de perversité p sur T , les équivalences 6.1.9 respectent alors
les t-structures de perversité p , et il e va de méme pour le germe

du systéme d'équivalences (6.1.10.1).

Utilisant 6.1.7, on peut faire en sorte que les équivalences
6.1.9 (et le germe du systéme des équivalences (6.1.10.1)) respectent
les opérations cohomologiques habituelles. Par exemple, pour T =

RHom ou éP , on peut aggrandir chaque (T,L) en un (T',L') tel
b b b

DT, L *Pr,L Dre, e
pour V comme ci-dessus, les &quivalences 6.1.9 respectent le fonc-

que T envoie dans , puis prendre S tel que
teur T . De méme, pour f : X —+ Y (ou Y — X), on trouvera (T',L"')

]
sur Y tel que T = Rf, , Rf, (ou f£*,Rf’) envoie dans

! 07,1
D?'.L' , et que les équivalences 6.1.9 commutent aux fonéteurs T
En ce qui concerne RHom et %P , tirant profit de ce aue
L(T) est un ensemble de classes d'isomorphie de faisceaux de Z/{-
modules, et que ceux-ci ont une monodromie finie, on peut plus simple-
ment raffiner (T.L) en (T',L') tel que
RHom et & .

DT'U soit stable par
r

Rétrécissant S , on peut aussi supposer que 6.1.10.1, restreint

aux faisceaux, respecte :

- la structure des Z%-modules fibres de F en les points d'une strate

(rang, diviseurs élémentaires de la torsion).
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- la lissitéde F : on se ramé@ne au cas de faisceaux de Z/f-modules
en observant que pour qu'un szfaisceau soit lisse, il faut et il

suffit que le noyau et le conoyau de £ : F — F le soient.

- Pour F lisse sur X lisse connexe, la monodromie : rétrécir X
pour qu'il n'y ait qu'une strate (ceci ne change pas le groupe de mo-
nodromie), et passer d un revé&tement fini connexe qui trivialise les
éléments de [ (X) . Utiliser alors que, puisque X — X, et X, — Xy
induisent des isomorphismes sur Hl(—,ﬂVQ), ces morphismes induisent
des épimorphismes sur le pro-g-complété du m, . Par ailleurs, du
systéme d'équivalences (6.1.10.1) pour les Zl—catégories dérivées,
on déduit aussitdt des systémes analogues pour les ml , EA et Ql_
catégories dérivées. Pour vérifier, dans le cas des ml—faisceaux,

qu'il préserve la lissité on peut utiliser les faits suivants :

(a) pour que F soit lisse, il faut et il suffit que son image inverse

sur le normalisé de X le soit.

red

(b) Soit X normal connexe et j : U<— X un ouvert dense. Pour que
F sur X soit lisse, il faut et il suffit que ses fibres aient tou-
tes la méme dimension, que sa restriction & U soit lisse, et que

F = j*j*r .

6.2. Exemples.

6.2.1 Dimension cohomologique des schémas affines ,

Soit X un schéma affine sur € , de dimension d . Soit a dé-
duire des résultats analogues en cohomologie g-adique (4.1.4) que
pour tout faisceau constructible F de C-espaces vectoriels sur X(T),
on a Hi(X(E),F) = 0 pour i > d ..Ecrivons simplement X pour X(T).
Par dévissage, on se raméne 3 supposer F de la forme j,L , pour
J : Y~ X 1l'inclusion d'un sous-schéma connexe et L.un systéme
local complexe sur Y . Soit ¥y € Y . Le systéme local L est défini
par une représentation de “l(Y'Y) sur |~ C" . Le groupe m, étant
de génération finie, cette repré&sentation se factorise par
Pa ¢ nl(Y,y) — GL(n,A) , avec A c C de type fini sur Z : on a
L = LisCQA C pour Ly un systéme loca} de A-modules. Soit FA = j,LA.
Nous admettrons comme connu dque les Hl(X,FA) sont des A-modules ée
type fini et que pour tout A-module M , on a
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RF(X.FA<&A M) = RF(X,FA) B M . Ces résultats de finitude résultent
de ce que, si X est une complétion projective de X , (¥%,X-X) est
triangulable. Si N est le plus grand entier i tel que Hi(X,FA)#O,
on a alors HN(X,I‘;}‘@AM)= HN(X,FA) @A M . Prouvons par l'absurde que

N <d . Supposons N >d , et prenons M de la forhe A/m , pour m
un idéal maximal de A , et soit FA/m = FA @h A/m . Puisque A/m

. s * ] s et
est fini, FA/m est le ¢ d'un faisceau FA/m sur Yet . On a
N N ~ N et
H (X,F,) ® A/m = H (X,F ) e————— H (X_,,F )=0 ,
A A A/m (6.1.2) (C) et’'A/m

puisque N > d . Ceci valant pour tout m, et HN(X,FA) étant de type
fini, on a HN(X, FA) = 0 : contradiction. Les Hl(X,FA) sont donc
nuls pour i > d , et on conclut en utilisant que Hl(X,F) =

i
H (X,Fa) @, T .

Variantes . Plutdt que de dévisser F pour se ramener au cas F = J,L ,
on aurait pu directement écrire F = FA @, C , pour A comme ci- )
dessus et FA un faiscegau constructible de fibres des A-modules
libres.

Remarque . Le résultat obtenu n'est pas satisfaisant : on a Hi(X,F)=O
pour i> dimmX dés que X est un espace de Stein, et que F est
un faisceau abélien localement constant sur les strates d'une strati-

fication analytique localement finie. Ceci se démontre par une variante

convenable de la théorie de Morse.

6.2.2. La filtration par le poids.

Soit X sur € . Pour obtenir la structure de Hodge mixte de la
cohomologie de X , on commence par remplacer X par un schéma simpli-
cial muni d'une compactification convenable X;;i;ﬂ3h. Un schéma sim-
plicial est un objet de nature infinie : il comporte une infinité de
X; , et une infinité de fléches. On n'est donc pas assuré de pouvoir
en trouver une version sur S = Spec(dA), avec A c T de type fini sur

Z . Toutefois, pour étudier les Hi(X) , pour i< n , il suffit de
disposer des X, et Xi pour i < n+l , et le tronqué

(X;) y<n+1 e (?i)isn+l peut &tre descendu & S . La filtration par
le poids WQ de H* (X(T),D) est l'aboutissement d'une suite spectrale
construite & partir de X, & i* . La méme suite spectrale existe en

cohomologie f¢-adique. La filtration W, de Hn(X,ml) = HN(X(D),0)® Q,
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déduite de W persiste donc sur S : pour a : Xg — S , on dispose

d'une filtration WQ de R"a ml qui, sux € , donne Wl . Rétrécis-
*

sant S , on peut supposer que les conditions imposées aux X5 et Xi

(i < n+tl) sur € persistent sur S (iis propre et lisse sur S ,
Xig < Xis
surjectivité et propreté de Xi —_ (cosqi_lsqi_l(x*s))i) et que la

=

complément d'un diviseur & croisements normaux relatifs,

formation de Wm (comme aboutigsement de te€lle suite spectrale) com-
mute & tout changement de base. Utilisant la conjecture de Weil, on

voit alors qu'en chaque point fermé s de S , W induit la filtra-
tion par le poids de Hn(x_,mz) , telle que définie arithmétiquenment,
en terme des valeurs absolﬁes complexes des valeurs propres de Frobe-

nius. Voici une application.

Proposition 6.2.3 . Soit f : X —> Y un morphisme séparé de schémas

de type fini sur T . Supposons que Rnf*m est localement constant,

1

et que pour chaque y dans Y , on a (Rnf*Q)y__:* Hn(Xy,Q) . Alors
les filtrations par le poids des H"(X_,@) forment une filtration

localement constante du systéme local Rnf*Q

Il suffit de prouver 6.2.3 aprés tensorisation par Ql , et il
s'agit alors de le déduire du théoréme [1] 3.4.1 selon lequel si
Fo est un Ql-faisceau lisse localement constant sur un schéma Yo
de type fini sur Iﬁq , et que Fo est mixte, le faisceau FO wadmet
une filtration W par des sous-faisceaux lisses, telle que GriF0

soit ponctuellement pur de poids i .

La difficulté dans 6.2.3 est que la construction du schéma simpli-
cial compactifié (Xy)* qui permet de calculer la filtration par le
poids de la cohomologie de Xy = f_l(y) ne peut pas toujours &tre
faite uniformément en y . Si on ne considére qu'un schéma simplicial
tronqué, il existe toutefois une stratification de Y telle que au-
dessus de chaque strate T 1la construction puisse &tre faite unifor-
mément : existence d'un schéma simplicial tronqué compactifié
Xep T X,
conditions imposées & (xyh

7 augmenté vers XT , vérifiant les analogues relatifs des

Si f : X7 Y est descendu en fs : XS — YS sur S = Spec(a),

Ac @ de type fini sur #Z , l'hypothése "RUE @ commute au passage
* =9

aux fibres" s'hérite de f & fS , aprés avoir rétréci S . Il existe

en effet une stratification TS de Ys telle que, pour Yé dans

Ts » le morphisme fg : Xg§ = fgl(Yé) — Y& vérifie "la formation
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de Rfé*Qm commute & tout changement de base”. La propriété voulue
de fS équivaut alors a8 ce que, pour Yé dans TS , les diagrammes
cartésiens
]
c
Xs Xg
' f
fS S
v u
YS — YS
donnent lieu & des isomorphismes u*RnfS*Ql—:+ Rnfé*ml . Ce morphisme

étant un isomorphisme sur € , l'est au-~dessus d'un ouvert non vide de
S , aiquel il suffit de rétrécir S .

Combinant ces arguments, on trouve une stratification T de Y
telle que, aprés descente & S convenable, chaque fé : X! — Yé

S
pour Yé dans TS vérifie :

a) Rnfé*mz commute au passage aux fibres ;
b) Rnfé*Ql est un faisceau lisse, et admet une filtration par le
poids W , par des sous-faisceaux lisses, qui induise sur chaque
Hn(xy,Q)(g Qm (y € Y'(C)) 1la filtration par le poids, et qui induise
au-dessus de chaque point fermé de S 1la filtration par le poids

g—adique.

Il reste & observer que, pour S convenable, 1l'é&quivalence 6.1.10
est telle que si un faisceau lisse F sur Y est muni sur chaque
strate T d'une stratification T d'une filtration WT , et que F ,

WT correspondent a F' , W% , pour que les WT se recollent en une
filtration de F par des sous-faisceaux lisses, il faut et il suffit
qu'il en aille de méme pour F' et les w% (les Wy se recollent <=
les fléches de recollement respectent W ; pour la lissité, voir 6.1.10).

Remarque . Nous ne connaissons pas de démonstration de 6.2.3 autre

que cette démonstration par voie arithmétique.

6.2.4. Soit F un faisceau pervers simple de C-espaces vectoriels sur
X(C) , X un schéma de type fini sur € . Nous dirons que F est
d'origine géométrique s'il appartient au plus petit ensemble qui

(a) contient le faisceau constant € sur X = un point,

et qui est stable par les opérations suivantes.
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(b) Pour £ un morphisme de schémas, prendre les constituants des
i 1
Pylt , pour T = Rf4, RE, , RE®, RE" .

(c) Prendre les constituants des pHi(A% B) , ou des pHlRHom(A,B).

Les sous-catégories des catégories Dg(x,m) formées des K tels
que les sous-quotients simples des Pyl (k) soient d'origine géométri-
* ]
que sont stablespar les opérateurs f*, £, , £ , £f° ,® et R Hom. Pour

des stabilités qui en résultent, voir . On peut montrer qu'on a

aussi stabilité par la construction "cycles évanescents”.

Un faisceau pervers F sur X(T) sera dit semi-simple d'origine
géométrique s'il est somme directe de faisceaux pervers simples d'ori-
gine géométrique. Un complexe K dans Dg(x(m),m) sera dit semi-

simple d'origine géométrique s'il est isomorphe 4 la somme directe de

ses (le(K))[—i] , et que ses Pylk  sont semi-simples d'origine géo-
métrique.

Par exemple, si Jj : U&&— X est un ouvert de Zariski de X ,
lisse et connexe de dimension d , et que le systéme local L sur U
a une monodromie finie, j!*Lhﬂ est semi-simple d'origine géométrique,
car | est facteur direct de n*m + pour m : ¥ —+ X un revétement
fini, et que le faisceau constant € sur X est image inverse de ( sur (Point).

Théoréme 6.2.5 (théoréme de décomposition). Soit £ : X — Y un

morphisme propre. Si K sur X(C) .est semi-simple d'origine géomé-

trique, f*K sur Y(C) l'est aussi.

Le théoréme 6.2.5 équivaut a sa variante, ol le corps de coeffi-

cients € est remplacé par le corps isomorphe @ puis a celle ol

’L ’
la topologie classique est remplacée par la topologie étale.

Lemme 6.2.6 . Soit F un ﬁl-faisceau pervers simple d'origine géo-

métrique. Pour S = Spec(A) assez grand, chaque équivalence

_ b —
Dl?r,L(X’Qz)  Pr, %Ry

(6.1.10) transforme F en un Eﬁ-faisceau pervers simple Fs sur

Xs vérifiant la condition suivante.

(P) Xs provient par extension des scalaires de XO/EA , et Fs de

a ur.
Fo , avec Fo P
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Que FS soit pervers simple résulte de 6.1.10. La définition de
"d'origine géométrique" étant inductive, il suffit de montrer que la
condition (P) est stable par les opérations considérées dans cette dé-
finition. Ces opérations commutent aux équivalences considérées. Il

reste a savoir que :
(a) 51 sur (Point) vérifie (P) .

(b) Les opérations Pyl? de 6.2.4 transforment FS vérifiant (P) en
GS déduit de GO mixte ; les constituants simples de Go sont purs
(5.3.4) et par 6.1.9,6.1.10 ceux de Gs vérifient (P).

(c) De méme pour ® et RHom.

6.2.7. Preuve de 6.2.5 . Il suffit de traiter le cas o K est un
faisceau pervers F . Appliquons 6.2.6. On trouve que Fs vérifie (P).
Appliqugns 5.4.5,5.3.8 . On trouve que Rf*g est somme directe de
ses PH'[-i] , et que ceux~ci sont semi-simples. D'aprés 6.1.10, les

mémes propriétés valent pour Rf_F , et ceci prouve 6.2.5.

Corollaire 6.2.8(théoréme global des cycles invariants). Soient

f : X— Y un morphisme propre (de schémas de type fini sur ) et K

dans Dg(x,m) . Soit V un ouvert (de Zariski) de Y sur lequel

Hlf*K est localement constant. Si K est semi-simple d'origine géo-

métrique, on a

(6.2.8.1) Bl (x,K) —» 8O (v, BiE K) .

En particulier, pour V connexe et y € Y , posant Xy = f—l(y) ’

m,(V,y) agit sur (Hlf*K)y = Hl(xy,K) , et(6.2.8.]) se récrit

N : m (V,y)
(6.2.8.2) al (x,x) _.»H]'(Xy,K) 1 }

Corollaire 6.2.9. (théoréme local des cycles invariants). Soient

f: X— Y un morphisme propre, K dans DZ(X,¢) et y €Y . Soit

V un ouvert (de Zariski) de Y , sur lequel Hlf*K est localement

constant. Pour B une boule assez petite de centre y , et j 1l'in-

clusion de B nV dans B , on a

fo) i R §
H (BnV,H £ K) (j*]*H f*K)y ,

et

o i ~ i R §
HY(B,H f*K) ~ (H f*K)y = H (Xy,K) .
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S8i K est semi-simple d'origine géométrique, pour un tel B , on a

(6.2.9.1) al (x ,k) —8°®B n v,5lex) .
y *

Pour B N V connexe et z € BN V , cela s'"écrit encore

i i nl(an,z)
(6.2.9.2) H (Xy,K) —H (XZ,K) .

Dans 6.2.9, l'existence de boules B du type indiqué est connue.
Ces boules ne sont ici qu'une commodité d'exposition : on pourrait
prendre d'autres voisinages formant un systéme fondamental de voisina-
ges (définis par exemple en terme d'une triangulation). Ceci dit, et
compte tenu de 6.2.5, la preuve est la méme qu'en 5.4.7-5.4.9.

Théoréme 6.2.10 (Lefschetz difficile relatif). Soient £ : X — Y un

morphisme projectif, ¢ la premiére classe de Chern d'un

faisceau inversible relativement ample, et F un faisceau pervers semi-

simple d'origine géométrique sur X . Pour i > O , on a

gt o Pyt £ F—" Pule F(i)

Cet énoncé se déduit de 6.2.6 et de 5.4.10. Un cas particulier

utile est celui o Y est réduit & un point. Il fournit le théoréme

de Lefschetz difficile en cohomologie d'intersection.

Remarque 6.2.11. On aimerait pouvoir, dans les énoncés qui précédent
remplacer "d'origine géométrique" par "de la forme j!*L[d], pour j
l'inclusion de Y 1lisse connexe de dimension d et [ 1le systéme
local sous-jacent & une variation de structures de Hodge polarisable”.
On aimerait aussi pouvoir remplacer les variétés algébriques par des

variétés kahlériennes compactes.

Si f est un morphisme de variétés kahlériennes compactes, mous
ne savons démontrer ni que Rf*m est somme des pHin*E[J], ni que
les faisceaux pervers PHlRf*u: sont semi-simples, ni 1l'analogue de
6.2.10 pour Rf* (C[dim X]).
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INDEX TERMINOLOGIQUE

Admissible (morphisme) : 1.2.3
(sous-catégorie abélienne) : 1.2.5
(suite exacte courte) : 1.2.3
Amplitude cohomologique : 4.2.1
Cartésien : 3.2.5,

Catégorie :. (dérivée) : 1.1.
(dérivée filtrée, bifiltrée) : 1.
3.
(exacte) : 1.1.4
(triangulée) : 1.1.1
Coeur (d'une t-catégorie): 1.3.1
Cone : 1.1.1
Constructible (S-) : 2.1.13
(s,L=) : 2.2.10
Diagramme des 9 : 1.1.11
Distingué (triangle) : 1.1.1
Extension (stable par) : 1.2.%
Filtration (béte) : 3.1.7
(canonique) : 3.1.5
(par le poids) : 5.3.5
Localement (C-) : 3.2.3
Mixte : 5.1.5
Octaédre : 1.1.6
Origine géométrique : 6.2.4
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Pervers (faisceau) :
amplifié par

Perversité (duale) :

(fonction de) :

Poids (ponctuels) :
(< w, >w) :

amplifié par

Produit tensoriel externe

Prolongement :

Pur (ponctuellement) :
(de poids w) :

Réalisation :

Recollement (de t-structure) :
Strate :

t-catégorie :
t-exact :
(multifoncteur) :
t-structure :
(duale) :
(induite) :
(naturelle) :
(de perversité p) :
(déduite par translation)

Translation (foncteur de) :

Trongqué :
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2.1.5,
2.2.1,
4.0.1,

2.1.13
2.2.17;
4.0.2

2.1.16
2.1.1, 2.2.1
5.1.5
5.1.8

5.1.11, 5.1.12

4.2.7

1.4,13

5.1.5
5.1.8

3.1.9
1.4.10

2.1.1

1.3.1
1.3.16
1.3.20
1.3.1
1.3.2 (i)
1.3.19
1.3.2
2.1.4
1.3.2 (ii)
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INDEX DES NOTATIONS

- D est une catégorie triangulée. Elle est le plus souvent munied'une

t-structure, de coeur C .

>a <b -a <b b

o= 07 :1.3.1 -pfaPl 9T apT - pP i 1.3.12 - 0F,0PF : 3.1.5

D(...) est une catégorie triangulée, dépendant de ... .
D(X,0) : 1.4.1 - Dg : 2.1.13 - D, : (2.1.13),2.2.1 - D : 2.1.10
2

DF,DF2 : 3.1.1 - D°(X,% ) :(2.2.14.1) - D2(X,®0.), D2(X,
b _ (o] L (o] 2 (o]
D%(x,@,) : 2.2.17.

p est une perversité (2.1.1,2.2.1) , p* sa duale - Pg ¢ 2.2.1 .
En exposant gauche, p indique un foncteur entre coeurs de

t-catégories - Pp . 1.3.17(i) - ou relatif 3 une t-structure
(pT,le)

t est un foncteur de troncation.

F U
T Tyt 1.3.3 - T[a’b] :1.3.5 -1t ,1t : 1.4.13.

Notation diverses : D : dualité de Verdier.

F[n] : filtration décalée : 3.1.8.
G: o°F — cP(m) : 3.1.7.
#° : 1.3.6.

Homa : 3.2.5,
Jyx ¢ 1.4.14.1, 1.4.22, 2.1.7.

M(x,0) : 1.4.1.
n,n*,n+ ¢ 3.3.1.
réal : 3.1.9.
tot A : 3.2.7.
§(F,G) : 3.1.2,
8,0" 2 3206

B : 4.2.7.
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ABSTRACT

These volums contains the notes of the Luminy
conference : Analyse et topologie sur les espaces singuliers.
The lectures are centered around the following themes :
Perverse sheaves, Intersection homology and its applications,
Hodge structure on the Intersection Homology and on the vanis-—
hing cycles, local and global Euler Poincaré characteristics,

Bernstein polynomial.
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