Asterisque

J.P. BRASSELET

Définition combinatoire des homomorphisnes de Poincaré,
Alexander et Thom, pour une pseudo-variété

Astérisque, tome 82-83 (1981),p. 71-91
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1981__82-83__71_0>

© Société mathématique de France, 1981, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique 1’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AST_1981__82-83__71_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

séminaire E.N.S. (1978-1979)

Exposé n® 5

DEFINITION COMBINATOIRE DES HOMOMORPHISMES DE POINCARE,

ALEXANDER et THOM, POUR UNE PSEUDO-VARIETE

J.P. BRASSELET

Introduction.

Soit W sous-variété orientée d'une variété, également orientée M.
Les isomorphismes de Poincaré, Alexander et Thom sont bien connus, et on a un

diagramme commutatif :

1 (w) Thom B4V (M, M-W)
(@D) Poincaré Alexander
(W)
n-q

oi dim W=n =dimM - Vv et le symbole F signifie homologie & supports

fermés.

Le but de cet exposé est de définir, dans le cas ol W est une
pseudo-variété, et de maniére combinatoire, des homomorphismes correspondants,
tels que 1'on ait encore un diagramme commutatif (1). Ce résultat est, sans
doute, connu depuis trés longtemps (*) ; cependant, je n'en ai trouvé aucune
trace dans la littérature, si ce n'est dans un papier de M.H. Schwartz [7],
sous une forme relative (modulo 1'ensemble singulier ). La forme relative

se déduit de la forme absolue énoncée ici.

(*) Pour une définition combinatoire des homomorphismes d'Alexander et de
Poincaré, voir [l] a [6] de 1a bibliographie.
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J.-P. BRASSELET

Nous définissons de fagon &lémentaire et a partir de
triangulations (K), compatible avec la stratification (Vi), et (D), duale

de (K) :

(i) la classe fondamentale ;n € HE(W) et 1'homomorphisme de

Poincaré B : Hq(w) — Hi_q(w) , cap-produit a droite par ;n'

(ii) la classe fondamentale Zm € Hi(M,M—N) et 1'isomorphisme

d'Alexander o : Hq+v(M,M—w) — Hi_q(w) , cap-produit a droite par Em.

(iii) la classe de Thom u e HV(M,M—W) et 1'homomorphisme de

Thom A : Hq(w) —_ Hq+v(M,M-W) , cup-produit par uv.

Nous montrerons la commutativité du diagramme (1) au niveau des

chaines simpliciales (Théoréme) et au niveau de 1'homologie (Corollaire 3).

1 - Notations
2 - Conventions d'ordre et d'orientation

3 - Les classes fondamentales Gn et Cm
4 - L'homomorphisme de Poincaré
5 - L'isomorphisme d'Alexander
6 - L'homomorphisme de Thom et la classe de Thom ;v

7 - Le théoréme

8 - Quelques corollaires
L'exposé suivant utilisera la définition de 1'isomorphisme d'Alexander

telle qu'elle est donnée ici (paragraphe 5), ainsi que le résultat principal

(commutativité du diagramme (16)).
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HOMOMORPHISMES DE POINCARE, ALEXANDER ET THOM

1 - Notations.
Soit M wune variété (topologique) orientée, de dimension m. On
suppose que M est munie d'une stratification en strates (V.) , c'est-a-dire

i’iel

d'une partition localement finie en variétés topologiques v, telles que
chaque V. et chaque avi = Vi - Vi soit réunion de strates de dimension
i

inférieure ou égale & celle de V., .

Une pseudo-variété est un sous—ensemble fermé W de M, réunion
localement finie de strates, tel que l'ensemble des strates dites "singuliéres",
noté I, soit de codimension supérieure ou égale a 2 et tel que W-I soit une
variété orientée.

Nous noterons n = m-v la dimension de W (dimension maximum

des strates de W).

On suppose que M est triangulable par des complexes tels que
(K), compatibles avec la stratification (chaque simplexe ouvert Ki est
dans une seule strate). On suppose que (K) fait de M wune variété combi-
natoire. Dans la suite de ce travail, nous prendrons pour (K) une triangu-
lation simpliciale. Cette hypothése n'est faite que pour la clarté de 1l'exposé,
elle n'est pas restrictive et 1'ensemble des résultats reste valable si (K)
est une décomposition cellulaire de M. (Dans 1'exposé suivant, nous les

appliquerons & une décomposition cellulaire (R) d'une variété M).

Soit (A) une subdivision barycentrique de (K). On construit,
4 1'aide de (A), une décomposition cellulaire (D) , duale de (K) , de

la maniére suivante :

Soit KP un (K)-simplexe de dimension p ; on note aj son

barycentre. La cellule duale de K? , notée , est réunion des

p™P
j
P

(A)-simplexes A tels que A N K
a a j

= {a,}.
J
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J.-P. BRASSELET

On vérifie que D?_p est de dimension complémentaire m-p. D'autre
part, comme (K) est compatible avec la stratification (Vi), toute cellule

Dj est transverse 34 W au sens suivant :
codim(Dj nNw = codim(Dj) + codim(W) .

Enfin, (D)N W est un (A)-complexe.

De fagon générale, les dimensions des simplexes de (K) et (A)

et des cellules de (D) seront notées en indice supérieur.

On considére ici les chafnes cellulaires orientées, et on utilise
1'isomorphisme entre homologie cellulaire et homologie singuliére & coefficients

entiers ; de méme pour la cohomologie.

L'indice ¢ pour les groupes de cochalnes, ou de cohomologie,
indiquera que les supports des cochalnes sont compacts ; 1'indice F pour
les groupes de chaines, ou d'homologie indiquera que les supports des chaines
sont fermés (non nécessairement compacts). Nous noterons C(D),*(M) le groupe

différentiel gradué des chaines (D)-cellulaires (orientées) et

C(K) ’*(w)

et C(A) *(W) les groupes différentiels gradués des chalnes simpliciales
b

(orientées) définies par les triangulations simpliciales (K) N W et

. ~ -~ *
(A) N W respectivement. De méme pour les groupes de cochaines C (M) etc ...

(D)
Enfin, nous désignerons par T le tube (autour de W), réunion
o

des simplexes fermés de (A) qui rencontrent W, 3T sur bord et T =T - 3T

son intérieur.
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HOMOMORPHISMES DE POINCARE, ALEXANDER ET THOM

2 - Conventions d'ondrne et d'onientation.

Les simplexes de (A) pourront €tre considérés comme simplexes

ordonnés ou orientés.

a) Ordre sur  (A).
Soit a un sommet de la subdivision (A). Si a est un sommet
de (K), nous dirons que son (K)-indice est O et nous le noterons a.
Si a est intérieur 3 un simplexe de (K) de dimension i > 1 , nous dirons

que son (K)-indice est 1i, et nous le noterons a;.

Les simplexes de la triangulation (A) seront ordonnés par

(K)-indices croissants : Un (A)-simplexe de dimension p, ordonné, sera

p P o . . .
noté [Ai] = [?i ,...,ai ] avec 1 < 1, < .. < lp.
o P
Pour qu'un p-simplexe [ai seeesdy ] et un q-simplexe
o p
[bj ,...,bj ], pris dans cet ordre, engendrent un (p+q)-simplexe
o
il faut et il suffit que 1'on ait a; = bj . Le (p+q)-simplexe engendré
P o
s'écrit [;k seeeaCp ] , avec :
o P*q
Cp =3 pour a =0, 1,...,p
1 a
¢ = b. pour o =p , p+tl,...,p+q
o Ja-p

b) Ondientation sur (a).

On se donne une orientation des simplexes de (K), de maniére
d ce que les simplexes de dimension maximum aient 1'orientation de M
et les simplexes de dimension n, situés dans W - I, aient 1l'orientation

de W - I.
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On convient alors des orientations suivantes :
m- . . .
Toute cellule Di q’ duale de Kg, est munie de 1l'orientation telle

. . o . m— . .
que l'orientation de Kg, suivie de celle de Di q’ donne 1'orientation de M.

Les (A)-simplexes de dimension q de K? ont 1'orientation de Kg.
Les (A)-simplexes de dimension m-q de D?-q ont l'orientation

de DM Y,

Les (A)-simplexes de dimension n-q de D?_q N W (si cette inter-

section est non vide), ont l'orientation telle que, 1'orientation de Kg, sui-

vie de celle du (A)-simplexe, donne l'orientation de W - I.

Lemme.- Ces conventions d'orientations sont cohérentes.

En effet, supposons que le q-simplexe Kg soit situé dans W.
Dans D?_q N W, tout simplexe ouvert de (A) de dimension maximum n-q est
dans une strate Vg de dimension n.

On considére un homéomorphisme local ¥ de M sur R" tel que le
point {a}= Kg n D?_q soit situé 3 l'origine de ®™. On donne 3 ®R™ 1'orien-

tation d'un m-repére €1s...5e  que 1'on peut choisir comme suit :

+ 1l'orientation de CTEERRTL coincide avec celle de la variété M.

+ W(Kg) est situé dans le sous-espace vectoriel RrY engendré par
e',...,eq et dont 1'orientation coincide avec celle de Kg.

+ W(Vg) est situé dans le sous-espace vectoriel R" engendré par

e dont 1'orientation coincide avec celle de la variété

el,...,eq,eq+l,..., n
vo.
J
m-q o . m-q -
+ ‘l’(Di ) est situé dans le sous—-groupe vectoriel R engendré
par supplémentaire de RY et dont 1'orientation coincide avec

eqH,...,em
celle de DT-q.

+ Les simplexes AT Y situdsdans DT-q n V? ont l'orientation

B

induite par celle de eq+l,...,en.

On en déduit le lemme.
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HOMOMORPHISMES DE POINCARE, ALEXANDER ET THOM

Conséquences :

(i) Etant donné un g-simplexe K? , soit DT_q la cellule duale de

Kg, si les (A)-simplexes [AEJC: K? et [A?_q] C.DT—q engendrent un  m-
simplexe [A$], alors 1'orientation de AZ, suivie de celle de fT_q, donne
&

1'orientation de A$ (qui est celle de la variété M).

m=q

(ii) Etant donné un q-simplexe Kg C W, soit Di la cellule duale

q . iy . A4T = 9 -0 m=q ! .
de Ki’ si les (A)-simplexes LAu]«~ l(i et LAB J C Di N W engendrent
un  n-simplexe [A;], alors 1'orientation de Ag, suivie de celle de Ag_q,
donne 1'orientation de A$ (qui est celle de la variété W = /).

K? muni de

Dans toute la suite, nous noterons K? le g-simplexe

1l'orientation définieci-dessus. De méme pour les (A)-simplexes et les (D)-

cellules.

c) Cup et cap-produdits.

Dé finition de L'application 4.

Les chalnes élémentaires orientées AE forment une base de C(A) p(M).
5
Nous noterons 6(AE) les cochalnes duales ; elles forment une base de 1'espace

P N
C(A)(A). On a

<6(A§).A?> =+ 1 si i=3 , et O sinon.

Pour vérifier que deux (A)-chafnes coincident, il suffit de vérifier que

toutes les cochaTnes G(AE) prennent sur elles deux la méme valeur.

De méme, nous définissons une base de 1'espace C?D)(M) en associant,

4 toute (D)-chaTne élémentaire D?, la cochafne duale 5(D§).

La cochalne é(DE) (donc, toute (D)=-cochalne), peut &tre considérée

comme (A)-cochalne rationnelle, en posant,
p P
m(Di) m(Di)

\ 1
pour D = ] AP, 8(0%) = Ioosal.
=1 m(0f) j=1 ]
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Cependant, ﬁ(D?) n'interviendra en ce sens que comme &lément d'un

cup-(ou cap-) produit qui sera une (A)-cochalne (ou chalne) entiére.

Deginition du cup-prodult. (*)

On définit le cup-produit, comme application :

p q p+q
C M) 8 C M) — C M
() 8 Cpy D = €y (D)
de la maniére suivante, on pose
P q p*q -
(3) <6(Aj) U S(Ak).Ah > T gy
si on peut écrire : AP = e.la; ,...,a; ] A= Ta. ,...,a. 1
] A TR S ¢ kL L S
o P p p*q
p+q _ - :
Ah Eh[}i RN ] avec g, + 1, et O sinon. On prolonge par
o p*q
linéarité.

D finition des cap-prodults.(*)

On définit le cap-produit & droite, comme application :

q .
Cipy @D @ Cppy p 0 () ,p-q™
en posant
(4) <P nes=<«PTucles
p P
P~q P~q q q
avec ¢ € C(A)(M)’ ct e C(A)(M) et ep € C(A),p(M)'

De méme, on définit le cap-produit & gauche, comme application :

q
Ciay,pt @ Cipy @ C(8),p=q™®

en posant

<cp_q.e n cq> = <cq v} Cp‘q.e >
P P

(%) On vérifiera que ces définitions sont cohérentes avec les définitions classiques.
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3 - Les classes fondamentafes w_ et T

m’

a) La classe fondamentale v_»ln € Hg(w).

c - . .. o . n PR
Considérons la chalne simpliciale élémentaire Ai que définit tout
. n . . R . _
simplexe Ai de dimension n, situé dans W - ¥ et orienté comme W - .
Par sommation sur toutes ces chalnes é€lémentaires, on obtient un cycle v
F
9 (
(&) ,n

de W) dont la classe, dans Hﬁ(w), est notée W

Soit alors x € W- 1Y et B 1la trace, sur W, de 1'étoile fermée
de x dans (A). B est une n-boule, en vertu de 1'hypothése combinatoire,
o
et son intérieur BC W - ¥ définit la classe unité ']x € HE(B,B-{X}) =

HE(B,BB). Soit 1'application canonique

h HF(W) — HF(w,w—{x}) = HF(B,B—{X}).
X n n n

On a, par définition de w , h (w ) =1 et w est 1'unique classe
n’ x n x n

de H:(w) dont 1'image par hX soit lx' On en déduit que w est indépen-—

dante des triangulations (K) et (A).

b) La classe fondamentale Em € HE(M,M-W).

Notons Cm € C?A)’m(T,BT) le m-cycle fondamental, somme de tous les
(A)-simplexes de dimension m = n+V situés dans le tube T et orientés comme
la variété M. Sa classe dans Hi(T,BT) est indépendante du choix des trian-
gulations (méme démonstration que pour ;n). Elle définit une classe fondamen-—

tale, notée 7 dans HF(M,M—W) = HF(T,BT).
m m m

c) Deux propositions.

Proposition 1.- Soit K?—q un simplexe de (K) situé dans W et

Dg+v la cellule duale de K?—q (située dans T), on a :
1osi A9 g™
sy Yy sy s = ‘ '
k u i 'Cm -
0 sinon.
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Demonsthation : Les simplexes ARV o de our lesquels cette
e P £ L m P

valeur est non nulle sont les simplexes engendrés par [AE-q] et par un (q+v)-

simplexe [A§+v] de D?+v.

. . . .. . q+\V . P
Comme le (K)-indice minimal des sommets des simplexes Al situés
J

dans D§+v

est n-q, tout simplexe [A?+VJ de D?+v est du type
p . . ADTq : avec |pAdtV
Lan-q""’an+v]' Les simplexes LAk J qul engendrent avec Lﬂj J un  (n+v)-

. - n+ - . n-
simplexe fﬁz 9] sont du type [ao,..., et sont situés dans K 9. Nous

a,-ql
n-q-

' - - n+y Y . . . .
avons vu que, dans ce cas, l'orientation de A est l'orientation induite
-q

par celle de AE suivie de celle de A3+v. (Conséquence (i)).

Soit donc AE—q un simplexe fixé de K?_q, par définition de Lo
. j +
et de §, pour tout simplexe AZ+V ayant une (g+v)-face dans D? v, la

quantité

n+y,
>

n-q q+v
SRRV G S

est non nulle et égale a 1/m(

+Vv . PP
D? ). De tels simplexes sont en quantité égale

a m(D?+V), d'oll le résultat.

Corollatine 1.- Soit Kz—q un  (K)-simplexe de W et D?+v la

cellule duale de K2_q (située dans T), on a
stV =k
(5) (D1 )N tm = K4
Démonstrnation : 11 suffit de montrer que toutes les cochalnes

6(A2—q) prennent la méme valeur sur chacun des deux membres de (5), considérés

comme (A)-chaines. Sur le second membre, cette valeur est 1 si AE_q C K?—q

et O sinon. Sur le premier membre, on a
s(AR~ 4 q+v _ n-q q+v
<O(by 8D ) Mg > = <8(A ) U S0 ) g >

d'ol le résultat, par la proposition précédente.
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Proposition 2.- Soient AE_q et A? deux (A)-simplexes, la

quantité

n-q q
<5 DU 6(Aj).wn>

est égale 3 1 si AE_q est situé dans un simplexe Kz-q de W et si A?
est situé dans Dg+v N W, ot D§+v est la cellule duale de Kg—q. Elle est

nulle sinon.

Démonsthation : La valeur du cup—produit sur un simplexe AE de w_
. . n-q q
est non nulle si et seulement si [Zk J et [Aj] engendrent
ny _ n-= q
[:AZ] = an,...,an] . Nous avons vu que, dans ce cas, [Ak q] et [AJ] sont

du type
[Arl:'q] = [ao’ .. ,an_ql et [A?] = [an—q’ ... ,an] .

n=q

o . n- . .
Kk est situé dans un simplexe Ki 9 de dimension

Autrement dit, A
n-q et A? est situé dans la cellule Dg+v duale de K2_q. D'autre part,

AE_q et A? sont situés dans W. On en déduit le résultat, par (ii) ci-dessus.

Corollaine 2.- Soit A? un (A)-simplexe de dimension q situé
dans W, s'il existe un (q+v)-cellule Dg+v telle que A? c D?+v nw,

alors

(6) s nw =k
] n 1

ol Kg_q est le (n-q)-simplexe de (K) dual de D?+v. Dans le cas contraire,

on a 6(Ag) Nw =0.
j n

Démonstration : I1 suffit de vérifier que toutes les cochafnes
6(A§-q) prennent la méme valeur sur chacun des deux membres de (6), considé-

rés comme (A)-chaines. On a, d'une part,
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n-q, .n-q, _
<s(ay Dk o=

si AE_q est un (n-q)-simplexe de la subdivision barycentrique du simplexe

n- .
K, 9 et est nul sinon. D'autre part

n-q q - <§(ARd q
<8¢, L6Mﬁ nNow>=<s(a U M%)m{

d'ol le résultat, par la proposition précédente.

4 - L"homomonphisme de Poincarné B8 : HI(W) — HE_q(W).
Nous définissons les morphismes
q F q F
: C W C W : HY(W hd H W
B x (0 (g B HlD nmq ™
par les cap-produits
€ Bleh =t nw B(ch) =cInw .
n n
De méme, nous définissons
1 n-q 1 n-=q
: 1) : H %) H (W
B8 C(A),c(w) C(A),q( ) B c wy - q( )

par les relations
B (™ = w n ™ g™ = M

(W)

B' est 1l'homomorphisme transposé de R. On a, en effet, pour tout cdect

(b)
<cq.t6(cn—q)> = <cn_q.6(cq)> =<"1.:9n wn>

= <"y cq.wn> = <cq.wn n IS N

5 - L'isomonphisme d'Alexanden o Hq+v(M,M—w) > H q(w).

Considérons les (K)-simplexes de dimension n-q, K?-q,
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HOMOMORPHISMES DE POINCARE, ALEXANDER ET THOM

+
situés dans W et D?+v leurs cellules duales. Les cochalnes G(Dg vy  for-

ment une base de C%;; (T,3T). D'autre part, on peut définir une base de

c?i?(w), formée par les cochalnes 6(K?_q), duales des K?_q . On définit
a: ¢V — s F (W)
(D) (K) ,n—q
n-q
t ' C W C T,aT
et o Oy, T Cpy g (T0ED
en posant
qtvy _ 07q
(8) a 6(Di ) K,
o' s Y = ™
(9 i i

et en prolongeant par linéarité.

Le corollaire 1 du paragraphe 3 permet de montrer, par linéarité,

le résultat ci-dessous

Proposition 3.- On a les formules suivantes (relatives a la triangula-

tion (A))

qtvy _ .qtV q+v q+v
(10) alc? ) =c n ¢, pour ¢ € C(D)(T,BT)
(11) ' (™Y = T n 4 pour ¢ d¢ C?;g C(w).

Des formules (8) et (9), il résulte que ¢ et ¢' sont des isomor-

phismes et des formules (10) et (11) que o et o' sont transposés l'un de

1'autre (méme démonstration que pour B et B'). De plus, les formules (10)

et (11) montrent que o et o' sont des morphismes de groupes différentiels
1

gradués. On note encore et ' les isomorphismes qu'ils induisent respec-

tivement. On a :
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o 1V m-wy = 19V, ey s H:_q(T) - HF_q(w)

T - g0y v TNy = _
a' s HoT(W) = Ho () - Hq+v([,dl) Hq+v(M,M W)

_q+v _qtv
avec a(c )

fl
D

_n=q - _n=q
a'(c ) =1 n c

6 - L"homomorphisme de Thom X : ety - Hq+v(M,M—W).

. +V . .
Sotit D? une (D)-cellule de dimension q+v. Dans le sous—complexe
_qtv
Di AW de (A), tout simplexe ouvert de dimension ¢ est situé dans une

n . . . PR . .
strate Vj et est muni de l'orientation définie ci-dessus. Le complexe ainsi

obtenu détermine une chalne, notée

q+V
i

A%y e (W) .

“(1) 1q

Par linéarité, on obtient un homomorphisme de groupes gradués, de
degré -V

A ) (W) .

“ Sy ,x Sy, *

Proposition 4.- X induit un homomorphisme de groupes différentiels

gradués

(12) Ao C(D),q+v(T’aT) — C(A),q(w)
et, par transposition

(3 r= 5 Clpy B — C?B?(T,BT).

De ces morphismes, on déduit des homomorphismes (de Thom-Gysin)
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A' e Hq+v(T,3T) = Hq+v(M,M—w) — Hq(w)

Ver, ey = 14TV M, M) .

ro:oudw) — H
Démonstration : On a
+ +\ .
Support de (bord de (D? VN W) = W N bord de D? Yo .
Comme la codimension de % dans W est supérieure ou égale a 2, on a
L_G*V 4 g% -
BADi - )\BDi =0 et ) définit un homomorphisme de groupes différentiels
gradués. Il se factorise en :

C +\)(T) —_— Cq

)\'
T,3T) —— C (W
. (1,97 O

+

car, si D§+V c 9T, alors A(Dg+v) = 0.

°

Comme T est stable par le bord des chaines (D)-cellulaires, X'
induit en homologie un homomorphisme )' : Hq+v(T’aT) — Hq(V).

Pour les cochalnes & supports compacts, considérons les homomorphismes
b st N AT | q+V '
obtenus par transposition X = ")' : C(A)(w) —_— C(D)(T,aT). Comme A commute

avec l'opérateur bord, A est un homomorphisme de groupes différentiels gradués.

On en déduit la proposition.

Remarque : Si v =@, W est une variété et les homomorphismes A et

' sont, au signe prés, les isomorphismes qui se déduisent du théoréme de Thom-

A
Gysin dans le cas des variétés. En effet, (D) 1induit alors sur W wune triangu-

lation cellulaire W N (D) et X induit un isomorphisme de C(D) - (T,3T) sur
s 4Ty

le groupe des q-chalnes de la triangulation cellulaire W N (D).

La classe de Thom u¥ ¢ HY(M,M-W).

Le cycle fondamental LA défini au paragraphe 3, peut &tre considéré

(W). On définit un cocycle o’ de Y

(D)

comme cycle de (T,3T) par :

F
€®),n
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\)_
(14) u = a (wn).

De la formule (8), et des conventions d'orientation, il résulte que

v ~ P
u peut etre défini par :

(1osi D\i)ﬂw#(b

<uv.DY> =
i
0 sinon

. v . . ..
En effet, si Di rencontre W, 1'orientation de W suivie de celle

v . .
de Di donne 1'orientation de M.

La classe de uv dans HV(T,ST) = Hv(M,M-w) est

vo_o-1,-
u = (wn).
I1 vient
aw) =w =u’' ng
n m
(15) - -
A
a(u’) = v u N Qm.

Comme o est un isomorphisme et que « et w =~ sont indépendants

. . . - \Y
des triangulations, il en est de méme de la classe u

Dans le cas oi . = @, W est une variété et T est un voisinage
tubulaire autour de W, homéomorphe & un fibré, dont la fibre est une boule
fermée B de dimension V. Orientons chaque fibre Bx de maniére a ce que
1'orientation de W suivie de celle de BX donne celle de M, 1la formule (15)

v .o . . Lo
montre que u est la classe qui induit sur chaque fibre BX la classe unité

de HV(BX,BBX). Dans ce cas uv est la classe de Thom classiquement définie.
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? - Le théonéme.

On peut énoncer le résultat principal comme suit

Théoneme.- Le diagramme suivant est commutatif :

q A q+vV .,
cd (w cI™V(r,5T
(A)( ) Thom (D)( 3T
B iso/ a
(16) Poincaré \ Alexander
R 4
F
C W
(K),n-q( )

Autrement dit, si ¢ est une cochalne de I (W), alors

(0)
= = n=q 5 = <c.pdtV q+v
B(c) c N W n_Z:: by Ky ol M. <L.Di N W> (avec Di s
Kich

cellule duale de K?_q).

Nous montrons d'abord le lemme suivant

Lemme .- Soit A? un (A)-simplexe de dimension q situé dans W,

(D).

alors
’
6(D?+v) s'il existe une (q+V)-cellule D?+v telle
(7 )\é(A?) - que A‘J? e D‘i”‘) nw
0 sinon.
N
Démonsthation : On a Aé(A?) € C?;;(w). Les cochalnes de (17)
seront égales si elles prennent la méme valeur sur toute cellule Dg+v de
. +V . .
Soit donc Dg une (D)-cellule de dimension (q+v), on a :
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<A6(A?).Dg+v> = <6(Ag).k'(Dg+v)>

h

{1 si A‘Jf‘c pd*™V ny

0 sinon

et d'autre part

q+v).Dq+v>

<cS(Di h

0 sinon

d'ol le lemme.

Démonstrhation du théoneme :

Les cochaTnes 6(A?) engendrent C?A)(w), il suffit donc de montrer
que, pour tout simplexe A? contenu dans W, on a :
(18) axa(Ag‘) = gd(A‘Ji).

. . v
D'aprés le lemme, s'il existe une (q+v)-cellule D§+ telle que

A? soit contenu dans D?+V N W, 1le premier membre de (18) est égal a :

q+V

qy _ _ 0q
uA&(Aj) oté(Di ) Ki

I1 est nul dans le cas

oli Kg-q est le (n-q)-simplexe dual de D?+v.

contraire.

Le second membre de (18) est égal a :
ga(ady = s(ahH nw .
J) ] n

On conclut par le corollaire 2 (paragraphe 3).
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& - Quelques corollaires.

Conollaine 3.- Soit W une pseudo-variété, contenue dans une variété
orientée M, et de dimension maximum n = dim M - v. Les morphismes de Thom 2

d'Alexander « et de Poincaré B étant définis comme ci-dessus, le diagramme

suivant est commutatif

H (W) A s 19TV (M, M-w)
B=.Nw is o =.N E
n m
MY
wt_w)
-
Conollaine 4 .- Dans les mémes hypothéses, si A', o' et B' dési-

gnent les morphismes définis ci-dessus, le diagramme suivant est commutatif

>\l
Hy(W) < Hq+\§M,M W)
B' = w N. 180 u'=En
n m
n-q
H, ().

Démonstration : Identique a celle du théoréme ou & partir du théoréme

(voir, par exemple lLeray, Bull. Soc. Math. France 86 (1958), page 117).

Conollaine 5.- Soit u’ le cocycle de C?D)(T,QT) défini en (14),

on a :

X(cq) =cdy uv pour e C?A)(W)

et A(cq) =clu Y pour de Hq(w).
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Démonstration : D'aprés le théoréme, on a

ar(c?) = B(ch

et, d'autre part

a(cd U W)

(cq U uv) neg
m

A nwng
m

. .q _ acnd
¢t Nw =B
ceci, d'aprés (15). On conclut en remarquant que o est un isomorphisme.

Remarque : Soit M wune variété analytique complexe et W un sous—
ensemble analytique complexe de M. M admet des stratifications analytiques
complexes, c'est-d-dire en variétés analytiques complexes, compatibles avec
W. On peut toujours trouver une triangulation (K) compatible avec la stra-
tification (voir par exemple [8]). Si, de plus, (K) fait de M wune variété
combinatoire, les homomorphismes o, B et A sont définis et le résultat

précédent est applicable.
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