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Séminaire E.N.S, (1978-1979)

Exposé n° 10

MAJORATIONS DE SOMMES TRIGONOMETRIQUES

(d'aprés P. DELIGNE et N, KATZ)
par G, LAUMON

0.~ Introduction

L'objet de cet expasé est de montrer comment les conjectures de Weil,
sous leur forme "forte", démontrées par Deligne [3] , et des formules
du type Gruthendieck—Dgg-gaFarevi; en dimension quelconque permet-
tent de majorer des sommes trigonométriques,

Dans le numéro 1 , on rappelle (cf.[1] ) comment les sommes tri-
gonométriques, indexées par les solutions, moduloc p , d'un systéme
d'équations polynomiales, peuvent s'interpréter comme trace de Frobé-
nius agissant sur des espaces de cohomologie 1l-adique,

Dans le numéro 2 , on rappelle les résultats généraux de majora-
tion de telles sommes (cf [1] ). Les résultats qui nous serviront
dans la suite de l'exposé saont rassemblés en 2.2.3 ,

Dans le numéro 3 , on fait une &tude locale & 1'infini de revé-
tements d'Artin-Schreier. Cette étude, conjuguée avec les résultats
généraux du numéro 2 , conduit A des majorations du type (cf., 4,1.1 )

| 5, | < A.p”
od Sn est une somme trigonométrique indexée par les points, 3 va=
leurs dans le corps Fpn , d'une surface. De plus, ces majorations
sont les meilleures possibles : on a,en effet, (cf. 4.1.1 )

1i ls“l
m sup
n —>te0 P

= A o

Il reste 3 déterminer A . C'est un problé2me difficile et non
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résolu, en général.

Katz a apporté une réponse partielle 3 ce probléme [6] °

Dans le numéro 4 , on explique le plan de la démonstration de
Katz, I1 y a essentiellement deux parties : une partie purement géo-
métrique, c'est l'objet du numéro S , et une partie arithmétique ol

1'on calcule "3 la Weil” la somme trigonométrique

271
S5, = :_j exp(~-——5—x1)

c'est l'objet du numéro 6 .

1.~ Traduction cehemglogique des sommes trigonométriques[{1],[ 97 .

1.4, Soit ]}'q un corps fini de caractéristique p . Soit [ wune
cldture algébrique de IFq » On notera ﬂ"qn 1'unique sous-corps 2
qn élément de [F . On utilisera la convention de Deligne (SGA 4 1/2,
[ Rapport ]) consistant a noter par un symbole affecté de 1l'indice o
un objet"sur Ifq“ » le mé@me symbole sans 1l'indice o désignant 1'ob-
jet déduit par extension des scalaires de Ifq a F

Soit Uo = Spec(Ao) une variété algébrique affine sur IFq et
soit fo € Ao °

Soit 'L‘] : l}'p———) (I* un caractdre additif non trivial (par exem-
2Tia

ple, le caractere induit par 1'homomorphisme ar—>exp (

)

de Z dans I* )o On notera '(l,f s F n—)(* le caracteére
n q
oniF nAfF_°
9 P

On s'intéresse aux sommes trigonométriques du type :
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MAJORATION DE SOMMES TRIGONOMETRIQUES

(1.1.2) S, = sn(un,f ) = Ilj'n(fo(x))

o xEU (F m)
o q

Exemples.- 1) Sommes de Kloosterman [1 ]

5, = ;E i 1lﬂk(xi + eeo + xN)

Xipo..,xuefq“

2) Sommes indexées par une hypersurface de Fermat (voir le numé-

ro 6 ) ; i
S = wn(xi)

n d d
xl + ooe + X+ 1 =0

x1'ooo'x“ € fqn

1,2« L'interprétation cohomologique de telles sommes trigonométriques
fait intervenir le rev@tement d'Artin-5chreier de Uo » d'équation
tP -t = fo o

ur __Tf?_w

o (-]
ol

U; = Spec(l\ott 3/(tp -t - fo))
Ce revétement est étale, fini, galoisien de groupe de Galois Fp H
i€ lfp op2re sur U‘; par ti——ot + i .

Notons Fo et F; les endomorphismes de Frobenius (relatifs &

F ) de Uo et U.') respectivement (1'endomorphisme de Frobenius
d'un schéma sur qu est 1'identité sur l'espace topologique sous-
jacent et 1'élévation A la puissance q-igme sur le faisceau structu-

ral). Puisque TTD H Uc') -—-)Uo est étale, on a un carré cartésien
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F?
u o syt
o o
| T,
Fo
Uy ——> u
o o

et, par extension des scalaires 3 [F , un cartésien "sans l'indice
o ",

Si 1'on identifie 1'ensemble IUI des points fermés de U A
UF) = U (F) , 1'action de F sur |U[ s'identifie 3 1'action de

G € Gal(lF/[Fq) (63 (p(A) = *?y sur U (F) . Par suite, 1'en-

n
semble UF des points fermés de U fixes par F" s'identifie

U @ n)
o q n
Sait x € Uo(Eqn) = UF et soit x' = (x,t) € U'(F) au-dessus

de x , On a
n
F'r™' = (x,t9)

et
n

q /p

n

4 + (tP = 1) ¢+ (2P = )P 4 L.+ (AP - 1)

fl
ot

c'est-3-dire n
n

q
t9 =t 4 (x) 4 (F )P & oo 4 (£ (x)) 7P
o [s] o

t 4+ Trtrqn/fp(fo(xn

L}

-1
Ceci montre que Fol opeére sur la fibre TT(x) comme 1'élément
Toe o p (Fo (X))
q P
de Gal(UYU)=F_ .

2TTi/

1.3, Soient Sp = e P et € = Q(;p) le corps cyclotomique des

*
racines p-idmes de l'unité. Le caractere Vf est 3 valeurs dans E° o
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MAJORATION DE SOMMES TRIGONOMETRIQUES

Seit E le complété de E en une place N au-dessus d'une place

A
finie 1 de @ , 1 #p . On considérera 'Y comme un caractire
asdditif de Fp 3 valeurs dans E;: °

Le groupe de Galois Gal{U’/ U op2re naturellement sur le En -
faisceau (TTO)* E\ 3 soit 3‘0 = 3’0(1}7,1’0) le facteur direct de
(Tro)* E~ sur lequel Gal(UYU) opeére par Y -1 s de sorte que
pour tout point fermé x de U ,
Ho= ety cp € TRE ) | ey = VDot
(x,t) € 77 (x)

pour tout i€ [
-1 P

od 1'on a identifié (W*E')\_)x a (E')\_)Tr(x) en tant que E)L[ [Fp'_]-
modules.

On dispose d'un isomorphisme de Frobenius [4] H

F¥ H F*@L) %

n

et en particulier, si x € UF s le composé
¥ o8 % L FY w
= —_) - .—> eeoo >
x F" (x) 1 () F(x) x

est un automorphisme, que 1l'on notera Fr , de W

Lemme 1.3.1.~ L'gutomorphisme F: de 39,( est 1'homothétie de rapport
T()'(Txif afp (F(x0)) .
q P

En effet, 1'isomorphisme

*
F H S‘F(x)_?&x

est restriction de l'isomorphisme de Frobenius
*
Foos (TF*E')\)F(‘,———)(TT*E?\)X

sur (&) °

qui envoie (o t -1
(x,t)e 17 (x)

)
£9 (F(x),t9) € T2 (F(x))

Par suite,
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»
F o+ 3 — 4
X X X

est restriction de 1l'automorphisme

x
Fx s (TT*EX)X———-)(TT*E)\),‘
qui envoie (! _n) sur (c&t) .

n
£ (x,t9 ) ¢ T (x) (x,t) € TF(x)

Mais, on a vu en 1.2 que
n
q
t =t - Tr}.qn” (fo(X))
p

donc

A, = (T (f (x)))oxx
e= v ’Erqn/n;P o 49

ce qui termine la démonstration de 1.3.1

On peut donc réécrire Sn sous la forme

(1.3.2) 5, =S, (U_,f) = 2

*
n Tr(Fx,ak)
xe u

F

1.4, La correspondance de Frobenius [4 ] (F,F'*) s (US) — S (u,D
induit un endomorphisme

[l Hi(u,&)—>u:(u,3o)

pour tout i €N , et la formule des traces de Grothendieck (SGA 4 1/2
[ Rapport] ou SGA 5 XV)

%urn Tr(F:,a‘x) - 4?_ (-1)irr(r*,ui(u.5'))

permet d'écrire finalement

x.n ¥*
(1.4.1) S, = S, (U,.f,) = Tr((F) .H\c(u.’.&n .

2,- Méthode générale de majoration [17]

2.0, On rappelle dans ce numéro les résultats de [1] qui nous seront
nécessaires. On attire tout particuligrement 1l'attention sur le théo-

rédme 2.1.1 qui est la forme "forte" des conjectures de Weil, prouvée
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MAJORATION DE SOMMES TRIGONOMETRIQUES

par Deligne [31].

2,1, Soit Uo un schéma de type fini sur I}'q . Soit El une exten-
sion finie de Wl s 1 4 p o Soit 3"0 un El-faisceau sur Uo °
Pour tout point fermé x de U , la correspondance de Frobenius[ 4 ]
définit un automorphisme F': du E-k -espace vectoriel de dimension
finie 3’; o On dira ([11,037) que 3"0 est ponctuellement de
poids 0 sur Uo si, et seulement si, pour tout point fermé x de
U , les valeurs propres de F: agissant sur 3”,( sont des nambres
algébriques dont tous les conjugués complexes sont de valeur absolue
T .

Dans la situation du numéro 1 , 5‘0('1(,!‘,) est ponctuellement

de poids 0O .

Théoréme 2.2.2 (1] ,[ 3] .- Soit Uoﬂfq un schéma séparé de type fini,
Seit 3" un E-\-f‘aiscegu sur U » ponctuellement de poids O .
- "o — / o

Alors, pour toute valeur propre o de ¥ agissant sur H:(U.ﬁ’)

il existe un antier (W (KX) £ 1 tel que tous les conjuqués complexes
qw(o()lz

de A soient de valeur absolue

Compte-tenu de ¥.4.1 , on obtient la majoration, ob k- 3(V,f‘°)
2 dim U .
i n:./z
(2.1.1.1) ISn(Uo.fo), < S dimg (H(U,%)).q
i=0 k
Pour utiliser toute la force du théor2me 2,1.,1 , il faut pouvoir
calculer les nombres de Betti dqux(Hi(U,ﬁ)) » Ce qui est en géné-

ral un probléme difficile.

2,2, Dans [{l] » Deligne montre comment certaines hypoth2ses sur la
ramification & 1'infini du faisceau P entrafnent l'annulation des

nambres de Betti dinE’}\(H:(U,a)) , sauf pour i = dim U , et per-
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mettent de préciser le "poids" de A , W (A) (notations de
2,1.1 ), pour X valeur propre de F¥ agissant sur H:im U(U,B’) o

Plus précisément[1 ]

Proposition 2.2,1.- Soit uo/ﬂ:q un schéma affine, lisse et purement

de dimension N . Sait 3:, un Ex-faisceau lisse sur Uo o Alors
(i) si_1a fli2che naturelle

RC_(U,3) — RO (u,%)

est un isomorphisme, gn _a

Migu,% = wiu,M -0

pour tout i # N 3

(ii) si, de plus, 5‘0 est ponctuellement de poids 0 , pour toute

valeur propre o de F*

agissant sur H:(U,ﬁ’) s le "poids" de

o 4, W) , est exactement N ,

Remargue 2.2,2[1 Jo= Si Jj s US—>Z @est une compactification de U

et si

i,
(R J*:-Mz=0

pour tout point fermé z de Z - U et pour tout i>0 , alors la

tleche naturelle

R r‘c(u,ﬁ-) — R (U,

est un isomorphisme.

Scholie 2,2.3.- Si Uo est affine, lisse purement de dimension N
sur I}'q et si la fléche naturelle, ot = g'(v,fo) ’
R r‘c(u,}) —> R (u, B

est un isomorphisme, on peut éﬁrire
N

n
Sn = Sn(uo,fo) = i§= 1o(i

od b’N = (-:I.)NXC(U,:M = dinEK(Hﬁ(U,ﬁ)) et ol les o(i sont de
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MAJORATION DE SOMMES TRIGONOMETRIQUES

N/2

valeur absolue q dans tout plongement complexe de —E—7\ dans

(Oﬂiefx . E}\ cldture algébrique de Ej ) - On a donc la majoratiaon

(2.2.3.1) L N X _u,mq"?2

C'est la meilleure possible : on a en effet

|5, | N
(2,2.3.2) lim sup——j— -1 % (u,B
n—>> 400 nN/2 €

Cette formule résulte du lemme suivant

Lemme.- Si ( o&,,.,,o(u) est une famille de nombres complexes de

modu}le 1 , on

N n

2 A,
i

i=1

N = lim sup
n— 400

En effet, soit T = {z € (I |z| ’1} et soit [ le sous-groupe

[}

de '[[N engendré par (b(l....,olN) . S5i [ est discret, [ est

fini, et donc, pour n multiple de 1l'ordre de C , on a
N
20 oAl =N
i=1

le lemme est démontré dans ce cas. Sinon, f"' n'est pas discret, et,
pour tout €> 0 , il existe n€ IN - { } tel que

,1-0( ,<5 ,

donc, tel que

<,iZZ:1(1—ot ), ,1- 1,

ce qui achéve la preuve du lemme,

3,- Ramification 3 1'infini de revétements d'Artin-Schreier

3,4, Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p >0 ,

soit Z = 0\5 = Spec(k [ x,y]) 1le plan affine sur k , sait Y “l'axe
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des y " , i.e, le diviseur d'équation x = 0 de Z , soit
U=2Z~-Y et soit j ¢t U2 1'inclusion.,
On considére le revétement d'Artin-Schreier de U
me: Ut— U
d'équation
tP -t = yP/x®
od a, b sont des entiers vérifiant
(i) a>0 et b>0
(ii) a premier 3 p et, si b+ 0 , b premier d p
Le revétement TT est étale, fini, galoisien, de groupe de
Galais IFP °
Soit E7\ une extension finie de Ql s, 1l #p , et soit
A lrp~——> E; un caractére additif non trivial., On dispose sur U
du Er -faisceau lisse de rang 1 , Q(Tg.yb/xa) , facteur direct
de TBQE'X. sur lequel Gal(u%/uU) optre a travers Tv-l .

On va montrer le résultat suivant dd 2 Deligne :

Théorgme 3.1.1.- On _garde les hypothdses et les notations ci-dessus.

Soit = gﬂyf,yb/xa) . Alors

1) (an*:”(o o) = 0 si nGN-{'l,Z}

2) (le*zﬂ(o’o) et (sz*a‘)(o'oj ‘sont deux E)\-esgaces vec=

toriels de dimension d -1 , ot d est le p,g.c,d, de a t b

(avec la canvention d =1 , 8i b=20 ).

Corollaire 3.1.2.~ Sgit Z une surface propre et lisse sur k , soit

Y un diviseur lisse sur Z , sgit U =2 - Y et soit *h un E7L-

faisceau lisse de rang 4 sur U , ramifié comme suit le long de

Y : pour tout z € Y , il existe un voisinage V de z dans 2
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MAJORATION DE SOMMES TRIGONOMETRIQUES

et des coordonnées locales (x,y) définies sur V , centrées en z ,

telles que x = 0 soit une égquation de Y dans V et telles que &

soit_isomorphe 3 3‘('[})',yb/xa) sur V , ot a , b sont deux entiers

vérifiant les hypoth3ses (i) et (fi) de 3.1 et 1'hypothdse :

(iii) a et b sont premiers entre eux, si b # 0

Alors la fléche naturelle
RC_(U,%) — RT (0,3

est un isomorphisme.

Ce corollaire est conséquence immédiate de 3.1.,1 et de 2.2.2 .

La preuve de 3.1.1 est 1'objet du reste du numéro 3 .

3.2, Las ol b =0 , L'équation de TT : U—> U' s'écrit

tP -t = 1/x®
et la situation est une situation produit : soit X = Spec(k[ x])
"l'axe des x " , on a

Z=XxY

u=(x=-{aol)xy

§ = dy x id,
ol jx : X -{0};) X est 1'inclusion, et, si g, est le faisceau
S'(V,i/x.) sur X - [U} , on a

¥ = prg g @pry £y
ol pry ¢ Z—>X et pr, : Z—>Y sont les deux projections. Par

Y

suite
R"5, 3= r*(Rn(j ). Q)
* PTx x'x9
pour tout n>» 0 . On est donc ramené a montrer que
n

pour tout n > 0 , ce qui est contenu dans le lemme suivant
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Lemme 3,2,1.- Soit Jf 1le E9 -faisceau :W'qf.xm) sur 17\'1< » 88 m

—

est un _entier premier 3 p o Soit m : ﬂ\tc——) [F’t 1'inclusion et

soit o6 le point 3 1'infini de l}’t - Alors
; ' -
(i) Suw("to%) = m
(ii) (Rnnr()*’f\ﬁ) =0 pour tout nx» 0 .

(iii) H@L,%) = H"(A1,%) =0 pour n =1 et 2 .
c k k -

(iv) Hi(n\t,%) = Hi(At,%) est un Ex—esuace vectoriel de dimen-

sion m -1

Preuve : Pour (i), voir[7J1.1.7 . Pour (ii), remarquons tout d'abord
1 s . .

que % est de rang 1 sur ﬂ\k et se ramifie effectivement au point

; v -1 .m
o0 d'apres (i), donc (”L*%)bo: 0 . De plus 'j\{ :r}‘(w 2X ),

v
donc on a aussi (NL*’J\C Jow = 0 . Par dualité locale (SGA 5 I 5.18
ou SGA 4 1/2 [ Dualitél]1.3), on en déduit que (Ri,.l*?}\ﬁ)& =0 .
Enfin, pour des raisons de dimension, (Hn%*%)w =0 pour nx 2 .,
Pour (iii) et (iv) , remarquons que la fl&che naturelle
1

”L o% _“> Rh“)*%

est un isomorphisme d'apr2s (ii), donc la fléche naturelle
1

RE_(ALH) — RT(ALHE)
est aussi un isomorphisme. Comme Mi est affine, Hg(ﬂ\t,%) =
Hz(mt,%) =0 . Comme D\: est lisse sur k et que ’}t{ est un E'X-
faisceau lisse, par dualité de Poincaré, on a aussi

HO (AL, %0) = HO @y, %) = O

c 'k k
(ici encore on utilise le fait que MV = Bﬂ(w‘l.xm) )e Enfin, on a

v

d'aprés la formule de Grathendiack-ﬂgg-Safarevi; ’

Y (Aa) = = 5w M) = -m , dod (iv).
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3o3. Cas ot a=b ., 0n a alors d = a =b et 1'équation du revéte-

ment

4

ur—s u
s'écrit
tP -t = (y/x)¢
Soit P : ;-———52 1'éclatement de centre l'origine dans Z , L'im-

mersion j s Uc——> Z se factorise en

~

Z
3 J’P
Uc__._j_..__)Z

~

ol j est encore une immersion ouverte, d'ol une suite spectrale de
composition :
r,s T sY *
EX*® = R R | R »
2 P x Ix¥=R 1
Comme @ est propre, la fibre en l'origine de cette suite spectrale

s'écrit
r,s
2,(0,0)}

T s *

= HY(E, (R j*5')|E) = (R j*’é’)(o'u)
od E = ﬁi(o,o) est le diviseur exceptionnel.

On est donc ramené 3 calculer la cohomologie

* s
H* (E, (R 3’*5»)‘5)

pour tout s 3 0 .

Pour cela, considérons les deux cartes affines
= {(X.v = y/x) }
y = {lu =%y, ]

qui recouvrent 7 et posans

2
x

~

r4

E,=ENZ = {(xv)|x=0])

Ey:E.(\'zy={(u,y)Iy=D}
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Alors Ex et Ey forment un recouvrement affine de E & Pi > Enfin,

R ~
on peut voir U comme un ouvert de Z et

fovlveo ]

[}

szu(\zx

U, =UNZ, = {(uy)luyt0]}

// -
- e - /‘//’
e /,(
—Dx
/'/
On a
u'IU = {(t,x,v) Itp -t =Y }
x
U'IU = {(t,u,y) ltp -t = 1/ud}
y

On va prouver le lemme suivant :

Lemme 3,3.1.- Soit 9, le E.)\ ~-faisceau sur E , obtenu en prolon-

geant par zéro le E'}\. -faisceau g‘(v,vd) gui est défini sur la carte
affine Ex = Spec(k[v]) de E . Alors
9, si s =20
SN
(R j*ﬂu)lE ={g(-1) si s =1

0 si 8 3 2

3.3.2,Prouvons 3.3.1 . On se place successivement sur chaque carte

’z et '\Z' °
x Y
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~

3e3.2.1,5ur la carte l s on est dans une situation produit :
x
b= Gx o)y}
'3’ = Tx x id {v}

ol '}x : {x # U} SN {x} est 1'inclusion

ol pr et pry sont les deux projections,

X

Par Kiinneth, on obtient
8 * 8 *
R 3’*3»= pr. (R (}x)*zxug pr, (glEx)
donc
s ¥ - g
(R j*h\),Ex = (RGO EN ), @ Ge )
o,% 32
or (R (Jx)*E')k)o = Eq et par dualité locale (SGA 5 I 5.18 ou SGA
4 1/2[ Dualité] 1.3) on a
1,7 ~
(R (jx)*Eg\)o———-) E'k(.i)
l'isomorphisme étant fourni par la classe fondamentale locale. Enfin,
pour des raisons de dimension
(R (j E?&)

pour 8 > 2 . Donc le lemme 3.3.1 est vérifié sur la carte Ex s

3o3.2.2,5ur la carte AZ’y , on est aussi dans une situation produit :
=fusolx{yro}
~ »
J=3, %3
od 'fu:{u*ﬂ}(———-%{u} et }y:{y#ﬂ}*’—————){y} sont les
inclusions

* *
3‘luy = pr, (9, {u # 0'} 1 @ pry (E?\,)

(*¥) g désigne par {v} la droite affine Spec(k [v])
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Par Kfinneth, on a donc

sY 3 _ * oP LIPPCRN
A5, p@s PR (9] (0} V) xR0, E2)

Mais d'aprés 3.2.,1 , la fléche naturelle
~ ~N
i )8 R(j
(Ju) (g,l{u’hu})——) (Ju)*(g'l{w#ﬂ})
est un isomorphisme et
= (G
Heuy = Ha? G pupy)
par définition de § . Comme on a déja calculé (RYT ) Ex)_ (ef,
Y x o
3,3.2,12 ), on en déduit que
(} si s =0
s .
RJ*Q’IE = 9(—1) si s =1
Yy
8}

si s

A\'g
¥

Donc 3,3,1 est démontré.

3.3.3.Le lemme 3.3.1 a8 pour conséquence immédiate que

w7 (eg) si s=0
W¥(E, (RT3 ) = WP (6,9 (1) si s =1
0 si 83 2

D'aprés 3.2,1 , an &, pour r =0 et 2 ,
Hr(E,(}) =0
et Hl(E,gj est de dimension d -1 . La suite spectrale

gFrS - H’(E,(RS?*MIE)_—_; (R* j*.’l»)(CI o)
2 ’

dégénére en E2 , 2t il reste simplement des isomorphismes

Hl(E'(Rn;*aﬁ)lE) g—_ (R“j*g')(opo, °

Ceci achdve la preuve de 3,1,1 dans ce cas,
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Jo4. Cas général. On supposera b # 0 et on notera m 1le p.po.co.m,

de a et b , de sorte que m = aa' = bb' o a = db' et b = da'
avec (a',b') =1 . Caonsidérons le revétement

5 T

y AN 4

— ' ' _
o Z = Spec(k [%X,¥y]1) et =r(x¥y) = (x° ,}b ) . On notera U 1'ou=-

vert X # 0 de Z et i Ue—>7 1'inclusian., Soit % 1le E)\—

<l

faisceau H( V,mein) sur

PR JC A

- Par construction

Le revétement r : Z—>Z est galoisien de groupe de Galois
G = “)a' X [Ppr 3 (2; ,V) € G opere sur Z par (X,y) G———b(éi‘,v v) .
On a une action naturelle de &G sur Ty r*% - r*ss et on retrouve

3 en prenant les invariants :
G = G =,
3‘=F r*.'!ﬂ: RT r¥3’ °
par suite
& = G
Rj*:'}‘: RigyR[ Pr B =RTC Rj_x(r_x_S) 3
or r est fini, donc
G = G,
Rjyd=RT Rj RE, 3 =RCRI B ,
ce qui n'est autre que la suite spectrale de Hochschild-Serre § 1la
fibre en (o,0) de cette suite spectrale de faisceaux s‘'écrit 3
€P9 = HI(G, (RP] *
(6, ( j-)‘&)(u.o)’ :(R j*;(-3‘,(0,1'))
C . nr g - .
omme on a montré en 3.3 que (R j_*3a) (a,0) 0 si n#1,2 ,
il reste & expliciter 1'action de G sur (R"j_%) pour n =1
¥ (o0,0)
ou 2 , On a montré que
1+ 3 1= =
R = 2
( j*a\)(o'o) H (E,(d)
(R%3 ) YE,3
Tx® 0 ) = H(ED (1)
. ;
o2 E = Proj(klaG,v]) et g est le E, -faisceau égal 3*('(4}',\7")
sur Spec(k[ VJ]) et prolopgé par zéro sur tout E , Il est clair
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que G opere sur Hl(f,g) et que les isomorphismes ci-dessus sont
équivariants pour les actions de G . L'action de G sur g se
factorise par l'isomorphisme ((a*yb') = 1)
“‘)av x Wbl L?“’atbl
. . -1
qui envoie (); sV ) sur Y A; o On est donc ramené & calculer
* 1.5
H¥ (P 1y oMo (E,G))
On considére alors le revatement
= 1
E—— P, = Proj(k [wu.wlj )

tht Th?
défini par (G3v)p—> (u° b 3v° b

) et le Ef}\-faisceau ’}\ﬁ sur [P:
d
égal a 3~(V,(w4/w0) ) sur Spec(k {wa/woj) et prolongé par
zéro 3 tout l}’: . g est 1'image réciproque de H sur E et on
a de nouveau une suite spectrale de Hochschild-Serre
= = ¥* 1
BT = ni( wa'h”np(s,g)) = H (u:k,%‘\»ﬂ)
Elle dégénére en E2 s CBT Hp(f,g_) =0 si p#1 , et il reste
des isomorphismes
q 1, = q+l .1
H ('Pa'b"H (5.9)) = H (Pk.%)
Or, d'apres 3.2.4 , KAL) =0 si g0 et HW@LH) est
de dimension d - 1 . Donc
Hl(a’t.%) si (p,q) = (0,1)
q PT - 1ol - -
HUG, (RPF 3 () o)) =9 W (R,H)I(-1) si (p,a) = (0,2)
0 sinon
Par suite, la suite spectrale

P q Py = )
Ezq = H (G'(R j*a’)(o'o) == (R j*a,) (000)

dégéndre en E2 et il reste les isomorphismes
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Hi(m:,"hc) si n=1
(an*a")(o 0) = Hl(P:.M)(-’.) si n = 2
a si n+1 et 2

Le théorédme 3.1.1 est démontré,

4,~ Retour aux sommes trigonométrigues

4,1, Soit Z° une surface propre et lisse sur Wq et soit fu une
fonction rationnelle sur Zo o On suppose que le diviseur des pdles
de fo n'a qu'une composante Yo » qui est lisse et de multiplicité
8 , premidre 34 p . On suppose que l'ouvert complémentaire

Uo = Z° - Y° est affine. Enfin, on suppose que le diviseur des zéros
de fo est transverse & Yo et que les multiplicités des composantes
de ce diviseur qui rencontrent Yo sont premidres &3 p et d a

Si E t te dditif trivial
TV': Fp-———7 3, ©st un caract2re a if non trivial, on

est A mBme de démontrer le théoréme suivant

Théor2me 4.2,1.- La somme trigonométrique
Sn = Sn(Uo,fo) - L -(P—OT% nﬁ (fo(l))
zeuo(lf n) q . p
q

admet las majoration
n
[Sa] € X fuBy,f ))eq
pour tout n > 0 , et c'est 1a meilleure majoration possible au sens

suivant :

| 5n]
n

%c(uva‘(V.f )) = 1im sup
° N— +20 (q

En effet, ce théor2me résulte aussitét de 2.2.3 et 3.2.1 ,

4,2, Pour aller plus lein, il faut calculer Xc(u.ﬁ(v,fo)) - Deligne
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a conjecturé et proposé un plan de démonstration pour la formule

suivante (on garde les notations de 4,1 )

(2.2:) N (UMY F 1) = K ) - &% (Y

9 est l'ouvert de Y formé des points qui n'appartiennent pas

ot Y
au diviseur des zéros de f , Lg méthode que Deligne propose est de
balayer la surface Z par un pinceau, de maniére 3 se ramener 3 une

fibration en courbes sur Wl , puis d'utiliser le théoréme de semi-

continuité [T] . Ce programme est mené 3 bien par 1'auteur dans [8] .

4,3 Dans cet exposé, on se limitera & un cas particulier pour lequel
Katz a démontré la formule 4,2.1 par un argument analogue 3 celui de
L 2], B,4 , La situation est la suivante : soit k un corps algébri-
quement clos de caractéristique p > 0 . Soit Z wune hypersurface
lisse, de degré d , dans IPS = Proj(k[X,l,Xz.Xa.X4]) - Soit H
1'hyperplan de P: d'équation X, = 0 . Soit F(Xl,XZ,XS,Xa) une
forme linéeire homogeéne dans kl:Xi,Xz,Xa,Xa'] o On fait les hypo-
theéses

(i) d est premier 2 p

(ii) H est transverse 3 Z , de sorte que Y = H (N Z est une
courbe plane lisse de degré d ., On pose U =2 -Y ,

(iii) L'hyperplan { F =0 } est transverse 3 Y , de sorte que
Yl = { F =20 } AN'Y est un ensemble fini de points fermés de Z , de
cardinal d o

On note x; = xi/x4 (i = 1,2,3) les coordonnées affines sur

3

3
A = Pk - H et f(xi,xz,xa) = F(Xa,x

X )(3,X4)/Xd la fonction induite

2'
par F sur U

Soit Y : [Fp—) E{ un caracteére additif non trivial et soit

240



MAJORATION DE SOMMES TRIGONOMETRIQUES

%= 3(\f,f) » Le résultat de Katz est le suivant[ 6]
(4.3.1) X (U, = d(a-1)?

Ce résultat est bien un cas particulier de 4.2.1 , puisque 1'on
a les formules bien connues (SGA 7 XI)
X (2) = d(d2-4d+6)
X(Y) = d(3-d)
X(Y,) = d
donc Y _(U) = d(d2-3d+3) et U _(Y7) = X _(Y-Y,) = d(2-d) ; la
c c c 1 ’

valeur de a é&tant ici 1 o

4,4, Un exemple de la situation précédente est le suivant : Z est

1'hypersurface de Fermat, i.e. 1'hypersurface d'équation

xd 4+ x9 4 x9 4 xd

1 * %2 3+ %X =0

1
q , puissance de p , tel que d divise q -1 . Sait [Fq le

et r(xi,xz,xa,xd) = X . Comme d est premier 3 p , il existe

corps & q éléments contenu dans k . Soient Zo’Yo'Y'l.o’“' les

objets précédents vus comme objets sur [Fq » De sorte que

Z= Zo® F Kyeee o On peut considérer les sommes trigonométriques

q
S = S (U .f ) - Z
n n [+ o

)
d d
+x2+x3+1=0

T
Vo xifqn/ntp( xl

Lo -8

X

xgexgexge Fon

*
pour n€ N o On sait calculer "3 la Weil" ces sommes trigonomé-

triques. Plus précisément, on va montrer, au numéro 6, que

d(d-1)?
Sn = > o(i
i=1

ol les o(i sont des nombres complexes de module q qui s'expriment

en termes de sommes de Jacobi. On en déduit que
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[5n

lim sup = d(d-i)2

n-> 400 q

D'apreés 4,1.1 , cela suffit & montrer 4.3.1 pour cet exemple.

4.5, Le principe de la démonstration de 4.3.,1 est le suivant : en
considérant la famille universelle de toutes les situations décrites
en 4,3 , on montre que X)C(U,341V,f)) ne dépend pas de la situwation
choisie. Pour calculer cette caractéristique d'Euler-Poincaré, on
peut donc choisir n'importe quelle situation particuliére, par exem-
ple, la situation de "Fermat" et on pourra conclure par l'argument

esquissé en 4.4

S,- L'argument de déformation de Katz

5.1, Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p >0 ,
Soit S un schéma normal, de type fini sur k o, Soit

3 3 .
Pg =P, x .S = PmJ(@sfxi, XpsX35X4] )

Soit Z une hypersurface relative dans Tg » de degré d , lisse

sur S 3 Z est donc un sous-schéma fermé de Tg d'équation

P(X, ,X X,) =0

z'x L4
od P e H%( E} [X X X5 X4] ) est homog2ne de degré d . On suppose
d premier & p o, Soit H 1'hyperplan d'équation X4 =0 ., On sup=-
pose H +transverse 8 Z , de sorte que Y = H() Z est un diviseur
relatif de Z , lisse sur S , On posera U =272 - Y et

3 K] .
Rg = Pg - H = Spec(C? fgi,xz,xaj } od x, = Xi/X4 (i =1,2,3) o

i
Soit FE€ H (G?SE.X X X X‘j ) une forme linéaire homog2ne, On
supposera que l'hyperplan { F =20 } est transverse 3 Y , On posera

Yi = {F = D} NY , de sorte que Y est un revétement fini, étale,

1
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de degré d de S . Quitte & faire un changement de coordonnées,

on peut supposer que r(gl.x X3,X‘) =X,

2° 1

2,x3) = r(xl,xz,xa,x‘)/x4 = x vu comme S-morphis—

Soit f(x 1

10
me

f:u————->a\§

On considére le revétement d'Artin-Schreier
T U'—> U
d'équation

p- = =
t t f(xi'xZ'XB) X,

C'est un revétement fini, étale, galoisien de groupe de Galois [Fp .
On va compactifier et désingulariser le revétement d'Artin-
Schreier ci-dessus,
Soit e T ?-———)Z 1'éclaté de Z 1le long de Yl s alors,

1'immersion ouverte j : U&S—>Z se factorise par P en une im-
mersion ouverte T H UC———ai . Soit ?% st IV—> % le normalisé

de 3 dans TT ¢ U'—> U et soit T = P o?% . Comme U est

normal ( U est lisse sur S et S est normal) et que TT est

étale, U' s'identifie & un cuvert de Z' 3 soit j' : U'ce—>7Z!
1'inclusion. En résumé, on a le diagramme commutatif

ur e i :

S

T

&~ N

(50191) Tt

NS N
-

o —

\’s /
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Soit E =f;1(Y1) le diviseur exceptionnel de 1'éclatement (c'est un
~-

diviseur relatif, lisse sur S ). On posera E' =TT 1(E) » D'autre

part, t est une fonction rationnelle sur Z' 3 on notera Y' 1le

diviseur des pdles de t sur Z' (c'est encore un diviseur relatif),

Le résultat que 1'on a en vue est le suivant :

Proposition 5.1.2.~ Avec les notations et hypothdses ci~dessus :

(i) Z' est une surface relative propre et lisse sur S

(ii) U' est le complémentaire dans Z' d'un diviseur 3 croise=-

ments normaux relatifs. Plus précisément, l'image réciprogque sur 2!

du diviseur Y s'écrit

(M) = poyr 4 £

< . . . . ’ .
ol Y' est isomorphe 3 Y par la projection TT  , donc est lisse
sur 8 , E' gest lisse sur S et Y' + E' est un diviseur 3 croi-

sements normaux relativement 3 S

506103.~ Preuve : Mis 3 part l'assertion de propreté pour Z' , qui
est d'ailleurs immédiate, les autres assertions sont locales sur Z ,
pour la topologie étale. Or la situation est, localement sur Z ,
produit de la base S par la tibre et les assertions 3 vérifier sont
relatives. De plus la construction du diagramme 3,1,1 commute au chan-
gement de base S-——Spec(k) . Par suite, il suffit de démontrer
5,1.2 dans le cas ou la base S est Spec(k) .

Enfin, comme U’ est lisse (puisque TI est étale), il suffit
de se placer au voisinage de chaque point z de Y . Il y a donc

deux cas & distinguer.

95¢1¢3,1, z est un point de Y - Yi » 11 existe alors des coordonnées

locales (x,y) sur Z , centrées en z , telles que Y soit le
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diviseur d'équation x = G et que f(x,y) = 1/x . La situation en
z est donc localement (pour la topologie étale) isomorphe 3 la
situation produit
ye x +# 0 et ~ (%)
~ {(t'x) 3
™ tP -t = 1/x x{y}
)
u

e d Lz {x#0} e {x}

|

et 1'on n'a pas d'éclatement 3 effectuer. Comme la normalisation com=-
mute au produit avec un espace lisse et que la normalisée d'une
courbe est lisse sur k (puisque k est algébriquement claes), on
voit que Z' est lisse au-dessus de z . En fait, il y a un unique
point z'é& 2Z' au-dessus de 2z et (1/t,y) sont des coordonnées
locales sur Z' , centrées en z' ([ 7], 1.1.7). Enfin 1'équation
de TT/*-(Y) est (1/t)P = 0 dans ces coordonnées locales sur Z! R

d'ol la conclusion dans ce cas.

501.3.2, z est un point de {1 e Il existe alors des coordonnée

locales (x,y) sur Z , centrées en z , telles que Y sait le

diviseur d'équation x = 0 et que f(x,y) = y/x . La situation en
z est donc localement (pour la topologie étale) isomorphe a la situa-

tion suivante :

x #0 et
ur {(t,x,y)
Trl =3 -t -yl
ued .z {9} | x # 0} &— { (x,y)}

o~
On doit tout d'abord éclater l'origine (0,0) , Z est donc (locale-

ment au-dessus de z ) recaouvert par deux cartes affines

¥
)On rappelle que { y} désigne la droite affine Spec(k[y])
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N2
[}}

. {(x,v) E ot v = y/x
{(u,y)} o u = x/y

N
]

On a alors

~ ~
u, = jy n zZ, = {(x,v)| x # 0 }
~ -~
Uy = j(u) N Zy = {(u,y)l uy # G}
et, surchacun de ces ouverts, le rev@tement U' est donné par
U'Iu = {(t,x.v)| x # 0 et tP -t = v }
x

u'IU = {(tyu,y) | uy # 0 et tP -t =1/u]
y

Yy

Le diviseur exceptionnel, E , est défini dans chaque carte par

{(mv)lx:ﬂ} ={v}

{(u,y)] y =0} ={uj}

et la condition de recollement de Ex et Ey est u = 1/v
I1 résulte de cette description de la situation que U'

]

~
E . =E n z

E =ENZ
y nz,

‘U se
~ X
prolonge en un revétement étale de Zx et donc que

Z'IE = {(t,x,v) Itp -t = v]
x
Par suite, si E! =%-1(E)
E'IE = {(t,0) |t -t = v}
x

et E'IE est un revétement d'Artin-Schreier de E
x

D'autre part, U! u se prolonge en un revétement étale de
y

{ (u,y)l u ¢ 0} et 1'on est dans une situation produit identique a
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celle traitée dans 5,1.3.1 - Donc Z' est lisse au-dessus de ?y
et (1/t,y) sont des coordonnées locales sur Z' , centrées en
1'unique point de Z' au-dessus de (0,0)¢ '\Z"y . De plus, 7% (1)
a pour équation y(1/t)P = 0 au-dessus de (0,0)€ ?y - Ceci achave
de montrer que

Tr'*(v) = p.Y' + E'
et que Y' + E' est un diviseur 3 croisements normaux, au~-dessus d'un
voisinage de z dans Z . En fait E' est isaomorphe a (Pt H
E'—> E est un revétement d'Artin-Schreier ramifié en un point avec
pour conducteur de Swan en ce point 4 ([ 71, 1.‘1.7); on peut ap-
pliquer la formule de Weil (SGA 5 X) 3 on obtient

% (E?) = poX(E) = (p-1) (141) = 2
donc E' est isomorphe 3 IP’t (au-dessus d'un voisinage de z et

dans le cas o S = Spec(k) ).

S5.2. Gardans les notations de 5.1 . Soit % - 3‘(1‘)’,(") le Ef,\-fais-
ceau lisse de rang 4 sur U , facteur direct de TT_)(,(E)& sur
lequel l}'p agit par l'intermédiaire de 'lp’.l . On a le corollaire

suivant de 5.1.2 @

Corollaire S5.2.1.- Si p ¢+ Z—>S5 est la projection canonigue, les

faisceaux
Rnp* (jlg')

(ne€eN) sont lisses sur S .

En effet, si p' = p oTT’: Z' —> S est la projection canonique,
d'aprés (SGA 4 4/2, [ Th, finitude], appendice), les faisceaux
L 1
Rp*(j °El) (n € IN)

sont lisses sur S . On &
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R P'¥ (j'&E%y) = Rn(p'o it Eq
= R (pejeTr):e Ex
puisque le diagramme
U'C___j'__) ral

AL T’ .
p

be—m 8y 7

N T

commute. Or T est fini, donc RTi* = TK* et donc, an a

n ] 1t —_ 3!

R P ki (j oE‘?\) = Rp*(Jo(Tr* E'>\))
Mais le faisceau Rnp¥>(j330 est le facteur direct du faisceau
Rnp*_(jl(TT*_E)>)) sur lequel Ep opgre 3 travers 'uf-i , d'od le

corollaire,

5.3+ Appliquons en particulier 5,2.,1 3 la famille universelle des
hypersurfaces de degré d dans W: « Plus précisément sait S
1l'ouvert de

spec(k [ A, | iem et |i| < d])

(o i = (i, ,i,,i.) et i)l =i, + i, + i ) qui paramétre les
= 17273 = 2 3

a
®
a
o

Q
H
o
a
o

polyndmes de k [xi'XZ'x3]

) tels que l'hypersurface de

P = Proj(k['x X5 X3,X4] ) d'équation

Z__ alx xzzx 3xd-lil 0

il ¢ d

S

soit lisse, soit transverse & l'hyperplan d'équation X4 =0 et soit
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transverse 3 la droite {X{l = )(‘z =0 } .

Soit Z Cﬂ’g 1'hypersurface universelle d'équation

= A x Ay 2y 3,d-lil _ g
i1 2aq 3717273 7%

’
soit H 1'hyperplan d'équation X4 =0 , soit U 1l'ouvert
Z-(ZNH de 2 et soit P 1le Ey -faisceau ’&(W-,xd) sur U .
Alors les hypothgses de 5.2.1 sant vérifiées et on peut appliquer
5,3.1 - En particulier, la fonction sur S :
SH_’X:‘”S'B‘S)

(od (Us,’:}‘s) est la fibre en 8 € S de la famille) est localement
constante, donc constante puisque S est connexe,

On peut donc calculer r)(,C(Us,:"ﬁ) en n'importe quel point de
s o On le fera, au numéro suivant, au point s correspondant 3 la

surface de Fermat d'équation affine x,ld + x5 + xg +1 =0 .,

6.~ Une majoration "a la Weil" de sommes trigonométrigues

6.1, Pour achever la preuve de la formule de Katz 4.3.14 , il nous

reste 3 montrer la proposition suivante (cf. 4.4)

Proposition 6,1.1.~ Soit d un entier positif divisant q -1 ,

posans, pour n € Df* ’

S = pd . e)([)(zrr'i Tﬁrqnmp(xll) o

n P
xi,xz,x3e [Fqn

xd+xd+xd

g *t Xyt x3+1 =0

2
11 existe d(d-1) nombres algébriques (o(l,..., dd(d-d)z ) dont

tous les conjuqués complexes sont de module q tels gue
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d(a-1)?
Snz E oki
i=1

pour tout n >0

6.2. On va suivre la méthode, qu'utilise Weil, pour prouver 1l'hypo-
thése de Riemann pour une hypersurface diagonale [20],[5].

Paur tout entier n > 1 et tous A, yE;[}’qn s ON pose
N(O()n#:{(x x)EI}'nx[}’n\xd+xd=o(.}
n 1’72 q q 1 2
et
m ( ) = #{x € E n l Xd = }
n'Y q y
On fixe, dans toute la suite de l'exposé, un caractére multiplicatif

% : IF: —5![* non trivial, d'ordre exactement d § on pose

* *

Xin = X»o“?qnﬁ‘q : Fq"*—> € o On désigne par £ : l}'?:—> C

le caractdre unité, On prolonge X) (resp. & ) 2 (Fq en posant
%X(B) =0 (resp. €£(0) =1 ).
Comme on a supposé que d divise q -1 , on a les formules

suivantes [§] :

(6.2.1) N (D) =1 + d(q" - 1)
et pour y € ﬂ’qn .
d=1
(6.2.2) mly) =22 Xply) .
Jj=0

Pour tout oA & \}'qn , on a immédiatement

l(o()-:z. mn (y,)m (y,)
n y. =k 1" n 72
Ya*¥2
donc, d'aprés 6.2.2 ,

d-1 A} §
N =2 S N M By
§yr3p=0 YpRvpe
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Si X € [Fqn , on en déduit que

(6.2.3)  N_(af) = Zd‘i s’ x ')Cj 2
n j1’j2=ﬂ n
al
JH(X}d,%}Z 45:: X, (:)X_
z, +2z =1
,l.zze[f'qn

est une somme de Jacobi.
Les sommes de Jacobi vérifient les formules suivantes [ 5] @

n
Jn(£.€)=q [

3 J
si N1 et X2 sont distincts de £ ,

Y i,
g (X ,£)==Jn(£‘,x, )
J J
et, si ‘x,dox_, 2 = £ 14
I 2 iy
XN ==K T .

Introduisant alors
. 2
3= {00350 = § €{4,000,d-1]} Ij'l + 5, =134 d}
on peut récrire €.2.3 sous la forme

3 +J2

d=1 J
N (<) =q" - 2 ‘7(.“4(41 +2: 36 4.% %
= j€d
D'apréds 6,2,2 , on a

pl=1) = 22K () = m (1) =
S §o=0

donc Hn(o() » pour o € [f n , se réécrit encore

(6,2,4) n(o()zq +4-d*Z J(')(, X,)X'

jed
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6,3, Utilisons 6.2.4 pour calculer S, o On désigne par
* 2TTidd
'\lf :(}‘p—>t ) et par V" le

”*
composé '\‘)—o T!ifq“/trp N [Fqn___-)l[ o On a

le caractére W(o() = expl(

S, = 2 N (-1 (x,)

xic_ fqn
donc, d'aprés 6,2.1 et 6.,2.4 ,

s = ? (1 + d(qn-i))wn(xd)

n
xd#—l

xdél}'qn
2o ("
+ (¢ + 1 - d) (x )
xd¢—’1 wn 1
1
xieﬂrqn
. i
2= > 1y Iz 13 d
+ J K L OYU ()X T (-a-x0)
x::-—’l iQJ n wn 1 n A
x,le!fqn
13
Or Z_. \'J' (xl) =0 et A 31 (0) = 0 pour tout j €4 , donc
xiequn n n <

on obtient finalement la formule

§ ] J
n 1 2 .
(6,3.1) S, = (d=1) 75 : q ll)’n(xa_) + jZ(-:J Jn('x. , X )K(I_J_\ on)

xdz-
xie [Fqn
oll 1'on a posé

Klan) = 2. NS SICEN

x€eF n
q
* *
pour tout (a,n) € N xIN o

Lemme 6,3.2,- 11 existe d nombres algébrigues (’Y‘a g2 'Ya,d)
14

dont tous les conjugués complexes sont de module Vg et tels gue
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d
K(a,n) = - Z "
1=1'Y‘""l

pour tout (a,n) €& N* xN¥ , avec d ne divisant pas k

Ce lemme est démontré dans [41] . On en donnera cependant une
démonstration au numéro 6.4 ,
Admettons provisoirement 6.3.2 , il est tacile d'en déduire
d

61,2 - En effet, si xie [Fqn et X, = -1, % est déja dans

‘Fq ( d divise q -1 ), donc

n n
q Vn(x'll = (qY(x,))
avec | qw’(x’l)\ = q . Donc le premier terme de Sn , dans la
formule 6,3.2 , peut s'exprimer 3 l'aide de (d-1)d nombres algé-
briques O(i de module q . D'autre part, si j €4 ,
a4 32 _
KT X # £ , donc on a les deux résultats classiques suivants
pour les sommes de Jacobi (141, [5] ¢
A J
1 2
|4 (X5 X4 | = Va
et la relation de Davenport-Hasse
J J J J
3O XA = - =g (KT )"

De sorte que, pour j € J , on a

iy 32 d PR A N
U Sy S L SOF I PLY nlzzi(-Jl(% K L)

avec

o4
EEAE S U T

Le deuxigédme terme de Sn , dans la formule 6.3.1 , peut s'exprimer
3 1'aide de d.( # J) nombres algébriques Xy de module q . On
a gagné, puisque

d(d-1) + d.(# J) = d(d-112 .
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6.4, 11 nous reste 3 prouver 6.3.2 . Pour cela, considérons le

revédtement suivant

ut = {(t,u,x)lxd+-1.tp-t=x,uq‘1=-1-xd}
g
Uo={x|xd#—1}

C'est un revédtement fini, étale, galoisien de groupe de Galois
G = H x K

o0 H=F_ et K =|rq* s g = (h,k] agit par

(tyu,x) — (t+h,kou,x)

On ne traitera que le cas a =1 , ce qui est suffisant puis-
que 1'on peut remplacer X  par Xa . Alors V et X définis-
sent un caractére

p:6 —
par P(h,k) ='\|)'(h)'x,(k) » lci encore on peut considérer que ce
caractére est 3 valeurs dans une extension finie EK de Ql .
1 #p . On dispose donc d'un E')\ -faisceau lisse de rang 1 , %o ’
sur Uo z %o est le facteur direct de (TTD)_x E')\ sur lequel
H x K opé&re par l'intermédiaire de P_l » La traduction cohomolo-

gique de K(1,n) est le suivante [1]
2
K(1,n) = > (-1 e ((F¥)",uE (U, q))

i=0
Soient Z:IF':: ’ Y:{OO}U { xélﬁ.a'lxd=-'l} et
JtU=2Z~-Yece 57 1'inclusion, Le lemme 6,3.2 résulte de 2,1.1 ,
2,21 , 2,2.2 et des deux résultats suivants
(6,4.1) la flache naturelle
1§ Ri,g
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est un isomorphisme 3
(60402) 'XC(U,%) = = d °

Remargue : Avant de montrer ces deux derniers résultats, remarquons
que l'on est dans une situation de dimension 41 , ol 1l'hypothése de
Riemann se démontre par voie "élémentaire”,
Montrons 60.4.1 o Pour i > 2 , on a pour des raisons de dimen-
sion Rij*%/ =0 o Par dualité locale (SGA 5 1 5,18 ou SGA 4 1/2 ,
1 v
. s . RL: s d
[Dualité] 1.3) on ramémlz la nullité de 3*3/ 3 celle de (j*%)lY °
Enfin (j ) = (g- )Y our tout Y ot m est un
J*% y g”l,y ’ P y € , My
point géométrique au-dessus du point générique Wzy du localisé de
Z en et o I = Gal(m /m ) est le groupe d'inertie local
y y f)ly /Vly g p inertie local o
Or 9/- est un EX -espace vectoriel de dimension 41 et 1 opére
Ty y
non trivialement sur cet espace car X et 'klf sant supposés non
v
triviaux, done (j =0 o On procdde de mé&m
iaux, do J*%/)y p méme pour 9« °
v
Montrons 6.4.2 . La formule de Grothendieck-Dgg-Saf‘arevilv:
(C71, 1.2.1) donne 1'égalité
(U’ ) = (U) ": Sw (%)
7(c 9’ )(c VEY y
Or % est modérément ramifié aux points x € Y tels que x‘:I = =1
et XC(U) =1 -d o, Danc
Xc(u’%) =1 -d - Sww(g/) ,
donc 6,4.2 résulte de la formule
(6.4.3) Sw, (%) =1
Prouvons cette derniére formule.
Soient K =[F((y)) et AK =fF [[y]] ot y =41/x est un para=-
d

m2tre local sur Z & 1'infini. Puisque (d,p) =1 , =1 -y

admet une racine d-iéme dans AK , déterminée & une racine d-iéme
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de 1'unité pres., On notera (-1 - yd)‘l/d une des racines d-iéme,
Alars
y' = y/(-1 - yd)i/d
est encore une uniformisante de AK °
Ecrivons g -1 = dod' et soit m, une racine primitive

d-ieéme de 1'unité, alors

q-1

=l , a4 xd oy - 1/y'd

u

donc

q-1 d

+1 + x = (ud'-ify')(ud.—‘m/Y') oo (”d""Ld-il

u y')
Ceci montre que le normalisé Z' de Z dans U' admet d points

distincts (co;,,.o,aoa ) au-dessus du point o0 € Z , et que

A

Gl'v""i = A [t /(tq-t-'l/y,ud'—/vbi/y')

Soit oo!' = dbé R AL = C}Z' et L = Fract(AL) » Alors

s0!
AL/AK est une extension d'anneaux de valuations discréte complets,
galoisienne, de groupe de Galois 1le groupe d'inertie Go c G du
point oo!' de Z' , et cette extension est totalement ramifiée, Il
est clair que
FL
6, = Hx{kek|k' =1}
et que, si a,b €N sont tels que
ag-bd' =1 ,
1'élément
= u™2P
de L est une uniformisante de AL o
Si g = (h,k) € Go , ON a
-a.b, =a b
g(‘r]') -T0 = u "t (k (1 + t/h) "'1)

donc
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1 si k # 1
i(g) = v (g(TM)=T1) = {1 +d" si k=1 et h40
<0 si k=4 et h =0
Les groupes de ramification supérieurs de AL/AK sont donc
6, ; By = seeee = Bgu 2 Ggiyg = Ggryp = oeeee = {(a,o)]
o0 & = ... =6, =Hx{1} .o0r ([7], 1.1.5) :
S“w‘%) = Sww, (g)
i 1 P(Gi)
= <~ [Ga—:é—;] dimEK(E)\/E.}\ )
donc
d°
- L.,
Swoo(g/) = fv:; 1/d' =1

Ceci montre 6,4,3 et ach2ve la preuve de 6,3,2

257



G LAUMON

Bibliographie

[1] P. DELIGNE.- Applications de la formule des traces aux sommes
trigonométriques, [ Sommes trig.] , SGA 4 1/2 ,

[27 P, DELIGNE.- La conjecture de Weil I , Publ, Math, I.H.E.S
n® 43, 1974, p. 273-307 .

[3] P, DELIGNE.- La conjecture de Weil II, Publ., Math, I.H.E.S n° 50 ou
n® 53, 1980

[ 4] C. HOUZEL.- Morphisme de Frobenius et rationalité des fonctions
L, SGA 5 , exposé XV ,

[s] J.-R. JoLY.- Equations et variétés algébriques sur un corps

fini, L'Enseignement Math., t. XIX, p, 1-117 .
[ 6] N, KATZ.- Exposés a Irvine, janvier 1977 .

[ 7] G. LAUMON.- Semi-continuité du conducteur de Swan (d'aprés

P, Deligne), ce volume .
[ 8] G, LAUMON,.- Travail en préparation .

[ 9] J.-P, SERRE.- Majorations de sommes exponentielles, Journées
Arithmétiques de Caen, Astérisque, t. 41-42, 1977, p., 111-126 ,

fa01 A. WEIL.- Numbers of solutions of equations in finite fields,
Bull, Amer. Math. Soc., t. 55, 1949, p, 497-504 ,

[121 A. WEIL.- Examples of L-functions, Appendix V to "Basic Num-

ber Theory", 3rd editian, Springer-Verlag, 1974

258



