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Séminaire EftNaS. (1978-1979) 

Exposé n° 10 

MAJORATIONS DE SOMMES TRI GONIOMETRI QUES 

(d'après Po DELIGNE et N» KATZ) 

par G. LAUMON 

• »- Introduction 

L'objet de cet exposé est de montrer comment les conjectures de Weil, 

sous leur forme "forte", démontrées par Deligne [3] , et des formules 
v N 

du type Grathendieck-0gg-5afarevic en dimension quelconque permet­

tent de majorer des sommes trigonométriques„ 
Dans le numéro 1 , on rappelle (cf. [il ) comment les sommes tri­

gonométriques , indexées par les solutions, modula p , d'un système 

d'équations polynomiales, peuvent s'interpréter comme trace de Frobé-

nius agissant sur des espaces de cohomalogie l-adiquea 

Dans le numéro 2 , on rappelle les résultats généraux de majora­

tion de telles sommes (cf [il )• Les résultats qui nous serviront 

dans la suite de l'exposé sont rassemblés en 2»203 0 

Dans le numéro 3 , on fait une étude locale à l'infini de revê­

tements d'Artin-Schreier» Cette étude, conjuguée avec les résultats 

généraux du numéro 2 , conduit à des majorations du type (cfa 4<A9± } 

S n ^ Ao P

n 

où est une somme trigonométrique indexée par les points, à va­

leurs dans le corps » d'une surface. De plus, ces majorations 

sont les meilleures possibles : on a, en effet, (cf. 4»lol ) 

S 
lim sup -— » A o 
n > + aO P 

Il reste à déterminer A • C'est un problème difficile et non 
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G L AU MON 

résolu, en genéralo 

Katz a apporté une réponse partielle à ce problème fô] 0 

Dans le numéro 4 , on explique le plan de la démonstration de 

Katz» Il y a essentiellement deux parties : une partie purement géo­

métrique, c'est l'objet du numéro 5 , et une partie arithmétique où 

l'on calcule "à la Weilw la somme trigonométrique 

S » n 
,2Trî . 

exp( x_ ) 
p 1 

d ü d _ n X. + X 0 + X» + 1 se 0 1 ¿. J 

d ü d _ 

c'est l'objet du numéro 6 „ 

1o- Traduction cohemologigue des sommes triqonométriques £ <L j , [ 9] „ 

loi. Soit Jf un corps fini de caractéristique p o Soit £F une 

clôture algébrique de JF̂  o On notera l'unique sous-corps à 

q" élément de JF .On utilisera la convention de Deligne (SGA 4 1 / 2 , 

C Rapport]) consistant à noter par un symbole affecté de l'indice o 

un objef'sur JF M » le même symbole sans l'indice o désignant l'ob-

jet déduit par extension des scalaires de JF à JF 0 

Soit U =c Spec(A ) une variété algébrique affine sur 1F et 
o o q 

soit f £ A o o o 

Soit y t IF — > c * - un caractère additif non trivial (par exem­

ple, le caractère induit par 1'homoraorphisme a I » exp ( ) 
P 

de X dans £ )• On notera de X dans de X dans 

^o T l Î F n/tF • 
q P 

On s'intéresse aux sommes trigonométriques du type i 
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MAJORATION DE SOMMES TRIGONOMÉTRÏQUES 

(1.1.1) 
S = S (U ,f ) * 
n n o o < eu (F n; 

o q 

Y (f (x)) 
Tn o 

Exewpleso- <L) Sommes de Kloosterman f11 

S « n 
Y (f (x)) 
Tn o 1Y (f (x)) 

Tn o 
Y (f (x)) 
Tn o 

2) Sommes indexées par une hypersurface de Fermat (voir le numé­

ro 6 ) 

S » 
n <* d * n 

a M 

T n 1 

x

a»o..fxH € (F qn 

1*2« L'interprétation cohomologique de telles sommes trigonométriques 

fait intervenir le revêtement d'Artin-Schreier de U , d'équation 
o 

t p - t =. f , 
o 
U ' "° ,1) 
O O 

ou 

U; « Spec(A ottD/ ( t P . t . f ,) 
o 

Ce revêtement est étale, fini, galoisien de groupe de Galois | F ^ % 

i £ IF opère sur U* par t i >t + i • 

Notons et F q les endomorphismes de Frobenius (relatifs è 

(F ) de U et U' respectivement (1'endomorphisme de Frobenius 
q o o 

d'un schéma sur IF est l'identité sur l'espace topologique sous-
q 

jacent et lfélévation à la puissance q-ième sur le faisceau structu­

ral)* Puisque TT : U* >U est étale, on a un carré cartésien 
o o o 
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G LAUMON 

F» 
o 

l ° 

u -
o 

F 
o U 

o 

tt0 

> u» 

et, par extension des scalaires à (F , un cartésien "sans l'indice 

Si l'on identifie l'ensemble | u | des points fermés de U à 

U(f) = U (F) , l'action de F sur lui s'identifie à l'action de 
o 1 1 

£ GallïF/OF ) (où Cp ( ) = U q ) sur U q (IF) 0 Par suite, 1 ' en-

F n n semble U des points fermés de U fixes par F s'identifie à 

U (IF n) 
o q 

Soit x e U (Ir" n) = U et soit x' = (x,t) G U'(F) au-dessus 
o q 

de x » On a 

n 
F'nx» = (x,tq ) 

et 
n 

t q" = t + (tp - t) + (tp - t) p + ... + ctp - t) q / p 

c'est-à-dire 

tq - t + f (x) + (f (x))P 

Q O 

n 
+ ... + (f (x)) / p 

o 

q P 

n -i 
Ceci montre que F 1 opère sur la fibre TT(x) comme l'élément 

q P Gal( UV U) 

de Gal( UV U) « ïFp <> 

^•3» Soient 
2 TTi7 

et E = Q( U ) le corps cyclotomique des 

racines p-ièmes de l'unité» Le caractère 1^ est è valeurs dans E o 
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MAJORATION DE SOMMES TRIGONOMÉTRIQUES 

Soit E^ le complété de E en une place \ au-dessus d'une place 

finie 1 de Q . 1 # p .On considérera comme un caractère 

additif de F à valeurs dans E-s » n À 

Le groupe de Galois Gsl(U'/U) opère naturellement sur le E ̂  -

faisceau (TT ) w E-\ ; soit & » & ) le acteur direct de o •* A. • o o T o 

(TT0)^ E^ sur lequel Gal(U8/U) opère par y de sorte que 

pour tout point fermé x de U , 

a» 
x 1 * (x,tje Tf (x) 

6(TT*E\>x f (x) 
6(TT*E\>x 
pour tout i € iF 

P 

où l'on a identifié (TT.E*v ) à 
"7T A» x 

tF^^ ^1 

en tant que tF̂^ 1̂ ~ 

modules» 

On dispose d'un isomorphisms de Frobenius t 4"] : 

F* t X, * >3< 

F 
et en particulier, si x £ U . le composé 

5* a ^ 3* _ X 
F (x) F (x) 

• » o s «H» / % x 3* 
? F(x) * x 

est un automorphisms, que l'on notera F^ , de ÎĴ  o 

Lemme йоЗ»!»— L'aotomorphisme F de & est l'homothétie de rapport 

• » o s «H» / % 

En effet. 1'isomorphisme 

F* t X, * >3< 
F (x) x 

est restriction de 1'isomorphisme de Frobenius 

F « (TT*EVF(X) * >3< 

qui envoie 
tq (F(x),tq) £ TT (F(x)) 

sur 
* (x,t)e TT (x) 

Par suite. 
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G LAUMON 

F* t S* 

X X X 
est restriction de 11automorphisme 

* (x.tl Ê TT (X) 

qui envoie 
tq (x,tq ) é TT*(K) 

sur 
* (x.tl Ê T T (X) 

Hais, on a vu en -1.2 que 

il 
t » tq - Tr_ (f (x)) 

T n # o 

donc 

' S -VlJb ni-
q /rv*p 

ni-
q /rv*p 

ce qui termine la démonstration de la3»l „ 

Qn peut donc réécrire S sous la forme 
n 

(1*3*2) 5 » 5 (U t f ) 
n n o o m ^ 1 n 

x e u 

T r ( F * > ) 
X X 

lft4, La correspondance de Frobenius [ 4 ] ( F t F * ) t ( U > ) 

induit un endomorphisme 

F* : H i(U t3») > Hi(U,3») 
с с 

pour tout i € /N" t et la formule des traces de Grothendieck (SGA 4 *l/2 

f Rannort 1 ou SGA 5 XV) 

X £ Il 
n Tr(F*,& ) 

X* X 2L (-l)iTr(F*",H^(U,ä')) 

permet d'écrire finalement 

(lo4ol) S . S (U ff ] 
n n o o 

= Tr((F*)n,H*(UT90) • 

2» — Méthode générale de majoration £ l l 

2»0. On rappelle dans ce numéro les résultats de £l ] qui nous seront 

nécessaires» Qn attire tout particulièrement l'attention sur le théo­

rème 2»lol qui est la forme "forte" des conjectures de Weil, prouvée 
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MAJORATION DE SOMMES TRIGONOMÉTRIQUES 

par Deligne t 3 ] . 

2*1. Soit U un schéma de type fini sur ET • Soit E-v une exten-
o q A. 

sion finie de B , 1 * p * Soit 3* un E^ -faisceau sur U » 
1 o A. o 

Pour tout point fermé x de U , la correspondance de Frobenius [ 4 ] 

définit un automorphisme F^ du E^ —espace vectoriel de dimension 

finie & * On dira ( C l3 • [ 3 ] } que J4 est ponctuellement de 

poids 0 sur si, et seulement si, pour tout point fermé x de 

U , les valeurs propres de F* agissant sur 3^ sont des nombres 

algébriques dont tous les conjugués complexes sont de valeur absolue 

1 * 

Dans la situation du numéro 1 , ÎJ* ) e s ^ ponctuellement 
o * o 

de poids 0 * 

Théorème 2*1*1 [ 1 3 , L 3 ] *- Soit ^/Fq un schéma séparé de type fini* 

Soit un E->̂ -faisceau sur U q • ponctuellement de poids 0 * 
^ i 

Alors, pour toute valeur propre oC de F agissant sur Hc(U,&} 

il existe un entier CO (c* ) ̂  i tel que tous les conjugués complexes 

de oC soient de valeur absolue ^0^{^)/2 ^ 

Compte-tenu de 1*4*1 , on obtient la majoration, où 9f ) 
o 

(2.1.1.1) S (U ,f ) 
n o o 

2 din U 
^ di» 

i - o X 

S (U ,f ) 
n o o 

Pour utiliser toute la force du théorème 2*1*1 , il faut pouvoir 

calculer les nombres de Betti diw- (H*(U*&)) * ce qui est en géné-

ral un problème difficile» 

2*2. Dans £ l 3 9 Deligne montre comment certaines hypothèses sur la 

ramification à l'infini du faisceau & entraînent l'annulation des 

nombres de Betti di*r (Hi(Utâ»)) . sauf pour i » dim U . et per-
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G LAUMON 

mettent de préciser le "poids" de t GJ (o<) (notations de 

2»lo'l ), pour CX valeur propre de F* agissant sur ^im U(y^^ ^ 
c 

Plus précisément C*! 3 î 

Proposition 2»201<>~ Soit ^Q^Fq un schéma affine, lisse et purement  

de dimension N «> Soit un E ̂  -faisceau lisse sur U <> Alors : 

(i ) si la flèche naturelle 

R f (U.*) > RrtU.Ï) 

est un isomorphisme. on a 

H*(U,&) » H1(U,3») » 0 

pour tout i £ N ; 

(ii) si, de plus. $ est ponctuellement de poids 0 , pour toute  

valeur propre o<. dje F agissant sur Ĥ fU.ÏH » le "poids" de 

. 00 (o< ) , est exactement U » 

Remarque 2.2*2 £1 JSi j t U ̂  > Z est une compactification de U 

et si 

H1(U,3») » 0 

pour tout point fermé z de Z - U et pour tout i ̂  0 , alors la 

flèche naturelle 

с — » R T (u,3o 
est un isomorphisme. 

Scholie 2o2.3»— Si U q est affine, lisse purement de dimension H 
sur IF et si la flèche naturelle, ou 

a • o 
R Г с(и,ЭО - -л fir(U,30 

est un isomorphisme, on peut écrire 
s = s (u ,f ) » 5 / oc? 
n n o o r — x 

où - (~l)U\(U9b) di«E (Hj(Ut»)î et où les cx̂. sont de 
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MAJORATION DE SOMMES TRIGONOMÉTRIQUES 

N /2 — valeur absolue q dans tout plongement complexe de dans £ 

( OC £"ËL 9 E-\ clôture algébrique de E-\ ) • On a donc la majoration 

(2*2,>3»1) 
V 

^ (•l)NXc(U^)qnN/2 

C'est la meilleure oossible : on a en effet 

(2.2.3.2) l5n I 
llm SUp —¿N72 n—> +oo q 

• (-i)N?Cc(u,̂ ) 

Cette formule résulte du lemme suivant : 

Lemmeo- Si ( o(̂ t ». ». o(̂ ) est une famille de nombres complexes de  

module 1. , on a 

I k n 
N * lim sup ^ [ oL. • 

n—* + oo I i = 1 
En effet, soit TT = { z £ t | |z | = l] et soit P le sous-groupe 

de H** engendré par ( , . . . , o4 ̂ ) «> Si P est discret, P est 

fini, et donc, pour n multiple de l'ordre de P , on a 

i « 1 

le lemme est démontré dans ce cas. Sinon, P n'est pas discret, et, 

pour tout £ > 0 , il existe n £ IN" — / 0 7 tel que 

i = , . . . , o4 ̂)1 

donc, tel que 
• N I 

« - E < 
'i-l 1 

$ | 2 : < i - * ; i ¿ ¿ 
« - E< 

ce qui achève la preuve du lemme» 

30- Ramification à l'infini de revêtements d'Artin-Schreier 

3*1. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0 , 

soit Z » /Â  « Spec(k £x,y ] } le plan affine sur k , soit Y "l'axe 
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G LAUMON 

des y w » i»e0 le diviseur d'équation x = 0 de Z , soit 

U =» Z — Y et soit j t Uc » Z l'inclusion» 

On considère le revêtement d'Artin-Schreier de U 

TT : U1 > U 

d ' équation 

, p , b, a t r - t =* y /x 

où a p b sont des entiers vérifiant 

(i) a > 0 et b ̂  0 

(ii) a premier è p et, si b ̂  0 , b premier à p » 

Le revêtement TT est étale, fini, galoisien, de groupe de 

Galois IF » 
P 

Soit E*\ une extension finie de Q , 1 # p , et soit 
/ v 1 

\T x IF 1 * un caractère additif non trivial* On dispose sur U 
P \ 

du -faisceau lisse de rang 1 , &("\|J"»y /x8) , facteur direct 

de TT^ E ̂  sur lequel Gal(u8/u) opère à travers 1|T . 
On va montrer le résultat suivant dû à Deligne : 

Théorème 3»1<>'1*- On garde les hypothèses et les notations ci-dessus» 

Soit 3»(y,yb/xa) . Alors 

1 5 « " " ^ ( o . - ï 
0 si n^»r- (l,2 } 

2 > ' ^ ^ ' ( . . o ) 
et sont deux E ̂  —espaces vec­

toriels de dimension d - 1 , pjù d est le pog<>c»d» de a et b 

(avec la convention d « 1 , si b » 0 ) » 

Corollaire 3»l<>2o- Soit Z une surface propre et lisse sur k , soit 

Y un diviseur lisse sur Z , soit U « Z - Y et soit 3* un 

faisceau lisse de rang 1 sur U , ramifié comme suit le long de 

Y i pour tout z €. Y , il existe un voisinage V de z dans Z 
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MAJORATION DE SOMMES TRIGONOMÉTRTQUES 

et des coordonnées locales (x,y) définies sur V , centrées en z , 

telles que x s 0 soit une équation de Y dans V et telles que S* 

soit isomorphe à ÏH 1^9y^/x
a) sur V , où a , b sont deux entiers  

vérifiant les hypothèses (i) et (ii) de 3»1 et l'hypothèse Î 

(iii) a e_t b sont premiers entre eux, si b ̂  0 „ 

Alors la flèche naturelle 

ÏH 1^9y^/x
a) 

est un isomorphisme» 

Ce corollaire est conséquence immédiate de 3.1»1 et de 2.2.2 » 

La preuve de 3.1»1 est lfobjet du reste du numéro 3 . 

3.2. Cas où b » 0 » L'équation de TT : U » U1 s'écrit 

t P - t » l/xa 

et la situation est une situation produit : soit X » Spec(k £ x] ) 

"l'axe des x " , on a 

Z * X x Y 

U » (X - (o] ) xY 

j » j x x idY 

où J A : X - [ o } ^ 3> X est l'inclusion, et, si est le faisceau 

^(y,l/xa} sur X - [0} , on a 

* " p r)T9® p r Y E % 

où pr^ t Z > X et pTy r Z >Y sont les deux projections. Par 

suite 
j » jx x idYj » jx x idY 

pour tout n ̂  0 » On est donc ramené à montrer que 

j » jx x idY 

pour tout n ^ 0 , ce qui est contenu dans le lemme suivant 
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Lemme 3 » 2 »1»- Soit le E^ -faisceau &("y, x™) sur ZÂ  f où m 

1 1 

est un entier premier à p » Soit • /Â  c — » IP̂  l'inclusion et 

soit le point à l'infini de IP̂  „ Alors 
(i) Sw = m 

(ii) (Rn%*%' = 0 Pour tout n > 0 • 

(iii) Hn(0C9%) = Hn(/A^^e) - 0 pour n = * et 2 . 

(iv) H*(<Aj,3*ê) - H 1 ^ , ^ ) est un E «\ -espace vectoriel de dimen­

sion m - \ o 

Preuve : Pour (i), voir [ 7] "1.1.7 • Pour (ii)f remarquons tout d'abord 

que est de rang \ sur /Â  et se ramifie effectivement au point 

oO d'après (i), donc (^-k^)^» 0 » °e plus %C ^ ^(y^ ,xm) 9 

donc on a aussi ( rf^^PC )^ct = • . Par dualité locale (SGA 5 I 5<.18 

ou SGA 4 1/2 [ Dualité 3 1 » 3 ) , on en déduit que ( R1 rr^^L)^ = 0 » 

Enfin, pour des raisons de dimension, ^"^^-^ ôo ~ ̂  pour n ̂  2 <> 

Pour (iii) et (iv) , remarquons que la flèche naturelle 

^ % 
}• В т ^ % 

est un isomorphisme d'après (ii), donc la flèche naturelle 

Я Г С ( Л * . Я ) Sw = m 

est aussi un isomorphisme. Comme ZÂ  est affine, H ̂ (/Â  .VK, ) = 
H (lA^9%) = 0 » Comme £A* est lisse sur k et que *j*t est un E-̂  -

faisceau lisse, par dualité de Poincaré, on a aussi 

Вт }• Вт ^ % 

(ici encore on utilise le fait que 7^ = &("ljj ,x ) ). Enfin, on a 
d'après la formule de Grothendieck-Qgg-Safarevic , 

% (aJ.'K) - - S w t i t ó ) - - » , d'où (iv). 
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MAJORATION DE SOMMES TRIGONOMÉTRIQUES 

3*3. Cas où a = b » On a alors d =» a = b et l'équation du revête­

ment 

TT : U» ^ U 

s'écrit 

- t - (y/x)d 

Soit p i Z >Z l'éclatement de centre l'origine dans Z # L'im­

mersion j Î IK > Z se factorise en 

> L 

p 

u d £ > z 

où j est encore une immersion ouverte, d'où une suite spectrale de 

composition : 

E ^ = R ^ R % * = ^ R % * 

Comme p est propre, la fibre en l'origine de cette suite spectrale 

s'écrit 

El1o,o) - H * ( E , ( R S J ^ ) | E ) r J *• (0,0) 

où E = p (0,0) est le diviseur exceptionnel. 

On est donc ramené à calculer la cohomologie 

H * (E, (R S y^&) j )̂ 

pour tout s ̂ , Q 

Pour cela, considérons les deux cartes affines 

Z x « {(x,v =* y/x) } 

Zx « {(x,v =* 

qui recouvrent Z et posons 

E x = E O Z x = {(x,v) I x = 0 3 

E y = E O Z y = {(u,y) I y - 0} 
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Alors et E forment un recouvrement affine de E ~ fp} * Enfin, 
on peut voir U comme un ouvert de Z et 

u x - u n \ = f(x,v) | v f a } 

"y " u n "*y " llu'y) 1 u y * 0 3 

On a 
U ,|U = { ( t ' x ' v î | t P - t = v d j 

u , | u 28 {(^ u»y' | t P - t = l/ud ] 
I y 

On va prouver le lemme suivant : 

Lemme 3*3*1*- Soit IJB E ^ -faisceau sur E , obtenu en prolon­
geant par zéro le E ^ -faisceau &("y»vd' qui est défini sur la carte  
affine E « Spec(k [ } de E • Alors 

= {(t'x'vî  

r(L si s = • 
^(-l) Si 8 = 1 

• si s > 2 

3*3*2.Prouvons 3*3*1 • On se place successivement sur chaque carte 
Z et Z » * y 

234 



MAJORATION DE SOMMES TRIGONOMÉTRIQUES 

3.3»2,>1, Sur la carte £^ t on est dans une situation produit : 

ï « î x id , . 

ï « î x id , . 

où 7 X * {x # 0} 2 »{ X} e S^ l'inclusion 

*iuy-p*:<9|*iuy-p*:<9| 

où pr^ et pr sont les deux projections» 

Par KSnneth, on obtient 

*iuy-p*:<9| 
(u * O}1® "'y <V*iuy-p*:<9|*iuy-p*:<9| 

donc 

(R sj ИИ (u * O}1® "'y <V 

Or (R°(j ) E<\ ) =* E<̂  et par dualité locale (SGA 5 I 5.18 ou SGA 
X j£ A. o A. 

4 1/2 [ Dualité J lo3) on a 
=* E<^ 

11isomorphisme étant fourni par la classe fondamentale locale» Enfin, 

pour des raisons de dimension 

*iuy-p*:<9| 

pour s 2 » Donc le lemme 3»3.1 est vérifié sur la carte <> 

3o302.2,Sur la carte Z , on est aussi dans une situation produit t 

*iuy-p*:<9| 

•V "V 0> 
J » J X J 

u Jy 
où ï u t (u f 0}c et j « { y f 0} > { y] sont les 

inclusions 

* i u y - p * : < 9 | (u * O } 1 ® "'y < V 

On désigne par £v^ la droite affine Spec(k [v] ] 
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Par Ktfnneth, on a donc 

R ' L s . . 
p+q=s 

WO}5' 
WO} 5' 8 p r * ( R 4 ( î y ) # E X ) 

Mais d'après 3»2»1 , la flèche naturelle 

*iuy-p*:<9| *iuy-p*:<9| 

est un isomorphisme et 

*iuy-p*:<9| 

par définition de a Comme an a déjà calculé 
8pr*(R4(îy)#EX) 

3o.3.2»l } r on en déduit que 

Cj,(-1)1 y 

r 0 si s = 0 

j Cj,(-1) si s « 1 

0 si s ̂  ^ 

Donc 3<>3ol est démontré» 

3»3»3.Le lemme 3.3,1 a pour conséquence immédiate que 

H* (E.(RSJ^3>). E ) -

si s = 0 

H* (E.ûH-l) SI 5 = 1 

0 si s > 2 

D'après 3.2»! • an a, pour r = Q et 2 , 

Hr(E,Q) » 0 

et H (E.QJ est de dimension d - 1 » La suite spectrale 

E r' S « H r(E,(R Sî^^) | E) *iuy-p*:<9| 

dégénère en E^ » et il resta simplement des isomorphismes 

H1(E,(Rnj h, E) 
*iuy-p*:<9| 

Ceci achève la preuve de 3»1»1 dans ce cas» 
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3»4. Cas général» On supposera b f • et on notera m le p.p»c,tn, 

de a et b , de sorte que m = aa' = bb1 où a = db' et b = da 

avec (a'fb1) = \ • Considérons le revêtement 

Rj^RjT&r^3 

où Z = Spec(k Lx fyl) et r(x,y) = (x fy ) » On notera U l'ou­

vert xf # • de Z et j j IIe > Z l'inclusion» Soit S le E-̂  -

faisceau ^(lj^r

>y
,,l/xW) sur U » Par construction 

(RnJ % * 

Le revêtement r s Z >Z est galoisien de groupe de Galois 

G » |p f x |p b, i ( Ç , V ) 6 G opère sur Z par (xfy) t > ( ̂  x , V y) „ 

On a une action naturelle de G sur r „ r*3* « r & et on retrouve 

& en prenant les invariants : 

Rj^$> Rj^RjT&r^3> 

par suite 

Rj^$> = Rj^RjT&r^3> = R T GRj ̂  (r^ 3>) ; 

or r est fini, donc 

R j ̂  S» = R rGRj t R r ^ & » R Г GRJ^ £ , 
ce qui n'est autre que la suite spectrale de Kochschild—Serre j la 

fibre en (0,0) de cette suite spectrale de faisceaux s'écrit s 

4 - н Ч ( С . ( К Р^!И ( в в в,1 
(r^ ( ^ x , 

Comme on a montré en 3.3 que (R nJ* (o,0) = * 0 si n # 1,2 , 

il reste à expliciter l'action de 6 sur pour n m 1 

ou 2 » On a montré que 

J •* (0,0) « H*(E,0) 

o.o) » H
1(E>9)(-1) 

où E = Proj (k t utv ] } et ^ est le E^ -faisceau égal à ï(l|/",vd) 

sur Spec(k[ v ] ) et prolongé par zéro sur tout I <, Il est clair 
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que 6 opère sur H^E.CJ) et que les isomorphismes ci-dessus sont 

équivariants pour les actions de G . L'action de G sur se 

factorise par 1 *isomorphisme ((a'.b1} » 1) 

E" = H"(M«PJV) 

qui envoie sur o On est donc ramené è calculer 

E" = H"(M«PJV) 

On considère alors le revêtement 

E = Proj(k fwjj.W^ ) 

_ a ' b ' a ' b ' 9-/p 1 

défini par (ujv)| ^ (u ;v ) et le E«^-faisceau sur iP̂  

égal à M T|T. ( W^/W Q)
 d) sur Spec(k [^/^q]) et prolongé par 

zéro à tout . est l'image réciproque de sur E et on 

a de nouveau une suite spectrale de Hochschild—Serre 
E 2 q - H q < i P . . b . . H p < ë . g ) > 

Elle dégénère en , car HP(E,(J) = 0 si p jfc 1 , et il reste 

des isomorphismes 

H q ( i K a . b « ^ 1 ( E 4 ) ) « H q + 1«pJ,%) 

Qr, d'après 3*2.1 . Hq+a([P* ^ ) • 0 si q + 0 et H1(CP^.%) est 

de dimension d - 1 . Donc 

Hq(iKa.b«^1(E4)) 
[^/^q]) si (p,q) - (0,1) 

H a (pJ ,%) ( - i ) si (p,q) = (0,2) 

0 sinon 

Par suite, la suite spectrale 

E ^ H « ( G , ( R P j ^ , ( o t o ) 
« Hq+1«pJ,%) 

dégénère en E ? et il reste les isomorphismes 
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Kl ^ %смг^0

])^п 

h1(pJ,W)(-D si п ш 1 
h 1(pJ,W)(-D si n e 2 
Q si n * 1 et 2 

Le théorème 3»101 est démontré» 

4o- Retour aux sommes triqonoroétriques 

4»1, Soit Z une surface propre et lisse sur (F et soit f une o q o 

fonction rationnelle sur Z^ 0 On suppose que le diviseur des pôles 

de f n'a qu'une composante Y , qui est lisse et de multiplicité 
o o 

a , première à p » On suppose que l'ouvert complémentaire 

U =t Z - Y est affine» Enfin, on suppose que le diviseur des zéros 
o o o 

de est transverse è Y^ et que les multiplicités des composantes 

de ce diviseur qui rencontrent Y^ sont premières a p et à a » 

Si "\|/" x IF > E-^ est un caractère additif non trivial, on 

est à même de démontrer le théorème suivant t 

Théorème Л9Ъ.91<>— La somme triqonoroétrique 
S * S (U ,f ) » n n о о . ЪГЛг., п Л р (f (z)) 

q 
admet la majoration 

K l ^ % с м г ^ 0

] ) ^ п 

pour tout n ^ 0 , et c'est la meilleure majoration possible au sens  
suivant : 

% e(U,*(y,f П - lim sup -L^-
n—> +oo q 

En effet, ce théorème résulte aussitôt de 2.2.3 et 3.2.1 » 

4 02. Pour aller plus loin, il faut calculer ^ c(Uf9*n|T.f ) ) » Deligne 
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a conjecturé et proposé un plan de démonstration pour la formule 

suivante (on garde les notations de 4*1 ) 

(4*2.-1) %c(ufî«ypfo)) - %c(U) - a%c(Y°) 

où Y° est l'ouvert de Y formé des points qui n'appartiennent pas 

au diviseur des zéros de f » Lq, méthode que Deligne propose est de 

balayer la surface Z par un pinceau, de manière à se ramener à une 

1 

fibration en courbes sur (P , puis d'utiliser le théorème de semi-

continuité [73 » Ce programme est mené à bien par l'auteur dans [8] . 

4*3 Dans cet exposé, on se limitera à un cas particulier pour lequel 

Katz a démontré la formule 4<>2*1 par un argument analogue à celui de 

C 23 , 8*4 * La situation est la suivante : soit k un corps algébri­

quement clos de caractéristique p /> 0 • Soit Z une hypersurface 

lisse, de degré d , dans CP̂  = Pro j (k [ X^, X2,X3,X4^ ) * Soit H 
3 

l'hyperplan de 1P̂  d'équation X^ =* 0 * Soit F (X^X^fX^jX^) une 

forme linéaire homogène dans k £ X^fX^fX^X^ * ̂ n ^es nvP°-

thèses 
(i) d est premier à p 

(ii) H est transverse à Z , de sorte que Y = H 0 Z est une 

courbe plane lisse de degré d * On pose U = Z - Y * 

(iii) L'hyperplan £ F = 0 ̂  est transverse à Y , de sorte que 

Y ^ = S £ F » Q ^ O Y est un ensemble fini de points fermés de Z , de 

cardinal d * 

On note » X^/X^ (i a 1,2,3) les coordonnées affines sur 

3 3 
0^ = ff\ - H s* f (x. »x-»>xo) ~ MX. f Xnf Xof X. )/X. la fonction induite k k 1 2 3 1 2 3 4 4 

par F sur U * 

Soit *\|T : DF > E ^ un caractère additif non trivial et soit 
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h1(pJ,W)(-D Le résultat de Katz est le suivantt 6U 

(4*3*1) % (U>) . d(d-î)2 

Ce résultat est bien un cas particulier de 4*2.1 , puisque l'on 
a les formules bien connues (SGA 7 XI) 

%(Z) = d(d2-4d+6) 
X,(Y) « d(3-d) 

?C(Yd) =* d 
donc Y (U) = d(d2-3d+3) et % (Y°) =* % (Y-Y,,) » d(2-d) ; la /v"c c c a 
valeur de a étant ici <L * 

4*4. Un exemple de la situation précédente est le suivant : Z est 
1'hypersurface de Fermât, i.e. 1'hypersurface d'équation 

(X^ tX^.X-.X.) « X-

et F (X^ tX^.X-.X.) « X- . Comme d est premier à p , il existe 1 2 J 4 1 
q . puissance de p , tel que d divise q - 1 » Soit ff" le 

q corps à q éléments contenu dans k . Soient Z .Y .Y^ les r ^ o o l,o 
objets précédents vus comme objets sur CF^ * De sorte que 
Z » Z ® k#... * On peut considérer les sommes trigonométriques O LT 

S e S (U ,f ) n n o' o d d d л 
X i + X 2 + X 3 q a 
x l ' x 2 ' X 3 e ^q" 

pour n €. W * On sait calculer "à la Weil" ces sommes trigonomé­
triques. Plus précisément, on va montrer, au numéro 6, que 

s 
d ( d - l ) 2 -l)2 

où les sont des nombres complexes de module q qui s'expriment 

en termes de sommes de Jacobi. On en déduit que 
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lim sup m d(d-i) 2 

n + oo q 

D'après 4.1.1 , cela suffit è montrer 4.3.1 pour cet exemple» 

4.5» Le principe de la démonstration de 4.3»1 est le suivant : en 

considérant la famille universelle de toutes les situations décrites 

en 4»3 , on montre que % (и\3»И|Г.Л) ne dépend pas de la situation 
choisie. Pour calculer cette caractéristique d'Euler-Poincaré, on 

peut donc choisir n'importe quelle situation particulière, par exem­

ple, la situation de "Fermât" et on pourra conclure par l'argument 

esquissé en 4»4 . 

5*— L'argument de déformation de Katz 

5.1, Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0 . 

Soit S un schéma normal, de type fini sur k » Soit 

p(x1,x2,x3.x4) . 0p(x1,x2,x3.x4) . 0 

3 

Soit Z une hypersurface relative dans (P̂  , de degré d , lisse 

sur S % Z est donc un sous-schéma fermé de {Pc d'équation p(x 1,x 2,x 3.x 4) . 0 

où P £ №(0^2 f ̂ .X^.X^.X^ J e s ^ homogène de degré d » On suppose 

d premier à p . Soit H l'hyperplan d'équation = • .On sup­

pose H transverse à Z , de sorte que Y = H O Z est un diviseur 

relatif de Z , lisse sur S . On posera U = Z - Y et 

3 3 
A S « IPg - H = Spec(6's Г х

1,х 2,х 33 ) où x £ » X ±/X 4 (i = 1,2.3) » 

Soit F £ M° ( (^ s rx f X 2 # X 3 t X 4 ] ) une forme linéaire homogène. On 

supposera que l'hyperplan £ F * 0 ̂  est transverse è Y » On posera 

Y^ * ^F = 0^ O Y 9 de sorte que Y^ est un revêtement fini, étale, 
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de degré d de S » Quitte à faire un changement de coordonnées» 

on peut supposer que ^(*£»*2f*3**4^ 38 *d * 

Soit ffx^.x^x^) « F(X^.X^t*3*X^)/X^ 38 x^ vu comme S-morphis-

me 

f t U > A g 

On considère le revêtement d*Artin-5chreier 

TT t U' » U 

d1équation 

t p - t » f(x1»x2»x3) » x^ 

C'est un revêtement fini, étale» galoisien de groupe de Galois (F • 

On va compactifier et désingulariser le revêtement d'Artin-

Schreier ci-dessus» 

Soit p t Z >Z l'éclaté de Z le long de Y^ î alors. 

l'immersion ouverte j : U <̂  *Z se factorise par p en une im-

mersion ouverte j t lie ^z » Soit TT t Z f ^ Z le normalisé 

de Z dans TT t U' > U et soit TT « p oTT , Comme U est 

normal ( U est lisse sur S et S est normal) et que TT est 

étale. U 1 s'identifie à un ouvert de Z' ; soit j' j U'^ >Z' 

l'inclusion» En résumé, on a le diagramme commutatif 

(5*1*1) 

î» Z' 

TT 
j 

TT 

Z 

i 

If 

Z 

s 
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—1 
Soit E - p ê diviseur exceptionnel de l'éclatement (c'est un 

diviseur relatif, lisse sur S ) . On posera E' = TT (E) » D'autre 

part, t est une fonction rationnelle sur Z ' ; on notera Y' le 

diviseur des pôles de t sur Z' (c'est encore un div iseur re la t i f ) c 

Le résultat que l'an a en vue est le suivant z 

PropQsition 5»1»2»— Avec les notations et hypothèses ci—dessus i 

(i) Z* est une surface relative propre et lisse sur S 

(ii) U' est le complémentaire dans Z ' d'un diviseur h croise­

ments normaux relatifs» Plus précisément, l'image réciproque sur Z ' 

du diviseur Y s'écrit 

TT *(Y) = p»Y« + E ' 

où Y* est isomorphe a Y par la projection TT # donc est lisse  

sur S , E ' est lisse sur 5 ejt Y • + E ' est un diviseur à croi­

sements normaux relativement à S » 

5»1.3»- Preuve x Mis à part l'assertion de propreté pour Z* , qui 

est d'ailleurs immédiate, les autres assertions sont locales sur Z , 

pour la topologie étale» Or la situation est, localement sur Z , 

produit de la base 5 par la fibre et les assertions à vérifier sont 

relatives» De plus la construction du diagramme 5»1»1 commute au chan­

gement de base S >Spec(k) » Par suite, il suffit de démontrer 

5.1»2 dans le cas où la base S est Spec(k) » 

Enfin, comme U8 est lisse (puisque TT est étale), il suffit 

de se placer au voisinage de chaque point z de Y • Il y a donc 

deux cas à distinguer» 

5»l»3.'l, z est un point de Y — Y^ » Il existe alors des coordonnées 

locales (x,y) sur Z , centrées en z , telles que Y soit le 
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diviseur d'équation x = Q et que f(x,y) = l/x » La situation en 

z est donc localement (pour la topologie étale) isomorphe à la 

situation produit : 

\ i c - ^ Z 

{(t,xj 
i x # 0 et 

t P - t = l/x • * (y] 

[ x * 0 } * > [x] 

et l'on n'a pas d'éclatement à effectuer» Comme la normalisation com­

mute au produit avec un espace lisse et que la normalisée d'une 

courbe est lisse sur k (puisque k est algébriquement clos), on 

voit que Z' est lisse au-dessus de z .En fait, il y a un unique 

point z' 6 Z* au-dessus de z et d/t,y) sont des coordonnées 

locales sur Z 1 , centrées en z' ( C 71 , 1*1.7) » Enfin l'équation 

de TT (Y) est (l/t)p = 0 dans ces coordonnées locales sur Z f , 

d'où la conclusion dans ce cas. 

5(/l»3»2. z est un point de Y^ • Il existe alors des coordonnée 

locales (x,y) sur Z , centrées en z , telles que Y soit le 

diviseur d'équation x = Q et que f(x,y) = y/x , La situation en 

z est donc localement (pour la topologie étale) isomorphe à la situa­

tion suivante z (•г {(t,x,y) 
Ix f 0 et 
t P - t = y/x 

{(x,y) I x M ) : » {<*,y)} 
On doit tout d'abord éclater l'origine (0,0) , Z est donc (locale­
ment au-dessus de z ) recouvert par deux cartes affines 

On rappelle que | y\ désigne la droite affine Spec(k[yJ ) 
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1 « f(x,v) \ où v = y/x 

1 « f(x,v où u = x/y 

On a alors 

U = 1(U) H Z v = ((x,v) | x * û } 

U = j(U) O Z - {(u,y) | uy * Q) 

etr sur chacun de ces ouverts» le revêtement U' est donné par 

U 1 « .. = } (ttxfv) I x f 0 et t P - t = v } 

u ' | u = { ( t » u ' y ) | UV * 0 e t t P - t = 1/uJ 

Le diviseur exceptionnel, E , est défini dans chaque carte par 

E x » EO Z x - {(x,v) x = 0} ={ «} 

E « E fi Z - {(u,y) | y - 0 } « {u} 

et la condition de recollement de E^ et E^ est u = l/v 0 

Il résulte de cette description de la situation que ^'ly s e 

prolonge en un revêtement étale de Z et donc que 

Z'|Z 38 { ( t' x» v> | t P - t = v } 

^ -1 
Par suite, si E* « TT (E) 

e ' | e = ((t'v) | t p - t = v] 
I x 

et E-
I X 

est un revêtement d' Artin-Schreier de E <> 
x 

D'autre part, li'i se prolonge en un revêtement étale de 
' v 

£ (w#y) u ̂  û] et l'on est dans une situation produit identique à 
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celle traitée dans 501©3»1 » Donc Z 1 est lisse au-dessus de Z 
y 

et (l/t.y) sont des coordonnées locales sur Z 1 . centrées en 

l'unique point de Z* au-dessus de (0.0)£ Z^ .De plus. TT (Y) 

a pour équation y(l/t)K « 0 au-dessus de (0.0) €: Z^ » Ceci achève 

de montrer que 
TT'*(Y) - p.Y' + E' 

et que Y 1 + E f est un diviseur à croisements normaux, au-dessus d'un 

voisinage de z dans Z .En fait E 1 est isomorphe à (P^ t 

E 1 ^E est un revêtement d'Artin-Schreier ramifié en un point avec 

pour conducteur de Swan en ce point 1 ( [ 7] , 1.1.7)J On peut ap­

pliquer la formule de Weil (SGA SX) ; on obtient 

X(E') ~ p.&(E) - (p-1) (1+1) = 2 

donc E 1 est isomorphe à IP̂  (au-dessus d'un voisinage de z et 

dans le cas où 5 =* Spec(k) ) » 

5.2. Gardons les notations de 5.1 . Soit & = S*("\|T,f) le E^-fais-

ceau lisse de rang 1 sur U . facteur direct de TT sur 

lequel OF̂  agit par l'intermédiaire de *\|J* •> On a le corollaire 

suivant de 5»1»2 t 

Corollaire 5.2»1»- Si p t Z ^5 est la projection canonique, les 

faisceaux 

(n € m 

(n Ç flf ) sont lisses sur S » 

En effet, si p' » p 0 TT': Z' ^ S est la projection canonique, 

d'après (SGA 4 1/2. ["Th0 finitudej » appendice), les faisceaux 

p' » p 0 TT': Z' (n € m 

sont lisses sur S . On a 

2 47 



G LAUMON 

» Rn(p o j cTT )» Rn(p o j cTT ) 

» Rn(p o j cTT ) t E ^ 

puisque le diagramme 

TT T r
/ \ f 

P 

U c ^ Z J 

commute. Or "t ( est fini, donc R TT\, = TTw, et donc, on a 

Rnp' ( J ' J E ^ ) = R p ^ U K T T ^ E ^ ) ) 

Mais le faisceau RRp^. (j»&) est le facteur direct du faisceau 

n -TT" wl 

R p_̂_ ( j î (TT̂ . ) ) sur lequel GF̂  opère à travers l^T » d'où le 

corollaire» 

5*3« Appliquons en particulier 5,>2<>1 à la famille universelle des 
3 

hypersurfaces de degré d dans EP̂  • Plus précisément soit S 

l'ouvert de 
Spec(k [A. i £ ûV3 et | i | ̂  d 3 ) 

(où i a (±^pi^9i^) et |i| = i^ +• + ) qui paramètre les 

polynômes de k £ x ,x9,x-,n de degré ^ d : 

Ii I £ d -
X A I N R„ 

(ou x* = x_ x~ x 0 ] ~~ 1 2 3 tels que 1'hypersurface de 

(pj| - Projtk c x 1 , x 2 , x 3 , x 4 3 ) d1 équation ¿ 1 
Iii <£. d 

a i x ' V ^ x ? - 1 1 1 - 0 
1 2 3 4 

soit lisse, soit transverse à l'hyperplan d'équation X. « 0 et soit 
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transverse à la droite [\ - X4 » 0 } ' 

3 
Soit Z C (Pc 11hypersurface universelle d'équation 

\ il ̂  d 
A X ^ X ^ 1 ^ " " 1 - 1 - • 
l 1 2 3 A4 " U ' 

soit H l'hyperplan d'équation X^ = 0 , soit U l'ouvert 

Z - (Z Q H) de Z et soit & le E^-faisceau Mlffx^) sur U . 

Alors les hypothèses de 5.2.1 sont vérifiées et on peut appliquer 

5o3»l • En particulier, la fonction sur S : 

(oû (U .3* ) est la fibre en s G 5 de la famille) est localement s s 

constante, donc constante puisque S est connexe, 

On peut donc calculer ^(11^,^) en n'importe quel point de 

s . On le fera, au numéro suivant, au point s correspondant à la 

surface de Fermât d'équation affine + + + 1 = 0 » 

6.- Une majoration "à la Weil" de sommes triqonométriques 

6ol# Pour achever la preuve de la formule de Katz 4.3.1 , il nous 

reste à montrer la proposition suivante (cf. 4»4) : 

Proposition éolftlo- Soit d un entier positif divisant q - 1 , 

posons, pour n 6 ftf , 

x 1 , x 2 , x 3 € I F q n 
e x p ( l I L L T ] { F n / r ( X i ) , . 

+ Xo + *o + ̂  * 0 1 2 3 

2 
Il existe d (d-1 ) nombres algébriques ( o( , • • . , oL , x 2 ) dont 

1 d(d-l) 
tous les conjugués complexes sont de module q tels que 

249 



G. LAUMON 

d(d-l)2

 n 

pour tout n ̂ > 0 » 

6*2. Qn va suivre la méthode, qu'utilise Weilf pour prouver l'hypo­

thèse de Riereann pour une hypersurface diagonale [10] , C 5 3 o 

Pour tout entier n ^ 1 et tous ^ , y 6 IF n , on pose 

lMo< ) « #: { ( x l t X 2 J £ If q n X tf qn \ xj + X* = C< . } 

et 

• n(y) = # { x € lFqn | x
d , y ] 

On fixe» dans toute la suite de l'exposé, un caractère multiplicatif 

X t IF ^ t£ non trivial, d'ordre exactement d , on pose 

« #: {(xltX2J £ If qn o On désigne par £ t 0Fq > £ 

le caractère unité» On prolonge % (resp. £ ) à (Fq en posant 

» 0 (resp. £(0) » 1 K 

Comme on a supposé que d divise q - 1 , on a les formules 

suivantes [5] t 

(6o2ol) Mr(0) » 1 • d(q
D - a] 

et pour y 6 IF n t 

(6»2.2) 
Mr(0) » 1 • d(q

D -

Pour tout W n , on a immédiatement 
q 

"n<*> 
V*2Mr(0) » 1 • d(q

D -

donc, d'après 6„2<>2 , 

• -1 

J .J2-0 
yl"fy2"^Mr(0) » 1 • d(q

D -
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SI o{ €. [F n , on en déduit que 

(6»2»3) 
d-1 j. J- J*+Jo 

où 

J n ( X \ X 2) 

d-1 j. J- J*+Jo 

d-1 j. 

est une somme de Jacobi» 

Les sommes de Jacobi vérifient les formules suivantes £ 5 D $ 

d-1 j. 

j, j2 
si ^ et /C sont distincts de £ , 

J ( £,% » J ( £,% 2) - 0 

et, si % d.X 2 = £ » 

J ( £,%» J ( £,% 2) -

Introduisant alors 

J -{(J4.J2Ï - J € d-l} 2 | jd . j2 = |i| * d ] , 

on peut récrire 6.2.3 sous la forme 

d-1 j <r- j j. ä j.+j-, 
«„(*) - qn - Z2 %„<-*> + ^ J„(X \ % 2)%n1 2(oc) 

D'après 6.2.2 , on a 

4 « Л П 

d-1 j. 

J/t"0 

- % < - l ) = d 

donc Mn(o<) , pour o( £ |f n , se réécrit encore 

(6.2.4) «Мо< ) » q" + \ - d . г_ j„(%sx 2)X - <e<) 
j e j n 

2 51 



G LAUMON 

6.3. Utilisons 6.2.4 pour calculer 5^ » Qn désigne par 

Y * F p I e caractère Y (<* > = exp( 2 T^ i o* ) et par ~y"n le 

composé "\̂T° Tijp nfâ • ff* n * £ » On a 
q p q 

+ ç: (q" + i _ d)yn(\) 

donc, d'après 6.2.1 et 6.2.4 , 

S = ^r- (1 + d(q"-l))V ( O n d T n a 

l q 

+ ç : ( q" + i _ d)y n(\) 
x.*^L 

+ ç: (q" 

<„.*, 
+ ç: (q" + i _ d)yn(\) 

1 q 

Or Z _ y ("J = о et I j| 
7L~ (o) - o pour tout j ê J t donc 

on obtient finalement la formule 

(6»3ol) 5 п . <„.*, 4~ q " V n ( x a ) v j (X 1 , X 2)k(I j | ,n) 
j6J n 

x_€ [F n 1 q 
où l'on a posé 

K(a.n) = ¿ 1 v (x)Xa(-i-*d) 

q 

pour tout (a.n) £ IN* x W <> 

Lemme 6»3.2»- Il existe d nombres algébriques (y*m l*9'*9 *Ya 

dont tous les conjugués complexes sont de module V"q et tels que 
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K(.,n) = ~ è y a f l 

pour tout (a,n) G. x IN** , avec d ne divisant pas k 9 

Ce lemme est démontré dans [" 11 3 » On en donnera cependant une 

démonstration au numéro 6.4 » 

Admettons provisoirement 6.3»2 , il est facile d'en déduire 

6.1</î » En effet, si x. 6 IF n et = - 1 , x_ est déjà dans 9 1 q 1 ' 1 

IF ( d divise q - 1 ) , donc n 
K(.,n) = ~èyafl 

avec | qljTtx ) | s q . Donc le premier terme de , dans la 

formule 6*3.1 , peut s'exprimer à l'aide de (d-l)d nombres algé­

briques oC, de module q » D'autre part, si j ê J , 

jl j2 1 

X » A- £ £ , donc on a les deux résultats classiques suivants 

pour les sommes de Jacobi Cl3 » C53 : S * ' 2 ) ! -

et la relation de Davenport-Hasse 

K(.,n) = ~èyafl - x 2 ) ) n 

De sorte que, pour j 6 J » on a 

J„(X \ X 2>K(UI,nl 
qljTtx ) | s q 

avec 

I-V* d'X 2>r ,j,.il-< 

Le deuxième terme de , dans la formule 6.3.1 , peut s'exprimer 

à l'aide de d.( # J) nombres algébriques oĈ  de module q » On 

a gagné, puisque 

d(d-l) • d.(# J) . d(d-tj2 • 
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6.4« Il nous reste à prouver 6a3»2 . Pour cela, considérons le 

revêtement suivant s 

U» - S (t,u,x) x d * - l , t P - t = x , u""'1 = - 1 - x d ) 

t t 0 

xd*-l,tP-t 

Cfest un revêtement fini, étale, galoisien de groupe de Galois 

G » H x PC 

ou H =s (F et K = [F * J g = (h,k) agit par 

(t,u,x) f ^ (t+h,k»u,x) o 

•n ne traitera que le cas a = \ , ce qui est suffisant puis­

que l'on peut remplacer par X 8 • Alors y et X définis­

sent un caractère 

D s G > Œ* 

par p(h,k) ="\jT(n'X(k) » Ici encore on peut considérer que ce 

caractère est à valeurs dans une extension finie E ^ de , 

1 p .On dispose donc d'un E^ —faisceau lisse de rang \ , ^ q r 

sur U t est le facteur direct de (TT ) Erv sur lequel 
o oo o A. 

H x K opère par l'intermédiaire de p o La traduction cohomolo— 

gique de K0l,n) est la suivante [Il : 
2 

- ¿ (-D^rttF^ )rt,Hi(Utû)) 
i=Q ° ? 

Soient Z » ff£ , Y * { c o ] u { x£tfî|x d = -<i} et 

j t U « Z - Y c ^Z l'inclusion. Le lemme 6*3»2 résulte de 2»i#l , 

2»2.1 , 2<>2»2 et des deux résultats suivants r 

(6<>4»<L] la flèche naturelle 

xd*-l,tP-t 
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est un isomorphisme ; 

(6.4.2) X c M > - - d • 

Remarque : Avant de montrer ces deux derniers résultats, remarquons 

que l'on est dans une situation de dimension 1 , où l'hypothèse de 

Riemann se démontre par voie "élémentaire". 

Montrons 6.4.1 » Pour i ̂  2 , on a pour des raisons de dimen­

sion r15^Q/ = 0 • p a r dualité locale (5GA 5 I 5.18 ou SGA 4 1/2 , 

1 v 

[Dualité] 1.3) on ramène la nullité de R j^<^ è celle de (J^^) | y 

Enfin ^.fc^y ~ ^ ^ 9 P o u r tout y € Y , où est un 

point géométrique au-dessus du point générique du localisé de 

Z en y et où 1^ = GaX( ^ ° X y ^ 6 S ^ q r o u P e d'inertie local . 

Or e s ^ u n —espace vectoriel de dimension 1 et 1^ opère 

non trivialement sur cet espace car ^ et "̂|J sont supposés non 
v 

triviaux, donc (j Qs) = 0 .On procède de même pour CL . 

Montrons 6.4.2 . La formule de Grothendieck-Qgg-Safarevic 

(C 7 ] t lo2.1) donne l'égalité 

X c < u 4 } - Xc< u ) - £ y M ' 

Or 0^ est modérément ramifié aux points x £ Y tels que x = — 1 

et 7 C(
U) = 1 - d . Donc 

Xc<u4} - Xc<u) -£y M' 

donc 6.4.2 résulte de la formule 

(6.4.3) K*|F((y) 

Prouvons cette dernière formule. 

Soient K*|F((y)) et A K=fj[[y]] où y = l/x est un para­

mètre local sur Z à l'infini» Puisque (dtp) = 1 9 - 1 - y^ 

admet une racine d-ième dans , déterminée à une racine d-ième 
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de l'unité près» On notera (- 1 - y ^ ) ^ ^ une des racines d-ième» 

Alors 

y» = y / ( - 1 - y ) 

est encore une uniformisante de A^ o 

Ecrivons q - 1 = d»d' et soit or̂  une racine primitive 

d-ième de l'unité, alors 

q-1 . d q-1 _ 7 .d u M + 1 + x = u - i/y' 

donc 

u q _ 1 + 1 + x d . (ud'-l/y') (ud'-*|/yM ... (ud,-n^d-1/yi) 

Ceci montre que le normalisé Z 1 de Z dans U1 admet d points 

distincts (oo',o»0,oO\ .) au-dessus du point ©o G Z , et que 

#z»,*o| - Â  T t,u3 /(tq-t-l/y,ud'- ^ * / y 15 

Soit oo 1 = oO' , A, » ©'-,, , et L = Fract(A, ) » Alors o * L Z 1, oo ' L 

Â /Ajç est une extension d'anneaux de valuations discrète complets, 

galoisienne, de groupe de Galois le groupe d'inertie G Q C G du 

point oo ' de Z' , et cette extension est totalement ramifiée» Il 

est clair que 

G m H x [ k e K | k d' = \\ 

et que, si a,b £ IN" sont tels que 

aq-bd' « d , 

l'élément 

tt -a. b 
ïï a U t 

de L est une uniformisante de A^ » 

Si g * (h,k) ê G , on a 

g(TTJ - TT sx u~atb(k~a(l + t/h)b -1) 

donc 
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i(g) = vL(g(TT)-TT) = 

1 si k f 1 

1 + d1 si k = 1 et h f 0 

si k = 4 et h = Q 

Les groupes de ramification supérieurs de A. t K„ sont donc 

oû G » ... = S , » H x {l} oû G » ... = S , » H x {l} 

oû G » ... = S , » H x { l } .Or ( C 71 , 1.1.5) t 

-г [В :GЛ L о i J 

dim p 
( Е Х / Е Л 1 

donc 
Sw « M 

oo о 

d' - n l/d» = 1 

Ceci montre 6»4»3 et achève la preuve de 6.3.2 » 
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