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Séminaire E.I .S. (1978-1979) 

Exposé n° 7 

SPECIALISATION DES CLASSES DE CHERN 

par J .-L. VERDIER 

Tous les espaces, variétés , schémas de cet exposé sont séparés. 

1. Spécialisation des classes d'homologie. 

Soient D un disque ouvert de C , o é. D son centre, X »D un mor­

phisme analytique. On dit que IT est une flèche de spécialisation topolo­

gique s i , au-dessus de D - | o ^ , TT est une fibration topologique locale­

ment triviale. Soit ^ £ D - £oJ un point qu'on appellera le point géné­

r a l . Les groupes de cohomologie à support compact des fihres de ff sont les 

fibres d'un faisceau R^TÏ ̂ % d'image directe à support propre qui est l u i -

même le faisceau de cohomologie d'un complexe RTT F # . On a des morphismes 

de complexes : 

HT(D,Hir Z) > (RTT Z ) ~ 

(HTT,Z) O -

La flèche verticale est un isomorphisme car les faisceaux R1'!] sont loca­

lement constants sur D - ^ o^ . On en déduit un morphisme <T* par coramu-

tativité du diagramme. Ce morphisme O" induit en passant à la cohomologie 

des morphismes 

HT(D,Hir Z) > (RTT Z)~ 

et en dualisant et en passant à la cohomologie 

tr*. H.(X^) » H.(XQ) , 

(homologie localement f in ie ) . 

Ces morphismes sont appelés les morphismes de spécialisation. Le morphisme 
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J.-L. VERDIER 

CT est un homomorphisme d1 algèbres. On a une formule de projection 

<3V (Ce* o a) = C\ CTL(a) 
7N" A 

Lorsque TT est p la t , on a CT. (fX«]) « [X ] où [X ~J et [X ] dési-
O L O 

gnent les classes fondamentales |_1J 

" i 
Soient X̂  , i = 1,2 , deux morphismes de spécialisation topo­

logique, p : X1 ?X un morphisme propre, p : X1 >X et 

p : X1 }• X les morphismes induits par p sur les fibres en G et 

on respectivement. I l résulte immédiatement des définitions qu'on a 

0~ Prh = P O-

0~ Prh = P O-

Nous dirons qu'un morphisme JT : X > D est compactifiable s ' i l existe 

un morphisme propre TT : X }D et une immersion ouverte i : Xe 1 >X 

tels que Tf o i = 'Tf et que X - i(X) soit un fermé analytique de X . Soit 

TI : X >D un morphisme compactifiable. I l résulte du théorème d'isotopie 

[2] que, en se restreignant à un disque ouvert non vide convenable D' c D 

de centre 0 , Tf devient un morphisme de spécialisation topologique. 

On appellera alors point général de D relativement à Tf , un point 

quelconque de D' - •[ 0 j 

Fous dirons qu'un morphisme 'il : X >D est de nat u re al br i qu e s ' i l 

existe une variété algébrique X' , une fonction algébrique Ti ' : X' ^ <D , 

un plongement analytique i : D c—>C te l l e s que Tf soit la res t r ic t ion 

de 'TT 1 à D . 1 1 résulte d'un théorème de Magata qu'un morphisme de nature 

algébrique est compactifiable. 

2» Les faisceaux de monodromie locale. 

Soient X un espace topologique, TT : X >D une application continue. 

On a Tf j (D 0 j ) 1 . Notons 2 <0 > le faisceau associé à la repré­

sentation régulière de TÎ̂ (D - {°}) e"t prolongé par 0 sur D • Posons 
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SPÉCIALISATION DES CLASSES DE CHERN 

alors Z < ï Y > = ÎT 21 < 0 > . Pour tout faisceau de groupes comnutatifs 

P sur X , on pose 

y (F) = ^om^(l< ÎT > ,F)/XQ 

Soit y 6 Hj(D - ( OJ ) le générateur canonique. Corame TTj(D - { 0j) opère 

sur % C Tï > , induit un auto morphisme encore noté -y , de y (F) . 

Le faisceau lj/(F) sur l a fibre XQ est appelé le faisceau de monodromie 

locale de F et -jA : Vj/(F) ? (F) est appelé 11 automorphisme de mono­

dromie, de sorte que V"(F) est un %L Y> faisceau sur XQ . 

En passant aux catégories dérivées, on obtient un foncteur R \jf qui 

associe à tout complexe borné inférieurement, de faisceaux F* sur X , 

un complexe Rlj/(F#) de %[y 9y ^]-faisceaux sur X̂  . On pose alors 

y (F) = ^om^(l< ÎT > ,F)/XQ 

Lorsqu'il convient de préciser, on pose (F) = y (F) • 

Soient Tï\ : X_̂  > D , i = 1,2 , deux applications continues, 

p : Xj fX^ une application propre t e l l e que TT ̂  = Tî ̂  CP ? 

p : X1 ?X n l 'applicat ion induite par p sur les fibres en 0 , 1 1 

résulte immédiatement des définitions que, pour tout faisceau F sur X , 

on a un isomorphisme canonique 

y (F) = ^om^(l< ÎT > ,F)/XQ 

et que, pour tout complexe F* , on a un isomorphisme canonique 

(2.1) R c R y (F') 
P0,* H 1 

= RVTT O R (F") 

PROPOSITION 2,2,- Soient TT : X » D un morphisme analytique, F* un com­

plexe borné de faisceaux à cohomologie analytiquement constructible [3] et 

de type fini sur J . Alors pour tout i , R1yr(F*) est un faisceau analy­

tiquement constructible de type f ini sur 1 • Si, de plus, "TT ôAlL_cI® 

nature algébrique et si F* est la restrietion d'un co.mplexe^algébriquement 

constructible floc. c i t . ] , alors les R1y(F* ) sont des faisceaux algébri­

quement constructibles. 
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J.-L. VERDIER 

Par un dévissage standard floc. cit .J , on se ramène grâce à 2.1 , au 

cas où 

1) X est l i s se , 

2) F* est un faisceau localement constant sur X - Y , où Y est un 

diviseur à croisements normaux, 

3) on a F* = R. *F où j : X - Y - >X est l ' inclusion canonique, 

4) la fibre X_ est un diviseur à croi sérient s normaux et (~Ar ) r„ Y , 
0 'O recL 

Rappelons de plus que la propriété d 'être analytiquement ^resp. algébrique­

ment) constructible est locale (resp. Zariski-locale). 

On peut donc supposer de plus qu ' i l existe sur X des fonctions 

Z Z , dont les dif férent ie l les sont indépendantes en tout point de 1 7 7 p 7 

X , telles que 

5) Y soit défini par l 'équation Z j , . . . ,Z = 0 , 

6) i l existe des entiers JTK ^ 0 t e l s que XQ soit définie par l 'équa­

tion TT Z . 1 = 0 . 
1 1 

Soit If = \ x b X | Z^(x) = 0 , K i ; p j . I l suffit de montrer que 

R11|J(F)/W est localement constant de type fini sur Z . Soit x q 6: W . I l 

existe un voisinage ouvert V de x q dans X te l que TT (̂V-VOY) soit 

un groupe commutât if l ibre engendré par p générateurs y^,. . . , ,y ^ . Sur 

V - Y H Y , le faisceau F* est associé à une représentation de 

TT (V-VQY) dans un ^-module de type fini II 

Soit TT^ : TTj(V-VnY) f Z l'homomorphisme qui envoit sur ÏÏK , 

R la représentation de TT^(V-VnY) déduite de la représentation régulière 

de % par TT . Le faisceau % < TT > res t re int à V - V f| Y est asso-

cié à R • On a 

R$£om(J<N> ,F*)-1 R. R$om(Z<Tf> /V-VOY,F*) e t , par sui te , 
.1 •* 

R1'y(F*)/W D V est le faisceau constant de fibre 

2.3 E x t T l ^V-VOY) ( R ' M ) * 
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SPÉCIALISATION DES CLASSES DE CHERN 

Comme R est un Z(Tîj V-VH Y) )-module de type fini et H un Z-module de 

type f in i , les groupes Ex t^ (v-VD Y) (R'M) sont de type f:Lni sur Z ' 

d'où l a proposition. 

Remarque 2.4o- I l résulte de la formule 2.3» qu'on a, en tout point 

x e W O V 

Z K - O 1 rgC^yCF-)^) = k rg M 

où k est un nombre entier indépendant de 11 

3» Spécialisation des fonctions. 

Soit X un espace analytique (resp. algébrique). Notons K(X) le groupe de 

Grothendieck des faisceaux analytiquement (resp. algébriquement) construc­

t ib les de type fini sur 1 , C(X) le groupe des fonctions analytiquement 

(resp. algébriquement) constructibles sur X , ) ( , , : K(X) ——>C(X) l'unique 
A 

honomorphisme de groupes qui associe à toute classe [f] de faisceau cons­

t ruct ible la fonction i | 7,rg(F_x) . Soit p : X *Y un morphisme 

propre d'espaces analytiques. Alors le diagramme suivant est commutatif 
'*x 

K(X) ± » c(x) 
(3.1) 

M 
K(Y) 

1 > * 
> C(T) 

où p : K(X) >K(Y) est induit par le foncteur II et où 

p sC(X) >C(Y) a été défini dans l'exposé 1 . En effet cette assertion 

équivaut à montrer que, pour tout X , l i s s e , compactifiable, tout faisceau 

localement constant F sur X de rang n , on a 

(3.2: E rg H*(X,F) = n £ rg Hj(X,Z) . 

et cette dernière égalité résulte du fai t qu ' i l existe une triangulation 

finie de X qui trivialise F . 

Soit TT : X un morphisme. ITotons 
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J.-L. VERDIER 

(3.3) Y : K(X) »K(XQ) 

1 1 homomorphisme induit par le foncteur R VjT" suivi de l 'oubl i de l'automor-

phisme de monodromie 

PROPOSITION" 3*4«- I l existe un homomorphisme 

C£ : K(X) >C(X0) 

et un seul t e l que le diagramme 

K(X) ?K(X n) 

-Y 

C(X) 1 ? c ( x ) 

soit commutatif. 

L'homomorphisme : C(X) ^C(Xg) est appelé 1 1 ho mo mo rphi sme de 

spécial isat ion. 

Pour démontrer l ' a sse r t ion , on se ramène par un dévissage standard et 

une récurrence sur la dimension de X , à démontrer le fai t suivant : 

soient X l i s s e , TT : X >D un morphisme te l que XQ soit un diviseur 

à croisements normaux, Y C-X un diviseur à croisements normaux t e l que 

^O^red ^" ^ > Ô s x - Y c—*X l ' in jec t ion canonique, , deux f a i s ­

ceaux localement constants de même rang sur X - Y , F* = R. M. • Alors 
& 9 i J-* i 

^ „ (RV(F!)) = X v ( R ^ ( F Ô ) ) • Cette dernière égalité résulte de l a remar-
x o 1 x o r 2 

que 2.4 • 
COROLLAIRE 3.5»- Soient TT : X »D un morphisme de nature algébrique et 

f : X * Z l a res t r ic t ion d'une fonction algébriquement constructible* 

Alors CT̂ . (f ) : Xq * Z est algébriquement constructible» 

Résulte de 3.4 et 2.2 • 

COROLLAIRE 3.6,- Soient TT i s X i deux morphisme s, p : X̂  ^ X9 

un morphisme propre t e l que ÏÏ^p = Tt ̂  , f : X ̂  > % une fonction 

analytiquement constructible. Alors on a 
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P • O" V¿ f = 0" . p f 

Résulte de 3.4 etdU2. 1 . 

4» Calcul de la fonction spécialisée. 

Soient TT : X un morphisme analytique et f : X •> Z une fonction 

analytiquement constructible. I l existe une famille localement finie de sous-

espaces fermés Y. C X t e l l e que 

i i 
Par addi t ivi té , i l suffit donc, pour calculer CTT̂ (f) } de savoir calculer 

CT̂ ( 1y ) • Par commutation de la spécialisation aux images directes (3.6), 
i 

i l suffit donc de savoir calculer cT ( 1Y) • Soit x (r X . Choisissons un 

plongement local de X au point x dans un espace vectoriel et pour tout 

s > 0 , notons B(x,e) la trace sur X d'une houle de rayon e centrée 

en x . Soit ^ £ D , T| £ 0 . Pour tout t é ]o , i] , t ^ £ D - | o ] 

Notons X la fibre de X au-dessus de 1 7 ) 

PROPOSITION 4. 1,- I l existe un SQ , 0 < GQ <C 1 , un entier m te l que 

pour tout ( t , e ) , 0 < e <~ e , 0 <c t < e m , on a i t 

y (F) = ^om^(l< ÎT > ,F)/XQ 

où ^ désigne la caractéristique d !Buler-Poincaré. 

Soit Q = £ ( t , e ) 6 ( R ^ , 0 <Ct ^ 1 , 0 < e j et soit q : Z > q 

l 'espace naturel dont la fibre en ( t , e ) est X 0 B(x,e) • I l résulte 

du théorème d'isotopie pour les morphismes analytiques réels entre par t ies 

sous-analytiques que, quitte à se restreindre à des s pe t i t s , i l existe 

une triangulation sous-analytique de Q qui t r i v i a l i s e q [2] • I l existe 

donc un 6^ , 0 < e 1 , et un entier m te l que, au-dessus de l'ouveit 

I ( t ,e) |0 < e < e Q , 0 < t < e m J q soit une fi"bration topologique triviale 

dont la fibre en chaque point est une part ie sous-analytique. En par t icul ier 

sur cet ouvert, la fonction ( t ,e) i < e < eQ , 0 < t < em 

est définie et cons-
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t ant e• 

Par définition de ( 1̂ ) , on a 

CT^(1 x)(x) = 5L rg lim Ext1(V-.VOX ,Z<tt^ ,Z) 
i xiv 

où V" parcourt un système fondamental de voisinages de x • Pour tout e , 

0 < e < e Q et tout p , 0 < p < em/2 , posons 

V(p ,e ) = B(x,e) fi ïT~*(pD) . Pour tout e , i l existe un p (e) te l que 

V( p ,e) - V(p ,e) O XQ ^ p D - { oj soit une fibration topologique loca­

lement triviale. On constate alors que les Y( p , e) , 0 < e , 

0 < p <̂  p (e) forment un système fondamental de voisinage de x et que 

les systèmes inductifs 

Y(p ,e) i > îiîxt1(V( p ,e) - V( p ,e) O XQ,Z < m > ,Z) 

sont constants de valeurs H 1(B(x,e) O X n ) , d'où la -proposition» 
f no 

5« Spécialisation de classes de Chern. 

Soient T\ : X >D un morphisme, f : X *Z une fonction analytiquement 

constructible. Nous dirons que (f, FF ) est compactif iable s ' i l existe une 

compactification FT : X ^ D de t e l l e que la fonction f obtenue 

en prolongeant f par zéro sur X - X soit analytiquement constructible. 

Lorsque Tf est de nature algébrique et lorsque f est la res t r ic t ion 

d'une fonction algébriquement constructible, (f, TT) est compact if iable . 

Soit (f, TT) un couple compactifiable. Quitte à se restreindre à un 

disque ouvert non vide D' de centre 0 , suffisamment p e t i t , on peut 

supposer qu ' i l existe un nombre fini de sous-espaces analytiques fermés Y_̂  

compactifiables, t e l s que 

f „ Ç n. 1 . 
i i 

Grâce au théorème d' isotopie, on peut supposer, quitte à se restreindre en­

core à un disque plus pe t i t DM , que les res t r ic t ions de TT à X - X̂  , 

Y_̂  - Y_̂  q sont des fibrations topologiques localement triviales sur 

156 



SPÉCIALISATION DES CLASSES DE CHERN 

DM - j 0̂  . Un point nr̂  de D" - 0 J sera appelé un point général re la­

tivement à (f,TÎ ) 

THÉORÈME 5» 1.- Soient TT : X ^ D un morphisme analytique, f : X > 1 

une fonction analytiquement constructible. On suppose que (f,TT) est com- 

pact if iable. Soit n | £ D - { 0 } un point général relativement à (f, TT). X^ 

J.a fibre de X au-dessus de ^ , f l a res t r ic t ion de f à X . On a alors 

O^C .Cf^) = c . ( c r ^ f ) 

En d'autres termes, on peut donc dire que sous les hypothèses du théorème, 

la formation des classes d'homologie de Ghern commute aux spécialisations. 

Démontrons le théorème. Par additivité sur f , on peut supposer que 

f a 1y . E n u t i l i s an t les propriétés de commutation des spécialisations aux 

images directes pour les classes d'homologies (n° 1) et les fonctions (3.6) , 

on se ramène au cas f = 1 . 1 1 existe alors, quitte à se restreindre à un 

disque plus pe t i t , des espaces analytiques l i s ses Z^ et des morphismes 

propres en nombre fini p^ : Z^ ^X t e l s que 1̂ . = mapoĉ Z (exP" 0* 
A * A 

et que >D soit compactifiable. Quitte à se restreindre à un disque 

encore plus pe t i t convenable, on peut supposer que les Ttc Pa sont des 

morphismes de spécialisation topologique. 

En appliquant à nouveau 1 'addit ivi té et la commutation de la spécialisa­

tion aux images directes, on se ramène au cas où X est l i s s e . On peut alors 

construire une modification X'_E—^X de X qui est un isomorphisme en 

dehors de X^ et t e l l e que la fibre X^ soit un diviseur à croisements nor­

maux et à composantes irréductibles l i s s e s . La fonction p 1v , vaut 1 sur 

X - Xq et par suite ^ . (p 'x1^ = ^X^ * ^n peu^ ^onc supposer X l i sse 
m j m 

et Xq diviseur à croisements normaux. Soit Zj , . . . ,Z^P une équation locale 

de Xq où Zj9.«.9Z font part ie d'un système de coordonnées. Posons 

D^=^Z^ = 0 , Z ^ ^ 0 , k ^ i J • Alors on vérif ie facilement que 
( *v) = X* m. 1-, , et par suite que ÇT ( 1 ) est la fonction construo-•7* A ^ 1 JJ * _̂  A 
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t ib le suivante : 

Soient (D.)- . , les composantes irréductibles de • Soient m. 

les mult ipl ic i tés des D. • Alors 

° W = S m i V " £ > i + m j ) V o D . + ( W m k ) VfiD/iD, + ••• * i i 0 i j 1,0,k 0 1 3 k 

Par a i l leurs X^ est l i sse et le fibre normal à X ^ est t r i v i a l . Donc 

C.(X0, ) = C*(Tv)n p U ] £ H (Xni ) où Tv est le fibre tangent à X . 

Comme le diagramme 
H*(X) 

X0 . 

h*(xq) —2 > h (x.^) 

est commutatif, i l résulte de la formule de projection que 

^ ( c - ( T ) n ( x ] ) = c-( t ) r \ o - [ x n ] 

et comme TT : X >D est plat, on a 0~~ l~X 3̂ = fxn] • Donc 

cr^(c . (x„)) = c-( t ) n [xo] . 

Le théorème résulte donc du lemme suivant : 

Lemme 5«2.- On a 

C*(T) n [X0] = C.( 21 m 1 - £ (m +m ) 1 qD + . . . ) . 
1 i i<J J i j 

C'est un calcul qui u t i l i s e les ingrédients suivants. 

Soit, pour tout i , N le fibre de rang Î sur X dont le faisceau 

des sections est 0(D. ) . Le fibre N. induit sur D. le fibre normal. Le , v 1 1 1 k m. 
fibre ® N-1 est t r i v i a l . Soit T. . l e fibre tangent à 

i=1 1 l j , . . . , ! ^ 
D. O ••• H D. • On a une suite exacte 

X1 V 
О > T . . *>Т i - > N Ф . . . Ф N i > 0 . 

4 V ' V . ' - V 
Notons |D. £ H (X^j la classe fondamentale de D. dans X_ . De ce qui L iJ O' 1 O 

Brécède résulte alors 

(5.3) C,^ID.0D. . . .0D. ^ 
1 I2 ie 

C ' ( T J U c V i c V i ) 

C'(N. )U . . .UC ' (N . ) 

C,^ID.0D. 
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(5.4) 72 m. C (N.) - 0 . 
~T 1 1 

Rappelons qu'on a évidemment 

(5.5) C'(lî.) = 1 + c > ) 

(5.6) fXQ] - I M.[D.] . 

Pour tout C posons 

s(ê) 
1 î i . a „ (MI / V ^ D . OD. 1 2 i , i2 

• - - ( - i f (m. +...+m. ) 
x i y 

D. (V.D. 

Démontrons par récurrence sur ^ la relat ion He) 

c'(Tx)rt[x0]-s(£) - ( - i / _ (M. C 1 ( 1\T. )+...+M. 
11 11 xe 

(M +...+m )1 ) 
1 ¿ x1 V 

D'après (5.6) on a 

C-(T ) n [ x J II 
i 

C-(TX) 
m. 

1 C ' (H ) 
r ( H . ) n [ D . ] . 

Donc, d'après (5»3) , on a 

C*(TT) n [x J . £ M C* (H )F» C(1 ) , 
1 I 

ce oui. car (5.5") . entraîne RM") . D'anrès (5.4") . on a 

(MI /V^D. OD. m. c ' (N.) - C 
(MI /V^D. OD. 

Donc R(£) entraîne 

c-(Tx)nfx0]-s(O - <-0< 
¿+1 
212 m. « 
P= * XP 

¿ +1 
212 m. « 
P= * X P 

4 > ' C ' ( V o . ( U . - V OD. > ' 
p x i x p V i 

D'après C^^) « on a donc 

c-(Tx)n(x0] - s(£) - (-i)fc z z £ M. C'(IT. )0C.(1D n ) , 
P-1 P P i,' V + | 

ce qui, d'après (5*5) > entraîne R(f+ 1) ; ce qu ' i l f a l l a i t démontrer. Pour 

& assez grand, le deuxième membre de R(cO est nul 5 d'où le lemme. 

[l] Séminaire de Géométrie analytique, Astérisque 36-37, exp. VI, p. 47. 

[2] J .-L. VERDIER, Strat if icat ions de Whitney et théorème de Bertini-Sard, 
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[3] Séminaire de Géométrie analytique, Astérisque 36-37, exp. VI, p. 6 . 
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