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Séminaire #.N.S. (1978-1979)

Exposé n® 7

SPUCIALISATION DES CLASSES DE CHERN

par J.-L. VERDIER

Tous les espaces, variétés, schémas de cet exposé sont séparés.

1. Spécialisation des classes d'homologie.

Soient D un disque ouvert de € , o € D son centre, X il—,D un mor-

phisme analytique. On dit que TT est une fléche de spécialisation topolo-~

gique si, au-dessus de D - {o } s TT est une fibration topologique locale-
ment triviale. Soit nl €D —{ 03 un point qu'on appellera le point géné-
ral. Les groupes de cohomologie & support compact des fibres de TT sont les
fibres d'un faisceau RiTT!Z d'image directe & support propre qui est lui-
méme le faisceau de cohomologie d'un complexe RTT!Z « On a des morphismes
de complexes @

RF‘(D,R‘IT!Z) R — (Rrr'z)“1
7

-

~
¥

‘ _ 7 o
(RTT,2)_

La fléche verticale est un isomorphisme car les faisceaux RlTi,Z sont loca-
lement constants sur D - io} « On en déduit un morphisme a* par commu-—
tativité du diagramme. Ce morphisme CT* induit en passant & la cohomologie

des morphismes
¥ i i
o E(X) — Eixq)
et en dualisant et en passant & la cohomologie

o*, H(Xq) — H(X) ,

(homologie localement finie).

Ces morphismes sont appelés les morphismes de spécialisation. Le morphisme
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J.-L. VERDIER

o* est un homomorphisme d'algébres. On a une formule de projection
*
0'*(0‘9( Na) = & ('\O'*(a) .
Lorsque T7 est plat, on a o"*([X,,lJ) = [XO] ol [qu] et [XO] dési-
gnent les classes fondamentales [1] .

T
Soient Xi—l—>D y, 1 = 1,2 , deux morphismes de spécialisation topo-

+

logiquey, 1p @ X1—ﬁ’X un morphisme propre, 1 X et

X
2 1,-"L 2,m

p, ¢ X1 O——7X2 a les morphismes induits par p sur les fibres en C et
’ sV
fYL respectivement. Il résulte immédiatement des définitions qu'on a

* * *
T =0 0

"
G*p"l-* TP Tx

Nous dirons qu'un morphisme 77 : X ——=>D est compactifiable s'il existe
un morphisme propre T ¢+ X —5D et une immersion ouverte i : X&—>X
tels que TToi=T et que X - i(X) soit un fermé analytique de X . Soit
T ¢+ X ——>D un morphisme compactifiable. Il résulte du théoréme d'isotopie
[2] que, en se restreignant & un disque ouvert non vide sonvenable D'c D
de centre O , T devient un morphisme de spécialisation topologique.

On appellera alors point géndral de D relativement & T7 , un point

quelconque de D' —{0} .

Nous dirons qu'un morphisme T : X —>D est de nature alzdbrique s'il
existe une variété algébrique X' , une fonction algébrique T ' : X'——F€ ,
un plongement analytique i ¢+ D “—>€ telles que T soit la restriction

de TM'a D . Il résulte d'un théoréme de Magata qu'un morphisme de nature

algébrique est compactifiable.

2. Les faisceaux de monodromie locale.

Soient X un espace topologique, T1 : X ——D une application continue.
On a TI 1(1) —-{O}) 2 Z . Notons Z <0 > 1le faisceau associé & la repré-

sentation réelidre de 'ﬁ,(D - {O}) et prolongé par O sur D . Posons
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alors 2 <ir> = W*Z <0 > . Pour tout faisceau de groupes commutatifs
F sur X , on pose
y (F) = ?{omz(z< > ,F)/X, .
Soit Y € ﬁI(D - {O}) le générateur canonique. Conme TTI(D - {O}) opére
sur Z < 11> » induit un automorphisme encore noté Voo de 4 (F) .

Le faisceau lf’(F) sur la fibre X est appelé ls faisceau de monodromie

0

locale de F et ?N : Y (F) ———9V}(F) est appelé 1'automorphisme de mono-
dromie, de sorte que Y (F) est un Zl)/,yﬁ—1] faisceau sur X, .

Bn passant aux catégories dérivées, on obtient un foncteur Rly' qui
associe & tout complexe borné inférieurement, de faisceaux I° sur X ,
un complexe Rl{(F') de Z[jf,y‘—1j-faisceaux sur XO .« On pose alors

RN (F) = ENRY(FT)) .
Lorsqu'il convient de préciser, on pose QI(F) = an (F) .

Soient VTTi H Xi —>D , i= 1,2 , deux applications continues,

p ¢ X, —»X_ une application propre tslle que 711 = szé D

1 2

P, ¢ Xi’o——)x2’o

résulte immédiatement des définitions que, pour tout faisceau F sur X ,

l'application induite par p sur les fibresen 0 . Il

on a un isomorphisme canonique

Po, % \;)n1(F) = \;an(p*(F))

et que, pour tout complexe F' , on a un isomorphisme canonigue

(2.1) R cRy_ (F') = Ry o R (7))
Po, % A 7, Py

PROPOSITION 2.2.- Soient 77 ¢ X —> D un morphisme analytique, F° un com—

plexe borné de faisceaux & cohomologie analytiquement constructible [3] et

- . i .
de type fini sur Z . Alors pour tout i , RTY(F") est un faisceau analy

tiguement constructible de type fini sur Z . Si, de plus, 77 est de

nature algébrigque et si F' est la restriction d'in complexe algsibriguement

constructible [loc. cit.], alors les RIH}(F') sont des faisceaux algébri-

quement constructibles.
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Par un dévissage standard [100. cit.J , on sc raméne grice a4 2.1 , au
cas ou

1) X est lisse ,

2) F' est un faisceau localement constant sur X - Y , oh Y est un
diviseur a croisements normaux
2
3) ona F' =R, % oh j:X-Y - »X est l'inclision cannnique,
JxJ
4) la fibre X, est un diviseur 4 croissments normaux =% (X, )rpd Y.
) “J e

Rappelons de plus que la propridté d'8tre analytiquement (resp. algébrique—
ment) constractible est locale (resp. Zarislki-locale).

On peut donc supposer de plus qu'il existe sur X des fonctions
Z1""’Zp , dont les différentielles sont indépendantes en tout point de
X , telles que

5) Y soit défini par 1l'équation z1,...,zp =0 ,

6) il existe des entiers my > 0 tels que XO soit définie par 1'équa-—

: L
tion T;[.Zi =0 .

Soit W = % xe X | Zi(x) =0, 1<i<p } . I1 suffit de montrer que
Riq](F)/W est localement constant de type fini sur 2Z . Soit x ~ W . I1
existe un voisinage ouvert V de x_ = dans X tel que T’;z(V—\ 1Y) soit
un groupe commutatif libre engendré par p générateurs '}‘*1,...,,),» o Sur
V-V NY , le faisceau F° est associéd & une représentation de
Trl(V-VﬂY) dans un Z-module de type fini II

Soit TTk: TT,(V—VGY) ——> 7 1'homomorphisme qui envoit /Yi sur m; ,
R la représentation de Tfl(V—Vf\ Y) déduite de la représentation régulidre
de 2 par TT* . Le faisceau Z <TT > restreint &4 V - VAN Y est asso-
cié & R .+ On a

R¥fbom(Z <> ,F* ) R,j* RN om(Z<T > /V-VYn Y,F*) et, par suite,

Rlv(F' )/W NV est le faisceau constant de fibre

i T
2.3 Extﬂ1(v_vﬂ¥) (R,M)
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Comme R est un Z(ﬂ1 V-VNY))-module de type fini et I un 4Z-module de
type fini, les groupes EXt#T1(V—VF)Y) (R,4) sont de type fini sur Z ,

d'ou la proposition.

Remarque 2.4.— Il résulte de la formule 2.3. qu'on a, en tout point
xeEWnv
g i i .
2. (=17 rg(r Y(F )X) =k rg M

ol k est un nombre entier indépendant de i .

3. Spécialisation des fonctions.

Soit X un espace analytique (resp. algébrique). Notons K(X) le groupe de
Grothendieck des faisceaux analytiquement (resp. algébriquement) construc-
tibles de type fini sur Z , C(X) le groupe des fonctions analytiquement

>C(X) 1'unique

(resp. algébriquement) constructibles sur %X ><X : K(X)
homomorphisme de groupes gui associz a touite clasne [Fﬂ de faisceau cons-—
tructible la fonction x k——+rg(FX) . Soit p + X——=>Y un morphisne

propre d'espaces analytiques. Alors ls diagramme suivant est commutatif

A
K(X) —2 5 o(x)

(3.1) 1, l lp*

K(Y) ~_&3__, (189)

ou P ¢ K(X)——>K(Y) est induit par le foncteur Rp et ol

*
P, 1C(X)——>C(Y) a été d4fini dans 1l'exposé 1 . En effet cette assertion
équivaut & montrer que, pour tout X , lisse, compactifiable, tout faisceau

localement constant F sur X de rang n , on a

(3.2) Z (-1 rg Hi(X,F) =0y (1) rg Hi(X,Z) .

1

et cette derniére égalité résulte du fait qu'il existe une triangulation
finie de X qui trivialise F .

Soit TT ¢ X ——>D un morphisme. Notons
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(3.3) s K(X) —> k(X))
1'homomorphisme induit par le foncteur R V suivi de l'oubli de 1l'automor-
phisme de monodromie
PROPOSITION 3.4.- Il existe un homomorphisme
O;: K(X)-.eC(XO)

et un seul tel que le diagramme

K(0) ——K(x,)
x .
S

o(x) — =5 0(x,)

soit commutatif.

L'homomorphisme O, @ C(X)-—-—)C(XO) est appelé 1'homomorphisme de

spécialisation.

Pour démontrer l'assertion, on se raméne par un dévissage standard et
une récurrence sur la dimension de X , a démontrer le fait suivant :
soient X lisse, 7T ¢+ X—>D un morphisme tel que XO soit un diviseur
4 croisements normaux, Y < X un diviseur & croisements normaux tel que
(Xo)redCY y § + X = Y<—X 1l'injection canonique, M, , M, deux fais—

ceaux localement constants de m8me rang sur X - Y , F; = ij-mi .« Alors
. — / K . LR - . » I3 —
B(XO(R\’J(Fi)) =¥ XO(RV(Fz)) . Cette derniére égalité résulte de la remar

que 2.4 .

COROLLAIRE 3.5.- Soient M: X —>D un morphisme de nature algébrique et

f + X—>32Z la restriction d'une fonction algébriquement constructible.

Alors 0—* (f) : XO—-—72 est algébriquement constructible.

Résulte de 3.4 et 2.2 .

~

COROLLAIRE 3.6.- Soient ]Ti : Xi——)D deux morphismes, P : X, —X%,

un morphisme propre tel que TTzop = TT, , T X1 ——> Z une fonction

analytiquement constructible. Alors on a
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po~¥‘y% - 9% p*:f :

Résulte de 3.4 etd:2.1 o

4. Calcul de la fonction spécialisée.

Soient TT : X ——>D un morphisme analytique et f : X —5 Z une fonction
analytiquement constructible. Il existe une famille localement finie de sous-
espaces fermés YiCL X telle que

f = E; ng 1Yi .
Par additivité, il suffit donc, pour calculer O:k(f) ,de savoir calculer
o;k(iY.> . Par commutation de la spécialisation aux images directes (3.6),
il suf;it donc de savoir calculer U;(1X) . Soit x € XO + Choisissons un
plongement local de X au point x dans un espace vectoriel et pour tout
e >0 , notons 3B(x,e) 1la trace sur X d'une boule de rayon €& centrée
en x . Soit Ul é€Dd , ul L 0 . Pour tout +t € ]0,1] , th €D - {O} .
Notons thL la fibre de X au-dessus de th .

PROPOSITION 4.1.- Il existe un eo , 0« eo < 1 , un entier m tel que

=

pour tout (t,e) , O< e SER 0<t<e™ , onait
o) x) = X (Bxn %, )

ou 5( désigne la caractéristique d'Buler-Poincaré.

Soit Q={(t,e)€lRZ , Ot gt o<e} et s0it q : 2 —>q
l'espace naturel dont la fibre en (t,e) est X, N B(x,e) .« I1 résulte
du théoréme d'isotopie pour les morphismes analytggﬁes réels entre parties
sous-analytiques que, quitte & se restreindre & des € petits, il existe
une triangulation sous—analytique de Q qui trivialise q [2] . I1 existe
donc un e 0 <‘8o <1 , et un entier m tel que, au-dessus de 1'ouvert
{(t,e)]o <€ <‘eo y 0 €t < em } q soit une fibration topologique triviale

dont la fibre en chaque point est une partie sous—analytique. En particulier

sur cet ouvert, la fonction (t,€)r—> yL(B(x,e)n X, ) est définie et cons-
n
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tante.

Par définition de 77, (1X) , on a

U’*(lx)(x) = Z (-1 rg 1_1_3 Gxtt (V=v ~ £ 527> yZ)
i xXe

ou V parcourt un systéme fondamental de voisinages de x . Pour tout e ,

. . m
O<e<e ettout p , 0<pa & /2, posons

V(F;’e) = B(x,e) n ?’~I(F7D) . Pour tout e , il existve un p (e) tel que
V(P yE) — V(F y€) N KO———9 P D —{‘03 soit une fibration topologique loca-

lement triviale. On constate alors que les V(p,e) , 0 < ¢ Bl

‘
0 <« P <~(3(6> forment un systéme fondamental de voisinage de x et que
les systémes inductifs

V(p,e) —> Extl(V((),s) - V({),e) N X7 < M > ,Z)

sont constants de valeurs HI(B(x,a) N X ) ) , d'ol la proposition.

5. Spécialisation de classes de Chern.

Soient Tf ¢ X ——>D un morphisme, f : X——>7 une fonction analytiquemen?
constructible. Nous dirons que (f,I7T) est compactifiable s'il existe une
compactification MT:X—>sD de TT telle que la fonction F obtenue
en prolongeant f par zéro sur X - X soit analytiquement constructible.
Lorsque T west de nature algébrique et lorsque f est la restriction
d'une fonction algébriquement constructible, (f,77) est compactifiable.
Soit (£,77) un couple compactifiable. Quitte & se restreindre & un
disque ouvert non vide D' de centre O , suffisamment petit, on peut
supposer qu'il existe un nombre fini de sous—espaces analytiques fermés Yi

compactifiables, tels que

Grfce au théordme d'isotopie, on peut supposer, quitte & se restreindre en—
core & un disque plus petit D" , que les restrictions de T & X - XO ,
Y. - Y sont des fibrations topologiques localement triviales sur

i~ 1,0
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—{ OE . Un point 'YL de D" —{()} sera appelé un point général rela—

tivement & (£f,T) .

THEOREME 5.1.— Soient TT : X — D un morphisme analytique, f : X —>7

une fonction analytiquement constructible. On suppose que (f,77) est com-

pactifiable. Soit n € D - {O} un point général relativement & (f,TT),Xq

la fibre de X au-dessus de 7 , f, la restriction de f @ X . On a alors

o’*c.(f,rt) = c.(o;(_ )
En d'autres termes, on peut donc dire que sous les hypothéses du théoréme,
la formation des classes d'homologie de Chern commute aux spécialisations.
Démontrons le théoréme. Par additivité sur f , on peut supposer que
f=1 « En utilisant les propriétés de commutation des spécialisations aux

Y

images directes pour les classes d'homologies (n® 1) et les fonctions (3.6),

on se raméne au cas f = IX . I1 existe alors, quitte & se restreindre & un
disque plus petit, des espaces analytiques lisses Z et des morphismes
propres en nombre fini p  : Z —>X tels que ‘EZ L 1 (exp. 1),

et que Za —> D soit compactifiable. Quitte a se restrelndre a4 un disque
encore plus petit convenable, on peut supposer que les TT. Py sont des
morphismes de spécialisation topologique.

En appliquant & nouveau l'additivité et la commutation de la spécialisa-—
tion aux images directes, on se raméne au cas ol X est lisse. On peut alors
construire une modification X'.B..;X de X qui est un isomorphisme en
dehors de XO et telle que la fibre Xé soit un diviseur & croisements nor—

maux et & composantes irréductibles lisses. La fonction P*1X , vaut 1 sur

X - X, et par suite G;(p*1X') = Oy (IX) . On peut donc supposer X lisse

et XO diviseur a croisements normaux. Soit ZT‘,...,Zzp une équation locale
de XO ol Z,,...,Z font partie d'un systéme de coordonnées. Posons

D; = {Zl =0, Z # 0, k A } . Alors on vérifie facilement que

cx¥(1x) = )5 m, D'i » et par suite que O (1X) est la fonction construc-

167



J.-L. VERDIER

tible suivante :

Soient (D ) les composantes irréductibles de X . Soient my

1¢igk 0
les multiplicités des Di .« Alors
T’l
ol = - ' cee o
% (g) = 2Zmy 1y = 2 (myem, ;) 1D aD, o (mi+mj+mk) 1p.ap.ap ¥
i 1 isJ i, Jyk i 7]k
Par ailleurs qu est lisse et le fibré normal a X m est trivial. Donc

C.(qu) = C'(’I‘X) N [X'Q] € H*(X,,L) o T, est le fibré tangent & X .

Comme le diagramme

/\n

H (X )—-—> H (Xq)
est commutatif, il résulte de la formule de projection que
(e (mn koD = c(mno [xn]
et comme [T : X—=D est plat, ona O [X,,l] = [XO] . Donc
(e (X)) = € (M) N [x]] .

Le théoréme résulte donc du lemme suivant :

Lemme 5.2.— On a

k
¢ (1) N [%,] =c.(§; m, 1 '-—Z(m+m) 1DqD o) .
1 i<j B
C'est un calcul qui utilise les ingrédients suivants.

Soit, pour tout i , Ni le fibré de rang 1 sur X dont le faisceau

des sections est O(Di) . Le fibre Ni indui4 sur Di le fibré normal. Le

fibré ® N est trivial. Soit T, . le fibré tangent &
i1 igseeesip
D, N ... ND, . On a une suite exacte
1 le
- LN ] . ; O .
00— i, %y . —N SO 5
1 4 igeeeiy 1 (4 igeeeip

Notons [Di] é,H*(XO) la classe fondamentale de Di dans XO « De ce qui

précéde résulte alors

c'(TX)Uci(Niz)u... C‘(Ni[,) N, ]
‘ i

V.ouen(ng )

(5.3) C'“DinD. .oap, ) = cr(x 14

1o le 11)
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k
(5.4) Z:J m,

1
L) =0 .

Rappelons qu'on a évidemment

. 1
(5.5) o (Ni) =14+C (Ni)
(506) [Xo] = Z mi [DiJ .
Pour tout 4 posons

k ¢
5(¢) = C‘(Zmﬁb.".zx. (g 4my Y1y qp we=(=17 £ (my weemy )y gy )
1 iied, 1 2 i, 11¢-<1€ 1 14 i 1(7
Démontrons par récurrence sur ¢ la relation R(£)
: 1
ct (T )N[x.]-s(€) = -(-1)67 § . (m, c‘(N. V#eewtm, C (N, ))C.(1 ) .
X 0 . . i i i i D. N...D,
i eeec i 1 1 4 e i i
1 4 1 4
D'aprés (5.6) 4, on a

K
(1) N [X,] = ST

¢ (Ty)
m, ___X_ c(m)n ] .
o* (¥,)
Donc, d'aprés (5.3) , on a
k
¢t (1) N [XO] =2 m o )Nc. (1) ,
1 i
ce qui, par (5.5) , entratne R(1) . D'aprés (5.4) , on a
A m, C1(N.) = - Z m c’(Nk) .
je{il,..iej J J ké{i',..ieg
Donc R({) entrafne 0
. ? C +1
ot (TN [Xg]-8(¢) - (=1) jﬁ_x 2:1 m 0T NGy g g ) -
114-u41(+1 P= P P 11 lp le+‘

Dtaprés (5.3) , on a donc
—

¢ ¢ +1
e (T N[X] = S(E) = (-1)° 2 2 m, ot (w, Nne.(1
P

. - 1 D. N.ND, )
1y Alf_” p= P i i

1 ¢ +1

ce qui, d'aprés (5.5) , entrafne R(¢ +1) ; ce qu'il fallait démontrer. Pour

¢ assez grand, le deuxiéme membre de R(e) est nul 3 d'ou le lemme.
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