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FAMILLES A UN PARAMETRE
DE FEUILLETAGES PROCHES D'UNE FIBRATION

par

Nicole DESOLNEUX-MOULIS

Introduction

Dans cet article nous généralisons les résultats de la note fl] en étudiant
les familles 2 un paramétre de feuilletages proches d'une fibration non triviale.

Le résultat se présente comme une extension en dimension supérieure, sous une
hypothése de transversalité ( T), du théoreme de Seifert [3] et [6].

Nous démontrons le théoréme suivant

Théoréme

Soit SE ) une famille a4 un paramétre de classe C1 de feuilletages d'une
t € LO,E]

00
variété M de classe C telle que

a) g% soit une fibration de base B variété compacte vérifiant x(B) # O et de fibre

F, vérifiant ”l(F) commutatif.

d c e oo s
b) Le l-cocycle {E; 31} vérifie une condition T de transversalité.
t=o

Alors pour t assez petit ?‘t admet une famille compacte.

I - DONNEES DU PROBLEME - COMPLEXE DE DE RHAM D'UNE FIBRATION

Dans toute la suite nous considérons M" une variété compacte de classe é». On
suppose que M est l'espace total d'une fibration #g de base B (variété compacte de
dimension p) dont la fibre F est une variété compacte de dimension (n-p). Soit 7
la projection de M sur B. Soit (Ui)(i € I; I ensemble fini d'indices) un recouvre-
ment ouvert de B tel que la fibration 3; au dessus de Ui soit triviale : il existe

un difféomorphisme

¢ oy > o) x F
i i itti
ol (‘i, Ui)(i € I) définit un atlas de B tel que le diagramme suivant soit commu-

tatif
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Y
™ 1(Ui) -5 wi(Ui) x F ou ™ est la projection
l l sur la premieére
™ T
i
composante.

i
U, — @i(Ui)

Dans la suite nous considérerons 3; comme un feuilletage dont les feuilles

sont les fibres. La feuille passant par un point z de M sera notée F .
z

Complexe de De Rham de ?;

Nous reproduisons ici les définitions de [57] et [9].

Soit TM le fibré tangent a M, T( ;;) le sous fibré de TM tangent au feuilleta-

ge T
Soit V( ?;) = T™/7( ?;) le fibré normal 2 ?;.

Soit Qk(T( ?;), v ( ?;)) 1'espace des k-formes différentielles de type (k,o0)

(suivant Vaisman ) a valeurs dans V( ?;).

Définition : Soit d F 1l'opérateur différentiel de type (1,0) qui est 1l'opérateur
o

de différentiation le long des feuilles de ?;

k k+1

Q > Q

d r (1( ?;), v ( ?;)) Y

o

tCF ), vF))
o o

Proposition 1

L'opérateur d __, vérifie la relation d2 =0

9:/0 F‘ (o]

Pour une expression en coordonnées locales de 1l'opérateur d et la démonstra-

tion de la proposition 1 on pourra se reporter a fs] ou [9].

Feuilletages proches de ?;

Soit G(M) le fibré de base M associé a TM de fibre au dessus d'un point z de M
la grassmanienne des sogs-espaces de dimension (n-p) de TZ M. Soit g(M) 1'espace
des sections de classe C de G(M).

Nous définissons 1'espace A2G(M) fibré au dessus de G(M) de la maniére suivan-
te : Soit CZ un élément de G(M), c'est a dire un sous espace de dimension (n-p) de
T M3 la fibre de A2G(M) au dessus de C, est 1'ensemble des applications bilinéaires

antisymétriques de C_ X C_ dans T_ M/C_ .
z z z z

Soit ¢B{M) 1'ensemble des sections de classe C° de A2G(M) au dessus de M. Nous
(e}
noterons D(M) le groupe des difféomorphismes de classe C de M.
Un feuilletage ¥ proche de 3; est une section intégrable de G(M) proche (au

sens de la Cl-topologie) de la section définie par ?;.
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De fagon plus explicite, nous définissons suivant Hamilton [5] les applica-

tions P et Q
P : D(M) » Q(M)
Qg > A

- P est l'application de conjugaison
P(O)(@(2)) = T p(2)(T_(F ))

ol TZ(FZ) est l'espace tangent en z a la feuille FZ de ?; passant par z.

- b étant un élément de g(M), nous posons
Q(b)(z) = a(z)

ol a(z) est une application bilinéaire antisymétrique de ¢(z) x ¢(z) dans
TZM/C(Z) définie par

a(z) (X (2), X,(2)) =[x .x,](2)/c(z)
(Xi,i = 1,2, est un champ de vecteur de classe C° sur M tel que Xi(Z) e ¢clz)).

Définissons 1l'application Z de g(M) dans tM) par Z(b)(z) = o pour tout b.

Il résulte immédiatement du théoréme de Frobenius la proposition suivante

Proposition 2
Un champ de (n-p) plans élément de ?(M) est intégrable si et seulement si

Q(b) = z(b).

Description des espaces tangents

Proposition 3
L'espace tangent en f;.é 9(M) est Ql(r( ?;), v ;;))

L'espace tangent en Q( ?g) a ok(M) est QZ(T( T;), v ( ?;))

et le diagramme suivant est commutatif

T P T Q

1d .
T pq XM —— T/T (?(M)) _Fo., TQ("’O) ot )

o
s llz 2
% 4 4 %

I Fo 1 p T QZ(T £) (£ )
Q(t(F ), v(F ) T (T (F ), v(F ) (F ) viFg

ol W est la projection d'un champ de vecteurs sur l'espace des sections du fibré

normal au feuilletage.

La démonstration est un simple calcul [5].
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II - PERIODES D'UN ELEMENT H(t( ) vOF)
o

Proposition 4 et définition 1

Soit wl une forme l1-forme fermée, élément de Ql(T( F), v( ¥)). Pour tout la-
o o —_—

cet oo de F nous définissons le champ de vecteurs tangents 2 B’Xu(wl)’ de la maniére

suivante : Pour tout point y de B, soit uy = ¢i-1(qﬁ(y) x {a}) le lacet représen-

tant O dans Fy.

Posons Xa(wl)(y) =fay TT . W

1

Le champ de vecteurs Xaﬂul) est bien défini, ne dépend que de la classe de co-

et de la classe d'homotopie de «, et est appelé la période de w

homologie de wy

relativement au lacet Q.

1

Démonstration
a) Définition de Xa(wl) .
Par définition Xu(wl)(y) = £ Tﬂ(ay)(t)).(wl(ay(t))Aa;(t)dt
L'application (TTM) morphisme d'espaces fibrés de TM dans TB a pour noyau
T( ?;), elle est donc définie sur V( ?g).
Xu(wl)(y) est donc bien défini et essmun vecteur tangent a B en y. Toutes les
applications considérées étant de classe C , Xa(wl) est un champ de vecteurs de

(e o]
classe C .

b) Expression dans une carte locale.
On vérifie que

3

Tl)w
1

T(pi(y).XOL(wl)(y)= @

1
¢i(ay)

*
ol (¢;1) w, est considérée comme l-forme différentielle sur @i(Ui) x F a valeurs

dans RP x (,&i(Ui) x F.

c) Propriétés de Xa(wl)
Montrons que Xu(wl) ne dépend que de la classe d'homotopie de o et de la classe

de cohomologie de wl.

Pour démontrer chacune de ces propriétés, nous pouvons supposer y fixé et par
conséquent faire la démonstration dans une carte locale. La démonstration est alors
la méme que la démonstration classique dans le cas ou la forme wy est a valeurs

dans TR [4]‘
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Définition 2 - Condition T

Nous dirons que la l-forme wy vérifie la condition T s'il existe un élément

de ﬂl(F) tel que Xu(wl) soit un champ transverse 2 la section nulle de TB.

III - PSEUDO-GROUPE D'HOLONOMiE PERTURBEE

Soit (Ui)(i € I) 1l'ensemble des ouverts formant le recouvrement de B défini
au paragraphe I. Posons S = union disjointe des ouverts Ui(i € 1). Soit X un point

de F, pour tout i, nous définissons ei : Ui > M
6. ¢t = ¢. / (e(u) x {x D
i ii o

ei(Ui) est une sous variété de M transverse aux feuilles de ?;.

Définissons H une immersion de S dans M transverse 2a 32, H / Ui =’>i.

Nous définissons aussi [l 1'application naturelle de S dans B.

Définition 3

Holonomie perturbée d'un lacet & de F.

Dans la carte Gr—l(Ui), ¢i) nous définissons l'holonomie perturbée d'un lacet

o de F, d'origine le point X de F, suivant [71.
x

o
Soit ™ un point de ¢1(Ui). Pour t assez petit, nous définissons le reldvement

Yt le O passant par N dans le feuilletage ?é comme 1'intersection du cylindre
¢&(Ui) X & avec la feuille de ¢i( ?1) passant . Ce reldvement est donc un chemin
passant par p. Pour t assez petit, on définit ht,u(ﬂ) le premier point ot le rele-
vement de O passant par N recoupe ¢1(Ui) transversalement. En composant avec ¢;1,
on définit ainsi un germe de difféomorphisme ht,a de S. L'ensemble des germes de

difféomorphismes ht o Quand O décrit l'ensemble des lacets de F définit un pseudo-

groupe d'holonomie perturbée de ?i.

Nous rappelons le résultat suivant du a Langevin et Rosenberg F7] suivant une

méthode de Thurston [8].

Proposition 5

Supposons que pour toute valeur t assez petite du paramétre, il existe un

point ?t de S tel que

Gy =5

h
t,oo “t t

pour tout lacet o de F; alors, pour t assez petit, la feuille de ?1 passant par

"\ .
H(yt) est compacte et difféomorphe a F.
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Proposition 6

Soit 3 un lacet fixé de F, le vecteur tangent a la famille & un paramdtre

ht,a est Xa(wl).

Soit j_t E‘:.u(%l = om! xa(wl)m(%)

=0

Démonstration.

U. T Oy Nous faisons le calcul dans une carte
"N .
T locale, y étant un point de Ui.

[e3
J v

vi(s) =a'(s) + tw (o (s))a'(s) + olt)
‘'t y 1 y

Soit L la projection de Ui x F sur Ui

moevg(s) =t w, (ay(s)).aé(s) +o(t)
1+e(t)

1
j. m..Y,(s) ds avec 1lim e(t) = O
i" 't
t> o

<o
1l

v

hy o) -
(o}

1

tj(; 0, (0 (2)) « a%(s) ds + o(t)

1
r%{ ht,a('}\;)] =f w, (01.94(5)). u§(s) ds = Xu(w‘])(’}\;)

t=o o

Proposition 7 : Supposons que Wl(F) soit commutatif alors quels que soient oy et

a2 lacets de F

X = (), X W.)]=o
a, L a, 1

Démonstration
D'aprés le calcul précédent il suffit de montrer que pour tout couple de la-

a0
cets de F( 1 2) on a
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Cette relation découle immédiatement du fait que Wl(F) est commutatif car le
difféomorphisme ht o est indépendant du choix du lacet o représentant un élément

a de ﬂl(F).

’ . . . 4 .
IV - LE THEOREME PRINCIPAL ET SA DEMONSTRATION

Théoréme. Soit {31} une famille 2 un paramétre de feuilletages de classe
t € 15,31

¢” de M, telle que jfo soit une fibration de base B de fibre F. Nous supposons

(i) la caractéristique d'Euler de B, x(B), est non nulle et ﬂl(F) est com-

mutatif

(ii) le l-cocycle {g;- Fl vérifie la condition T (II, définition 2).
t

t=o

Alors pour t assez petit, le feuilletage T} admet au moins une feuille compacte

difféomorphe a F.

Démonstration

Posons W, = {%z ;1} . D'aprés la définition de la condition T il existe un
t=o

lacet o tel que le champ X (wl) défini a la proposition 4 soit transverse a la sec-
a

tion nulle en un point Yo de B.
P . oY
Soit y, un point de S tel que H(yo) =y, et Xy, le flot dans S du champ

- N
(D) 1 Xa(wl)' Le point y, est un point fixe de X, d'indice +1 ou -1. D'apreés le
calcul fait pour démontrer la proposition 6
n N
- = t
IXa(y,t) ht’a(y)l o(t)
.. v . . . v . .
Donc h o admet dans un voisinage de y, un point fixe isolé yt d'indice +1
ou -1. Pour tout lacet B de F

o h = o h
ht,B t,o ht,a t,B3

N
donc Y, est point fixe de ht Bquel que soitf .
b

N
D'aprés la proposition 5 la feuille de ‘Ft passant par H(yt) est compacte et
difféomorphe a F.
c.q.f.d
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