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EXPOSE SUR LES SINGULARITÉS DE S DISTRIBUTIONS DE FOURIER A SYMBOLES HOMOGÈNE S 
E. COMBET 

Cet exposé port e su r certains aspect s "géométriques " de l a théorie de s singula -

rités de s distributions d e FOURIE R A = Jeiq>vX'9^a(x,9)de à phase co normale e t à 

symbole a  "homogène pou r 6 grand " ;  ceci concern e le s relations entr e l e type e t 

le degré des singularité s d e A et la géométrie d u support singulie r de A. Les point s 

abordés dan s ce text e ont fait l'objet d'articles d e L . GARDING, M.V. FEDORYUK , 

A. HIRSCHOWITZ e t A. PIRIOU , mais o n considérera systématiquemen t ic i l'aspec t 

"intégrale oscillant e ave c paramètres " des formules. 

I DISTRIBUTIONS D E FOURIER 

J'expose d'abord quelque s point s classiques d e la théorie de s distributions d e 
FOURIER, d'après L . HORMANDER [l] , en rappelant l'essentiel de s démonstrations adap -
tées au x cas particulier s considéré s ici . 

(1.1) SYMBOLE . - On note Sm( 1R n x ]R N) l'espace des symbole s (o u amplitudes ) 

d'ordre m  ( m 6 1 R ) sur 1 R n x ] R ;  ses éléments son t les fonctions a  6 C°°( Fnx IR ,(E) 

telles qu e pou r tout compact K  de IR n et tout couple a,B d e mul ti -indi ces on ait : 

(1) x e a(x,e) 
C « 
K,a,3 

( i + | e | ) 
m - J a * 

pour x  e K et e e 
On pos e S~W(lRn x F N ) = 

m 6  K 
'(IRn x ]R ) . 

On suppos e conn u l e "calcu l asymptotique " ou, comme on dit parfois, la propriét é 
de MITTAG-LEFFLER" de s symbole s :  étant donnés a . 6 SmJ (3R n x IRN ) avec j 6 I N e t 
m. ^ - °°, il existe u n symbole a  6 Sm°, unique modulo S te l qu e a - S  a , G Smk 

j<k 3 
pour chaque k , ce que l'o n écri t a ^ E a.. 

(1.2) PHASE . - On considère une phas e ^positivemen t homogèn e d e degré 1  et san s 
n N 

point critique su r ] R x  ( IR 0) . 
On a donc :  y G C°°0Rn x QR \ 0) ; IR) ; D ^ 

x « H 
ï o sur x O R ^ \ o ) 

et * (x,t,6) = t (x,6) pour t > 0 et (x,6) G lRn x 0RN \ 0) . 

(1.3) DISTRIBUTIO N D E FOURRIER. - Soit a 6 Sm( IR n x 1RN), f un e ohase. Pou r 
N + m +  k < 0, l a fonction : 

(2) Ax = / e ^ ( x > e > a ( x , 6 ) d e 

est de classe su r IRn . En particulier A est de classe C° ° si a G S"°°. 

Ceci découl e d e l a mjoration (1 ) de a (e n prenant a = B = 0 ) et en passant aux 
N 

coordonnées sphérique s dan s 1 R . 
En tenant compte des hypothèse s faite s su r 9 o n peut généraliser l'intégral e (2 ) 

6 3 



E. COMBET 

de faço n a obtenir une distribution sur TR n (L. HORMANDER Ch . I). Pou r cela 

un point importan t est la construction d'un opérateur différentie l : 

L = 2 . à 
aj 
aj 30. 

J 

+ 2 b. 
J 

3 
3x. 

J 
+ c 

avec a . 6 S °, b ., c 6 S ;  a. et b. son t nuls au voisinage de 0 6 1R e t on a 
J f J  • cp , * J  3 

l'égalité L e =  e c'est-à-dir e : 
jj e i * (x»e)u(x)a(x>e)dxde = If e1 ̂ (x'e)L(u(x)a(x,e))dxde 

pour e ^0Rn) et a e S °°0Rn x 1RN) . 

PROPOSITION I. - Soit <? une phase fixé e dan s K x  P. . Notons, ¡01 la norme euc l i -

dienne de 6 dans IR N. 

L'expression : 1 im 
i(x)a(x,e)dxd8 i(x)a(x,e)dxd8 

i(x)a(x,e)dxd8 

existe po;,r u e ^0Rn)3 a e sm(iRn x IRW) . 

Cette limit e défini t une distribution A G ^'([Rn)et dépen d continûment du symbole 

dans l'espac e Sm(F n x F1^) muni de la topoloaie d'espac e vectorie l d e FRECHET dé-

finie par les semi-normes déduite s de (1), 
N 

Preuve. - Soit a G <3 0R ) , valant 1 sur un voisinaqe de 0. On peut écrir e 
j j e K * ( x , e ) + i e | e | ) i u(x)a(x,0)dxd0 = 

= // eî(v? (x'9)+ie|el)a(0)u(x)a(x,0)dxd0 

+ ffe1 * (x,6)(l-a(0))e £ ' 6 1 u(x)a(x,0)dx de. 

Dans cett e expression , la première intégral e ten d ver s SI e 1 V (x'9: u(x)a(x,0)dxde ; 

la seconde intégral e du second membre s'écri t : 

(3) 
J/ei^(x,e)Lk((]_a(6)) e e'9'u(x)a(x,e))dxde 

ou L est I opérateur différentie l : 
aj aj aj aj considéré plu s haut , k un entier > 0 

arbitrai re. 
Quand c -> 0 , (l-cOe~c> 1  ua (l-a)u a dan s S pou r tou t m' > m, donc 

Lk((l-a)e"e|6|ua) - Lk((l-a)ua) m1 -k 
dans S ca r L est continue : 

SJ s3' . Alor s si : m-k +N < 0, il suffit de prendre m' > m assez proch e de m 
pour avoir encore m'-k+N < 0 et l'intégrale (3 ) converge ver s : 

ff eiiP (x'8)Lk((l-a(0))u(x)a(x,e))dx d0 

Finalement on a : 

lim 
e 0+ 

/ / e i ( ^ (x,o)+ic|e|)u(x)a(Xj6)dxde = / / e i * (x>e)L^(u(x)a(x,e))dxde 

pour tou t k vérifiant :  m-k+N < 0 et on voit bien sous cette form e que cette limi-

te dépend continûmen t de u et de a séparément. 

La distribution ains i défini e est notée A = lim 
X e -> 0+ 

/ ei(^(x'e)+i£lel)a(x,e)de 

= ; ei*(x'e)a(x,e)de. 
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SINGULARITÉS DES DISTRIBUTIONS DE FOURIER 

Les propriété s de régularité de A sont précisées en localisant le support singulie r 

de A et en introduisant les espaces de SOBOLEV H ^ C ^ 1 1 ) -

Rappelons qu'un e phase s est dite non-dëgénrë e si en chaque poin t (x ,9) où 

?J(x,9) = 0, la différentielle D^x QypfQ est de rang maximum N. On sait dans ces 

conditions que l'image de la sous-variété U x , e ) | <£^(x,e) = 0 } de Fn x FN par 

l'application (x,0 ) -> (x,<p^(x,0)) est une sous-variété lagrangienn e de ]R n x F n 

et qu'il exist e une "analyse lagrangienne " des changements de coordonnées, de pha-

ses et d'amplitudes dan s les distributions correspondantes . 

PROPOSITION 2. 

a) Le support singulier de la distribution de FOURIER A = / e1 (x'0)a(x,e ) de est 

contenu dans l'ensembl e : 
K n = {x G3Rn| 3 0 ¿ 0 : cp ' ( x,6) = 0} 

b) Supposons que la phase 9 soit non-déqénérée alor s pou r 

a <E Sm0Rn x i r N ) on a : A G H^OR11) si : m+s + - | < 0. 

Preuve. 

a) (L. HORMANDER |1 | Drop . 1.2.3). 

b) C'est une conséquence immédiat e d'un énoncé plu s oréci s de DUISTERMAAT-HORMANDER 

([l], § 5.4) ; on peut en donner une preuve directe en remarquant qu'il exist e lo-

calement un système de coordonnées (y) dans TR n, une phase ^ (Ç ) = < y, Ç > - H ( Ç ) 

dans lRn x I R n \ 0, une amplitude b 6 Sm+| - (  1R n x F n) telles que sur l'ouvert 

U de ce système de coordonnées (y ) on ait : 

A - / e ^ ( ^ > b ( y , O d Ç . 

Posons c(y,£) = x(y)b(y,^)e l H '^ où x 6<2>(U), x valant 1 sur un ouvert V C U. 
Alors pou r f e JC (V) 
on obtient : < A , f > = lim + 

e -> 0 

/ / e i ( < y , C > + I E I Ç | ) C ( Y > Ç ) F ( Y ) D Y D Ç 

= lim fie f(-n)c (n-£,OdÇdn 
e -> 0 

où fet c sont les transformées de FOURIER de f et y  -> c(y,£). Par hypothèse on a 

1 'i negaii té : 

|c(n-ç,ç)| < kj(i + |n-ç|) 
-(m+ Y - Y ) 

N n 
lNm+ 2 - 2 

5 

rappelons l'inégalit é de PEETRE : 

(l + U|)t(l + |n|) Ü (l + U - n | ) !t | < k 2 ; 
on obtient : 

|c(n -Ç, O I < k3(l+|n|) 

, N n 
m+ 2 - 2 

On déduit de ceci : 

// |f (-n)c(n-ç,ç) IdÇdn < k4 {/|f(-n)| (l+|n| ) dn> 
2 
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E. C0MBE1 

car l'inégalité m+s+ - < 0 entraîne la convergence de l'intégrale 

/ (l+|n|)2m+N-n+2sdn. Finalement : | < A,f > | = \ff f (-n)c(n-ç,C)dC dnll 

< kQ il fil 

J H-s 

Le choix d'une phas e f fai t correspondre à l'espace des symboles Sm ( F n x 3R^) une 

classe de distributions sur 1R n. Pour m = - oo , ces distributions son t des fonctions 

C°°. Au calcul asymptotiqu e (modul o S"°° ) des symboles correspon d un calcul asympto -

tique (modul o C°°) de ces distributions qui sont d'autant plu s régulières que m est 

plus peti t dans F (plu s proche de - °° ) . Ceci est prouvé par la propositions 2. 

Il est donc naturel d'étudie r le problème du développement asymptotique des distri-

butions de FOURIER rencontrées dan s les exemples concrets. Mais voic i maintenan t 

quelques-uns de ces exemples. 

(1.4) OPERATEURS ELLIPTIQUES . - A chaque symbol e a 6 Sm( IR  ̂x f £ ) on peut associe r 

un noyau P 6 8?' ( K " x ]R n) : 
p 
x,y 

_ 1 

aj aj 
• i < x - y , e > 
e J 9 

a(x,9)de ; 

à ce noyau P correspond l'opérateu r pseudo-différentie l a(x,D ) sur Fn 

a(x,D)u(x) 
1 

( 2 T r ) n 

//ei<x-y,e> u (y)a(x,8 )de dy 

1 

( 2 . ) n 

r i < x , 0 > 
J e û ( e)a(x , e ) d e 

où û est la transformée de FOURIER de u 6 ( F n ) : 

û(e) = / e 1 "x'e > u(x)dx. 

D'après la proposition 2 (a), les singularités de P sont contenues dan s la diagonale 

x = y d e H ^ x l R ^ . 

Du calcul asymptotiqu e des symboles rappel é au § 1.1 correspond un calcul des opéra-

teurs pseudo-différentiel s défin i modul o les opérateurs régularisants , c'est à dire 

modulo les opérateurs correspondan t aux symboles de l'espace S~° ° (auquel cas P 6 C°°). 

Dans ce calcul on a l'égalité c(x,D ) = a(x,D) 0 b(x,D) si et seulement si 

(4) c(x,e) = 
a a! 

:iDQ)aa(x,6) Da b(x,G). 
0 x 

Ce calcul s'appliqu e simplemen t pour la détermination d'une paramétrix bilatèr e E 

d'un opérateu r pseudo-différentie l elliptiqu e :  l'équation correspondant e se résoul 

en utilisant (4). 

(1.5) OPERATEURS HYPERBOLIQUE S A COEFFICIENTS CONSTANTS. - On considère un polynôme 
aj aj aj 2 

| a | =m 
3a S 1 homogène de degré m > 0, hyperbolique stric t par rapport au vec-

teur (1,0,...,0 ) de 1R .En supposant que la valeur de a sur ce vecteur est égale 

à 1, on obtient une décomposition : 

a(ç) = ( Ç J - X J O ) ) ... . a f H e )) 66



SINGULARITÉS DES DISTRIBUTIONS DE FOURIER 

où les fonctions Aksont C°°, différentes entre elles, 1-homogènes pa r rapport à 
e = (€2,...,çn) G 3 R n 1 \ 0; de plu s il existe une involution k-> k' de l'ensemble 

(1 ,...,m }telle que aj aj = Akf(ç)• 

A ce polynôme a(^) est associé l'opérateu r hyperboliqu e a(D) où on pose 

D = _1 . . . , -i - 2 - ) . 
3x ' 

n 
A chaque suit e v = ( e i - - - e m ) avec on associe la distribution : 

Ev(a,x) = ( 2 T T ) - 1 1 lim 
t -, 0+ 

/ ( C j + i E j t -  A ) (Ç.+ie t - X J 
1 m m 

-»ei<x'5>dç 

qui est une solution élémentaire de a(D) dans IR n 
Cette distribution E se décompose en une somme de distributions : 

A. 
J ,x 

lim 
e . 

t 0 J 

' H.(t,6)ei *J (x>6) 
e1Xlyl 

y, + it 
dy, d6 ; 

dans cette expression on a : 

lim 
e . 

t -> 0 3 

ix,y, 
e 
y,+it •dy, = -  Gj2Ì7T Y ( - £ j X j ) 

où Y est la fonction de HEAVISIDE ; d'autre par t H.(t,e) ten d vers un élément h. ( e ) 
-m+1 ^  ^ de l'espac e S e t la phases . égale : 

</>.(x,e) = xt A . (e ) + xne + ... + x e , ; 

J l J 2 1 n n-l Finalement, E est somme de distributions de la forme : 

Y C - e j X j ) / h (e) e 
i(x A . (e ) + x e .+ ... + x e j aj aj 

où le produit a un sens car les fronts d'onde sont bien disposés (on peut applique r 

le th. 2.5.10 de L. HORMANDER aj . 

On obtient ainsi 2 solution s élémentaire s "distinguées " de a(D) dans Rn dont les 

supports singulier s se calculent aisément par la proposition 2(a) . On donne parfoi s 

le nom de propagateurs à ces solutions élémentaires et à certains noyau x qui s'en 

déduisent par différence. 

Dans le cas d'un opérateur hyperboliqu e a(x,D) à coefficients C°° , ces propagateurs 

se construisent en résolvant d'abord le problème de GAUCHY (L . HORMANDER ,|, 2[ , § 9) 

puis en calculant les paramètrix suivan t le principe de DUHAMEL (voi r exempl e 

J. CHAZARAIN | 1], § 3.1). Les propagateurs interviennen t en théorie quantique des 

champs et en relativité générale . Ils ont été construits par A. LICHNEROWICZ [1] 

dans un contexte géométriqu e généra l (tensorie l ou spinoriel) ;  leurs propriété s 

globales se trouvent dans l'articl e [1] de J.J. DUISTERMAAT - L. HORMANDER 

(§ 6.5-6.6). 

SINGULARITES DES DISTRIBUTIONS DE FOURIER 

(2.1) SYMBOLES HOMOGÈNE S POU R " 6 GRAND". - nans la suite nous aurons à considérer 

des fonction s a 6 Ccx(]Rn x ]R ) qui sont A-homogènes pour e grand, en ce sens qu' 
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E. COMBET 

il existe A 6 (L tel qu e pout tout compact K de F n on ait : 

a(x,te) = t a(x,6) 

pour t  > e t |e | = 1. Ceci impliqu e :  a 6 SRe^ ( Fn x  I R ̂) . Dans l a pratique on a 

généralement 2 A 6 Z mais i l es t parfois intéressan t de plonger ces distribution s 

dans un e famille holomorph e suivan t une techniqu e introduit e pa r M. RIESZ dans l'é -

tude des opérateurs hyperboliques . 

Pour u n symbole suppos é A-homogène pou r n orand , l'écritur e de s distribution s d e 

FOURIER associée s s e simplifie en passan t aux coordonnée s snhérique s n = |ft|, 
N N- l N dans 1 R .  On note S l a SDhèr e unit é de I R . 

PROPOSITION 3 . -  Soit a 6 C'° (IRn x  TPN) et b 6 C'x( IR n x SN l ) telle qu e : 

a(x,ta) = t b(x,a) 
n < ~ in -1 pour a 6 S ,  t >  c. 

On définit su r I R la distribution : 

I(b ; A) = lim 
aj aj aj aj aj aj 

ip ( (x,a)+ie) A+N-l 
e p b(x,o)dp a) N_. 

S 

otenue en régularisant l'intégral e 
rl 

o 

ip yp (x,a) A+N- 1 

e p d p 
de faço n C °° 

par rappor t aux paramètre s x,o\ 

Alors le s distribution s I(b ; A )  et 
ei^(x,e)a(Xj0)de diffèrent d'une 

fontction C°°, 

Preuve. -  Soit a  6 (1R^) , valant 1  sur un voisinage d e 0 ;  les fonction s a  et 

(1 - a ( 0 ) ) |e|* b(x, | || ) appartiennet à SReA (I R n x P  N) et coïncident pour |e| 

assez grand ;  donc elles définissen t des distributions qu i diffèren t d'une fonction 

C°°. 

Il suffi t de régulariser l'intégral e 

S N - 1 

1 

Jo 

ip <P (x,a) A+N-l, f XJ 
p b(x,a)dp co . de faço n C00 par rappor t à x ;  donc il 

suffit de régulariser l'intégral e : i,(A) = 
1 

ip <p (x,a) 
e ' ' A + N - l , 

P dp 

de façon C°° par rappor t à x de a . Ceci es t possible ca r I- j est une application d e 

(E dans C°° ( IR n x S^~'*), holomorphe pou r Re ( A+N-l) >  -1 ;  en intégran t par partie s 

on éten d 1 ^ en un e fonctio n méromorphe dan s (E avec des pôles aux ooint s 

A+N-l =  -1; -2, .; ensuit e o n définit I^ (X) e n ces points A+N-l =  -1, -2, . 

en prenan t une parti e fini e d'intégrale, c'est-à-dire e n prenant en ces points l e 

terme constant du développement de LAURENT D E 1^ . 

Remarque. -  Le procédé d e régularisation d e I a u point p : 0 n'importe pas , pourvu 

qu'il soi t de classe C°° par rapport à x. Nous avon s indiqu é dan s l a preuve ci-dessu s 

le procédé l e plu s courammen t utilisé. On notera que 1 ' hol omorphi e de I-,(A) n'en-
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SINGULARITÉS DES DISTRIBUTIONS DE FOURIER 

traîne pas celle de I(b ; A) ; cette dernière dépen d de 9 et plus précisément du 

comportement aysmptotique de l'intégrale oscillant e -/"SI\J _ ie ̂'P 9 (x »a)a(a)dc -> quand 

p -> + 00 ; l'étude de ce comportement est précisément le problème centra l de cette 

partie. 

Dans la suite, les calculs son t locaux et menés modulo les fonctions C 00 ; les par-

ties principales des singularités peuven t être obtenues en remplaçant dans l'inté -

grale I, l'intégrale su r S^~̂  par une intégrale sur IR ̂ '̂  ; on peut aussi suppose r 

que b ne dépend pas de x et appartient à  c T ) ( JR^~*) . Finalement on considère dan s 
cette second e partie les distributions de la forme : 

(i) J(y ; a) = lim 

£->0 V " 1 o 

ip <¿> (x,a) -ep y 
e e p a(ö) dp da 

a G 9) OR ) , * G C°°aRn x ]RN 1 , m ) avec la condition : 

(2) <i> (x,o) = O ==> D f (x,a) ?í O ; 
V x, o ) 

en fin il découle de la proposition 2 (a) du § 1.3 que le support singulie r de 

J(u ; a) est contenu dans 1'ensembl e 

(3) K = {x GlRn| so ; <P ( x , g ) = 0 et D v (x,o) = 0} 

car p provient d'une phase 1-homogèn e en 6 sur F " x ( IR Q \ 0 ). 

(2.2) CALCU L POU R N = 1. 

PROPOSITION 4. - Pour N = 1, 1 ' hypersurface <p( x) = 0 a tous ses point s régulier s 

et on a : 

(4) J(y) = 

e 
i(y+D-2 

r(y+l ) ( * (x)+io) y pour y ¿ - 2 , ... 

(m) „ 
a V? 
o 

, .m-1 
(x) !- a f ^ ̂  (x)m 1 Log( * (x)+io) 

pour y = -m = - 1 , - 2 , ... 

où les coefficients ajm> s'obtiennent pa r calcul des développements de LAURENT : 

(m) _ 
a-l 

.m-1 1 
(m-1)! 

a ¿ ° = rf(l) + i \ (rT(l) = -y (y = la constante d'EULER)) 

a(m) , 
.m-1 
1 

(m-1)! ( r - ( i ) + i i + i + { + . . . + 5 L ) (m > 1 ) . 

Preuve. - Avec la convention hatituell e de régularisation, l'intégral e 

lim 
e -> 0+ o 

ip6 -ep y 
e e p dp est la transformée de FOURIER de la distribution PP ; 

elle est calculée dans le livre de GUELFAND et CHILOV ch.2 , § 2.3, formule 

(2) et § 2.4, formule (14)) , Le fait que 1'hypersurface 9 (x) = 0 ait tous ses points 
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E. COMBET 

réguliers provien t de l a conditon (2) du § 2.1 . 

Remarques. 
(a) L e cas N  = 2 conduit aussi à  des formule s intéressante s qu e l'o n trouver a dan s 

les article s cité s d e L. GARDING. 

(b) Pour N > 1 , la proposition 4  permet de mettre J ( jj ; a) sous form e symboliqu e : 

(5) J(y ; a) = e 
r(y+l) d 

r(y+l) r(y+l) (y? (x,a)+io) y 1a(a)da, 

pour u   ̂-1, -2, ... .  Pour le s valeurs u  = -1, -2, ... o n applique l e seconde for-

mule (4 ) (M. V FEDORYU K [1[ , th. 1.1). 
o 

Dans so n article [1] , L. GARDING ocnsidère de s distributions légèremen t différente s 

L(y ; a) = lim 
e 0+ 

r(y+l) 

.oo ip ( <p (x,a)+ie) 
e 
-i(y+l)-2 

py a(a)dp da. 

Ces distributions s'exprimen t à  l'aide de valeur s a u bord de l a fonction analytiqu e 

définie pou r -T T < arg z  <  T T par 1  'égalité : 

xg(z) = zö r(-s) pour s 7̂  0,1, 2, ... 

Xp(z) = zP(-Log z + c )/p ! pour p = 0,1,2, ... 

où C O = 0  et C P =  ~ +  cp-l" 

On obtient dans ce ca s : 

(6) L(u ;  a) = y- (x,G)+ìo) a(a)da. 

(2.3) CALCUL AUX "POINT S D E MORSE". - Il est possible d e calculer l e développemen t 

au voisinage d'u n "poin t de Morse" d u support K : 
PROPOSITION 5 . -  On considère l a distribution d e FOURIER : 

J(u ; a) = lim 
e + 0+ 

r(y+l) 
f°° 

1 o 

ip V (x,a ) -p e y  ,  N  , 
e G p  a(a) d p da 

dont le suppor t singulie r es t contenu dan s 1 'ensemble 
K = (x G IR I 3 a : yp (x,a) = 0, D y (x,a) = 0}. 

On suppos e qu e 0 6 K   ̂ et que DQ< p (0,0) =  0, dét D a(j<p(0,0) ï 0. On note x  a(x ) 

la fonctio n C° ° au voisinage d e 0 6 IRn, solution uniqu e d e l'équation Da<p(x,. ) = 0 

avec a ( 0) = 0 et dét <p ( x,. ) ^  0. Alors a u voisinage d e l'origin e 0  de F  n on a  

le développement asymptotiqu e : 

,?s J(y ; a) = (2T T ) 

- t f t t 

) 2 i ~ sgn D ^ y (x,a(x)) 

e |dét D * (x,a(x)) I 
_ 1 

2 

- ( < a ) ( o ) 
v x 

k=o 

i(y-
N+l 

2 - к > 1 r(y+l) N+l 
2 -k) ( ip (x,a(x))+io) 

-(y r(y+l) r(y+l) 

pour u- — • k £ -J\ l * (sinon i l fau t introduir e de s terme s en Log (<p(x,a(x))+io ) 

comme dan s l a formule (4 ) du §. 2.2). 
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Dans cette expression, sgn D^a 9(x,a(x)) est la signature de la différentielle se - 

conde de la fonction a + T (x,a ) ( c'est la différence entre la nombre de signes + 

et le nombre de signes - de la forme diagonale) ; Rx est l'opérateur différentie l du 

second ordr e : r(y+l 
)r(y+l) < (D* V (x,a(x))) 1 _ L J L 

da9 3a 

Preuve. - Par application du théorème des fonctions implicites , il existe un voisi-

nage X de 0 dans ]Rn , un voisinage A de 0 dans F^"1 , un e fonction x 6 X-*a(x) 6 A, 

de classe C°°, vérifiant : a(0) = 0 et telle qu e la point a(x) soi t l'unique solutio n 
2 

de l'équation Da<P(x,. ) = 0 avec dét Dao9(x,.)  ̂0. Ensuite on applique le "lemme de 

MORSE avec paramètres" : <p (x,a) = * ( x , a ( x ) ) + j D ^ ( x , a ( x ) ) ( h x ( a ) , \ W > 

où hx est un difféomorphisme loca l de F vérifian t hQ = Id. En appliquant le 

"principe de la phase stationna i re" on a le développement aysmptotique : 

r(y+l) 
r(y+l) 

eip^(x,a)a(a)da 

P -> + 0 O 

eip f (x,a(x)) 
N-l 

. 2 

IL 
.4 
î 

e 

sgn D <p (x,a (x) ) 
an 

. |det *>(x ,a (x ) ) | 
- _L 

2" 2 
k=o 

(l£a)(o) 

kî 
P 

-k - N-l 
k 2 

ce développement étant uniforme pa r rapport à x (J.J. DUISTERMAAT ; [lj , § 1.2). On 

intègre term e à terme pour avoir J : ceci donn e l'expression indiquée , compte ten u 

de la prop. 4, du § 2.2 

Remarques. 

(a) Si V o n revient aux donnée s de la Dartie I, un calcul qloba l nécessit e 1'expres -
N-l 

sion de la "condition de MORSE" sur la sphère S ;  ceci es t fait dans l'articl e 

de M.V. FEDORYU K ([l] , § 1.2 et 1.3). 

(b) Dans leur s articles, M.V. FEDORYU K [l ] et L. GARDING [1] , [2], utilisent ensui-

te les expressions (5 ) et (6) de J données au § 2.2. 

Dans cet exposé j'essaierai plutô t d'utiliser le s propriétés connues de l'intégrale 

oscillante "ave c paramètres " : 

(8) 
TP11"1 

,ip * (*>°>a(a)dö 

dans l'étude de la distribution : 

J(y ; a) = lim 
e -> 0+ 'o 

r°° - p e u 
- P dp 

ip *p (x,a) , v , 
e 9 ya(a)da ; 

mais la difficulté est de connaître le comportement de (8) par rapport à o de façon 

uniforme pa r rapport à x. 

(2.4) PAS SAGE AUX PHASE S NORMALES . - On condidère toujour s un e "phas e réduite" 
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96 C°°(lR n x FN_1) tell e que Dx Q 9  ̂0 lorsque y(x,o) = 0. 

On suppos e qu e 9(0,0) = 0,D 9(0,0) = 0 mais que 0 est un point critiqu e algébrique -
ment isol é de la fonction a -> f (0, a ) . On applique à cette situatio n la théorie de 
TH0M-MATHER-ARN0LD du déploiement universe l de la singularité (f(o , a),0) (voi r exem-
ple J.J . DUISTERMAAT | 2 | ) . On posent0) = î P ( 0 , a ) , on not e N-l- k le corang de en 
0 et v+1 la codi mens ion (le nomble de MILNOR) de P en 0. 
A un difféomorphisme loca l prè s : (]R ̂ "̂  ,0) • --( F *  ,9) on peut écrire le déploie-
ment universe l de  ̂: 

Y(u,a) = q ( a f ) +  p ( o " ) + u]b1(a")+ ... + uv b^(a"), 

k N-l- k 
où o = ( o1 , a " ) 6 ]R x  1R ,  q étant la forme quadratiqu e non dégénérée, induit e 

2 k 
par D ^(0) dan s 1R , p un polynôme de degré v+2 , de codimension v+1 , appartenant 
au cube de l'idéal ( ^ 0 ( F m ) ) de s germe s en 0 des fonction s C su r IR ^ *  ̂qui 

s'annulent en 0 ; les polynômes l,b^,.,.,b ^ donnen t une F -base de l'espace quotien t 

d e : ^ o ( 3 R ^ * ̂ ) par l'idéal jacobie n de ^ 

Alors on peut écrire : 

par D ip(0) dans R k , p un polynôme de degré v+2 , de codimension v+1 , appartenant 

au cube de l'idéal ( ^ £ o(IR m)) des germe s en 0 des fonction s C su r IR qu i 

s'annulent en 0 ; les polynômes l,b^,...,b ^ donnen t une F -base de l'espace quotien t 

d e : ^ o ( 3 R ^ * ̂ ) par l'idéal jacobie n de ^ 

Alors on peut écrire : 
V? (x,a) =  q(a f ) + p ( h x ( a " )) + 

1 = 1 

u.(x)b.(hx(a")) +  u v + ] ( x ) 

où hx est un difféomorphisme loca l de F' .C e difféomorphisme ne change pas les 

parties singulière s des distributions considérée s ; on est ramené à des phases de la 

forme : 
V (x,a ) =  q ( a * ) + p(c") + 

v 

j = l 

u.(x)b.(a") + u v + ] ( x ) . 

Dans le calcul de l'intégrale oscillant e : 
N- 1 

IR 

ì p yp ( X , p ) , . , 

e a(o)da, 

figure la partie quadratiqu e : 
r(y+l) 

i p q ( a f ) a ( G ' ) d a ' &1 G  Q) 0Rk) 

qui se ramène au cas non dégénéré de la proposition 4 du § 2,2. On peut donc suppo -

ser que V (x,a) = p(a) + u1(x)b](a) + ... + uv(x)by(o) +  u v + ] ( x ) 

et la distribution J s e déduit de la distribution J associé e à la phase : 
p(o) + UjbjCa) + ... + uv bv(a) + uv+1 

par imaq e réciproqu e suivan t 1 application x t F - > u(x) 6 FM .. Finalement on se 

ramène aux c a l c u l s avec des phases "normales1* : 

J ( y ;  a) =  l i m , 
X'y e - 0+ Jo 

- e p y  , 
e pK dp r(y+l) 

> ^ ( x , y ;  a ) a ( G ) dQ s 

avec les hypothèses suivante s : 
* ( x , y ;  G) = ip(a) + x b (a) + ... + x (a) - y 

r(y+l)r(y+l)r(y+l)r(y+l) est un polynôme de degré +2 , de codimension v+1 ; b j , . . . , b v 

sont des polynôme s don t les classes formen t une base du quotient de par 

l'idéal jacobie n de ty. 
Considérons d'abor d le cas le plus simpl e (celui ) du cusp) : 
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Proposition 6. - Considérons la phase (m=l , v=l) : 
<P (x,y ; o) = -

3 
g 
3 

+ xa - y ; 

alors le premier term e du développement asymptotique de J s'écrit : 

J](m ; a) = ao(x) lim 
X,y e -> 0 

e"ip(y+ie) y 
p 

3 3S 
A(x p") dp 

+ a (x) lim 
e -+ 0 

e - i p ( y + l £ ) p 

2 
y - 3 

A'(x p ) 

2 
1 

dp 

où A est la fonction d'AIRY et A' sa fonction dérivé e 

A(t) = 
•+00 

' —oo 

i I 
e 

- 4 + ta) 
do , t GIR ; 

les fonction s aG et a, s'obtiennent en décomposant a suivant le théorème de prépara-

tion de MALGRANGE : 
a(a) = ao(x) + a (x) + h(x,a)(x-a ). 

Preuve . - C'est un e conséquence de s forme s des intégrale s oscillante s exposée s dan s 

le livre I 1 I de V. GUILLEMIN et S. STERNBERG. 
y K 

X 

Remarques. 

(a) Il ne semble pa s possible d'explicite r davantag e au voisinage de 0 les intégra -
les qui figuren t au second membre de ;  cependant on peut dire que J est de sin-
gularité maximu m y - \ au voisinage du point 0 et y - ( ~ + = y - ~ sur les bran-

ds 2 3  3  6  2 
ches de points de MORSE de la courbe K :  9y - 4x = 0 qui port e le s singularité s 

de J (mais ce dernier poin t se déduit aussi de la proposition 5). 

(b) L' ensemble K  ̂a été étudi é pa r les géomètres algébriste s (sou s le nom de 

"discriminant d'une déformation" : voir B. TEISSIER [lj ) et les topologue s (sou s le 

nom de diagramme de bifurcation" : voir V.I. ARNOLD [l j pour un e revu e de la ques-

tion) . 

Cet ensemble K^es t un e hypersurfac e algébriqu e don t les nappes régulière s son t cons-

tituées de points de MORSE (où l'o n appliqu e la proposition 5) et dont le lieu sin -

gulier S(K^) es t de codimension 1 dans K^e t es t génériquement des point s "cusps" 

(où on applique la prop. 6) ou des croisements normau x (ou l'on ajout e la contribu-

tion des deux nappe s régulières ) ;  cette structur e de S(K ) tient au fait qu'avec 
v+1 

une phas e normale , K^est l'envelopp e d'un e famille d'hyoerplan s de IR ;  elle 

est étudiée en détail pa r B. TEISSIER ([l], ch. Ill, prop. 5.1). On peut donc dir e 

que "génériquement " les singularités de J sont données pa r les proposition s 5 et 6 

ci-dess us. 
(c) Il est encore possible , au moins dan s le cas des singularité s simple s 
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(A k, D k , Eg, E7 , Eg) ou des phases quasi -homogènes, d'exprimer J
1 en utilisant les 

"fonctions d 1 AIRY généralisées" de FEDORYUK-GUILLEMIN-SCHAEFFER et de dresser un ta-

bleau des singularités maximum de J le long de K .̂ Ceci se déduit du tableau des 

exposants critique s (ou indice singularité ) de ces phases particulière s (V.I . ARNOLD 

[ 2 ] , J.J. DUISTERMAAT [2] ) et du fait que dans ce cas, le développement asymptotiqu e 

en pde s intégrale s oscillante s est uniform e par rapport aux paramètre s x,y 

(J.J. DUISTERMAA T [2], prop. 4.2.1). 

(2.5) NOTE SUR LE CAS GENERAL. 

Pour la distribution : 

J = lim 
+ 

e -> O 
o 

e - £ P p W dp 
ip if (x,y ; a) , v , 

e , J a(a)da, 

la difficulté es t de connaître le comportement asymptotiqu e de l'intégrale oscillan -

ge 
m m 

eip*> (x,y ; a ) a ( a ) d Q quand p tend vers + 0 0 

Pour (x 0,y 0) fixé sur K , ce comportement a été lié par A.N. VARCHENKO |l ] au poly-

èdre de NEWTON de la singularité (a + <p(x 0,yo ; a ) , (x0,y 0)) et par B. MALGRANGE 

à la monodromie "classique " de cette singularité . Le fait de savoir ce qui se passe 

quand (x,y ) vari e au voisinage de (x0,y 0) reste un problème difficile , lié au pro-

blème de la variation de s exposants critique s d'une équation de FUCHS (ave c para-

mètres) déduite de la connexion de GAUSS-MANIN du déploiement considéré (cett e con -

nexion a ét é étudiée par K. SAITO ! l|, [2] et F. PHAM [.2I ). Pour la distribution : 

J = e 
i ( y + O f 

r ( y + i ) 
r(y+l) 

(x,y ;a) + io) y a(a)do, 

(où y / -1,-2 , ... sinon il faut introduir e dan s cett e expression les termes logari -

thmiques convenables ) on peut supposer que les sonnées son t analytiques et déformer 

le domaine d'intégratio n de J en passant de ]Rn à Œ m, suivant la méthode des "cy-

cles de PETROWSKY" d'usag e couran t en théorie des opérateurs hyperbolique s (HERGLOT Z 

- PETROWSK Y - LERAY - ATIYAH - BOTT - GARDING [1]). Cette méthode perme t à L. GARDING 

([1], [2]) , d'anoncer un e conjecteure de type "conditio n local e de PETROXSKY" con -

cernant l'existenc e de lacunes faible s pou r J, c'est-à-dire la possibilité de pro-

longer J de façon C° ° jusque su r son support singulier, Il semble que si l'on pren d 

ces "cycle s de PETROWSKI" dans les "fibres de MILNOR" du déploiement considéré, on 

puissen reprendr e cett e conjectur e en disant que l'invarianc e de ces cycles par la 

monodromie entraîn e la possibilité de ce prolongement : ceci en effet est vérifi é 

aux point s de MORSE suivan t le proxédé usue l de PICARD-LEFSCHETZ (voi r par exempl e 

J. LERA Y [1] , § 65, lemme 65 ) et ce fait suffit si l'on adme t que les singularités 

de J sont de codimension complex e 1 dans C m. 
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