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EXPOSE SUR LES SINGULARITES DES DISTRIBUI'TONS DE FOURIER A SYMBOLES HOMOGENES
E. COMBET

Cet exposé porte sur certains aspects "géométriques" de la théorie des singula-
rités des distributions de FOURIER A = feim(x’e)a(x,e)de & phase « normale et a
symbole a "homogéne pour 6 grand" ; ceci concerne les relations entre le type et
le degré des singularités de A et 1a géométrie du support singulier de A. Les points
abordés dans ce texte ont fait 1'objet d'articles de L. GKRDING, M.V. FEDORYUK,

A. HIRSCHOWITZ et A. PIRIOU, mais on considérera systématiquement ici 1'aspect
"intégrale oscillante avec paramétres" des formules.

I DISTRIBUTIONS DE FOURIER

J'expose d'abord quelques points classiques de la théorie des distributions de
FOURIER, d'aprés L. H6RMANDER [1], en rappelant 1'essentiel des démonstrations adap-
tées aux cas particuliers considérés ici.

d'ordre m (m € R) sur R" x ]RN ; ses éléments sont les fonctions a € Coo(]Rnx ]RN,(t)
telles que pour tout compact K de R" et tout couple a,3 de multi-indices on ait :

w- |

B0 <
(1) |Dppf a(x,0)| Ck.a,8 (1+]e ]
pour x € Ket 6 € R N.
On pose S_m(]RnXIRN): M Sm(]RanRN).
m€ R

On suppose connu le "calcul asymptotique" ou, comme on dit parfois, la propriété
de MITTAG-LEFFLER" des symboles : étant donnés a; € s™ (R" x RM) avec j € N et
m. + - o, il existe un symbole a € SmO, unique modulo S tel que a - I a; € sk

jek 2
pour chaque k, ce que 1'on écrit a v % aj.
(1.2) PHASE. - On considéreune phase @ positivement homogéne de degré 1 et sans
point critique sur R" x (]RN 0).
On a donc : ¢ € @™ x GRN \ 0) ; R) ; D g #0 surimz x GRS \ 0
’

N
et ¢ (x,t,0) = t¢(x,06) pour t > 0 et (x,0) eErR™ x ® \ 0).

N
)> ® une phase. Pour

N+m+ k <0, Ta fonction : .
(2) A = f et (x’e)a(x,e)de

est de classe CK sur R". En particulier A est de classe C¥ si a € S,
Ceci découle de la mjoration (1) de a (en prenant o = 8 =0 ) et en passant aux
coordonnées sphériques dans IRN.

En tenant compte des hypothéses faites sur ® on peut généraliser 1'intégrale (2)
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E. COMBET

"
de facon a obtenir une distribution sur R" (L. HORMANDER [1]|, Ch. I). Pour cela
un point important est la construction d'un cpérateur différentiel

L =% a. G 2 b. 2 c
j aej i ij

avec a. € S°, bj, c €S aj et bj sont nuls au voisinage de 0 € B?N et on a

t i? i®

1'égalité e' "= el Tclest-a-dire :

Ir eiw (X’e)u(x)a(x,e)dxde = [ eiw (X’O)L(u(x)a(x,e))dxde
pour € Z®M et a € s T® xR,

PROPOSITION I. - Soit © une phase fixée dans R " P
dienne de 6 dans R .

" Notons 10| 1a_norme euc

L'expression : Lim Jf i (e Gmrinfo])
L>O+

existe pour u € 2@®", a€ s"®" xrY).

Cette limite définit une distribution A € 2'@®") et dépend continiment du symbole

N

u(x)a(x,0)dxde

dans 1'espace Sm(Bln x R7) muni de la topoloaie d'espace vectoriel de FRECHET dé-
finie par les semi-normes déduites de (1).
Preuve. - Soit o € QﬂaRN), valant 1 sur un voisinage de 0. On peut écrire

ffei( ¢ (x’0)+i€[el)u(x)a(x,e)dxde =

=[f e:(¢ (X’6)+i€lel)a(e)u(x)a(x,e)dxde

o fret? 00 (g 0))e 10 lutoatx, 0)ax do.

iy (x,9)

Dans cette expression, la premiére intégrale tend vers ff e u(x)a(x,6)dxde ;

la seconde intégrale du second membre s'écrit :
(3) et ? 0k uioyre 9T uGoatx,0))dxde

ol L est 1'opérateur différentiel : Sj > S‘j_1 considéré plus haut, k un entier > 0O
arbitraire.

Quand £ -~ O+, (1-a)e ua > (l-a)ua dans Sm| pour tout m' > m, donc
LE((I-q)e"Elelua) » L%((1-a)ua) dans S™ K car L est continue

sJ SJ_I. Alors si : m-k +N < 0, i1 suffit de prendre m' > m assez proche de m

-e]6]

pour avoir encore m'-k+N < 0 et 1'intégrale (3) converge vers
g5 et ? Ca® R (ma (o)) ux)alx,0))dx do
Finalement on a :

lim +ff ei( ¢ (X’O)H"C[eI)u(x)a(x,e)dxde = ff et ¥ (X’e)Lk(u(x)a(x,e))dxde
e >0
pour tout k vérifiant : m-k+N < O et on voit bien sous cette forme que cette limi-

te dépend continiment de u et de a séparément.

La distribution ainsi définie est notée A = lim [ el v (x,0)+iel6])

€ > 0

a(x,0)d6

= P04 6yae.
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SINGULARITES DES DISTRIBUTIONS DE FOURIER

Les propriétés de régularité de A sont précisées en localisant le support singulier
de A et en introduisant les espaces de SOBOLEV H?OC(P n).

Rappelons qu'une phase ¢ est dite non-dégénrée si en chaque point (x,6) oi

q)é(x,e) = 0, la différentielle D(x,e)@é est de rang maximum N. On sait dans ces
conditions que 1'image de la sous-variéte {(x,0)] wé(x,e) =0} de R" x RN par
1'application (x,6) - (x;P;(x,e)) est une sous-variété lagrangienne de R "x R"

et qu'il existe une "analyse lagrangienne" des changements de coordonnées, de pha-

ses et d'amplitudes dans les distributions correspondantes.

PROPOSITION 2.
a) Le support singulier de la distribution de FOURIER A = / et %a(x,0) do es

contenu dans 1'ensemble : Kw - Ix e]Rnla 0 £0: ¢ é(x,@) -0}

b) Supposons que la phase % soit non-dégénérée alors pour

ac s"®'x RY) ona: Ac HTOCGRn) st : m¥s + g- < o.
Preuve.
a) (L. HORMANDER |1 prop. 1.2.3).
b) C'est une conséquence immédiate d'un énoncé plus précis de DUISTERMAAT-H%RMANDER
([1], § 5.4) 5 on peut en donner une preuve directe en remarquant qu'il existe lo-
calement un systéme de coordonnées (y) dans Hkn, une phase Y(g) = < y,£>-H(&)

dans R" x R" \\0, une amplitude b €Sm+g - g (R "x R n) telles que sur 1'ouvert

U de ce systéme de coordonnées (y) on ait :
A= f eiw(y,ﬁ)

b(y,&)de.

Posons c(y,&) = x(y)b(y,g)e_iH(g) ol x € 3D (U), x valant 1 sur un ouvert VC U.
Alors pour f €. (V)

on obtient : <A, f > = lim + ffel(<y’g> +1€’€|)r(y,£)f(y)dyd£

€ >0

= lim sreelel £(-n)C(n-£,E)dEdn
e >0
o fet € sont les transformées de FOURIER de f et y - c(y,&). Par hypothése on a
1'inégalité :

“me 5 -3 my -3
letn-g,8)| < & 1+ |n-g]) (+le]) ;
rappelons 1'inégalité de PEETRE :
-1
Q+leD e+t Gslenh 7 e < kK, 3
on obtient : N n
™73
let-g, )] < ky(1+[n]) .
On déduit de ceci : 1
2
IS5 13 me-g,e) [dedn < k, U [En) | 2(+]n]) 2 5an}
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E. COMBET

car 1'inégalite m+s+% < 0 entraine la convergence de 1'intégrale
S (1+1”!)2m+N_n+25dn. Finalement : [<a,f£>]= |/ £(-n)e(n-£,£)dE dnl
< ky hen

Le choix d'une phase ¥ fait correspondre a 1'espace des symboles Sm(BQn X BQN) une
classe de distributions sur R". Pour m = -, ces distributions sont des fonctions
C%. Au calcul asymptotique (modulo $™7) des symboles correspond un calcul asympto-
tique (modulo Cm) de ces distributions qui sont d'autant plus réguliéres que m est
plus petit dans R (plus proche de -« ). Ceci est prouvé par la propositions 2.

I1 est donc naturel d'étudier le probléme du développement asymptotique des distri-
butions de FOURIER rencontrées dans les exemples concrets. Mais voici maintenant
quelques-uns de ces exemples.

(1.4) OPERATEURS ELLIPTIOUES. - A chaque symbole a € sm(uz: x Ri) on peut associer

N n n,
un noyau P € & (]Rxx]Ry, FL _ 1 fei<x-y,9>

%Y (oD

& ce noyau P correspond 1'opérateur pseudo-différentiel a(x,D) sur R n

a(x,06)do

1 J-fei<x—y,6>
(em™
_ 1 I ei<x,6>
(em™
ol il est la transformée de FOURIER de u € (R n) :
8Ge) = J e TS0 L(yyax.
D'aprés la proposition 2 (a), les singularités de P sont contenues dans la diagonale
x =y de IR: x R".

y
Du calcul asymptotique des symboles rappelé au § 1.1 correspond un calcul des opéra-

a(x,D)u(x) = u(y)a(x,6)de dy

G(e)a(x,06)do

teurs pseudo-différentiels défini modulo les opérateurs régularisants, c'est a dire
modulo les opérateurs correspondant aux symboles de 1'espace s™% (auquel cas P€ Cw).
Dans ce calcul on a 1'égalité c(x,D) = a(x,D) o b(x,D) si et seulement si

(4) c(x,0) = = I, (ip)%a(x,0) D} b(x,0).

Ce calcul s'applique simplement pour la détermination d'une paramétrix bilatére E
d'un opérateur pseudo-différentiel elliptique : 1'équation correspondante se résout
en utilisant (4).

(1.5) OPERATEURS HYPERBOLIQUES A COEFFICIENTS CONSTANTS.- On considére un polyndme

ag) = 2 a Eahomogéne de degré m > 0, hyperbolique strict par rapport au vec-
o | =m

teur (1,0,...,0) de R". En supposant que la valeur de a sur ce vecteur est égale
& 1, on obtient une décomposition

a(g) = (5,-A](e)) e (g,—xm(e))
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SINGULARITES DES DISTRIBUTIONS DE FOURIER

ol les fonctions Aksont C>, différentes entre elles, 1-homogénes par rapoort 3
8 = (855---58) ER™ '\ 0; de plus i1 existe une involution k > k' de 1'ensemble
{1,...,m}telle que A (78) = A, (8).

A ce polyndme a(g) est associé 1'opérateur hyperbolique a(D) ol on pose
- (-1 2 .2

3%, "t Tt 5x

1 n

A chaque suite v = (gl,...,gm) avece = * 1 on associe la distribution :
E = n . . -1 . -1 i<
v(a’x) (2m) tl—l>m0+ f(€1+1€]t - A‘) ....(g‘+1emt—>\m) ]el X’E>dg

qui est une solution élémentaire de a(D) dans R n
Cette distribution E se décompose en une somme de distributions :

A = 1i s ivj (x,0) 1Y
jox T MM H(E.8)e yorIe 9y 40
t >0 J 1
dans cette expression on a :
elxlyl
lim c. J W dy] = - ejZiTr Y(—ejxl)
t >0

o0 Y est la fonction de HEAVISIDE ; d'autre part Hj(t,e) tend vers un élément hj(e)
de 1'espace S_m+1 et la phase‘Pj égale :

B

. 0) =
05(x,0) = x, A5(8) + x84+ .+ x 0

Finalement, Ev est somwe de distributions de la forme :

Y(zejx) [ hy(0) el(xlxj(e) TRt T 6“"‘)de
ol le produit a un sens car les fronts d'onde sont bien disposés (on peut appliquer
le th. 2.5.10 de L. HORMANDER [1])
On obtient ainsi 2™ solutions &lémentaires "distinguées" de a(D) dans R" dont les
supports singuliers se calculent aisément par la proposition 2(a). On donne parfois
le nom de propagateurs a ces solutions élémentaires et a certains noyaux qui s'en
déduisent par différence.
Dans le cas d'un opérateur hyperbolique a(x,D) & coefficients C%, ces propagateurs
se construisent en résolvant d'abord le probléme de GAUCHY (L. HaRMANDER,[Z[, § 9)
puis en calculant les paramétrix suivant le principe de DUHAMEL (voir exemple
J. CHAZARAIN [1], § 3.1). Les propagateurs interviennent en théorie quantique des
champs et en relativité générale. Ils ont été construits par A. LICHNEROWICZ [1]
dans un contexte géométrique général (tensoriel ou spinoriel) ; leurs propriétés
globales se trouvent dans 1'article [ 1] de J.J. DUISTERMAAT - L. HORMANDER
(§ 6.5-6.6).

SINGULARITES DES DISTRIBUTIONS DE FOURIER

(2.1) SYMBOLES HOMOGENES POUR " © GRAND" . - Nans la suite nous aurons a considérer
des fonctions a € C“(H%n x R N) qui sont X-homogénes pourg grand, en ce sens qu'
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E. COMBET

i1 existe A € € tel que pout tout compact K de R"™ on ait :

a(x,te) = t>\ a(x,0)
nour t > CK et |6] = 1. Ceci implique : a € SReA (R" x R N). Dans la pratique on a
généralement 2 A€ Z mais il est parfois intéressant de plonger ces distributions
dans une famille holomorphe suivant une technique introduite par M. RIESZ dans 1'é-
tude des opérateurs hyperboliques.
Pour un symbole supposé ) -homogéne pour a crand, 1'écriture des distributions de
FOURIER associées se simplifie en passant aux coordonnées snhériques n = |6},
dans RV, on note sN! 1a sohere unite de ® V.

PROPOSITION 3. - Soit a € C” (R™ x B") et b € C'(R" x sV} telle que :

a(x,to) = fAh(x,rQ
pour o € SN_l, t > c.
On définit sur R" 1a distribution :

Ib 5 M) = lim | J J etP (¥ o) %ie) AN=T (o ydo w
€ >0 N-1 ‘o

SN—]

otenue en régularisant 1'intégrale dp de facon C 7

1 .
+N-1
J Jip e (x,o)pk
(o]

par rapport aux paramétres x,0. )
Alors les distributions I(b ;) et J el ¥ 050 4 (x,6)d0 différent d’une
fontction C%.

Preuve. - Soit o € & (R N), valant 1 sur un voisinage de 0 ; les fonctions a et
(1 -a(0))]o]” b(x, g ) appartiennet a ske’ (R"
assez grand ; donc elles définissent des distributions qui différent d'une fonction

C
I1 suffit de régulariser 1'intégrale
N-1

1 .
ipy (x,0 A+N-1
f N-1 J e ) g b(x,0)dp
S o s

1 .
suffit de régulariser 1'intégrale : I, = J eif ¥ (x,0) QA+N_1dp
o

x R N) et coincident pour |8]

de facon C* par rapport & x ; donc il

de facon C® par rapport & x de 5. Ceci est possihle car I] est une application de
C dans C” (R" x sh-1
on étend I1 en une fonction méromorphe dans € avec des pbdles atix noints

), holomorphe pour Re(X+N-1) > -1 ; en intéarant par parties

AN-1 = -1; -2, ... ; ensuite on définit Il(x) en ces points X#N-1 = -1, -2,

en prenant une partie finie d'intégrale, c'est-a-dire en prenant en ces points le
terme constant du développement de LAURENT DE Il.

Remarque. - Le procédé de régularisation de I au point p : 0 n'importe pas, pourvu
qu'il soit de classe C” par rapport & x. Nous avons indiqué dans la preuve ci-dessus

le procédé le plus couramment utilisé. On notera que 1'holomorphie de I](A) n'‘en-
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SINGULARITES DES DISTRIBUTIONS DE FOURIER

traine pas celle de I(b ; ) ; cette derniére dépend de ¢ et plus précisément du
comportement aysmptotique de 1'intégrale oscillante ISN-leip ¢(x50)3(0)do » quand
p > +o 3 1'étude de ce comportement est précisément le probléme central de cette
partie.

Dans la suite, les calculs sont locaux et menés modulo les fonctions C “: les par-
ties principales des singularités peuvent étre obtenues en remplagant dans 1'inté-
grale I, 1'intégrale sur sN-1 par une intégrale sur R N-1 ; on peut aussi supposer
que b ne dépend pas de x et appartient a §3(H2§'1). Finalement on considére dans

cette seconde partie les distributions de 1a forme

M s a) = 1im J J el ¥ (60) =t 16y dp do
+ N-1 o
e>0 R
N-1 © . n N-1
a€E 9@ ), v €C R xR » R) avec la condition :

(2) ¥ (x,0) = 0 = D(x,c) v (x,6) # 0

en fin il découle de Ta proposition 2 (a) du § 1.3 que le support singulier de
J(H ;3 a) est contenu dans 1'ensemble

(3) K‘p = {XE]RHI 30 ; ¢ (x,0) =0 et ng’(x,o) = 0}

car @ provient d'une phase l-homogéne en 6 sur R : X (D?Q \0).

(2.2) CALCUL POUR N = 1.

PROPOSITION 4. - Pour N = 1, 1'hypersurface ®(x) = 0 a tous ses points réguliers
et on a : ( iu+en)T -

) e T(u+1) (¢ (x)+io) "7 pour p # ~1, -2,
(4) J(u) =

( al™ v ™= 2™ 0 0™ Log(¢ () +io)
V pour y = -m = -1, =2,
ol les coefficients agm) s'obtiennent par calcul des développements de LAURENT :

L ™!

-1 (m=1)"!

ac(’]) =T"(1) + i-; (T'(1) = -y (y = la constante d'EULER))
(m) §= ! ™ 1 1

ag = =T Ty +ig+ 1 +5+ ...+ ) (m >1).

Preuve. - Avec la convention hatituelle de régularisation, 1'intégrale
: 1p0 ~ep n
elimo+ JO e e P de est 1a transformée de FOURIER de la distribution ol ;

elle est calculée dans le livre de GUELFAND et CHILOV (]1|, ch.2, § 2.3, formule
(2) et § 2.4, formule (14)). Le fait que 1'hypersurface #(x) = 0 ait tous ses points
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réguliers provient de la conditon (2) du § 2.1.

Remarques.

(a) Le cas N = 2 conduit aussi & des formules intéressantes que 1'on trouvera dans

les articles cites de L. GARDING.

(b) Pour N> 1, la proposition 4 permet de mettre J( p; a) sous forme symbolique :
i(ur1)3

(5) S s @) =e T (u+l) Lm“"(w (x,0)+i0) ™ la(o)do,

pour u# -1, -2, ... . Pour les valeurs u= -1, -2, ... on apnplique le seconde for-

mule (4) (M.V FEDORYUK [1], th. 1.1).

Dans son article [1], L. GARDING ocnsidére des distributions 1égérement différentes

ip (v (x,0)+ie) ‘i(u+l)%

r o
L(y 3 a) = 1lim . JmN_] J’ e e pu a(o)dp do.
e >0 o

Ces distributions s‘expriment & 1'aide de valeurs au bord de la fonction analytique

définie pour -7 <arg z < 7 par 1'égalite :
S

XS(Z) =z T(-s) pour s # 0,1, 2,
XP(Z) = zP(-Log z + cp)/p ! pour p = 0,1,2,
N _ 21
ol Co = 0 et cp =5 * Cp—l'

On obtient dans ce cas :
(6) L(u 5 a) = LRN_] Yoy-1 (¥ (x,0)+i0) a(o)do.
(2.3) CALCUL AUX "POINTS DE MORSE". - I1 est possible de calculer le développement

au voisinage d'un "point de Morse" du supnport K<P:
PROPOSITION 5. - On considére Ta distribution de FOURIER :

J(p 3 a) = 1lim J N—1 J’w P ¥ (X’O)e—De o" a(o) dp do
e » ot JRr o

dont le support singulier est contenu dans 1'ensemble
K, = &x er"| 3o : ¢ (x,0) = 0, D¢ (x,0) = O}.

~ 2
On suppose que 0 € K ¢ et que DO<P(O,O% =0, dét D OO(p(O,O) # 0. On note x > o(x)
la fonction C* au voisinage de 0 € R", solution unique de 1'équation Dy9¥(x,.) = 0
avec g (0) = 0 et dét Dgov(x,.) # 0. Alors au voisinage de 1'origine 0 de R" on a

le développement asymptotique :
N-T . m 2 1

—— 17z sen D ¢ (x,0(x)) -1
(7) JGis a) = (2m € 7 ldet Dio‘/’ (x,0(x)) | 2
k . N+1 ki N+1
© (R a)(o) i(e- —— - k)% —(u =Xy
’kz T € ? rou - N%l-k)( ¢ (x,0(x))+io) 2
=0
pour - Nely g -N *(sinon il faut introduire des termes en Log (®{x,5(x))+i0)

comme dans®la formule (4) du §. 2.2).
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SINGULARITES DES DISTRIBUTIONS DE FOURIER

Dans cette expression, sgn D§O<P(x,0(x)) est la signature de la différentielle se-
conde de la fonction o ~ ¥ (x,0) (c'est la différence entre 1a nombre de signes +
et le nombre de signes - de la forme diagonale) ; Rx est 1'opérateur différentiel du

second ordre :

=i <2 138
Rx 2 (DUU ¢ (x,0(x))) 30’ 30 <
Preuve. - Par application du théoréme des fonctions implicites, il existe un voisi-

nage X de 0 dans B?n, un voisinage A de 0 dans R‘N-l, une fonction x € X»o(x) € A,
de classe C”, vérifiant : o(0) = 0 et telle que la point o(x) soit 1'unique solution
de 1'équation Ds®(x,.) = 0 avec dét Dgo¢(x,.) # 0. Ensuite on aoplique le "lemme de

MORSE avec paramétres"
P 0 (x,0) = ¢ (x,0(0) + 5 D> o(x,0(x))(h (), h (o))

ol hX est un difféomorphisme local de R N-1 vérifiant h0 = Id. En appliquant le
"principe de la phase stationnaire" on a le développement aysmptotique :

. . N-1 7 sgn Qi#’(x,o(X))
J - elpsf«’(:»(,d)a(g)d0 . elD‘P(X,G(X))(zﬂ_) 2 ok
R p > 4+
5 -5 2 ®ae k-1
Jldee DS e(x,ox| T T X ,
k=0 k!

ce développement &tant uniforme par rapport & x (J.J. DUISTERMAAT ; [1], § 1.2). On
intégre terme a terme pour avoir J : ceci donne 1'expression indiguée, compte tenu
de la prop. 4, du § 2.2

Remarques.

(a) Si 1'on revient aux données de la nartie I, un calcul global nécessite 1'expres-
sion de la “condition de MORSE" sur la sphére SN_1 ; ceci est fait dans 1'article

de M.V. FEDORYUK ([1], § 1.2 et 1.3).

(b) Dans Teurs articles, M.V. FEDORYUK [1] et L. GARDING 1], |2], utilisent ensui-
te les expressions (5) et (6) de J données au § 2.2.

Dans cet exposé j'essaierai plutét d'utiliser les propriétés connues de 1'intégrale
oscillante "avec paramétres"
(8) | et ¥ G5 (0ya0

rY!
dans 1'étude de la distribution :

J(p 3 a) = 1lim 4( e-ogp“dpf N_1e1p<p (x’c)a(o)do H

e > ot o R

mais la difficulté est de connaitre le comportement de (8) par rapport & o de facon
uniforme par rapport a x.

(2.4) PASSAGE AUX PHASES NORMALES. - On condidére toujours une "phase réduite"

71



E. COMBET

vE Cm(ﬁzn X FQN'I) telle que Dx,o ®# 0 lorsque g(x,0) = 0.

On suppose que ¥ (0,0) = O,DOW(O,O) = 0 mais que 0 est un point critique algébrique-
ment isolé de la fonction o - (0,0). On applique & cette situation la théorie de
THOM-MATHER-ARNOLD du déploiement universel de la singularité (g¢(o0,0),0) (voir exem-
ple J.J. DUISTERMAAT |2|). On pose (o) = (0,5), on note N-1-k Te corana de ¥ en

0 et v+l Ta codimension (le nomble de MILNOR) de ' en 0.

- N -
A un difféomorphisme local prés : (HQN ],0) (R 1,0) on peut écrire le déploie-
ment universel de U :
¥(u,0) = q(o") + p(a") + uyb e+ ..+ u b ("),
v v
ot o= (d,0" )E R Ky r N_]_k, q étant la forme quadratique non dégénérée, induite

par DZW(O) dans HQk, p un polynéme de deqré . J+2, de codimension v+1, appartenant
au cube de 1'ideal (.%,(R™)) des germes en 0 des fonctions C  sur R M1k qui
s'annulent en 0 ; les polyndmes l,bl,.h..bv donnent une R -base de 1'espace quotient
de - ‘{o(]R N-1-k

Alors on peut écrire :

) par 1'idéal jacobien de .
v
¢ (x,0) = q(U')+p(hX(0")) + jfl uj(x)bj(hx(o")) +oug 60

N-1-k

ol hX est un difféomorphisme local de R . Ce difféomorphisme ne change pas les

parties singuliéres des distributions considérées ; on est ramené a des phases de la

forme : . " Y
¢ (x,0) = q(a") + p(a") + Z

io uj(x)bj(o") + u

\)+I(X)'

ipy (x,0)
Dans le calcul de 1'intégrale oscillante e a(o)do,

LRN— 1
k

figure la partie quadratique : J oiralo )a](o')do', a, €2 ®)
k

qui se raméne au cas non dégénéré de la nronosition 4 du § 2.2. On peut donc suppo-

ser que ¥ (x,0) = p(o) + u,Gb (6) + ... + u ()b () + u ()

v+1

et la distribution JX se déduit de la distribution Ju associée a la phase :

p(o) + ub (o) + ... +u, b (o) + u
par image réciproque suivant 1'application x € R n. u(x) € RY . Finalement on se
raméne aux calculs avec des phases "normales"

J(n a)x = lim + J e EP o¥ dpJ elp«p(x,y 3 0)a(o)dcr .
o

’ e >0 r"

avec les hynothéses suivantes :
¢ (x,y 3 0) = v(o) + x]bl(s) + ...+ xv(a) -y
Y € CJ?QGRm))3, vy est un polyndéme de degré € v+2, de codimension v+l ; bl"""bv
sont des polyndmes dont les classes forment une base du quotient de Vﬁg(m m) par
1'idéal jacobien de V.

Considérons d'abord le cas le plus simple (celui) du cusp) :
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Proposition 6. - Considérons la phase (m=1, v=1) : 3

¢ (x,y 5 0) == %;>+ X0 -y
alors le premier terme du développement asymptotique de J s'écrit :
w 1 2
- . u_ - -
Jasa = a_(x) lim J eTiPFEE) T3 nx 02 dp
X,y o +
e >0 o

o . . = = =
+ al(x) lim J e 1p(y+l€)p 3 A'(x 03) dp
€ >0 o

ol A est la fonction d'AIRY et A' sa fonction dérivée :

A(t) =

3
+oo i(‘%*’tc)
J e do , t €ER ;

les fonctions ao et ay s'obtiennent en décomposant a suivant le théoréme de prépara-
tion de MALGRANGE :

a(o) = a (x) +a,(x) + h(x,o)(x—cz).

Preuve . - C'est une conséquence des formes des intéarales oscillantes exposées dans
le 1ivre | 1| de V. GUILLEMIN et S. STERNBERG.

Y K
©

Remarques.

(a) IT ne semble pas possible d'expliciter davantage au voisinage de 0 les intégra-
les qui figurent au second membre de J1 ; cependant on peut dire que J est de sin-

gularité maximum u - % au voisinage du pointZO et §1— (% + é) =u - % sur les bran-
ches de points de MORSE de la courbe K(P: 9y~ - 4x~ = 0 qui porte les singularités

de J (mais ce dernier point se déduit aussi de Ta proposition 5).

(b) L' ensemble K g 2 été étudié par les géométres algébristes (sous le nom de

"discriminant d'une déformation" : voir B. TEISSIER [1]) et les topologues (sous le
nom de diagramme de bifurcation" : voir V.I. ARNOLD [1] pour une revue de la ques-
tion).

Cet ensemble quest une hypersurface algébrique dont les nappes réguliéres sont cons-
tituées de points de MORSE (ot 1'on applique la proposition 5) et dont le lieu sin-
gulier S(Kq) est de codimension 1 dans K(Pet est génériquement des points "cusps"
(ol on applique la prop. 6) ou des croisements normaux (ou 1'on ajoute la contribu-
tion des deux nappes réguliéres) ; cette structure de S(K¢) tient au fait qu'avec

une phase normale, K est 1'enveloppe d'une famille d'hyoerplans de H2v+1 ; elle

est étudiée en détail par B. TEISSIER ([1], ch. III, prop. 5.1). On peut donc dire
que "génériquement" les singularités de J sont données par les propositions 5 et 6
ci-dessus.

(c) I1 est encore possible, au moins dans le cas des sinqularités simples
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(Ak, Dk’ E6’ E7, E8) ou des phases quasi-homogénes d'exprimer J1 en utilisant Tes
"fonctions d'AIRY généralisées" de FEDORYUK-GUILLEMIN-SCHAEFFER et de dresser un ta-
bleau des singularités maximum de J le long de K ¢ Ceci se déduit du tableau des
exposants critiques (ou indice singularité) de ces phases particuliéres (V.I. ARNOLD
[2]. J.0. DUISTERMAAT [2]) et du fait que dans ce cas, le développement asymptotique
en pdes intégrales oscillantes est uniforme par rapport aux paramétres X,y

(J.J. DUISTERMAAT [ 2], prop. 4.2.1).

(2.5) NOTE SUR LE CAS GENERAL.
Pour la distribution

J = 1lim . f e €P pu dpf m elpW(X’y 3 cy)el(U)dc,
e >0 o R

la difficulté est de connaitre Te comportement asymptotique de 1'intégrale oscillan-
ge J eipw Gy 5 O)a(o)dc quand p tend vers + «
m
R

Pour (Xo,yo) fixé sur K , ce comportement a &té 1i& par A.N. VARCHENKO [1] au poly-
édre de NEWTON de Ta singularité (o = ®©(Xo,Yo 30), (Xo,.Yo)) et par B. MALGRANGE

a la monodromie "classique” de cette singularité. Le fait de savoir ce qui se passe
quand (x,y) varie au voisinage de (Xo,Yo) reste un probléme difficile, 1ié au pro-
bléme de la variation des exposants critiques d'une équation de FUCHS (avec para-

métres) déduite de la connexion de GAUSS-MANIN du déploiement considéré (cette con-
nexion a &té étudiée par K. SAITO | 1|, [2] et F. PHAM [2]). Pour la distribution :

i(u*'l)‘TzL -u=1
J=e T (u+l) J n(? (Y 50)+ie) M a(o)do,
R

(o0 y # -1,-2, ... sinon il faut introduire dans cette expression les termes logari-
thmiques convenables) on peut supposer que les sonnées sont analytiques et déformer
le domaine d'intégration de J en passant de R"ac¢ m, suivant la méthode des "cy-
cles de PETROWSKY" d'usage courant en théorie des opérateurs hyperboliques (HERGLOTZ
- PETROWSKY - LERAY - ATIYAH - BOTT - GARDING [1]). Cette méthode permet a L.GARDING
([171, [2]), d'anoncer une conjecteure de type "condition locale de PETROXSKY" con-
cernant 1'existence de lacunes faibles pour J, c'est-a-dire la possibilité de pro-
longer J de fagon C” jusque sur son support singulier. I1 semble que si 1'on prend
ces "cycles de PETROWSKI" dans les "fibres de MILNOR" du déploiement considéré, on
puissen reprendre cette conjecture en disant que 1'invariance de ces cycles par la
monodromie entraine la possibilité de ce prolongement : ceci en effet est vérifié
aux points de MORSE suivant le proxédé usuel de PICARD-LEFSCHETZ (voir par exemple
J. LERAY [1], § 65, lemme 65) et ce fait suffit si 1'on admet que les singularités
de J sont de codimension complexe 1 dans € ™.

74



v

<

—

I

A.

SINGULARITES DES DISTRIBUTIONS DE FOURIER

REFERENCES

.I. ARNOLD [1], Critical points of Smooth Functions, Proceedings of Int.

Congrés of Math. Vancouver 1974.
|2] Intégrals of rapidly oscillating fuctions and singularities of
Lagrangian manifolds, Funct. Analysis and Applic. 6 (1973) 222-224.
o

.F. ATIYAH, R. BOTT, L. GARDING [1], Lacuns for hyperbolic differential opérators
with constant coefficients,
I. Acta Math. 124 (1970), 109 - 189.
II. Acta Math. 131 (1973), 145 - 206.

. CHAZARAIN [1], Opérateurs hyperboliques & caractéristiques de multiplicité cons-
tante, Ann. Inst. Fourier, Grenoble 24, 1 (1974), 173 - 202.

.J. DUISTERMAAT [1], Fourier Integral Operators, Courant Institue, New-York U.1973.
2], Oscillatory Integrals, Lagrange immersions and unfolding of
Singularities, Communic. on Pure and Appl. Math. XXVII (1974),
207 - 281.

"
.J. DUISTERMAAT and L. HORMANDER [1], Fourier Integral Operators and the asymptotic
behavior of the solution of the mixed problem, Russian Math.
Surveys 32 : 6 (1977), 67 - 120.

. GARDING [1], Sharp fronts of paired oscillatory integrals, Publ. RIMS, Kyoto U.,
12 suppl. (1977), 53 - 68.
[2], Sharp fronts and Lacunas. Some Problems and results, Prepint.
University of Lund 1978.

.M. GUELFAND , G.E. CHILOV [1], Les Distributions (tome 1), Dunod Paris 1962.
. GUILLEMIN, S. STERNBERG [1], Geometric asymntotics, Math. Surveys 14, AMS 1977.

HIRSCHOWITZ, A. PIRIOU [1], Propriétés de transmission pour les distributions
intégrales de Fourier. Comm. in Partial Differential Eauations,
4(2), 1979, 113 - 217.

"
. HORMANDER [1], Fourier Intégral operators I, Acta Math. 127 (1971), 79 - 183.
2], The calculus of Fourier Integral Operators, Prospects in Math.
Princeton U. 1971.
[3], Pseudo-differentiel Operators and Hypoelliptic Equations,
Procedings of Symp. in pure Math. Vol. X, AMS 1967.

. LERAY [1], Le Calcul différentiel et intégral sur une variété analytique com-
plexe (Probléme de Cauchy III), Bull. Soc. Math. de France, 87
(1959), 81 - 180.

. LICHNEROWICZ [1], Propagateurs et commutateurs en Relativité générale, Publ.
Math. T.H.E.S. 10 (1961).

. MALGRANGE [1], Intégrales asymptotiques et monodromie, Ann. Sc. Ecole Norm. Sup.
(4), 7 (1974), 805 - 430.

. PHAM [1], Caustiques, phase stationnaire et microfonctions, Acta Scientiarum
Vietnamicarum.
[2], Caustics and Microfunctions, R.C.P. 25-Strasbourg 1976, Proc. of
1976 0ji Seminar on Algebraic Analysis (Kyoto).

. SAITO [1], Calcul algébrique de la monodromie, Singularités a Cargése, Astéris-
ques 7 et 8, S.M.F. (1973).
[2], Regularity of Gauss-Manin connection of flat family of isolated sin-
gularities, Quelques journées singuliéres (janvier 1973),
Ecole Plytechnique (Paris, janvier 1974).

. TEISSIER [1], Cycles évanescents, sections planes et conditions de Witney, Sin-
gularités a Cargése, Astérisques 7 et 8, S.M.F. (1973).

75



E. COMBET

A.N. VARCHENKO [1], Newton polyedra and estimation of oscillating integrals,
Funkst. Anal. Prilozen &o05) (1976), 13 - 38.

E. COMBET

Université de LYON I
Département de Mathématiques
43, bd du 11 novembre 1918
69621 VILLEURBANNE

76



