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UNE APPROCHE ALGEBRIQUE DU DEVELOPPEMENT FONCTIONNE L
DES SOLUTIONS D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES NON LINEAIRES FORCEES

par

Michel F LIESS

ABSTRACT, - Let:

{ o jo] 1 i

y(t)=bla)  [aq(0) given]

be a non-linear differential system, where Ao ’Al s e An are analytic vector
fields and b is an analytic function. The output y is a causal analytic func-

tional of the inputs u ch U i.e. y 1is given by the following non-commu-

R
tative power series

g=bl + % p) A L. A bl ox ...x,

v20 Jgreeend, =0 o v v o

This is used to derive the Volterra series expansion in closed form. The proofs
are essentially of algebraic nature and generalize W, Grobner's works on Lie

series,

’
I.- PRESENTATION DES R_éSU LTATS.

Considérons le systeme différentiel :

o a(0) (= “Yar)= A_(q)+ T u.(1) A (q)
1 i=1

L'état q appartient d une variété analytique réelle Q , de dimension finie N

[q(0) est donné]. Les champs de vecteurs A0 'AI s An et la fonction

b: Q - R sont analytiques, définis dans un voisinage de q(0) . Les entrées
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M. FLIESS

(ou commandes, ou contrdles) Upseees u (o, T[ = IR sont, pour simplifier,

supposées continues par morceaux.

On montre (cf.[7]) que la sortie y estune fonctionnelle causale analytique

z. .z

des entrées ul R S c'est-a-dire qu'elle est déterminée par la série né -

ratrice g en les indéterminées associatives et non commutatives x , X

X e :
o’ 71’ n

(2) g=bl + by A ... A bl x ...x
v20 jo,...,jv=0 o v v o

(la barre ‘o indique l'évaluation en q(0) ).

Les indéterminées non commutatives, que nous rappellerons brievement,
étant encore peu répandues, il est éclairant de traduire (2) dans le langage, plus
classique, des séries de Volterra. Pour simplifier les notations, on se limite,

en (1), 2 une seule entrée (n=1); la sortie peut alors s'écrire (cf, [8]) :

t t ’Tk TZ
= ' {‘
(3)  y(t) ho(t)+J" hy(t, T)u (7)) dr +o I hk(t, Tovuns Tl)ul(Tk). ..
o o o o
ul(Tl)dT.. 'dTl'
ou t= ”rk% 4 Tl?O . Ces noyaux de Volterra triangulaires sont de la forme :
, i tlo A

h (t)=bl + £ A~ bl — = e bl

(e} o . 5 [¢] i [¢]

i21 o
o .
. 201
i i, (t—”rl) 1'1

h(t,7,) = X A A A" bl -

1 IS 20 o 1 o 12! 11|

11,12/
(4)7 .................................
i i i
2 k+l

h (t, T, ,T) = z Ala a A A b|

k 1 L. . o o 1 0o o

i,iy,...,1 20
1’2 k+l1 ;
i i
k+1 2 1
(t-'rl) ...(TZ-TI) g
L e e it i

Les preuves sont avant tout de nature algébrique, et généralisent les travaux

de GROBNER [10] sur les séries de Lie. Les techniques employées peuvent passer
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

pour une généralisation non commutative du calcul ombral popularisé en combi-

natoire par ROTA et son &cole (cf.[14]).

Terminons en rappelant que le probleme du développement fonctionnel des
solutions d'équations différentielles non linéaires forcées est classique non seule -
ment en automatique (cf. BROCKETT [1], DWYER [3], GILBERT [9], LESIAK
et KRENER [12],...), mais aussi en physique (LANGOUCHE, ROEKAERTS et
TIRAPEGUI L11], MORTON et CORRSIN [13], UZES [15],...).

Par manque de place, nous n'aborderons pas le probleme de la convergence
qui se résoud aisément 3 partir des majorations de GROBNER [10]. Il a été mon-
tré par ailleurs (cf.[5, 6]) que la série génératrice (2) s'obtenait algorithmique-

ment par un calcul symbolique généralisant celui de Heaviside.

II. - RAPPELS SUR LES SERIES G]::NE)RATRICES NON COMMUTATIVES.

Soient X* le monoide libre engendré par l'ensemble fini :

X = {xo, x . xn} et 1 son élément neutre. On note R < X > et

EE

R << X>» les IR-algebres associatives des polynémes et des séries formels, 2

coefficients réels, en les indéterminées associatives x.€ X (non commutatives
J

si n2 1). Un élément s€R << X>» estnoté:
s= 2 {(s,w)w | weX"}, ou (s,w)€ER .

Pour passer a l'aspect fonctionnel, il faut associer a tout mot

t
x., ...x €X" llintégrale itérée (cf. [2]) J‘ de. ... dg, définie par récur-
i, iy o Yo
rence sur la longueur :
T .
g (1) =71, 8=l u(@d (=1..,n),
o
T .
j‘ de. =g.(r) (j=0,1,...,n),
° J J
t t T
Joag. ...dg =] dz—;j (r) ] dg. ...dg,
o J\) J0 o v o J\)—1 Jo

Alors, sous réserve de convergence, une série g€ R << X >» définit la fonc-
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tionnelle causale :

n t

(g, 1) + % z (g, x. ... x )j' dg. ... dE,
vZ0 jo,...,j\):O J\) Jo %o J\) Jo

P

Une telle fonctionnelle est dite analytique, de série génératrice g.

11 existe des liens remarquables avec les séries de Volterra :

THEOREME (cf.l4,6]). - La série de Volterra (3) définit une fonctionnelle causale

analytique si et seulement si, pour tout kZ0, le noyau triangulaire

h

k(t:, LIEERRY Tl) est, au voisinage de 1'origine, une fonction analytique de

t, ’rk, - ,'r1 , de sorte que les rayons de convergence des séries entiéres ho ,
hl’ e hk, e soient bornés inférieurement par une quantité strictement po-
sitive.
Preuve : Développons hk(t, Tk N 'rl) en fonction des variables t:-’rk e
TN
.
% +1 2 9
(t-7) e (-
k 2 1 1
hk: z hk a . % ! ta |
. Ao AN el
S e 20 1 - + 1
CL1 qk+l/ 1 1 1
% 41 ! o e
Or, au mot Xy X e XXX correspond l'intégrale itérée

t T (t-Tk) ul(Tk). .. ('rz- Tl) ul(Tl) T
oo o %41 Gt %
On se ramene a la série génératrice
o) a
z hk xk+1 xl...xo2 x| xo1
'al"”’ak'ﬁ [¢]
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

III. - DEMONSTRATION DES FORMULES (2) et (4).

a) Soient n+l champs de vecteurs formels de la forme :

k . . . .
Les O, sont des séries formelles en les indéterminées commutatives

ql, .. ,qN , donc des éléments de la IR -algebre I_R[[ql, . ,qN]] des séries
formelles commutatives. On introduit l'application A:IR[[ ql, A ,qNT\ -
]B[[ql, .. ,qN:ﬂ <<X>>, a valeurs dans l'ensemble des séries formelles, a
coefficients dans IB[[ql, e qN]] , en les indéterminées associatives xj eEX,

définie par :

n
Ab=b+ X % A ... A b)x ...x

v=0 jo,...,jv=0 o Iy Iy o

Le résultat suivant est le pendant non commutatif de la théorie de GROBNER[10] :

PROPOSITION, - A estun morphisme d'algebres commutatives, a condition de

prendre le mélange (*) comme produit de IR [[ql, c. ,qN]] KL X>>

(*) Le mélange, ou produit de Hurwitz (''shuffle product' en anglais),est une opé-
ration classique sur les séries formelles non commutatives. Il se construit par
récurrence sur la longueur des mots : lwl=1; IUij = xj wl=x,; Yu,vexX™,
J
X., X X X u)w(x v)=xluw + x X, u)w . Par linéarité, a E
VJ ke ’(J)(k) J[ (xkv)] k[(J)v] i i on passe 2

A<KX>>, ou A estun anneau :
sws' = L {(s,w) (s, w)wuww'|lw, wex*}

Muni de 1'addition et de ce produit, A<< X3 estun anneau commutatif, d'élé-
ment unité 1 , Rappelons que le produit de deux fonctionnelles analytiques est en-

core analytique, de série génératrice le mélange des deux séries génératrices.
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Preuve : Pour b1 , bZE ]Bl.[ql, e qN]] , il s'agit de prouver :
/\(cx1 b1+a2b2) = all\bl+a2/\ b2 (al, aZGIB)
/\(b1 bZ) = /\b1 w A b2

La démonstration de la deuxieme identité est semblable 3 celle de GROBNER {toJ,

p.16-17 . On a :

A ...A (b b)=A ...A (bA b +b A b),
j 172 1775 2 2 1
Js J\) Jo J\)-l J\) J\)
qui traduit la récurrence du mélange.
Posons :
k Kk t
q () =q(0)+ = z Aco.a gl [ oag g, (k=l,...,N),
va30 j, ,jvzo Jo N o I Jg
t
(t)=bl + = b) A, ...A bl de. ...deE,
Y o = : P J J OI - E;J
v20 j,...,j =0 o v o v o
o v
s 2 .z 1 N
La proposition précédente permet de montrer que y(t)= b(q(t),...,q (t)) et
1 N P
que q=(q9,...,9 ) vérifie (1).

N

La formule (4) résulte immédiatement de (2) 3 partir du théoreme du §.1II

sur les liens entre séries de Volterra et séries génératrices.

Iv. - DEUX EXEMPLES.

a) Systemes réguliers (ou bilinéaires)

n
{ a®) = M+ I w0 M) a()
i=1
y(t) = Aq(t) .
L'état q appartienta un IR -espace vectoriel  de dimension finie N
[q(0) est donné]. Les applications MM, M o iQsQ, A:Q= R sont

R-linéaires. Soient les champs de vecteurs :
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o/o ol

t P .
( ‘M. estla matrice transposée) et la fonction :

Dans la série génératrice (2) ainsi déterminée, on vérifie aisément que le coeffi-

cient du mot x. ... x, est XMj .. .MJ, q(0) . On retrouve les séries ration-

\Y] JO [¢] V)

nelles non commutatives (cf. [4,6] ).

b) Variante non autonome.

y(t) =c(t,q),

identique a (1), & ceci prés que les champs de vecteurs Bj et la fonction ¢

pourront aussi dépendre du temps. En ajoutant une dimension q°, on se ra-

mene 3 :
q% (1) =1
M (o] n (o]
q(t) =B (a7, q) + T u,(t) B.(a . q)
i=l

o
y(t) =cl@a,q),
ol qo(t) =t . Avec les champs de vegteurs :
A(ta) = 5 +B,(6a)
o'’ ot o'’

Ai(t,q) = Bi(t’ q) (i=1,...,n),

on obtient la série génératrice :

n

cl+ = 2 A ...A ¢l x ...x. .
o ) . j o

w0 Joreeend =0 o v v o
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