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SYSTÈMES DE CHAMPS DE VECTEURS TRANSITIFS 

SUR LES GROUPES DE LIE SEMI-SIMPLES ET LEURS ESPACES HOMOGENES 

par 

B . BONNARD 

V. JURDJEVIC 

I. KUPKA 

G. SALLET 

Ce papier rassemble les résultats exposés dans trois conférences. Il a été 

décidé d'exposer ces résultats en une seule fois pour des raisons d'économie. En 

effet, tous les résultats concernent principalement des problèmes de contrôlabilité 

sur les groupes de Lie semi-simples réels. On dispose d'une machinerie impres­

sionnante sur la géométrie des groupes de Lie semi - simple s, les trois conférences 

utilisent cette connaissance. Il aurait semblé inutile de rappeler à chaque fois les 

résultats utilisés. L'exposition ci-après est du style "groupe de Lie", plutôt que 

"groupe de Lie linéaire" encore une fois pour des raisons de concision. Les résul­

tats ont été obtenus indépendamment mais réagissent entre eux, aussi des raccour­

cis seront parfois utilisés différents en cela de l'exposé original. 

Ce papier est divisé en cinq parties. 

La première partie énonce des généralités sur les systèmes de Killing, un 

critère de transitivité pour ces systèmes, et une technique de démonstration de 

transitivité . Ces deux derniers points sont dûs à JURDJEVIC et KUPKA [9]. 

La deuxième partie décrit l'infrastructure commune à la suite. 

La troisième partie décrit les résultats obtenus par JURJEVIC et KUPKA 

[9]. 

La quatrième partie, ceux de SALLET [16]. 
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Enfin, la cinquième, ceux de BONNARD [ 2 ] . 

Ce papier a été rédigé par SALLET ; que les autres auteurs veuillent bien 

l'en excuser d'avance pour la rédaction. 

Introduction de la première partie . 

En suivant LOBRY [l4] . 

Sur une variété M , connexe, C , on appelle polysystème un ensemble 

F de champs de vecteurs sur M . 

Une trajectoire élémentaire de F est une application continue x d'un 

intervalle [0, T] , 0 dans M , telle qu'il existe une partition de [O, T] , 

pour laquelle la restriction de x à chaque intervalle de la partition est une tra­

jectoire d'un champ de vecteurs de F . 

Si l'on note les groupes locaux à un paramètre correspondant à un 

champ de vecteurs C°° , l'ensemble des difféormorphismes locaux [X^Jt^O X€F} 

engendre un pseudo-semi-groupe d'homéomorphismes locaux. Si ce semi-groupe 

opère transitivement sur M on dira que F est transitif (complètement contrô­

lable dans la littérature traditionnelle). Comme dans toutes les conférences rédi­

gées ici on s'intéresse soit à des polysystèmes constitués de champs de vecteurs 

invariants à droite sur un groupe de Lie, ou à des polysystèmes provenant de sys­

tèmes précédents pour un groupe de Lie opérant différentiablement sur une variété 

M , on a spécialisé les définitions à ces cas pour profiter d'un effet simplificateur. 

Mais il est clair que les notions indiquées se rapportent aux cas les plus généraux. 

Généralités sur les polysystèmes de Killing. 

On considère un groupe de Lie G , on note £ l'algèbre de Lie des champs 

de vecteurs sur G invariants à droite. Si le groupe de Lie G opère différen-

tiablement sur une variété M on a naturellement une application a de g dans 

l'algèbre de Lie V(M) des champs de vecteurs sur M . Si X € g , 0"(X) est le 

champ de vecteurs induit par le groupe à un paramètre agissant sur M :(exptX .) 

On vérifie facilement que G est un homomorphisme d'algèbre de Lie de g dans 
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V(M) . L 'ensemble a (g) que l 'on notera k^(M) s 'appelle les champs de Killing 

de M relatifs à G . 

A . - DEFINITIONS. 

Définition 1 : Un poly système de Killing est un sous - ensemble de k (M) . G 

Remarque 1 : Les polysys tèmes de champs de vecteurs invariants à droite sur un 

groupe de Lie sont des polysys tèmes de Killing. 

Remarque 2 : A tout polysystème de Killing F on assoc ie donc naturellement un 

polysystème F de champs de vecteurs invariants à droite sur G . 

Définition 2 : Soit F c £ ; on définit et note S^(r) le semi-groupe engendré par 

les éléments e x p t X , où t€lR + et X £ F . 

Définition 3 : Soit F = o(T) un polysystème de Killing ; on appelle ensemble 

d 'access ib i l i té de F à partir du point q€ M , A (q) = S (T). q . 
F + 

Définition 4 : On dira que le polysystème F est transitif, si le semi-groupe 

S (T) est lu i -même transitif sur M , autrement dit pour tout q€ M , A (q)= M . 
+ F 

Définition 5 : Deux polysys tèmes de Killing seront dits équivalents si et seulement 

si pour tout point de M , leurs ensembles d 'access ibi l i té sont identiques. On 

appelle saturé d'un polysystème F , note Sat(F) le plus grand polysystème de 

Killing qui lui est équivalent. 

Remarque : Si le groupe G opère transitivement sur M , et si le polysystème 

T assoc ié à F est transitif sur G , il est clair que F est transitif sur M . 

On va donc s ' in téresser plus part iculièrement aux polysystèmes r c £ . 

Si F<zg , on note Lie(F) l 'a lgèbre de Lie engendré par T ; soit maintenant 

LS(r) = Sat(r)fl Lie( r ) . 
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B . - UN CRITÈRE DE TRANSITIVITE. 

Cri tère : T sera transitif sur G si et seulement si LS(r) = £ . 

Démonstration : La condition est nécessa i re car T est équivalent à £ , i . e . 

Sat(r) = £ , et Lie(r) = £ d'après Nagano [23] . 

La condition est suffisante car si LS(F) = j * a lors Sat(r) est 

symétrique et vérif ie également la condition du rang (ChOW-Krener [23] ) , donc 

Sat(r) , par conséquent T sont transitifs sur G . 

Remarque : LS(r) joue pour les semi-groupes connexes de G le rôle de l 'a l ­

gèbre de Lie pour les sous-groupes de Lie de G . C'est en effet LS(r) qui est 

significatif, les deux ensembles Sat(r) et LSfT) sont trop g ros . Si l 'on prend 

dans le tore T , un champ de vecteur à pente irrationnelle alors Lie(F)= £ et 

le système n'est pas transitif. 

Remarque 1 : Cependant si T= -T , T est symétrique, alors S (r) est un 

groupe, connexe par a rcs , donc un sous-groupe de Lie de G , son algèbre de l i e 

est équivalente à T , mais c o m m e T engendre S (r) , cette algèbre de Lie est 

ce l le engendrée par T . Donc : LS(F) = Lie(r) . 

Remarque 2 : On dit qu'un champ de vecteurs est compact si toute t ra jectoire est 

relativement compac te . Si l 'on cons idère un champ de vecteurs invariant à droite 

ce la veut dire que { e x p t X / t € ! R } est relativement compac te . 

Comme un champ de vecteurs de Killing compact est pois son-stable 

si X6T a lors R X c T . 

Un polysystème de champs compacts est donc équivalent à un poly-

système symétrique . 

C . - METHODE DE DEMONSTRATION DE LA TRANSITIVITE D'UN POLYSYSTEME. 

On part d'un polysystème F que l 'on "agrandit" par deux procédures c a ­

noniques. On suppose F c £ ce qui n'ôte rien à la généralité des résultats pour 

les po lysys tèmes de Killing. 
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1. Si F̂  est l 'enveloppe convexe conique fermée de F , alors F̂  est équi­

valent à F . 

Démonstration : La topologie considérée étant la C -convergence uniforme pour 

les champs de vecteurs , mais ici elle coincide avec la topologie d 'espace vec tor ie l 

de k G ( M ) . 

F est équivalent à F fermeture de F , ce la résulte des théorèmes 

class iques sur les équations différentiel les. 

F est équivalent à IR +F le cône engendré par F : évident. 

Enfin F est équivalent à son enveloppe convexe, c ' es t la méthode bien 

connue des contrôles r e l axés . 

2 . Soit X € £ . On suppose que Vt€ lR , e t X € A (e) alors si F = U e t a d X ( C ) , 

. • , v ^ 1 t€R F est equivalent a F̂  . 

Démonstration : adX désigne l'homomorphisme d'algèbre de lie Y [X, Y] . 

Il faut montrer que A^ (e) = A (e) car les champs étant invariants à droite, on 
2 1 

dans G A^,(q)= A^(e) .q . Si Y€ F̂  il suffit de montrer que : 

exp(eta^ Y) 6 A (e) = S+(F) . Or, les relations bien connues Cï] etadX = Ad(exp 

et exp(Ada.Y) = a exp Y a ^ entraînent exp(etadXY) = exptX exp Y exp-tX ; 

or, par hypothèse exp tX et exp-tX appartiennent à A (e) , exp Y aussi, 

Fl 
comme A (e) = S (F ) est un semi-groupe, exp(e a Y)€ A (e) . CQFD . 

Fl + 1 F 

Application importante : Si X € F et si X est compact , d 'après la remarque 2 

du § B, alors V t l E e t a d X ( F ) c Sat(F) . 
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Introduction à la deuxième partie . 

Il s 'agit d'un catalogue de propriétés bien connues sur les groupes et al­

gebres de Lie semi - simple s . Ces propriétés sont éparpil lées dans les l ivres c l a s ­

siques sur ce sujet. Ce paragraphe rassemble et rappelle ces propriétés en même 

temps fixe les notations des paragraphes suivants. 

Les proprié tés évoquées se trouvent dans une des références suivantes : 

Cl], C7 ] , C6], [ 9 ] , Ù9L C20] . 

/ DEUXIEME PARTIE / 

Résumé des résultats c lass iques sur les algèbres de Lie semi - simple s . 

Nous rassemblons ic i , pour la commodi té du lecteur, les résultats c l a s ­

siques bien connus sur les algèbres de Lie semi - simple s. 

1. Une algèbre de Lie g est dite simple si elle n'admet d'autres idéaux que 

{ 0 } et £ . 

Z, Une algèbre est dite semi - s imple si elle est somme directe d'idéaux s imples . 

3. On note adX : Y • [X, Y ] et Kil(X, Y) = T r a c e f a d x . ad Y) la forme de 

Killing ; une algèbre de Lie est semi -s imple si et seulement si sa fo rme de 

Killing est non dégénérée . 

4 . Une sous-a lgèbre h d'une algèbre de Lie g semi - s imple est une algèbre 

de Cartan si et seulement si : 

i) h est une algèbre de Lie commutative maximale dans g 

ii) pour tout H 6 h , ad H est un endomorphisme s e m i - s i m p l e . 

5. Un élément X G g est dit régulier si la multiplicité de la valeur propre 0 

de adX est minimum. 

6. Les algèbres de Cartan sont les noyaux des applications adjointes des éléments 

régul iers . 

7. Un élément X est dit fortement régul ier , s ' i l est régul ier , et si les valeurs 

propres non nulles de ad X sont de multiplicité 1 . 
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8. Soit £ = £ ® (C et h les algebres de Lie complexi f iées de l 'a lgèbre 
(E IR. vE 

de Lie réel le semi - s imple g et d'une algèbre de Cartan h . 

Soit a une forme linéaire sur h , on considère : 
CL 

4 = f x ç £ Œ 

I C H , X ] = a (H) x } 

a est appelée une racine si 
hj hj 

On note § l 'ensemble des racines non nulles . 

i) on a e' = ri e 

ot€$ 

hj 

ii) la forme de Killing de £ ^ est non dégénérée sur h^ , on note 

le vecteur de dfg tel que VH6 h Kil (H, H ) = a(H) , les H en-

gendrent dfh ; 

(iii) les fdj sont tous de dimension 1. Si a £ $ , les seules racines c o l l i -

néaires à a sont a, 0 , -a . 

(iv) si (a,P) sont deux racines , telles que ct+(3^0 alors : K i i ( g a

Œ , g B

Œ ) = o . 

(v) pour chaque a€ $ , on peut choisir 
dfga 

tel que : 

(1) [ X , X ] = H 
a -a a 

(Z) [ X , X ] = N n 
x n si CC+|3̂  O oú l 'on pose par conven-

tion = 0 si a+6 ? $ 

(3) les N o 
a, 8 

sont des constantes réel les vérifiant : 

N n 
a, 0 

= -N 
-a, -3 

Les éléments (X ,H ) 
a a 

constituent une base de Weyl de h modulo 
V 

9. On dit qu'une algèbre de Lie semi - s imple est compacte si sa forme de Killing 

est définie négative. 

Soit u_ l 'a lgèbre de Lie réel le : on a la somme directe orthogonale pour la 
forme de Killing , . 

u = ( E IR.H ) 
i rt 

e R ( X - X ) 
a -a 

IR.(X +X ) 
i a -a 

il est facile de vérif ier que u est compacte , et que sa complexif iée est g . 
CL 

Réciproquement, toute algèbre de Lie compacte s 'écr i t sous cette f o r m e . On 

parlera de base de Weyl modulo h ; 
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10. Soit a la conjugaison dans ge par rapport à g . Il existe une forme 

réelle compacte de gf , u telle que si T est la conjugaison dans £ ^ 

par rapport à u , 0" T = T 0" . 

Si l 'on note 9 = a T , 9 est un automorphisme involutif de g , qui la isse 

stable £ et u ; 9 induit donc la décomposi t ion g - k+ £ et u= k+ i £ 

où k est une sous-a lgèbre maximale compacte de £ et £ un sous -

espace vec to r ie l de £ . 

11. Soit h -
—o 

hj 

hh 
R H 

Q 
. h 

—o 
est un espace vec tor ie l réel , sur lequel les racines 

prennent des valeurs r é e l l e s . On peut choisir un ordre sur h Q , ce qui induit 

un ordre sur h* , et donc sur $ . 
—o 

12. G induit une anti-involution sur h^ par : 

fg (a*a H) = a(a(H)) , 

une racine est dite réel le si 0"*a = 0t , imaginaire si cr*a= -OC . On désigne 

par § les racines imaginaires non nulles, et H la project ion sur 

ker (a*-Id) parallèlement à ker(a*+ Id) . A lo r s n ( § \ $ ) = S est un sys ­

tème de racines (non forcément réduit) dans ker(a*-Id) . On note si t € £ , 

$(t) = TT ^(t)H $ . On peut chois i r l ' o rdre dans $ de telle façon qu'i l soit 

compatible avec (7 c ' e s t - à -d i r e : 

Ct>0 et c t ^ S ^ a*ct>0 . 

13. Une racine positive est dite primit ive (ou fondamentale, ou simple) si elle 

n 'est pas somme de deux racines pos i t ives . 

14. Une racine a est dite maximale si oc> 0 et pour tout 8 € $ , (3 > 0 , 

a+3 £ $ . 

15. Une racine a est dite réel le maximale si ct> 0 et pour tout 8 € ( $ \ $ ) 

3 > 0 a+3 € § . 

16. Les racines primit ives forment une base de h . On note A l ' ensemble 
—o 

des racines pr imi t ives . 

L ' e space vec tor ie l e / a ^ -as engendre l 'a lgèbre de Lie fg 

17. Si £ est une algèbre de Lie semi - s imple rée l le , h une sous-a lgèbre de 
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Cartan, il existe une décomposi t ion de Cartan g + £+p » dans laquelle h 

est 9 stable, h se décompose donc en h = h, + h . 
- - k - p 

18. On dit que h est une algèbre de Cartan fondamentale si et seulement si h^ 

est abélienne maximale dans k . 

Toute algèbre de Lie réel le semi -s imple admet des algèbres de Cartan fon­

damentales ; il suffit pour cela de considérer le centralisateur dans £ d'une 

algèbre abélienne maximale de k . 

Il est équivalent de dire : 

(i) h est fondamentale 

(ii) aucune racine de dfg ne s'annule identiquement sur sdf 

(iii) il existe un élément régulier dans dfg 

(iv) aucune racine de fdgd e st réelle . 

19- Etant donné deux racines simples a et ß de sdf , alors 

-ß(H ) 
a 

= N 2

 0  a,ß 
, et 

2ß(H„) 
aTH al 

est un entier que l 'on appelle entier de Cartan. 

20. L'entier 
4ß (H a )a(H e ) 

sdf 
prend la valeur 0, 1, 2, 3 . 

Si l'on représente les éléments de fa par des points, si chaque couple de 

points (oc» 3 ) e s t joint par l'entier précédent, si, en outre, quand cet entier 

est supérieur à 1 , on indique par une flèche pointant vers celle-ci la plus 

courte racine, on obtient le graphe de Dynkin-Loxeter de ßC Chaque com­

posante connexe du graphe correspond aux idéaux de _g_ . 

La connaissance du graphe détermine entièrement à un isomorphisme près 

l'algèbre de Lie . 

21. Si £ est s imple, alors sdf n'a qu'une racine maximale a ( resp . 

minimale) et réciproquement . 

Si TT(a)€ $ , TT(CT) est l'unique racine réel le maximale, -TT(a) minimale r ée l l e . 

Si TT(a)$ /§ , aucune racine n 'est extrémale rée l l e . 

22 . a envoie 
a sur 

sdf 

On note a 
K = 

df sd 
si a n'est pas réel le 

a a sd 
si a est réelle 

on a alors : 
s h 

sfd 

a 
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Introduction à la t ro i s ième partie . 

L ' impor tance de disposer de cr i tè re de transitivité pour des systèmes 

n 'est plus à p rouver . Or, malheureusement on ne dispose que de peu de résultats 

dans cette d i rect ion. De plus, il est vain de vouloir espérer obtenir un cr i tère 

nécessa i re et suffisant algébrique correspondant au cr i tère de KALMAN pour les 

sys tèmes l inéa i res . 

Le théorème donné ici fournit une condition suffisante algébrique pour la 

transitivité de système [ X + u Y ] invariants à droi te . Dans un certain sens cette 

condition qui n 'est pas nécessa i re est cependant la meil leure poss ib le . 

/ TROISIEME PARTIE / Access ib i l i t é sur les groupes de Lie s emi - s imp les 

et leurs espaces homogènes 

KUPKA-JURDJEVIC [9] [l7J 

T h é o r è m e . - Soit G un groupe de Lie semi - s imple réel , de centre fini, et soit 

& son algèbre de L i e . Si X et Y sont éléments de g_ , le polysystème inva-

riant à droite sur G { X + U Y | U € R } est transitif sur G si : 

l) Y est fortement régulier 

si h = ke r (adY) est l 'a lgèbre de Cartan correspondant à Y , on a : 

*<C = <̂C 
e a décomposi t ion en espaces de racine s, 

on a alors X = X + 
o 

oc€§ 

X 
a 

la décomposi t ion de X adaptée à cette 

somme directe 

2) s_i_ a est extremal et Tr(a)^0 alors X ¿ 0 
a 

C TT est défini au II n°12] 

3) _sj_ a est une racine primitive X ^0 
a 

et X /-0 
-a 

4) si_ a est une racine réel le non nulle, maximale réel le alors Kil (X , X )< 0. 
a -a 

Démonstration (les plus grands traits seulement) . 

Tout d 'abord si r= [ X , Y, - Y } alors T est équivalent au système c o n ­

s idéré . En effet, le système considéré dans le théorème est la droite affine passant 

par X et de direct ion TRY . L 'enveloppe conique, convexe fermée est donc le 
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demi-plan de frontière JJR Y , contenant X . Ce demi-plan est c lairement l ' enve­

loppe convexe conique fe rmée engendrée par T . F est donc équivalent au s y s ­

tème du théorème . 

On va montrer que LS(I") = g , 

La démonstration se fait par récur rence sur S (voir II n°12) : on suppose que 

Ls(r)=> e a „ 
K = E t 

, et on montre que LS (r )3 ^ pour a€ §(t) ou a€$ ( - t ) . 

n(a)>t 
n(a)<-t 

On suppose t > 0 . Pour montrer cela , on fait une récur rence descendante sur 

$(t) et $(-t) ; les démonstrations étant symétr iques, on considère $€ $(t) 

telle que pour tout (x€ $(t) , a lors g16 LS(r) . Il faut montrer que 

^ c L S ( F ) . Pour cela, on procède par plusieurs étapes que nous indiquerons ici 

sans démonstration, basées sur quelques l emmes techniques. Le fait que Y est 

fortement régulier est essentiel dans ces démonstrat ions. 

Lemme 1. - On suppose que y , Ò , y - 6 sont des racines , que g c LS(P) , et  

telles qu'il existe Z € LS(r) pour lequel Z ^ / 0 . A lo r s il existe Z'€ LS(r) 

tel que Z ' ^ 0 . 

Lemme 2 . - Soit t€ $ H E ou_ t = 0 . Si_ E^czLS^) , s ' il existe un Z€LS(F) 

tel que ou bien Z^= 0 ou Z^ ^ 0 et_ - Z ^ € L S ( r ) alors L S ( r ) 3 g a pour tout 

Ct€$(t) tel que Z ^ / 0 . 

Lemme 3. - Si_ t ^ E H $ ou t = 0 , alors Z € LS(r) pour tout Z Ç L S ( r ) 

(on suppose E^_crLS(r)) ; (voir la cinquième partie une démonstration dans un cas 

particulier du lemme 2 et 3) . 

P remiè re étape : On montre qu'il existe Z € LS(F) tel que Z^ ^ 0 

Deuxième étape : Si a LS(r) alors pour toute racine y de $(t) vérifiant 

Y 
la condition de la p remière étape g c: LS(r) . 

T ro i s i ème étape : On a une a rborescence de cas que l 'on règle par des démons­

trations . 

1. si t O : 
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on démontre alors que cela entraîne que LSfr)^ gY pour les racines v é ­

rifiant les conditions de la p remière étape. On conclut à l 'aide de la dé -

monstration de la deuxième étape que g czLS(r) . 

2 . si t€ $ : 

2 .1 . si t est réel minimal on montre alors que £ czLS(r) ce qui nous 

ramène à la deuxième puis p remière étape. On utilise ic i le fait que 

X € L S ( r ) et que Kil(X , X ) < 0 . 

2 .2 si t n 'est pas réel maximal 

2 . 2 . 1 . si X / 0 alors LS(r) => g qui renvoie à la deuxième 

et ape 

2 . 2 . 2 . si X = 0 
t 

2 . 2 . 2 . 1 . si fg 

3 
c=LS(r) 

alors directement on montre que 

2 . 2 . 2 . 2 . si X - 0 
8 

; 3 n'est donc pas maximal (à cause 

de la condition 2 du théorème 8 n 'est pas mi­

nimal car TT(3) - t > 0 . Il existe donc une racine 

primitive p telle que 0 + p ^ $ mais 

3+P e LS(r) par hypothèse de récur rence des ­

cendante, et de r é c u r r e n c e . On applique le l emme 

1 au cas 8+p , ß , -p . A cause de la condition 3) 

du théorème X ^ 0 
-P 

on en déduit que il existe 

Z € L S ( r ) pour lequel fdg 

Si Z = 0 , a lors comme Z / 0 le l emme 2 pe r ­

met de conclure 8 d L S ( r ) . 

Si fdg on est ramené à la démonstration du 

2 .2 .1 où l 'on remplace X par Z . 

Ceci termine la récur rence et montre que : 

L S ( r ) 3 

sfg 
fg a 

K 

V = E 
Tr(a)^0 

a est un espace vec to r i e l . V est symétrique et donc le semi-groupe 

s + ( v ) est en fait un groupe, c ' e s t un sous-groupe connexe par a rcs de par sa dé-
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finition, et donc d'après le théorème de GOTO, c 'es t un sous-groupe de Lie de G . 

Son algèbre de Lie est cel le engendrée par V , dfg 
ef 

e(v)Lav 
= S ( V ) c S (r) 

et donc fd a LS(r) . On a X = X + £ X 

a€« a 

où X € h 
o — comme les H 

a 
en­

gendrent sdf on peut éc r i r e : x = £ x (a) 
o . o sdf 

où x o(a )e r a 

'*<D ] 
= CD H . 

a 

Mais x o 6 ê 
donc ïïX = X 

o o 
où n est la projection 

Id+ a 

2 
sdf 

En résumé on peut éc r i r e : 

X = ( S п х (a)+ S X )+ ( E ттх (a)+ E X ) . 
а€Ф_ ° а€$_ а а€$\Ф_ ° а€$\Ф_ а 

1 2 2 

Soit X = X + X . X € V c L S ( r ) et donc puisque LS(r) est un cône et que 

Xe LS(r) et - X Z € LS(r) , X - X 2 = x 1 ^ LS(r) . 
Posons : X - £ TT X (oc ) 

° ° 
et 

A -
£ X 

a 
, mais x (a)= X Cy , y ] 

o a a -a 
où 

v e a 

pour oc€$ , donc X (a) = x Cy , y ] 
a a o#a 

et CTX (a)=a(\ )[cr Y , a Y ] = 
o v a a cr*a 

+ x (a) 
o 

d'où X ÇiJR . 
CL 

Comme G a un centre fini, il est alors facile de voir que x* = 
O 

£ 
ct€§ 

iX [Y , Y ] 
a a -a 

où X €IR 
et. 

est un champ de vecteurs compact . Comme on montre que 

£ 
n(a)^0 

£

a c L S ( r ) par la récurrence précédente, on peut appliquer le l emme 3 à 

t = 0 , et à X*€ LS(r) . On en déduit x X € Ls(r; 
o 

, mais x 1 

O 
est compact , donc 

pois son-stable, donc IRX c L S ( r ) , on applique donc le l emme 2 avec t = 0 à 

z = x 1 . On en déduit que / c L S ( r ) pour tout a€$ tel que X ^ 0 . D 'après 

la condition 3) du théorème on a donc 

LS(r) 3 £ 
oc€ A 

oc ^ -a (fa racines posi t ives) . 

Soit A = ( £ z ® K a ) 
oc€ A 

LA 
l 'a lgèbre de Lie engendrée dans g_ , a lors efgh 

contient sd et 
-a 

, d 'après le théorème de Jacobson-Serre-Harish-Chandra 

CII n°16] sqd et donc A = £ soit LS(r) = g CQFD. 

Proposi t ion. - Soit un groupe G produit G'x Z où_ G' est un groupe de Lie  

semi-s imple de centre fini et Z est soit IR soit S* . Soient X et Y deux 

éléments de g_ , telles que les composantes X ' et Y 1 dans g ' vérifient les 
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conditions du théorème, et tels que la composante de Y suivant Z est non 

nulle alors le système invariant à droite { X + u Y | u € l R } est transitif sur G . 

Démonstration : On peut toujours supposer que la composante de X suivant 

Z est nulle. La démonstration du théorème entraîne que LS((X+u Y Î ) D ^ ' , 

c o m m e la composante de Y est non nulle L S f f X + u Y Î ) ^ ^ ' © ~ & • 

Remarque : La proposit ion précédente donne donc un cr i tère de contrôlabili té 

sur GL(n, JR). 

Coro l l a i r e . - Si un groupe de Lie semi -s imple de centre fini G opère diffé- 

rentiablement et transitivement sur une variété connexe M , si A ejt B sont  

deux champs de Killing tels que leurs champs invariants à droite a s soc i é s vérifient  

les conditions du théorème, alors {A+u BJ est transitif sur M . 

Conclusion : L ' importance du cr i tè re de transitivité obtenu est souligné par la 

remarque suivante : les polysys tèmes invariants à droite tels que [ A I U B ] soient 

transitifs ne forment pas un sous-ensemble semi-algébr ique de g (voir ClO] 

et la conférence de I. KUPKA dans ces ac tes ) . Il est donc vain de vouloir espérer 

un cr i tè re du type KALMAN pour les systèmes non l inéa i res . De plus, les condi ­

tions 1), 2) et 3) du théorème sont génér iques . Seule 4) ne l 'est pas, mais si un 

couple X et Y vérifie 1), 2) et 3) et viole la condition 4), a lors on peut mon­

trer que ( X + U Y ) n 'est pas transitif. Ainsi donc le cr i tère est le meil leur p o s ­

sible dans cette direction tout au moins . 
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Introduction à la quatrième part ie. 

On va d 'abord énoncer un type de problème qui concerne les deux der­

nières par t ies . 

Soit une variété M connexe, un certain sous-ensemble C e V(M) et 

soit X€<3 un champ de vec teurs . Exis te- t - i l un champ de vecteurs Y € £ tel 

que le système [ X , Y} soit transitif sur M ? Ce problème est assez naturel, 

il co r respond à l ' idée que si un système ne fonctionne pas, il est intéressant si le 

système est coûteux de le réparer en lui adjoignant quelques modifications par­

tielle s . 

Si la formulation du problème est naturelle et cor respond à un problème 

concre t , par contre, elle est beaucoup trop générale pour espérer être réso lue . 

Il faut donc part iculariser ce p rob lème . Poser cette question n'est pas vide de 

sens, car on sait [ l7] que l 'on peut "cont rô le r" sur une variété à l 'aide d'un couple 

de champs de vec teurs . Cependant, ici la situation se complique car l 'on conçoi t 

bien que si le champ X est mal approprié on ne pourra pas forcément trouver 

un champ Y convenant. 

Cette partie va donc poser et résoudre le problème suivant : 

Etant donné un groupe de Lie G semi-s imple de centre fini, compact 

ou de type intérieur, on considère la c lasse C des champs de vecteurs invariants 

à droite compacts sur G . Si X € C et si aucune composante de X sur les 

composantes s imples de g n 'est nulle alors il existe Y€(3 solution du p r o ­

blème p o s é . Si X n'est pas de cette forme alors aucun Y6 £ convient. Il est 

à remarquer que si un Y existe, alors l 'ensemble des Y convenant est un 

ouvert dense [ l5] [ l2] . 

Comme coro l la i re immédiat si l 'on considère les espaces riemanniens 

symétriques compacts , ou de type intérieur, et la c lasse des champs de Killing 

compacts ont le même résultat. 

Pour terminer , remarquons que la t ro i s ième partie a une incidence sur 

la quatrième. Si l 'on considère le même problème sur les mêmes groupes de Lie , 

mais la c lasse étant l 'a lgèbre de Lie g tout entière, alors on a encore le même 

type de réponse . Il faut que X n'ait aucune composante simple nulle sur g . 
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I QUATRIÈME PARTIE / G. SALLET [16] 

Nous résumerons sous le terme de problème de mariage dans une c lasse 

cons idérée le problème évoqué dans l ' introduction. 

On a a lors le : 

T h é o r è m e . - Le problème de mariage pour les groupes de Lie compacts est c o m ­ 

plètement résolu dans la c lasse des champs de vecteurs invariants à droite : 

si un champ de vecteurs X est en position générale, on peut toujours lui a s soc ie r  

un champ de vecteurs Y résolvant le p roblème, si le centre du groupe est ^ 2 . 

Si X n'est pas en position générale , ou si le centre du groupe est de dimension 

< 2 , le problème n'a pas de solution. 

Esquisse de démonstration : Puisque les groupes de Lie sont compac t s , il suffit 

de démontrer que l 'a lgèbre de Lie engendrée par { X , Y ] est g . Un groupe de 

Lie compact G est de la fo rme : G = H^x K où K est un groupe de Lie c o m ­

pact s e m i - s i m p l e . Il est clair que si n > 2 on ne peut engendrer l ' a lgèbre de Lie 

g - IR*1© k avec deux é léments . Si n ^ 2 , on dira que X est en position géné­

rale si aucune composante de X dans la décomposi t ion g^lR*1© k^©. . «®iSp ou 

les k. sont les composantes s imples de k , n 'est nulle. Il est clair que si l 'on 

sait résoudre le problème sur K , le problème est résolu sur G . En effet, si 

X = Cx+ X ( C ^ O si n = 2 , quelconque si n < 1) alors Y = Y^ où 

est l inéairement indépendant de C , et Y tel que [Y , Y } = k , est bien 
1 Li i. LL J-j a 

tel que f X , £ . 

On est donc ramené à résoudre le problème sur k . Mais k étant 

compac te , on peut décompose r k en une somme directe orthogonale pour la 

fo rme de Killing : 

u = h © 
ct€$ 

(R(X -X ) 
a -a 

© R.(x + x ) 
i a -a 

(II n°9) 

et h - © 

OL€a 

R H 
a 

où A est un ensemble de racines 

primit ives de $ 
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Quitte à modifier X par un automorphisme d'algèbre de Lie , on peut 

toujours supposer que X€h . Soit maintenant H un élément fortement régulier 

de h . Comme on a, si l 'on pose : E = X - X F = i(X + X ) , 
oc a -oc oc a -a 

a d H E = a (H) F et adH F = -a (H) E , si Z€k est tel que K i l ( Z , F ) ^ 0 , 
oc oc a et _ , oc , 

Va€A , Z sera cyclique pour adH dans l ' espace vec tor ie l E 

OC€a 

(m e e i r F ) , 
a a 

qui engendre k (II n°l6) et donc C H , z l L A = k . On a a lors le lemme : 

L e m m e , - _S¿ W = £ 

OC€a 

F 
a 

il existe un ouvert dense de réels t tels que : 

Ad(expt W ) . X engendre avec H l 'a lgèbre de Lie k . 

Il suffit d 'examiner pour tout oc€A : 

Kil(F , Ad(expt W) X) = Kil(X, Ad(exp- tW) F ) 
a 

= E 
n^O 

( -DN 
n 

t_ 
n! 

Kil(X, ad11 W . F ) 
a 

et de montrer qu'un terme de cette sér ie est non nul. 

La somme h = e 
CC€a 

IR H 
a 

n 'est pas orthogonale mais A= A1 U. . .U Ap , les Ai 

correspondant aux composantes s imples de la décomposi t ion de k , la somme 

h = e 
i 

( 0 R H ) 

cc€A. 

est orthogonale, mais X dans cette décomposi t ion est en 

position généra le . Les diagrammes de Dynkin-Coxeter étant connexes, les p r o ­

priétés des 
oc, 3 

font que Kil(X, adnW.F ) / 0 pour un certain indice. 

On a maintenant une conséquence immédiate pour les groupes de Lie de 

type intérieur. On dit qu'un groupe de Lie G est de type intérieur s'il possède 

une involution de Cartan 9 qui est dans le groupe Int(g) des automorphisme s 

intér ieurs . C'est équivalent à G possède une algèbre de Cartan qui est compacte 

(c 'est l 'a lgèbre de Cartan fondamentale de G ( I In°4 ) ) . 

T h é o r è m e . - Le problème de mariage pour les champs de vec teurs invariants à  

droite de type compact sur les groupes de Lie de centre fini de type intérieur est  

complètement réso lu . Si X&3- est en position générale, il existe toujours Y6 (3 

résolvant le problème, sinon il n'y a aucune solution. 
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Esquisse de démonstration : On pourrait donner une démonstration comme pour 

le cas compact exhibant explicitement le champ Y mais si l 'on écr i t une dé­

composi t ion de Cartan : 

g=k+ p et u = k + i £ 

X étant compact , X € k (on peut toujours le supposer) . 

La démonstration du cas compact montre qu'il existe Z = K+ipÇ u tel que 

{ X , e* a^^+^"^H)^^= u où H est un élément fortement régulier H 6 k . Il est 

clair a lors qu'i l existe t'€lR tel que [ X , e^ a C ^ ^ " ^ H ] = g , e^ ac^^+P)f} es^ 

un champ de vecteurs compact car conjugué d'un élément de k (G est de centre 

f ini) . Les champs étant compac ts , le système est transitif sur G . CQFD. 

Remarque : Si X n'est pas de type compact , le résultat subsis te . La décompo­

sition chois ie (H est compact) pour l 'a lgèbre de Cartan engendrée par H , font 

qu'i l n 'y a pas de racine rée l le , il suffit donc de vérif ier les conditions 3) du théo­

rème KUPKA-JURDJEVIC de la t ro is ième partie, c ' e s t - à -d i re Kil(X, e ~ t a d ^ X )^0 
t ' d (Z) ^ 

et Kil(X, e X ^ ) / 0 , avec un lemme identique à celui du cas compact (de 

démonstration identique car ce sont les propriétés des N qui jouent essen­

tiellement avec la connexité des graphes de Dynkin-Coxeter) on obtient ce résultat 

pour un ensemble de t générique dans IR . 

H étant compact , la famille { X , e t a d Z H ] est équivalente à 

{ X , e t a d Z H , - e t a d Z H } ce qui permet d'appliquer le théorème de la t ro i s ième 

part ie . 

Conclusion : 

Le problème du mariage est donc résolu pour les champs de vecteurs in­

variants à droite pour les groupes de Lie compacts et les groupes de Lie de type 

intérieurs (à centre f ini) . Il manque les groupes de Lie dont les composantes s i m ­

ples sont de type extérieur , c ' e s t - à -d i re : 

SL(n ,R) , SU*(2n), S0o(2p+1, 2q+r),6(6) e 6(-26) e ^ ^ . 

Depuis le problème a été résolu pour les champs de vecteurs compacts sur 

SL(n,IR) par BONNARD [3] . Enfin l'auteur de ces l ignes, par une technique amé­

l iorée de la remarque précédente et (II n°18) a une démonstration pour tous les 
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groupes de Lie réels à centre fini, pour les champs de vecteurs invariants à 

droite (y compr i s les groupes de Lie c o m p l e x e s ) . 
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Introduction de la cinquième part ie . 

Dans cette cinquième partie on résoud le problème du mariage des champs 

de vecteurs de "déplacements symplect iques" sur R^n . 

Si l 'on considère le groupe G des déplacements symplect iques c ' e s t -

à-dire le produit s emi -d i rec t du groupe symplectique Sp(n,]R) et de R^n , ce 

groupe induit des champs de Killing sur R^n que l 'on appellera champs de v e c ­

teurs de déplacements symplect iques . 

En outre, on établit des conditions nécessa i res de contrôlabili té sur 

Sp(n,IR), ou sur des produits directs de groupes symplectiques qui ne se réduisent 

pas au cr i tè re de la t ro i s ième part ie . Ces conditions nécessa i res utilisent la c l a s ­

sification des sys tèmes hamiltoniens de la mécanique. 

/CINQUIEME PARTIE / B . BONNARD [2] 

Le groupe symplectique Sp(n,IR) est un groupe de Lie simple de type 

intérieur. On peut donc utiliser les résultats des parties précédentes et la classi-

fication des systèmes hamiltoniens. 

On choisit une algèbre de Cartan fondamentale h et un élément X for­

tement régulier dans h alors : 

fsd 0 

a>0 

R . ( x - x ) 
i a -a 

e 

ct>o 

IR(X - X ) 
a -a 

où les a sont les racines de (g^ , h^) et X € . Ceci car toutes les ra-

cines sont imaginaires (II n°22). 

Un c r i tè re de transitivité pour Sp(n,]R). 

1) X€ h X est fortement régulier 

2) si Y = H+ y X 
a a 

si 
a -a 

¿ (0 ,0 ) pour un ensemble © de 

racines tel que ( E IR X e i R X ) e n g e n d r e g 
/»г* oc -a 

alor s { X , Y } est transitif sur g . 
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Démonstration : 

X étant compact , [ X , Y } est équivalent à r= [ X , - X , Y } et donc 

d'après le cr i tère C de la première partie e t a d X Y € LS(r) pour tout t£IR 

si g est une fonction continue, non négative alors si la limite existe 

l im 
T-++CO 

l_ 
T 

T 
g(t) e t a d X Y € LS(r) puisque LS(r) est cône convexe f e r m é . 

Comme a d X . X = a(X) et que a(X) est imaginaire pur, on voit que si l 'on 
a 

choisit g(t) = 1 , on obtient H€ LS(I?) mais H est compact , donc Y-H6 LS(r) 

et S y X € LS(r) 
a a 

, on r ecommence avec cet élément et une fonction 

g(t) = 1+e cos [t a (X) ] , puis g(t) = 1+e sin Cta(X)] on en déduit qu'avec e = ì. 1 , 

± ( X + X ) 
a -a 

et ± i ( X - X ) 
a -a 

sont dans LS(r) pour a€© et donc 

LS(r )3 
ct€® 

R (X + X )+ R i ( X - X ) 
a -a a -a 

, LS(r)=K CQFD . 

C'est le cas , par exemple , si fy= /\ les racines pr imit ives , mais il y a d'autres 

cas . 

F o r m e normale d'un champ de vecteurs invariant à droite sur S p ( n , R ) . 

Un élément de Sp_(n,R) admet une forme de Jordan réduite, adaptée à 

la structure symplectique de R^n et les b locs élémentaires sont déterminés 

au moins au signe près par les diviseurs élémentaires [ 5 ] . 

Définition : On définit les b locs élémentaires non nuls de Sp(n,R) qui sont les 

suivants : 

type 1 
" 0 

Z 
-a 

1 

0 
si a^l ou Ì 

" 0 

- 4 

4 " 

0 

type 2 
"Bo 

0 

0 

O 

où B = 
o 

" \ 1 0 

_ 0 \ 

\ > 0 ou \= 0 et n impair > 1 
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type 3 
" B 

o 

0 

0 

o _ 

B = o 
о Ч 

OÙ 

"a 

--0 

+3" 

a 
a , 3 > 0 I = 

'" 1 

0 

0 " 

1 _ 

type 4 

type 5 

tout élément de S]3(n,]R) sans bloc de Jordan nul se met en bloc de cette forme 

par un automorphisme d 'algèbre de L i e . On choisit l 'a lgèbre de Lie fondamentale : 

On a alors le : 

Théorème . - Soit A un élément fortement régulier de h , B un b loc é l é -
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mentaire non nul de sp(n ,R) alors le système { A , B} est transitif sur 

sp (n ,R) . 

Démonstration : Il suffit de vérif ier que B satisfait aux conditions du cr i tè re 

(vo i r par exemple [ z ] , Proposi t ion I I . Z . Z . ) pour que A soit fortement régul ier , 

il faut et il suffit que les nombres ¿ 2 a. , -t(a.-CC.) , i ( a . + Ct.) soient deux à deux 
1 1 J 1 J 

distincts . 

Z n 

Proposi t ion. - Soit G le produit semi -d i rec t de R _et_ sp (n ,R) . L 'a lgèbre  

de Lie g est le produit s emi -d i r ec t de R^n _et> sp(n ,R) . 
Soient (0 ,A) et_ (b, B) deux éléments de g tels que b ^ 0 

A _et B vérifient les conditions du théorème précédent et spectre ad AH 

spectre A = 0 . A lo r s : { ( 0 , A ) , ( b , B ) } engendre l 'a lgèbre de Lie g . 

Démonstration : Soit P^ le polynôme caractérist ique de A ; ses racines 

sont les i i ( X . • Les racines non nulles du polynôme caractéris t ique de ad A 

sont ± i a . 
J 

, ± ( a r a . ) , +(a. + a.) 
i J 

. D'autre part : 

PA(ad (0 ,A) ) . (b ,B) = (PA(A) .b , PA(adA)B)= (0 ,PA(adA)B) 

il est donc clair que P^(adA)B vérifie encore les conditions du cr i tè re et donc 

[P (ad A ) . B, A } engendrent Sp(n,R) . Comme Sp(n,R) opère de façon transi-
2n 

tive sur R , {(0, A ) , (b, B)} engendre bien g . 

Théorème . - Soit (0, X) un champ de vecteurs de Killing symplectique sur Œ?n, 

tel que X mis sous forme canonique, n'ait pas de bloc élémentaire nul, alors 

il existe (b, Y) un champ de vecteurs de Killing symplectique compact tel que 
2n 

le système { (0, X ) , (b, Y)} soit transitif sur R 

Démonstration : (esquisse) 

Il est clair que dans ce qui a été dit auparavant c'était le type intérieur 

et la se mi - s implicite qui étaient importants. On peut éc r i r e les c r i tè res et les 

théorèmes pour Sp(n ,R)x . . . x Sp(n , R ) 
1 P 

n +. . . + n = n . 
1 P 

Mettre X sous forme de Jordan c 'es t le mettre dans Sp(n^,R)©. . .© 

Sp(np,R) . 
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On choisi t A fortement régulier dans h et tel que { e x p t A ; t € R } 

soit un tore de dimension n . On peut donc toujours se ramener au cas (0, A ) 

(b, B ) où b / 0 et B bloc é lémenta i re . On sait d 'après le théorème précédent 

que { A , B } est transitif sur Sp(n,IR), Sp(n,]R) opérant transitivement sur 

K 2 n \ { o } , les champs de Killing { A , B } opèrent transitivement sur R 2 n \ { 0 } . 

A s 'écr i t dans h A = 
CC.€a 

a. H. 
i i 

. D 'après la p remiè re partie les 

sys tèmes { A , B } et 
a. 

i 

, B ] 
a.€A sont equivalents. On a alors le : 

L e m m e . - Il existe e> 0 tel que la famille « 0 . H ), 
a. 

i 

(b'B)a.€A3 
1 

soit con t rô -

lable sur la boule unité fe rmée de 
2n 

R pour Hb||<e . 

Autrement dit, tout point de la boule unité peut être joint à tout autre 

point par des t ra jectoires posit ives du système (sortant peut-être de la boule 

d'ailleur s ) . 

On peut supposer que (b, B) n 'est pas compact car sinon les (0, H ) 
ai 

l'étant aussi, la proposit ion précédente entraîne que le système invariant à droite 

est transitif sur le groupe de Lie des déplacements symplectiques et donc le s y s ­

tème de Killing assoc ié transitif sur R^n , le l emme est a lors évidemment v é ­

rifié . 
Le système [ A , BJ est contrôlable sur le compact S^n ^ , il existe 

2n 1 

donc e> 0 [ l8] tel que [ A x , B x + b } soit contrôlable sur S pour tout 

| |b | |< G , le champ { B x + b } étant suppdsé non compact les t ra jectoires du s y s ­

tème qui "sortent" de la boule sont denses dans la boule . L ' ensemble des points 

dont les t ra jec toi res posit ives et négatives sortent de la boule, est un ensemble 

cont rô lable . Le système a la propriété du rang d 'après la proposi t ion précédente , 

et donc la boule unité est contrôlable par le sys tème . CQFD (fin de démonstration 

du Le mme ) . 

Enfin, en faisant une étude cas par cas [2] , on montre que tout point de 

R^n peut être recalé dans la boule unité, et que tout point de R^n est access ib le 

à partir de la boule unité. Par un automorphisme d'homothetie on voit a lors que 

l 'on peut s 'affranchir de la condition ||bj| < e , d'où la conclus ion . 
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Conclusion de la cinquième partie. 

On voit que aussi bien dans la quatrième partie que dans la cinquième, 

de nombreux théorèmes restent à é c r i r e , en particulier l 'utilisation du théorème 

et des techniques KUPKA-JURDJEVIC ouvre de nouveaux hor izons . 

Pour terminer , signalons les rapports qu'il y a à étudier un système 

( A + U B ) et des paires [ X , Y } . Par une remarque due à BONNARD, si 

( A + U B ) est transitif sur un groupe de Lie G , a lors il existe N tel que 
uEIR 

[ A + U B - N U ^ N ] est encore transitif. La contrôlabili té du système [A+uB] 

est donc équivalente à cel le de [A-u^B, A + U ^ B } pour u^ assez grand. 
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