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SYSTEMES DE CHAMPS DE VECTEURS TRANSITIFS
SUR LES GROUPES DE LIE SEMI-SIMPLES ET LEURS ESPACES HOMOGENES

par

B. BONNARD
V. JURDJEVIC
I. KUPKA
G. SALLET

Ce papier rassemble les résultats exposés dans trois conférences. Il a été
décidé d'exposer ces résultats en une seule fois pour des raisons d'économie. En
effet, tous les résultats concernent principalement des probleémes de contrdlabilité
sur les groupes de Lie semi-simples réels. On dispose d'une machinerie impres-
sionnante sur la géométrie des groupes de Lie semi-simples, les trois conférences
utilisent cette connaissance. Il aurait semblé inutile de rappeler a chaque fois les
résultats utilisés. L'exposition ci-apres est du style '"groupe de Lie', plutdt que
""groupe de Lie linéaire' encore une fois pour des raisons de concision. Les résul-
tats ont été obtenus indépendamment mais réagissent entre eux, aussi des raccour-

cis seront parfois utilisés différents en cela de l'exposé original.
Ce papier est divisé en cing parties.

La premiere partie énonce des généralités sur les systemes de Killing, un
critéere de transitivité pour ces systemes, et une technique de démonstration de

transitivité. Ces deux derniers points sont dis a JURDJEVIC et KUPKA f9].
La deuxiéme partie décrit l'infrastructure commune 2 la suite.

La troisieéme partie décrit les résultats obtenus par JURJEVIC et KUPKA
f93.

La quatridme partie, ceux de SALLET [16].
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Enfin, la cinquizgme, ceux de BONNARD [2].

Ce papier a été rédigé par SALLET ; que les autres auteurs veuillent bien

1l'en excuser d'avance pour la rédaction.

333

Introduction de la premiere partie.

En suivant LOBRY [14].

o]
Sur une variété M, connexe, C , on appelle polysysteme un ensemble

F de champs de vecteurs sur M .

Une trajectoire élémentaire de F est une application continue x d'un
intervalle [0, T], T20 dans M, telle qu'il existe une partition de [0, T],
pour laquelle la restriction de x 2 chaque intervalle de la partition est une tra-

jectoire d'un champ de vecteurs de F .

Si 1'on note Xt les groupes locaux a un parametre correspondant 2 un
champ de vecteurs C%® , l'ensemble des difféormorphismes locaux {Xt|t>0 XEF}
engendre un pseudo-semi-groupe d'homéomorphismes locaux. Si ce semi-groupe
opére transitivement sur M on dira que F est transitif (completement contré-
lable dans la littérature traditionnelle). Comme dans toutes les conférences rédi-
gées ici on s'intéresse soit a des polysystemes constitués de champs de vecteurs
invariants a droite sur un groupe de Lie, ou a des polysystémes provenant de sys-
temes précédents pour un groupe de Lie opérant différentiablement sur une variété

M, on a spécialisé les définitions & ces cas pour profiter d'un effet simplificateur.

Mais il est clair que les notions indiquées se rapportent aux cas les plus généraux.

Généralités sur les polysystemes de Killing.

On considere un groupe de Lie G, onnote g l'algebre de Lie des champs
de vecteurs sur G invariants a droite. Si le groupe de Lie G opere différen-
tiablement sur une variété M on a naturellement une application ¢ de g dans
l'algebre de Lie V(M) des champs de vecteurs sur M . Si X€g , 0(X) estle
champ de vecteurs induit par le groupe a un parametre agissant sur M :(exptX .)

On vérifie facilement que 0 est un homomorphisme d'algebre de Lie de g dans
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VECTEURS TRANSITIFS SUR LES GROUPES DE LIE

V(M) . L'ensemble 0(g) que l'on notera EG(M) s'appelle les champs de Killing
de M relatifsa G.

A.- DEFINITIONS.

Définition1 : Un polysysteme de Killing est un sous-ensemble de 1_<G(M) .
Remarque 1 : Les polysystemes de champs de vecteurs invariants & droite sur un

groupe de Lie sont des polysystemes de Killing.

Remarque 2 : A tout polysysteme de Killing F on associe donc naturellement un

polysysteme [ de champs de vecteurs invariants a droite sur G .

Définition 2 : Soit ['=g ; on définit et note S+(f) le semi-groupe engendré par

+
les éléments exptX , ot t€R et Xe€I .

Définition 3 : Soit F =0(I') un polysysteme de Killing ; on appelle ensemble
d'accessibilité de F a partir du point q€&€ M, AF(q) = S+(F).q .

Définition 4 : On dira que le polysysteme F esttransitif, si le semi-groupe

S+(F) est lui-méme transitif sur M, autrement dit pour tout q€ M, A_(q)= M .

F
Définition 5 : Deux polysystemes de Killing seront dits équivalents si et seulement
si pour tout point de M , leurs ensembles d'accessibilité sont identiques. On
appelle saturé d'un polysysteme F , note Sat(F) le plus grand polysysteme de

Killing qui lui est équivalent.

Remarque : Sile groupe G opere transitivement sur M, et si le polysysteme
' associé a F esttransitif sur G, il est clair que F est transitif sur M .

On va donc s'intéresser plus particulierement aux polysystemes Icg .

Si I'cg, onnote Lie(l’) 1'algebre de Lie engendré par [ ; soit maintenant

LS(T) = sat(l)N Lie() .

21



B. BONNARD, V. JURDJEVIC, I. KUPKA, G. SALLET

B.- UN CRITERE DE TRANSITIVITE.

Critere : [' sera transitif sur G si et seulement si LS(I)=g

Démonstration : La condition est nécessaire car [ est équivalent & g, i.e.
Sat(l)=g , et Lie(T)=g d'apres Nagano [23].

La condition est suffisante car si LS(I')= g alors Sat(l') est
symétrique et vérifie également la condition du rang (ChOW.Krener [23]) , donc

Sat(l') , par conséquent I sont transitifs sur G .

Remarque : LS(T) joue pour les semi-groupes connexes de G le rodle de 1'al-
gebre de Lie pour les sous-groupes de Lie de G . C'est en effet LS(I') qui est
significatif, les deux ensembles Sat(l') et LS(I') sont trop gros. Si l'on prend
dans le tore T , un champ de vecteur a pente irrationnelle alors Lie(l')=g et

le systéme n'est pas transitif.

Remarque 1: Cependant si I'=-T, [ est symétrique, alors S+(T) est un
groupe, connexe par arcs, donc un sous-groupe de Lie de G, son algebre de Lie
est équivalente & I, mais comme I engendre S+(F) , cette algebre de Lie est

celle engendrée par I . Donc : LS(I') = Lie(l') .

Remarque 2 : On dit qu'un champ de vecteurs est compact si toute trajectoire est
relativement compacte. Si 1'on considére un champ de vecteurs invariant & droite
cela veut dire que f{exptX/t€IR} est rélativement compacte.

Comme un champ de vecteurs de Killing compact est poisson-stable
si X€I' alors RXcT .

Un polysystéeme de champs compacts est donc équivalent 3 un poly-

systeme symétrique.

C.- METHODE DE DEMONSTRATION DE LA TRANSITIVIT]EI D'UN POLYSYSTEME.

On part d'un polysysteme F que l'on "agrandit' par deux procédures ca-
noniques. On suppose Fc g ce qui n'6Gte rien a la généralité des résultats pour

les polysystemes de Killing.
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1. si Fl est l'enveloppe convexe conique fermée de F , alors Fl est équi-

valent a2 F .

. . . 4o 4 k .
Démonstration : La topologie considérée étant la C -convergence uniforme pour
les champs de vecteurs, mais ici elle coincide avec la topologie d'espace vectoriel

de -lSG(M) .

F est équivalent a f‘ fermeture de F , cela résulte des théorémes
classiques sur les équations différentielles.

F est équivalent 2 IR+F le cdne engendré par F : évident.

Enfin F est équivalent 2 son enveloppe convexe, c'est la méthode bien

connue des contrdles relaxés.

X
2. Soit X€g . On suppose que VtER, et € AF (e) alors si F2= Uetadx&‘i),
1
F2 est équivalent a F1 . teR
Démonstration : adX désigne 1'homomorphisme d'algebre de Lie Y— [X, Y].

I1 faut montrer que AF (e) = AF (e) car les champs étant invariants & droite, on a
2 1
dans G AF(q) = AF(e).q . Si Y€ F‘1 il suffit de montrer que

tadX
a Y) etadX

exp(e € AL (e) = S+(F) . Or, les relations bien connues [7] = Ad(exptX)
tadX

1 -1
et exp(Ado.Y)=0expYo entrainent exp(e Y) = exptX expY exp-tX ;

or, par hypothese exptX et exp-tX appartiennent a AF (e) , expY aussi,

1
comme AF (e) = S+(Fl) est un semi-groupe, exp(etadX Y)€E AF (e) . CQFD.
1 1
Application importante : Si X€F et si X est compact, d'aprés la remarque 2
du § B, alors VtéR et adX(F)c Sat(F) .
N
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Introduction 2 la deuxiéme partie.

Il s'agit d'un catalogue de propriétés bien connues sur les groupes et al-
gebres de Lie semi-simples. Ces propriétés sont éparpillées dans les livres clas-
siques sur ce sujet. Ce paragraphe rassemble et rappelle ces propriétés en méme

temps fixe les notations des paragraphes suivants.

Les propriétés évoquées se trouvent dans une des références suivantes :

f11, (7], C6], [91, (193, [20] .

DEUXIEME PARTIE /

Résumé des résultats classiques sur les algebres de Lie semi-simples.

Nous rassemblons ici, pour la commodité du lecteur, les résultats clas-

siques bien connus sur les algebres de Lie semi-simples.

1. Une algebre de Lie g est dite simple si elle n'admet d'autres idéaux que

{0} et g
2. Une algebre est dite semi-simple si elle est somme directe d'idéaux simples.

3. Onnote adX:Y— [X,Y] et Kil(X,Y)= Trace(adx.adY) laforme de
Killing ; une algébre de Lie est semi-simple si et seulement si sa forme de
Killing est non dégénérée.

4, Une sous-algebre h d'une algebre de Lie g semi-simple est une algebre
de Cartan si et seulement si :

i) h est une algebre de Lie commutative maximale dans g

ii) pour tout H€h , adH est un endomorphisme semi-simple.

5. Un élément X€g est dit régulier si la multiplicité de la valeur propre 0

de adX est minimum,.

6. Les algebres de Cartan sont les noyaux des applications adjointes des éléments
réguliers.
7. Un élément X est dit fortement régulier, s'il est régulier, et si les valeurs

propres non nulles de adX sont de multiplicité 1.
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Soit g™ g_®]R(E et hq: les algebres de Lie complexifiées de 1'algebre
de Lie réelle semi-simple g et d'une algebre de Cartan h .

Soit a wune forme linéaire sur h , on considere :

c
g = (xegy | IHX) = o) X]

5 est appelée une racine si _gg # {0} .

On note & 1l'ensemble des racines non nulles.
a
i =h 5] ;
i) on a g “hg 4

C sz
ii) la forme de Killing de E¢ est non dégénérée sur E(II , on note HCL
le vecteur de h([; tel que VYHE _}_1_¢ Kilq:(H,Ha)= a(H) , les H(1 en-
gendrent E(E s
(iii) les g_z: sont tous de dimension 1. Si €% , les seules racines colli-
néaires a q sont a, 0, -a .

3

(iv)si (a,B) sont deux racines, telles que a+B#0 alors : Kil(g% ,g¢)=0.
(v) pour chaque «a€ % , on peut choisir che g%c tel que :
n I[x ,x 1=H
a - o)
(2) [XOL ,XB] = NO.,B XO,+B si q+8£Z0 oul'on pose par conven-
tion X =0 si qt3€%

a+B
(3) les Na 8 sont des constantes réelles vérifiant :

N -N

Q, B h -Q, ‘B

Les éléments (ch , Ha) constituent une base de Weyl de -4 modulo h([} .
On dit qu'une algebre de Lie semi-simple est compacte si sa forme de Killing
est définie négative.

Soit u l'algebre de Lie réelle :on a la somme directe orthogonale pour la

forme de Killing n n
u= (ZRH) & R(X -X )& R (X +X )
a€d % e @ tep 'O @

il est facile de vérifier que u est compacte, et que sa complexifiée est B¢~
Réciproquement, toute algebre de Lie compacte s'écrit sous cette forme. On

parlera de base de Weyl modulo h ;
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Soit o0 1la conjugaison dans g Par rapport a g . Il existe une forme
réelle compacte de Eg» 4 telle que si T estla conjugaison dans Eg
par rapporta u, O0OT=7TO0 .

Si l'on note 6=0T, B estun automorphisme involutif de B¢ qui laisse
stable g et u ; 8 induit donc la décomposition g=ktp et u=-k+ip

oi k estune sous-algébre maximale compacte de g et p un sous-

espace vectoriel de g .

Soit h = £ RH_ . ho est un espace vectoriel réel, sur lequel les racines
a€?d

prennent des valeurs réelles. On peut choisir un ordre sur h , ce qui induit
—o

un ordre sur h‘; , et donc sur ¢ .
0 induit une anti-involution sur h';: par :
VHGQC (c*a H) = alo(H)) ,

une racine est dite réelle si o™y=q , imaginaire si o"x=-a . On désigne
par @_ les racines imaginaires non nulles, et T la projection sur
ker(c*-1d) parallelement 3 ker(c®+ 1d) . Alors ﬂ(@\‘?_) =Z estun sys-
teme de racines (non forcément réduit) dans ker(c™-1d) . On note si t€Y,

&(t) = ‘I'T_l(t)ﬂ ® . On peut choisir l'ordre dans & de telle fagon qu'il soit

compatible avec o0 c'est-a-dire :

a>0 et qfd = o*a>0.
Une racine positive est dite primitive (ou fondamentale, ou simple) si elle
n'est pas somme de deux racines positives.

Une racine o est dite maximale si a> 0 et pour tout B8€% , >0,

atBEd .

Une racine o est dite réelle maximaless >0 et pour tout 86(@\4’ )

B>0 q+BEd .

Les racines primitives forment une base de ho . On note A 1l'ensemble
des racines primitives.

L'espace vectoriel @ (g_a eg'“) engendre l'algebre de Lie &g
akr  © ¢

Si g estune algebre de Lie semi-simple réelle, h une sous-algebre de
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Cartan, il existe une décomposition de Cartan g=k+p , dans laquelle h

est B stable. h se décompose doncen h=h +h

k =p
On dit que h est une algebre de Cartan fondamentale si et seulement si _}lk
est abélienne maximale dans k.
Toute algeébre de Lie réelle semi-simple admet des algebres de Cartan fon-
damentales ; il suffit pour cela de considérer le centralisateur dans g d'une
algebre abélienne maximale de k
I1 est équivalent de dire :
(i) h estfondamentale
(ii) aucune racine de (g_(E , hc) ne s'annule identiquement sur hk
(iii) il existe un élément régulier dans hk
(iv) aucune racine de (ga: ,hc) est réelle.
Etant donnzé deux racinzes:Iimples a et B de (g‘(E’-}l(E) , alors
-B(Ha) = Na,B , et EB((HT:))_

est un entier que l'on appelle entier de Cartan.

48 (Hy) a(Hg )
a 8

Si l'on représente les éléments de A par des points, si chaque couple de

L'entier prend la valeur 0,1,2,3 .

points (a,B8) est joint par l'entier précédent, si, en outre, quand cet entier
est supérieur &2 1, on indique par une fleche pointant vers celle-ci la plus
courte racine, on obtient le graphe de Dynkin-Loxeter de gc . Chaque com-
posante connexe du graphe correspond aux idéaux de &g

La connaissance du graphe détermine entiérement 3 un isomorphisme pres

l'algebre de Lie B¢

Si est simple, alors ( , h n'a qu'une racine maximale © resp.
&¢ Er ¢ q p

minimale) et réciproquement.

Si m(o)€&, m(0) estl'unique racine réelle maximale, -T(0) minimale réelle.
Si T(0)€% , aucune racine n'est extrémale réelle.
o*a

0 envoie gz“: sur gc

a a *a
On note g~ = (g_c@ Eg )N g si a n'estpas réelle

ga = g% Ng si o est réelle

on a alors : g = h & ga

a€ ? *a 4
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Introduction a la troisiéme partie.

L'importance de disposer de critere de transitivité pour des systemes
n'est plus a prouver. Or, malheureusement on ne dispose que de peu de résultats
dans cette direction. De plus, il est vain de vouloir espérer obtenir un critere
nécessaire et suffisant algébrique correspondant au critere de KALMAN pour les

systémes linéaires.

Le théoreme donné ici fournit une condition suffisante algébrique pour la

transitivité de systéme {X+uY}] invariants & droite. Dans un certain sens cette

condition qui n'est pas nécessaire est cependant la meilleure possible.

/ TROISIEME PARTIE / Accessibilité sur les groupes de Lie semi-simples

N
et leurs espaces homogenes

KUPKA-JURDJEVIC [9][17]

Théoreéme.- Soit G un groupe de Lie semi-simple réel, de centre fihi, et soit

g son algebre de Lie. Si X et Y sont éléments de g, le polysysteme inva-

riant & droite sur G {X+ uY| uw€ER } est transitif sur G si:

1) Y estfortement régulier

si h= ker(adY) estl'algébre de Cartan correspondanta Y , on a :

gr=h D g_a décomposition en espaces de racines,
Cc —C 4€3 C

on a alors X= Xo+ by XC! la décomposition de X adaptée 2 cette
a€d

somme directe

2) si a estextrémalet T(@)#0 alors XQ%O [ 7 est défini au II n°12]

3) si a estune racine primitive Xa;f() et Xa#O

4) si o estune racine réelle non nulle, maximale réelle alors Kil(Xa,X Ct)<0.

Démonstration (les plus grands traits seulement).

Tout d'abord si I'={X,Y,-Y} alors [ estéquivalent au systeme con-
sidéré. En effet, le systeme considéré dans le théoreme est la droite affine passant

par X et de direction IRY . L'enveloppe conique, convexe fermée est donc le
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demi-plan de frontitre IRY , contenant X . Ce demi-plan est clairement l'enve-
loppe convexe conique fermée engendrée par I . T est donc équivalent au sys-
teme du théoreme.

On va montrer que LS(I)=g

La démonstration se fait par récurrence sur £ (voir II n°l2) : on suppose que

Lsr)=> o ga= E, , et on montre que LS(F)Dgu pour o€ &(t) ou a€®(-t).
mTa)>t
T(@)<-t

On suppose t>0 . Pour montrer cela, on fait une récurrence descendante sur
®(t) et @&(-t); les démonstrations étant symétriques, on considere B€ &(t)

telle que pour tout a€®(t), a>8 alors g“e LS(I') . I1 faut montrer que
gBCLS(T) . Pour cela, on procede par plusieurs étapes que nous indiquerons ici
sans démonstration, basées sur quelques lemmes techniques. Le fait que Y est

fortement régulier est essentiel dans ces démonstrations.

Lemme 1.- On suppose que Y,d, Y-8 sontdes racines, gue gyc LS(T) , et

telles qu'il existe Z€ LS(I') pour leguel Z v+ £ 0 . Alors il existe Z'€ LS(I")
tel que Z'Y £0 .

Lemme 2.- Soit t€¥NE ou t=0.Si EtcLS(F), s'il existe un Z€LS(T)

. ~ a
tel que ou bien Zt— 0 ou Zt% 0 et —ZtE Ls(I') alors Ls(I')®g™ pour tout
a€3(t) tel que Za;é 0.

Lemme 3.- Si t€TZN® ou t=0, alors Zt€LS(T) pour tout Z€ LS(T)

(on suppose EtcLS(F)) ; (voir la cinquitme partie une démonstration dans un cas

particulier du lemme 2 et 3).

Premiere étape : On montre qu'il existe Z€ LS(I') tel que Z‘3 £0

N . . t .
Deuxieme étape : Si g < LS(T') alors pour toute racine y de &(t) vérifiant

la condition de la premiere étape ch Ls(T) .

Troisieme étape : On a une arborescence de cas que l'on regle par des démons-

trations.

1. si t€?
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on démontre alors que cela entraine que LS([)2 g¥ pour les racines vé-
rifiant les conditions de la premiere étape. On conclut 2 1'aide de la dé-

monstration de la deuxieme étape que gBCLS(T) .

si t€@
- L t R
2.1. si t estréel minimal on montre alors que g <LS(I') ce qui nous
ramene 2 la deuxiéme puis premiere étape. On utilise ici le fait que

XE€LSIT) et que Kil(Xt,X 1:)< 0.
2.2 si t n'est pas réel maximal

2.2.1. si Xt% 0 alors LS(I‘)DBt qui renvoie a la deuxidme

étape
2.2.2. si Xt: 0
2.2.2.1. si XB £ 0 alors directement on montre que
chLS(T)
2.2.2.2. si X =0 ; 8 n'estdonc pas maximal (2 cause

8

de la condition 2 du théoréeme 8 n'est pas mi-
nimal car ™(8)=1t>0 . Il existe donc une racine
primitive p telle que B+p€® mais

gB+ Pe LS(') par hypothese de récurrence des-
cendante, et de récurrence. On applique le lemme
laucas B8+0, B, -0 . A cause de la condition 3)
du théoréegme X_p# 0 on en déduit que il existe
Z€LS(') pour lequel ZB% 0.

Si Z=0, alors comme Z #0 le lemme 2 per-
met de conclure chLS(T) .

Si th- 0 on est ramené 2 la démonstration du

2.2.1ou1l'on remplace X par 2Z .

Ceci termine la récurrence et montre que :

V= % ga est un espace vectoriel. V est symétrique et donc le semi-groupe

m(@)# 0

S¢(V) est en fait un groupe, c'est un sous-groupe connexe par arcs de par sa dé-
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finition, et donc d'apres le théoreme de GOTO, c'est un sous-groupe de Lie de G.
Son algebre de Lie est celle engendrée par V, {V}LA . S+({V}LA):S+(V)C S+(T)

etdonc {V}. cLS(T).Ona X=X+ £ X ot X €h commeles H en-
LA o q€d o — o

gendrent h _ on peut écrire : X = § X (a) ou X (a)€ [g_a

=C °© es © o C

Mais X €g donc mX =X oi T estla projection
o o To

-Q

- 1= CTH

d+o

En résumé on peut écrire :

X=(% mX @)+ & X )+ ( & 1mX @+ & X))
a€d  © e ¥ ged\e  © ged\e ©

1
Soit X=X+ X2 . XZE Vo LS(I') et donc puisque LS(I') est un cbne et que

Xe LS(I') et —XZE Ls(l) , X-x%= xle Ls(T) .
Posons : X'= % mX @) et x- g x , mais X (@)=x [Y,Y ] ou
o o 1 a o -
acd a6§>_
o = = =
Yaég_c pour a€é , donc Xo(a)— xaEYa,Yo*a] et O'Xo(a)—c()\a)[g Ya’OYo*a]

+X (@) dott X EiR .
o a

1
Comme G a un centre fini, il est alors facile de voir que X = T i) [Ya, Ya]

0€?d

ol XGGIR est un champ de vecteurs compact. Comme on montre que

z gac LS(T) par la récurrence précédente, on peut appliquer le lemme 3 3
m(a)# 0
t=0, eta Xlé LS(') . On en déduit Xié LS(T) , mais XO1 est compact, donc

1
poisson-stable, donc IRXOC LS(I') , on applique donc le lemme 2 avec t=0 32

1 =
Z =X" . On en déduit que gac LS(I') pour tout a€% tel que Xa;f 0 . D'apres

la condition 3) du théoreme on a donc :
a -Q . Cs
LS)> £ g © g (A racines positives) .
a€ A
Soit A=( % greg™®

a€ A
contient g% et g&:a , d'apres le théoreme de Jacobson-Serre-Harish-Chandra

[II1n°16] A

l'algebre de Lie engendrée dans g, alors A

LA C

¢~ &g et donc A=g soit LS(I)=g CQFD.

Proposition.- Soit un groupe G produit G'x Z oW G' estun groupe de Lie

1
semi-simple de centre fini et Z est soit R soit S . Soient X et Y deux

éléments de g, telles que les composantes X' et Y' dans g' vérifient les
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conditions du théoreme, et tels que la composante de Y suivant Z est non

nulle alors le systéme invariant a droite {X+u Y|u€R} est transitif sur G .

Démonstration : On peut toujours supposer que la composante de X suivant
Z est nulle. La démonstration du théoréme entrafne que LS({X+uY})> g,

comme la composante de Y est non nulle LS({X+uY})2g'® z=g¢g

Remarque : La proposition précédente donne donc un critére de contrdlabilité

sur GL(n, R).

Corollaire.- Siun groupe de Lie semi-simple de centre fini G opere diffé-

rentiablement et transitivement sur une variété connexe M, si A et B sont

BN

deux champs de Killing tels que leurs champs invariants a droite associés vérifient

les conditions du théoreme, alors {A+u B} est transitif sur M .

Conclusion : L'importance du critére de transitivité obtenu est souligné par la
remarque suivante : les polysystemes invariants a droite tels que {A+uB} soient
transitifs ne forment pas un sous-ensemble semi-algébrique de gx g (voir f10]

et la conférence de I. KUPKA dans ces actes). Il est donc vain de vouloir espérer
un critéere du type KALMAN pour les systémes non linéaires. De plus, les condi-
tions 1), 2) et 3) du théoreme sont génériques. Seule 4) ne l'est pas, mais si un
couple X et Y vérifiel), 2) et 3) et viole la condition 4), alors on peut mon-
trer que {X+uY} n'est pas transitif. Ainsi donc le critére est le meilleur pos-

sible dans cette direction tout au moins.

W
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Introduction 2 la quatrieme partie.

On va d'abord énoncer un type de probleme qui concerne les deux der-

nieres parties.

Soit une variété M connexe, un certain sous-ensemble 2 c V(M) et
soit X€C wun champ de vecteurs. Existe-t-il un champ de vecteurs YE€C tel
que le systeme {X, Y} soit transitif sur M ? Ce probleme est assez naturel,
il correspond a 1'idée que si un systeme ne fonctionne pas, il est intéressant si le
systéeme est coliteux de le réparer en lui adjoignant quelques modifications par-
tielles.

Si la formulation du probleéme est naturelle et correspond a un probléme
concret, par contre, elle est beaucoup trop générale pour espérer &tre résolue.
Il faut donc particulariser ce probleme. Poser cette question n'est pas vide de
sens, car on sait [17] que 1'on peut ''contrdler' sur une variété & l'aide d'un couple
de champs de vecteurs. Cependant, ici la situation se complique car 1'on concoit

bien que si le champ X est mal approprié on ne pourra pas forcément trouver

un champ Y convenant.
Cette partie va donc poser et résoudre le probleme suivant :

Etant donné un groupe de Lie G semi-simple de centre fini, compact
ou de type intérieur, on consideére la classe ¢ des champs de vecteurs invariants
a droite compacts sur G . Si XE€C et si aucune composante de X sur les
composantes simples de g n'est nulle alors il existe Y€CZ solution du pro-
bleme posé. Si X n'est pas de cette forme alors aucun Y€g convient. Il est
a remarquer que siun Y existe, alors l'ensemble des Y convenant est un
ouvert dense [15] [12].

Comme corollaire immeédiat si l'on considere les espaces riemanniens
symétriques compacts, ou de type intérieur, et la classe des champs de Killing

compacts ont le méme résultat.

Pour terminer, remarquons que la troisieme partie a une incidence sur
la quatrieme. Si l'on considere le méme probleme sur les mémes groupes de Lie,
mais la classe étant l'algebre de Lie g tout entiere, alors on a encore le méme

type de réponse. Il faut que X n'ait aucune composante simple nulle sur g .
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/ QUATRIEME PARTIE / G. SALLET [16]

Nous résumerons sous le terme de probléeme de mariage dans une classe

considérée le probleme évoqué dans l'introduction.

On a alors le :

Théoréme.- Le probleme de mariage pour les groupes de Lie compacts est com-

pletement résolu dans la classe des champs de vecteurs invariants a droite :

si un champ de vecteurs X est en position générale, on peut toujours lui associer

un champ de vecteurs Y résolvant le probleme, si le centre du groupe est < 2.

Si X n'est pas en position générale, ou si le centre du groupe est de dimension

<2, le probleme n'a pas de solution.

Esquisse de démonstration : Puisque les groupes de Lie sont compacts, il suffit

de démontrer que l'algébre de Lie engendrée par {X,Y} est g . Un groupe de

Lie compact G est de laforme: G= T'x K ot K estun groupe de Lie com-

pact semi-simple. Il est clair que si n>2 on ne peut engendrer l'algebre de Lie

g= IRn®1_< avec deux éléments. Si n<2 , ondira que X esten position géné-

rale si aucune composante de X dans la décomposition granGB 516. . .€Bl_<p ol

les _lgi sont les composantes simples de k , n'est nulle. Il est clair que si l'on
sait résoudre le probleme sur K , le probleme est résolu sur G . En effet, si

X=Cpt X (Cl;fO si n=2, quelconque si n<1) alors Y= C2+ Y, ou C

1 2 2
est linéairement indépendant de C, , et Y2 tel que {YI’YZ}LA: k , est bien

1
tel que (X, Y}LA= g

On est donc ramené a résoudre le probleme sur k . Mais k étant
compacte, on peut décomposer k en une somme directe orthogonale pour la

forme de Killing :

L
X + X °
® R(X+X ) (In°9

4
u=h & R(X -X )
o -a a€d

et h= & RH ol A estun ensemble de racines

primitives de & .
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Quitte & modifier X par un automorphisme d'algebre de Lie, on peut
toujours supposer que X€h . Soit maintenant H un élément fortement régulier
de h . Comme ona, sil'onpose : E =X -X F=iX +X ) ,

- x a -Q a a -
adH E = g(H) F& et adH I;= -a(H) Ea , si Z€k esttel que Kil(Z,%)# 0,
a

iy L
Yo€A , Z sera cyclique pour adH dans l'espace vectoriel I (JREa @lRF(‘I) ,
a€A
qui engendre k (Il n°l6) et donc {H, Z?LAI k . On a alors le lemme :

Lemme.- Si W= I F il existe un ouvert dense de réels t tels que :

a€a
Ad(expt W).X engendre avec H l'algebre de Lie k

Il suffit d'examiner pour tout a€A

1

Kil(F&, Ad(expt W) X) = Kil(X, Ad(exp-tW) b;l)

Kil(X, ad” W.E )

et de montrer qu'un terme de cette série est non nul.

La somme h= & IRH n'est pas orthogonale mais A= Al u...ua_ , les A
a€A P
correspondant aux composantes simples de la décomposition de k , la somme

L
h=6 ( ®© R Ha) est orthogonale, mais X dans cette décomposition est en

1
i
position générale. Les diagrammes de Dynkin-Coxeter étant connexes, les pro-
priétés des N(I 8 font que Kil(X, aan.P&),’f 0 pour un certain indice.

On a maintenant une conséquence immédiate pour les groupes de Lie de
type intérieur. On dit qu'un groupe de Lie G est de type intérieur s'il possede
une involution de Cartan 6 qui est dans le groupe Int(g) des automorphismes
intérieurs. C'est équivalent 2 G possede une algebre de Cartan qui est compacte

(c'est 1'algebre de Cartan fondamentale de G (II n°4)).

Théoreéme.- Le probleme de mariage pour les champs de vecteurs invariants a

droite de type compact sur les groupes de Lie de centre fini de type intérieur est

completement résolu. Si X€C est en position générale, il existe toujours YE€C

résolvant le probleme, sinon il n'y a aucune solution.
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Esquisse de démonstration : On pourrait donner une démonstration comme pour

le cas compact exhibant explicitement le champ Y mais si 1'on écrit une dé-

composition de Cartan :
g=k+p et u=k+ ip

X étant compact, X€k (on peut toujours le supposer).

La démonstration du cas compact montre qu'il existe Z= K+iP€ u tel que

K+i
{X,etad( iF) u ol H estun élément fortement régulier HE€k . Il est

H} =
LA
t'ad(K+P) ot ad(K+p)H

clair alors qu'il existe t'€IR tel que {X,e est

H} =g .
un champ de vecteurs compact car conjugué d'un élément de k (G est de centre

fini). Les champs étant compacts, le systeme est transitif sur G . CQFD.

Remarque : Si X n'est pas de type compact, le résultat subsiste. La décompo-
sition choisie (H est compact) pour l'algébre de Cartan engendrée par H , font

qu'il n'y a pas de racine réelle, il suffit donc de vérifier les conditions 3) du théo-

) e-tad(Z)X )40

reme KUPKA-JURDJEVIC de la troisieme partie, c'est-a-dire Kil(X o

-t'ad(Z

et Kil(X,e )X a)% 0, avec un lemme identique 2 celui du cas compact (de

démonstration identique car ce sont les propriétés des N 5 qui jouent essen-
o8]

tiellement avec la connexité des graphes de Dynkin-Coxeter) on obtient ce résultat

pour un ensemble de t générique dans IR .

tad 2

H étant compact, la famille {X,e H} est équivalente 2a

tad Z etadZ

{X,e H, - H} ce qui permet d'appliquer le théoreme de la troisieme

partie.

Conclusion :

Le probleme du mariage est donc résolu pour les champs de vecteurs in-
variants a droite pour les groupes de Lie compacts et les groupes de Lie de type
intérieurs (2 centre fini). I1 manque les groupes de Lie dont les composantes sim-

ples sont de type extérieur, c'est-a-dire :

» .
SL(n,IR) , SU*(2n), SOO(2p+],2q+l), 66(6) eé(-26) .

Depuis le probleme a été résolu pour les champs de vecteurs compacts sur
SL(n,R) par BONNARD [3]. Enfin l'auteur de ces lignes, par une technique amé-

liorée de la remarque précédente et (II n°18) a une démonstration pour tous les
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N

groupes de Lie réels a centre fini, pour les champs de vecteurs invariants a

droite (y compris les groupes de Lie complexes).

369
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Introduction de la cinquiéme partie.

Dans cette cinquieéme partie on résoud le probleme du mariage des champs

2 . 2
de vecteurs de '"déplacements symplectiques' sur IR n

Si l'on considere le groupe G des déplacements symplectiques c'est-
a-dire le produit semi-direct du groupe symplectique Sp(n,R) et de ]R2n , ce
groupe induit des champs de Killing sur ]RZn que l'on appellera champs de vec-

teurs de déplacements symplectiques.

En outre, on établit des conditions nécessaires de contrdlabilité sur
Sp(n,IR), ou sur des produits directs de groupes symplectiques qui ne se réduisent
pas au critere de la troisieme partie. Ces conditions nécessaires utilisent la clas-

sification des systémes hamiltoniens de la mécanique.

CINQUIEME PARTIE / B. BONNARD [2]

Le groupe symplectique Sp(n,IR) est un groupe de Lie simple de type
intérieur. On peut donc utiliser les résultats des parties précédentes et la classi-

fication des systémes hamiltoniens.

On choisit une algeébre de Cartan fondamentale h et un élément X for-

tement régulier dans h alors :

g=h ® R, (X -X ) & R(X_-X )
= - -a
a€d % *aer @
a>0 a>0
N . Cc . C a .
ol les o sontles racinesde (g ,h ) et Xaég_c . Ceci car toutes les ra-
cines sont imaginaires (II n°22).
Un critére de transitivité pour Sp(n,RR).
1) X€h X estfortement régulier
2) si Y=H+ ¥ y X si (y ,y )#(0,0) pour un ensemble © de
a a a -a
a€d
racines telque ( £ IR X ®&RX ) engendre g
a€8 @ -«

alors {X,Y} est transitif sur g .
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Démonstration :

X étant compact, {X,Y} est équivalentd TI'={X,-X,Y} et donc

X
d'apres le critere C de la premigre partie etad Y€ LST) pour tout t€R

si g estune fonction continue, non négative alors si la limite existe :

1 2T tad X
e

lim = I g(t)

T Y € LS(I') puisque LS(T') est céne convexe fermé.
T=+00 T

Comme adX.Xaz a(X) etque a(X) estimaginaire pur, on voit que si 1l'on
choisit g(t)=1, on obtient HE LS(I') mais H est compact, donc Y-HE LS()

et T y X € LS(I'), on recommence avec cet élément et une fonction
ac?
g(t) = 1+e cos [t a(X)] , puis g(t)=1+e sin [ta(X)] on en déduit qu'avec e=X1,

."_'(Xa+Xa) et ii(XO,_ X_a) sont dans LS(I') pour o€® et donc

s> £ R(X +X )HRi(X -X ), Ls(D)=g CQFD .
04 -Q a -
a€®
C'est le cas, par exemple, si M= les racines primitives, mais il y a d'autres

cas.

Forme normale d'un champ de vecteurs invariant a droite sur Sp(n,IR).

Un élément de Sp(n,IR) admet une forme de Jordan réduite, adaptée 2
2
la structure symplectique de R ™ et les blocs élémentaires sont déterminés

au moins au signe pres par les diviseurs élémentaires [5].

Définition : On définit les blocs élémentaires non nuls de §E(n,1R) qui sont les
suivants :
0 1 0 4
type 1 + si afl ou I
2 1
-a 0 -z 0
B 0 7] X 1 o0
o N .
type 2 ol B_= e
¢ ) .
0 - B 0o A
[¢)

A>0 ou A=0 et n impair>1
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Bo 0 D2 I2
type 3 B = - -
t ° L
0 - Bo_ 0 D2
(o +8 T1 0
ou D_= a,B8>0 I.=
“le o« 2 Lo 1
~ 0 1 a ]
o) 1//
0
type 4 a a>0
0 -Q
-1 (@)
/
-0 -1 0
e 0 —
O / 1
0 1/
type 5 o 1
/ (@)
1 0

tout élément de Sp(n,IR) sans bloc de Jordan nul se met en bloc de cette forme

par un automorphisme d'algebre de Lie. On choisit 1'algebre de Lie fondamentale

al\\ 0
(e] 0 \dn
h= a.€ER
- < -0,1 0 i
\\\\ o)
0 g
n
On a alors le :
Théoreme.- Soit A un élément fortement régulier de h, B un bloc élé-
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mentaire non nul de sp(n,]R) alors le systeme {A, B} est transitif sur

sp(n,R) .

Démonstration : 11 suffit de vérifier que B satisfait aux conditions du critere
(voir par exemple 2], Proposition II.2.2.) pour que A soit fortement régulier,
+

il faut et il suffit que les nombres iZai s (ai—o.j) , i(ai+ aj) soient deux a deux

distincts.

2
Proposition. - Soit G le produit semi-direct de IR o et sp(n,R). L'algebre

de Lie g _estle produit semi-direct de ]Rzn et sp(n,R) .

Soient (0,A) et (b,B) deux éléments de g telsgue b#0

A et B vérifient les conditions du théoreme précédent et spectre ad AN

spectre A= @ . Alors : {(0,A), (b, B)} engendre l'algtbre de Lie g

Démonstration : Soit PA le polynéme caractéristique de A ; ses racines
sont les _tia,j . Les racines non nulles du polynéme caractéristique de adA
sont fia., X(a.-a.), T(a.ta,) . D'autre part :
J 1] 1)
0 .(b,B) = (P, (A).b, P, (adA)B)=(0,P
P, (2d(0, 4)). (b, B) = (P, (A).b, P, (adA)B)= (0, P, (ad A)B)

il est donc clair que PA(adA)B vérifie encore les conditions du critére et donc
{PA(adA). B,A} engendrent Sp(n,R) . Comme Sp(n,IR) opere de facon transi-
tive sur ]Rzn , {(0,A), (b, B)}] engendre bien g

Théoreme.- Soit (0,X) un champ de vecteurs de Killing symplectique sur Ian,

tel que X mis sous forme canonique, n'ait pas de bloc élémentaire nul, alors

il existe (b,Y) wun champ de vecteurs de Killing symplectique compact tel que

le systeme {(0,X), (b, Y)} soit transitif sur ®eD

Démonstration : (esquisse)

I est clair que dans ce qui a été dit auparavant c'était le type intérieur
et la semi-simplicité qui étaient importants. On peut écrire les criteres et les

théoremes pour Sp(nl,]R)x - Sp(np,IR) n it .+np= n.

Mettre X sous forme de Jordan c'est le mettre dans Sp(n,,R)®...&

1
Sp(n ,]R .
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On choisit A fortement régulier dans h et tel que {mI_R}
soit un tore de dimension n . On peut donc toujours se ramener au cas (0, A)
(b,B) ou b#0 et B bloc élémentaire. On sait d'apres le théoreme précédent
que {A,B} est transitif sur Sp(n,R), Sp(n,R) opérant transitivement sur
len\{O} , les champs de Killing {a, B} opérent transitivement sur IRzn\{O} .

A s'écrit dans h A= T a; Hi . D'apres la premigre partie les
a€a
systemes {A,B} et {Ha , B}a €y sont équivalents. On a alors le
i i
Lemme.- Il existe e>0 tel que la famille {(0, ch, ), (b, B)a €A] soit contrd-

i
lable sur la boule unité fermée de IRzn our |/bll<e .

Autrement dit, tout point de la boule unité peut €tre joint a tout autre
point par des trajectoires positives du systeéme (sortant peut-&tre de la boule
d'ailleurs).

On peut supposer que (b, B) n'est pas compact car sinon les (0,H )
1'étant aussi, la proposition précédente entraine que le systéme invariant a droiite
est transitif sur le groupe de Lie des déplacements symplectiques et donc le sys-
teme de Killing associé transitif sur IRZI1 , le lemme est alors évidemment vé-
rifié.

Le systeme {A, B} est contrélable sur le compact SZn-l , 1l existe
donc >0 [18] tel que {Ax, Bx+b} soit contrdlable sur SZn-l pour tout
Ibll<e , le champ {Bx+b} étant supposé non compact les trajectoires du sys-
téeme qui ""sortent' de la boule sont denses dans la boule. L'ensemble des points
dont les trajectoires positives et négatives sortent de la boule, est un ensemble
contrdlable. Le systéme a la propriété du rang d'apres la proposition précédente,
et donc la boule unité est contrdlable par le systeme. CQFD (fin de démonstration

du Lemme).

Enfin, en faisant une étude cas par cas [2], on montre que tout point de

2 g . 2n .
R peut €tre recalé dans la boule unité, et que tout point de IR est accessible

a partir de la boule unité. Par un automorphisme d'homothetie on voit alors que

1'on peut s'affranchir de la condition [/bll<e , d'ol la conclusion.
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Conclusion de la cinquiéme partie.

On voit que aussi bien dans la quatrieme partie que dans la cinquieme,
de nombreux théoremes restent a écrire, en particulier l'utilisation du théoréeme

et des techniques KUPKA-JURDJEVIC ouvre de nouveaux horizons.

N

Pour terminer, signalons les rapports qu'il y a a étudier un systeme
{A+uB} et des paires {X,Y} . Par une remarque due 3 BONNARD, si

{A+u B}u est transitif sur un groupe de Lie G, alors il existe N tel que

€R
{A+uB-N<u<N} est encore transitif. La contrdlabilité du systzme {A+uB}

est donc équivalente a celle de {A-u B, A+u1B} pour u assez grand.

1 1
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