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CARACTÉRISATION GÉOMÉTRIQUE DE PROCESSUS 
OPTIMAUX AVEC CONTRÔLE INITIAL 

par 

Andrea BACCIOTTI 

Il est bien connu que dans le cas d'un processus de contrôle linéaire auto-
nome : 

(1) X = Ax + Bu ,  x € lRn ,  u€ Qc:IRm 

x(0) - x ÉRn  

o 
le principe de Maximum de Pontrjagin (PMP ) constitu e une condition nécessaire 
et suffisante d'extrêmalité , c'est-à-dir e un e condition assurant qu e une trajec-
toire de (1) demeure à tout instant sur la frontière d e l'ensemble des points attei-
gnables ([4] , [8], [10]) ;  cela est une conséquence d u fait que s i tous les contrôles 
mesurables et localement integrables sont admissibles, alors l'ensemble des 
points atteignables es t convexe à tout instant ([l0]). 

Il est aussi bien connu que chaque trajectoire d e (1) optimale dans le sens du 
temps minimum est extrémale ; de plus, s i le système est propre ([8]) , optima -
lité et extrêmalité son t équivalentes, e t le PMP v a constituer ainsi un outil très 
profitable pour le problème du temps minimum. 

Si l'on ne peut pas garantir la convexité de l'ensemble des points atteignables, 
le schéma ci-dessus n'est plus applicable ; cela arrive par exemple lorsqu'i l 
s'agit d'étudier un processus de contrôle non linéaire, mai s peut arriver aussi 
dans le cas d'un système linéaire, lorsqu'i l est donné tout un ensemble V  (e n 
général, non convexe) d'états initiaux possibles (o n dira aussi "contrôles ini-
tiaux") . 

Dans le cas du processus (1), une autre condition nécessaire et suffisante 
d'optimalité pour le problème du temps minimum est donnée par la méthode de la 
programmation dynamique, qui conduit à l'équation de Bellman ([3]) : 
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A. BACCIOTTI 

(2) max < grad T(x ) , Ax+ Bu>= 1 

où T( . ) es t l a fonctio n du temps minimu m (voi r ci-dessous) . Du point d e vue 

théorique l'équatio n d e Bellman est désavantageus e pa r rappor t a u PM P :  sa dé -

termination exig e e n effe t deu x hypothèses restrictives , à  savoi r qu e l'ensembl e 

des état s atteignable s soi t ferm é à  tout instan t (c e qui entraîn e l'existenc e de s 

trajectoires optimales ) et , surtout , qu e T( . ) soi t differentiable .  Cett e dernièr e 

hypothèse, aprè s avoi r ét é l a cibl e d e nombreuse s critiques , a  ét é reconsidéré e 

dans quelque s étude s récente s ([5 ] , [6] , [7] , [12] , [l3] ). 

Dans c e travail o n va s'occupe r d u PM P pa r rappor t a u problèm e d u temp s 

minimum, dan s l e ca s d'u n systèm e linéair e ave c un ensembl e V  d e contrôle s 

initiaux e n généra l no n convexe . D'abor d o n établit l e PM P comme une conditio n 

nécessaire, e n suivan t l a lign e d e démonstratio n d e [lO ] ,  mai s e n employan t 

seulement de s outil s locau x (donc , applicable s e n ca s d e non-convexité ) ;  ensuite , 

on considèr e l e problèm e d e l a suffisanc e d u PMP , sou s de s hypothèse s sembla -

bles à  celle s d e l a programmatio n dynamique . Su r l a questio n d e l a suffisanc e d u 

PMP, voi r auss i [ 2 ] , [ 9 ] , Lll ] . 

Considérons l e processu s d e contrôl e linéair e : 

(3) 
f x = A x + B u(t) ,  x€IR n ,  t > 0 

J x(0) € V 

où A  es t un e matric e n x n  e t B  un e matric e n x m ,  V  es t u n sous-en -

semble compac t de ]R n e t le s fonction s d e contrôl e t  - » u(t) son t continue s 

par morceau x (c'est-à-dir e ave c un nombre fin i d e discontinuités ) à  valeur s dan s 

Q= {u = ( u^, .  . . , u^)€IRm • | |  < 1  3 pou r t ^ O ;  supposon s qu e chaqu e 

fonction d e contrôl e soi t continu e à  droit e e n t  = 0 e t continu e à  gauch e pou r 

t > 0  .  L a trajectoir e d e (3 ) correspondante a u contrôl e t  - » u(t) e t à  l'éta t initia l 

x(0)€ V s'écri t : 

(4) 
t 

t-+ x(t ) = exp(tA) x(0 ) + J* ex p [(t-s) A] Bu(s ) ds . 
o 
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Soit T > 0  ;  dénoton s pa r R(T ) l ' ensembl e de s point s atteignable s à  l ' i ns -

tant T  e t poson s pa r conventio n R(0 ) - V  e t R = ^t^»Q •  ^ n voi t aisémen t 

que R(T ) es t compac t que l qu e soi t 0  ,  e t qu e l a fonctio n t  - > R(t ) es t 

Hausdorff-continue . 

Définition 1 . - O n di t qu'un e t rajectoir e t  x(t ) d e (3 ) es t extrémale à l'instan t 

T >  0  ,  s i x ( T ) € o R(T) . 

La notio n d'extrêmalit é es t d e natur e géométr ique . O n noter a qu e s i t  • + x(t) 

est extrémale à l'instan t T  ,  ell e es t extrémale même à  tou t instan t t  <  T  . 

Définition 2 . - Soi t WcrlR n e t soi t x € b W .  U n vecteu r z / 0 d e R n s 'ap -

pelle un e normal e sortant e à  W  e n x  s i : 

< z , y - x > ^ O(Hx-yll) , y € W . 

Si Ô W es t un e variét é différentiabl e dan s l e voisinag e d e x  ,  évidemmen t 

W a  un e normal e sortant e e n x  ;  s i W  a  u n coi n e n x  ,  W  a  de s nor -

males sortante s e n x  seulemen t s i W  es t situ é dan s l a parti e convex e d u 

co in . 

Définition 3  . - O n di t qu e (3 ) a un e évolutio n régulièr e à  l'instan t T > 0  s i 

l ' ensemble R(T ) a  un e normal e sortant e e n chaqu e poin t x € ô R ( T ) . 

Si V  es t convexe , a lor s R(T ) es t convex e que l qu e soi t T ^ O e t l e 

système a  un e évolutio n régulièr e à  tou t instant . I l es t possibl e qu'u n p rocessu s 

de contrôl e ai t un e évolutio n régulièr e seulemen t jusqu' à u n certai n instan t ou , 

aussi, seulemen t à  parti r d'u n certai n instan t :  cel a peu t êtr e vérif i é su r de s 

simples exemples . 

Définition 4 . - L a fonctio n x  -> T (x) =  inf {  T :  x € R(T)} :  R -> 1R+ s  'appelle f one -

tion d u temp s minimum . 

Si x € V e t y € R \ v , o n a  0 = T ( x ) < T ( y ) ;  don c s i gra d T  exist e dan s 

un poin t x € V ,  o n a  gra d T(x ) = 0 .  E n général , gra d T  n'exist e pa s dan s le s 

points d e b V . 
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Définition 5 . - O n dit qu'un e trajectoir e t  x(t ) d e (3 ) est optimal e à  l'instan t 
T (dan s l e sen s d u temps minimum ) s i T(x(T) ) =  T ou , d'un e faço n équivalente , 
si x(T) € [ x :  T(x) - T ] . 

On voit qu e s i t  x(t ) es t optimal e à  l'instant T  ,  ell e es t optimal e auss i 

à tou t instan t t  <  T  . 

Définition 6 . - O n dit qu e l e systèm e (3 ) est propr e (o u autoaccessible, o u locale -

ment contrôlable ) s i V c int R(T ) que l qu e soi t T > 0  . 

En [ l ] o n montre qu e s i l e systèm e es t propr e e t s i T  (. ) € C \ R \ V ) ,  alor s : 

(4) { x : T(x) = T] = ÔR(T) , que l qu e soi t T  >0 . 

En conséquenc e une trajectoir e d e (3 ) est extrémale à l'instant T  s i e t seule -

ment s i ell e es t optimal e à  T  .  D e plus , gra d T(x) ^ 0 que l qu e soi t x € R \ v 

et T( . ) es t supérieuremen t no n bornée . 

Théorème 1 . - Supposons qu e l e processu s d e contrôl e (3 ) soit propr e e t qu'i l  

ait un e évolutio n régulièr e à  tout instan t ;  soit t  - » x*(t) une trajectoir e d e (3) 

correspondante a u contrôl e t  -* u*(t) .  So _ t  x*(t ) est extrémale à l'instant T 

alors : 

(i) x*(0)€ô V et _ x*(t)€R\ V quel qu e soi t t , 0 < t <  T ; 

(ii) il exist e un e fonctio n t  - » z(t ) :  [0 ,T ] IR n jamai s null e tell e que , que l  

que soi t t , 0 < t < T , 

(5) <z(t),Bu*(t)>= ma x <  z(t) , Bu> ; 
u€Q 

(iii) le vecteu r z(t ) est un e normal e sortant e à  R(t ) en x*(t ) ,  quel qu e  

soit t  ,  0 < t <  T . 

Idée d e l a démonstration . -

(i) I l découl e d u fait qu e l e systèm e es t propr e e t d u fait qu e 
T n v -* exp(TA) v+ J ex p [ ( T - s ) A ] Bu*(s ) ds es t u n homéomorphisme d e I R . 
o 
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(ii) O n définit t  z(t ) comm e un e solutio n de l'équatio n adjoint e z  = -A ẑ 

( *  dénot e l a transposition ) ave c l a conditio n que z(T ) soi t un e normal e sor -

tante à  R(T ) e n x*(T ) .  L a (5 ) est montré e pa r l'absurde , d'un e faço n analogu e 

au ca s classiqu e (voi r [lO]) , e t e n employan t l e théorèm e d e l a moyenne. 

(iii) Soi t x € R( t )  ,  t ^ T  e t soi t t  x(t ) l a trajectoir e défini e pa r 

t € Et , T ] correspondant e a u contrôl e t- > u*(t ) e t tell e qu e x( t ) = x .  On o o 
voit aisémen t qu e : 

< z( t ) , x-x*(t ) > =  < z(T) , x(T)-x*(T) > 

et qu e ||x-x*( t )| | es t u n infinimen t peti t d u mêm e ordr e qu e | | x(T)-x*(T)|| . 

En étan t z(T ) un e normal e sortant e à  R(T ) e n x*(T) , l a propriét é es t 

montrée . 

Le théorèm e 1  peut êtr e généralis é a u ca s no n autonome. O n doit auss i obser -

ver qu e l'hypothès e qu e (3 ) soit propr e a  ét é employé e seulement dan s l a démons -

tration d e (i). 

Il découl e du théorème 1  que z(0 ) es t un e normal e sortant e à  V  e n x*(0) : 

ceci peu t êtr e interprét é comm e un e conditio n de transver salité .  L a (5 ) est équi -

valente a u PM P dans l e ca s linéaire . S i V  = { x }  ,  l a (5 ) est suffisant e afi n qu e 
o 

t-> x*(t) soi t extrémale ; d'une faço n symétrique , s i Q = £u0 5 Ia (0 es t suffi -
sante afi n qu e t  - > x*(t) soi t extrémale. En général , l a (5 ) toute seul e n'es t pa s 
une conditio n suffisante d'extrêmalit é . 

Si T( . ) € C \ R \ V ) ,  l'ensembl e de s condition s (i) , (ii), (iii) (ave c de s petite s 

modifications) résult e suffisan t pou r 1  'extrêmalité d'un e trajectoire . 

Théorème 2 . - Supposons que l e systèm e (3 ) soit propr e e t qu e T( . ) € C \ R \ V ) . 

Soit t  - > x*(t ) une trajectoir e d e (3 ) définie pa r 0 ^ t  ^  T  et correspondant e  

au contrôl e t  - * u*(t)  ,  telle qu e : 

(i) x*(0)€Ô V et _ x*(t)€R\ v quel qu e soi t t  ,  0 < t < T ; 

(ii) il exist e un e fonctio n t  • * z(t ) :  L0,T] -*Rn ,  z(t ) ^ 0  , telle qu e (5 ) vaut, 

quel qu e soi t t  ,  0  t  ^  T  ; 

(iii') z(t ) est un e normal e sortant e à  R(T(x*(t)) ) en x*(t ) ,  quel qu e soi t 

t ,  0 < t ^  T  . 
Alors t- » x*(t) est extrémale à T  . 

15 



A. BACCIOTTI 

Démonstration. - O n doit observe r d'abor d qu e s i le s hypothèse s d u théorèm e 

sont vérifiées , l'égalit é (4 ) vaut ;  en écrivan t l a formul e d e Taylor de T ( . ) . 

On voit alors qu e l e systèm e a  une évolutio n régulière que l qu e soi t t  > 0  ,  e t 

que gra d T(x*(t) ) es t l'uniqu e normal e sortant e à  R(T(x*(t)) ) e n x*(t ) , 

0< t  ^  T  .  L e sen s d e (ii i ') es t ains i clai r ;  si t  x*(t ) es t extrémale, la condi -

tion (iii 1 ) devient l a conditio n (iii) du théorème 1 . Puisqu e R(t ) es t ferm é à  tou t 

instant t  > 0  ,  que l qu e soi t x€R\ V i l exist e un e trajectoir e optimal e don t x 

est l e poin t final . Cel a entrame que l'équatio n d e Bellman (Z) est valabl e ([3]) . 

Pour comparaiso n entr e (2 ) et (5 ) on obtient alor s : 

< gra d T(x*(t)) , Ax*(t)+Bu*(t)> =  1 , 0 < t ^ T  . 

En intégrant su r l'intervall e (h,T ) ,  lorsqu e h  ten d ver s zéro , o n obtient 

T(x*(T)) =  T .  Cec i signifi e qu e l a trajectoir e t  x*(t ) es t optimale , donc , 

extrémale . 

En général , i l n'es t pa s possibl e d e remplace r l'hypothès e (iii1 ) pa r un e hy -

pothèse plu s faibl e e t plu s simplemen t verifiable, telle que , pa r exemple , l a 

condition d e transversalité : 

(6) z(0 ) es t un e normal e sortant e à  V  e n x*(0 ) . 

Exemple 1 . - Considéron s le systèm e ( n = 2) : 

(7) x  =  u ,  y  =  w 

avec Q  = {  (u, w) :  -K u < 1 ,  - 1 ^ w < lj ;  V  es t l'ensembl e représent é su r l a 

figure 1 . La  trajectoir e correspondant e a u contrôl e u = 1 e t w = 0 e t à  l'éta t 

initial x = 0  ,  y  = 1 vérifi e (i) , (ii ) et (6 ) , mai s ell e n'es t pa s extrémale. 

Si T(.)€C1(W ) ,  WcR\ V ,  l e théorèm e 2  est valable , e n remplaçan t l'hypo -

thèse (i ) par l a suivant e :  x*(0)£ô V e t x*(t)€ W que l qu e soi t t  ,  0 < t <T . 

Comme nou s l'avon s déj à observé , le s hypothèse s qu e l e systèm e soi t propr e 

et qu e T( . ) soi t différentiable , régularisen t l e systèm e d u point d e vu e d u rap -

port entr e extrêmalit é e t optimalit é ;  en général , l e théorèm e 2  n'est pa s valabl e 

en absence d e ce s hypothèses . 

Exemple 2  . - Considéron s l e systèm e (7 ) avec Q  = {  (u, w) : 0< 2 , | u | ^ w ] 
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et V  = {(1 , 0) , (0, 3)} .  Choisisson s z(t ) = (1, 0) ;  la trajectoir e correspondant e a u 

contrôle u = 2 ,  w = -2 e t à  l'état initia l (0 , 3) vérifi e (i) , (ii) et (iii' ) que l que 

soit t  > 0  ,  mai s s i T  > 1  ell e n  'est pa s extrémale . 

Le théorèm e 2  permet d'encadre r de s situation s qu i ne son t pa s comprises 

dans le s résultat s d e [2 ] e t [il ] . 

2 2 
Exemple 3  . - Considéron s le systèm e (7 ) ave c Q  = {  (u, w) : u +  w <  1 }  e t 

soit V  l'ensembl e représent é su r l a figur e 2  .  L a trajectoire correspondant e 

au contrôl e u = 0 ,  w = 1 e t à  l'état initia l (0 , -1) vérifi e le s hypothèse s du 

théorème 2 , tan t qu'ell e rest e dan s l'ensembl e d e différentiabilit é d e T  (. ) . 

Cette trajectoir e es t don c extrémale. 

R(l) 

2 2 x +  y -2x-2y+l = 0 

f ig . l 

R(l) 

fig.2 
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