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UN THÉORÈM E D E DICHOTOMIE POU R UNE MARCHE ALÉATOIR E 

SUR UN ESPAC E HOMOGÈN E 

H. HENNIO N -  B. ROYNETT E 

0.- Introductio n 

a) Soien t G  u n group e topologiqu e localemen t compac t à  base dénombrabl e 

d'élément neutr e e  e t y  un e mesure d e probabilit é su r G  .  Soit 

X, ,  X0 ,  X  un e suit e d e v. a . indépendante s à  valeurs dan s G  e t d e 
1 2  n 

même lo i y  .  Soit =  gX . .. . X l a marche aléatoir e droit e partan t d e g  a u K n i n 
temps 0 associée . C'es t un e chaîn e d e Markov don t l e noyau d e transitio n Q  es t 

donné pa r Q(g,A ) = £ ^ * y(A) ( g € G  ,  A borélie n d e G ) e t don t l e noyau poten -

tiel N  es t donn é pa r N(g,A ) =  Nl A(g) = 
oo 

X 
n=0 

£ * y * n ( A ) = 
oo 
X 

n=0 

Q n(g,A) .  La mesur e 

est dit e adpaté e s i l e suppor t d e y  engendr e topologiquemen t G  .  Lorsque ^ 

est adaptée , i l es t bie n conn u (cf . [8] ) que l'un e o u l'autr e de s situation s sui -

vantes es t réalisé e :  ou tou t éta t es t récurrent , i . e . qu e l a marche partan t d e e 

visite p . s . une infinit é d e foi s tou t ouver t no n vide e t N(g,V ) =  + oo pou r tou t 

ouvert no n vide V  d e G  e t tou t g  d e G  ;  ou tou t éta t es t transitoire , i . e . 

que l a marche partan t d e e  visit e p . s.  un nombre fin i d e foi s tou t compac t e t 

N(g,V) < + oo pou r tou t compac t V  e t tou t g  d e G  . 

b) Soien t maintenan t H  u n sous-group e ferm é d e G  e t M  =  H ^G l e quotien t 

à droit e d e G  pa r H  ( M es t l'ensembl e de s classe s H g ;  G  opèr e à  droit e 

sur M ) .  Soient n  l'applicatio n canoniqu e d e G  dan s M  e t 

Y* =  TT(gXj .. . X n ) =  xXj .. . X n (ave c x  =  n(g)) .  Un calcu l simpl e (cf . pa r 

exemple [9] ) prouve qu e Y X es t un e chaîn e d e Markov su r M  don t l e noyau d e 

Y X 

n 
= TT(gXj .. . X^) =  xXj .. . X^ (ave c x  =  n(g)) .  Un calcu l simpl e (cf . pa r 

exemple [9] ) prouve qu e Y X 

n 
est un e chaîn e d e Markov su r M  don t l e noyau d e 

transition P  es t donn é pa r P(x,A ) = l A(xg) dy(g) =  £ x *  y (A) =  Q(u, TT 1 A ) 

(x € M ,  A borélie n d e M  ,  x  =  T T ( U ) e t u  €  G) ,  tandis qu e l e noyau potentie l 

U es t donn é pa r U(x,A ) = 
oo 
x J . l A(x.g) dy*

n(g) = 
oo 

X 
n=0 

£ x * y *
n ( A ) = 

oo 

X 
n=0 

p n(x,A) =  N(u, TT A ) .  Pour tout e f  borélienn e :  M - » JR+ ,  les formule s 

suivantes son t évidente s :  Pnf(x) = Q n(f 0 n)(u) e t Uf(x ) =  N(f 0 n)(u) (ave c 

x =  T T ( U)) .  Nous appelleron s cett e chaîn e Y X l a marche aléatoir e droit e d e lo i y 

sur M  . 

c) Notre bu t es t ic i d'établir pou r Y X u n théorèm e d e dichotomi e analogu e à 

celui rappel é dan s l e premier alinéa . S i un te l théorèm e es t évidemmen t vra i 

lorsque H  es t distingu é dan s G  puisque , dans c e cas , Y X s'identifi e à  l a 
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H. HENNION - B. ROY NETTE 

marche aléatoir e d e lo i n(y ) su r l e group e G  ,  il n'est pa s vra i e n généra l 

(cf. exempl e 1 ) ci-dessous) ;  aussi devrons-nou s fair e quelque s hypothèse s su r l e 

triplet (G , H, y) .  Une étud e complèt e de s chaîne s d u typ e Y * a  déjà ét é fait e 

par H . Hennio n (cf . [6] ) dan s l e ca s o ù G  es t nilpoten t discre t à  génératio n 

finie. Cett e étud e a  ensuit e ét é étendu e dan s [10 ] au x groupe s d e Li e nilpotent s 

simplement connexes . 

I.— Quelque s remarque s préliminaire s sou s l'hypothès e d'étalemen t 

Dans tou t c e qu i suit , y ser a supposé e étalée , i . e . qu'i l exist e u n n  te l 

que y  soi t no n singulièr e pa r rappor t à  une mesur e d e Haa r à  gauche À  d e G  . 

Cette hypothès e es t équivalent e a u fai t qu'i l exist e u n entie r p  ,  une constant e 

k. >  0  e t u n ouver t U  d e G  ave c : vbbbcxv 
> V u . Pou r tou t n  ,  nous note -

rons *n (resp . *n la partie absolumen t continu e (resp . singulière ) pa r 

rapport à  X d e y 
*n 

. L'hypothès e d'étalemen t impliqu e l'existenc e d'un e constan -

te k  <  1  tell e qu e li y *n 
s 

II k n 
2 

pour n  asse z grand . L e noya u P n se décompo -

se de l a même faço n e n P 
n 
a 

et P 
n 
s 

, avec P 
n 
a 

f(x) = e 
x 

* y 
*n 
a 

(f) et 

P 
n 
s 

f (x) = £  * 
*n 
s (f) 

. Si  f  es t borélienn e bornée , P 
n 
a 

f est continue , comm e 

convolée d'un e fonctio n d e L 
1 

et d e L oo . S i f  es t un e fonctio n harmoniqu e 

bornée (i . e. P f =  f ) ,  alors f  es t continue . E n effe t : ||f-P nf I I <  M  fil k 1? a oo oo z 
pour n  asse z grand . Ains i f  es t l a limit e uniform e d e fonction s continue s 

(cf. [2] ) . 

Introduisons quelque s notations . 

Notons U  (resp . U  )  l e noya u défin i pa r 
a s 

U = 
a 

co 

n=0 

P n 

a (resp. U g = 
oo 

n=0 

rtdrdt 

Remarquons qu'o n a  : 

|U f  (x) |  ̂k „ | | f M  (1 ) , 
S j  oo 

et qu e puisqu e y  es t étalée , envoi e le s fonction s positive s borélienne s 

bornées dan s le s fonction s s . c . i . 

Si A  es t un e parti e borélienn e d e M  ,  nous noteron s : 

gfggfgfdgfgfg 
OO 

n=0 
1A(Y*(03)) = + ~} ;  hA(x) =  P(R*) ( x € M ) 

P A1 (x) = P ( T A <  + oo) (= 1 su r A ) ave c =  in f { n 0  ,  Y* €  A } 

Nous noteron s encor e :  S* = in f { n ̂ . 1 ; Y^ €  A} e t § A ^
X ) = p  " f S

A =  + °°} 

si x  €  A e t § A (
X ) = 0  s i x  g A . 
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UN THÉORÈME DE DICHOTOMIE 

6 désigner a comm e d'habitud e l'opérateu r d e translatio n (Y X

 0  9  =  X X

+ j ) . 

Pour tout e v . a . C  (resp . pour tou t événemen t D ) ,  nous noteron s indifféremmen t 

par E^CC ) o u E(C X) (resp . P  (D ) o u P(D X)) l'espéranc e (resp . l a probabilité ) 

pour l a m. a . issu e d e x  à  l'instan t 0 . 

Nous noteron s B + (resp . C + ) l'ensembl e de s fonction s positive s bornée s 

boréliennes (resp . continue s positive s bornées ) définie s su r M  . 

Définition.- Un élémen t x  de M  est di t transitoir e s'i l exist e u n voisinag e V 

de x  tel qu e h^(x ) =  0 .  Un élémen t x  de M  est di t récurren t si  pou r tou t  

voisinage V  de x  ,  h v(x) =  1  . 

Proposition 1 .- Si y  est étalée , tout éta t es t récurren t o u transitoire . L'ensem- 

ble de s élément s transitoire s es t ouvert . 

Lemme 1 .- Soit A  un borélien d e M  tel qu e h A ^  a  < 1  sur A  .  Alors h ^ =  0 

sur A  ( et don c partout ). 

Démonstration :  Soient x  €  A e t a  =  h^(x) ^ a  ;  soit l e temp s d e piéme 

passage dan s A  .  Il es t clai r qu e {T ^ < oo} ^  Soit e  > 0  ;  il exist e 
_ p -» oo 
P x 

donc p  te l qu e P x {T ^ < oo}  ̂p {RA} +  £ = a + £ 

Par ailleurs , on a  : 

R A = R A 0 { T P 

A 

A'c 

< 00} = { T P 

A 
< 00} n  R a o 0 

T P 

A 

sd 

D'où : 

a = P ( R 
CXX 

= P { T 
x 

P 
A 

< co ; R a 0 G 
T 

P 

A 

nbv 

= E  { T 
x 

P 

A 
< 00 ;  h(Y 

T 
A 

gdf 

< a (a + £) 

(2) 

puisque Y € A ;  ainsi a ^ a  a e t don c a = 0 
T A 

Démonstration d e l a proposition 1  : Soit x  no n récurrent . I l exist e V  te l qu e 

h v(x) <  1  ( V voisinag e d e x ) ;  h v étan t harmoniqu e es t continu e ;  il exist e 

donc u n voisinage W  d e x  ,  W  c= V te l qu e h T T ^  a <  1 su r W  .  Or, h T T <: hT T . 
V W V 
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D Toù ^  a  < 1 su r W  e t don c h ^ = 0 su r W  ,  ce qu i prouv e l a proposition 1 . 

Proposition 2.- Supposons toujour s y  étalée. Si  x  est u n éta t transitoire , il  

existe u n voisinage V  de x  et un e constant e C  telle qu e ^  ^  partout. 

Démonstration :  Soit x  comm e dan s 1'hypothèse . D'aprè s l a décompositio n d e Riesz , 

on a  ave c W  comm e dan s l a proposition précédent e :  P TT1 =  Ug T T + h T T =  Ug T 7 .  Notons 
n (n ) 

avec de s indice s (n ) l a chaîn e d'opérateu r P  ( Y =  Y )  .  Il es t clai r qu e 
P n P 

h^ n^ =  0 .  Ainsi :  P^n^l =  U^ n^ g5 T

n^ (= 1 su r W ) .  Par ailleurs , puisque l a march e 
W W  W 

partant d e x  n e visit e W  qu'u n nombr e fin i d e fois , o n a  :  ~ * *  su r W  . 
n - > oo 

D'autre part , d'après l'équatio n d e Poisso n :  (I - P n ) U^ n^ g y ^ = g y ^ e t donc , 

sur W  ,  on a  : 

s < n > =  i  -  P

n u ( n ) P- (N) 

^n , T(n) (n ) n  (n ) - , _ n n T T(n) (n ) 
= 1 - P U  g T T -  P  p : ; ,  d'où x l resuit e qu e P U g T T a & W s  a  feW 

tend ver s 0 su r W  . 

Comme ilP ^I! ^  k £ e t U ( n ) g ^ n ) <  1 , on a  : 

fgf 
(n) 

1 - k n - P n 

a 
u ( n ) 

8 W 
(ni 

.. 

Le fai t qu e P n U^ n^ g/j 1^ ten d ver s 0 su r W  e t l a continuit é d e 
a w 

p n U^ n^ g5,n^ impliquen t l'existenc e d'u n entie r n  ,  d'une constant e k , >  0 e t 
a toW o  4 

d'un voisinag e W ' d e x  tel s qu e : 

dffd 
df< no> 

> k 4 'W • 

D'où : 

1qd >  u 

n0 

gszd 

<sgsgno>rfteq 

» K

4

 U 

dfs 
ferd 

(n ) 
On a  don c U  1 , < 1/k^ partout . Ainsi : 

n -1 ( n ) 
Ul =  ( I + P  + .. . + P  °  )  U l w, <  % — 

4 
d 

La propositio n es t alor s prouvée , ave c W ' =  V e t C 

Nous noteron s l e semi-group e ferm é engendr é pa r l e suppor t d e y 

1 

k 4 
d 

Nous noteron s l e semi-group e ferm é engendr é pa r l e suppor t d e y 
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UN THÉORÈME DE DICHOTOMIE 

Proposition 3 . - Si R  ^  0 ,  l'ensemble ferm é R  des état s récurrent s es t absorban t 

(i. e . :  P ^  1  =0 su r R  ,  ou encor e R  •  T c  R ) , 

R c y 

Démonstration :  Notons déj à qu e s i f  € C  ,  P n f  es t continu e e t don c U f es t 

s. c . i . D e même, s i V  es t u n ouver t d e M  ,  e s t s * c # i * 

a) Soi t x  € R  e t y  te l qu e pou r tou t voisinag e ouver t relativemen t compac t 

V d e y  o n ai t :  P x { T v <  OO} = P y 1  (x) >0 ( i . e . y  =  g  •  x ave c g  € T  ) 
y o X o  o 

et qu e es t s.  c . i. , i l exist e u n voisinage W  d e x  te l qu e 
o 

F v 1  (x) :> a > 0  su r W  . 
o 

b) P y 1  étan t surharmoniqu e (i . e. :  P  P ^ 1   ̂P ^ 1 ) ,  P^ 1 (Y^) es t un e 
o o  o  o 

surmartingale positive . Ell e converg e don c p . s . quand n  - > 0 0 ver s un e v . a . 

L^ .  Il es t bie n conn u (cf . [l] , p. 97 ) qu e L ^ = 0 su r (R ^ ) C .  Par ailleur s : 
o o  o 

L* =  li m P y 1(Y
X) : > a >  O p . s. , ca r x  es t récurrent . D'où :  P (R* . )C = 0 

o n  ° ° o  o 

et don c h ^ (x ) = 1  . D'après (2) , il exist e y Q €  V Q te l qu e h ^ (y q) =  1  . 
o o 

c) Prenant alor s un e suit e d'ouvert s relativemen t compact s décroissant s 

vers y  ,  on e n déduit, réitéran t l a constructio n précédente , l'existenc e d'un e 

suite z  ,  z €  V ,  z  > - y  e t tell e qu e h T T ( z )  ̂ > hT T ( z ) = 1  . Ainsi, 
n n  n  n  ^  V  n  V  n 

n -> °° o  n 
hy ( z

n)
 = 1  e t donc , h y étan t continue , h ^ (y ) =1 e t y  es t don c récurrent . 

o o  o 
D'où x  •  T c : R e t l a proposition es t prouvée . 

Remarque :  Notons qu e le s résultat s qu e nou s venon s d e prouve r son t vrai s dan s l a 

situation suivant e :  Y  es t un e chaîn e d e Markov su r M  don t l e noyau d e transi - J 

tion es t fortemen t fellérien , i . e . envoi e B + dan s C + . 

Il exist e su r M  un e mesure quasi-invariant e Q-fini e (cf . [ 3 ] ) ;  soit T un e 

telle mesure (y satisfai t à  :  T •  g es t équivalent e à  Y pou r tou t g  d e G ) . 

Cette mesur e y es t tell e qu e :  Y ( A ) = 0 si  e t seulemen t s i À ( T T * A ) = O , où X 

est un e mesure d e Haa r su r G  ( 3 ) .  La propositio n suivant e établi t u n théorèm e 

de dichotomi e pe u surprenant . 

Proposition 4. - S i y  es t étalé e e t s i T  =  G  ,  alors l a chaîne Y X satisfai t — y  n 
à l'un e des propriété s suivante s : 

1) Tous le s état s son t récurrent s e t l a chaîn e es t récurrent e a u sen s d e Harri s 

par rappor t à  Y 

2) Tous le s état s son t transitoire s e t l e potentiel d e tou t compac t es t borné . 
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oo 
Lemme 2 . - Supposons qu e M  s r écrive :  M  =  U  M , avec h  =  O  .  Alors l e poten -

k= 1 k 
tiel d e tou t compac t es t borné . 

Démonstration d u lemm e 2  : 

a) Reprenant le s notation s d e l a proposition 2  ,  on a  :  P 1  = Ug e t don c 
K K 

UGMK 
- 1 sur .  Soit f  = 

oo 

n=0 

1 

2 n + l 
P n 

g M 
. Puisqu e 

" H 
= 1  su r M . , 

k 
il es t clai r qu e 1  ^ f  >  O  su r . 

Par ailleurs , de l a relatio n U P n hyh d 1 ,  on déduit qu e U f ^  ] . Posons 

alors :  f = 
oo 
z 

k=l 

1 

2 k 
f .  Il es t clai r qu e f  < 1 , f > O partou t su r M  e t U f <: 1 

b) Soi t maintenan t n  asse z gran d pou r qu e *n '(G) > O  .  La fonctio n continu e 

x<q<qq 
est alor s partou t strictemen t positiv e e t U g =  UP^ f  U P n f  ^ U f ^ 1 

Si maintenant K  es t u n compac t d e M  ,  il exist e k  tell e qu e 1  <  k  g  e t 

donc U l ^  k  .  Ceci prouv e l e lemm e 2 . 

Démonstration d e l a propositio n 4  :  Soit S ^ l e semi-group e ouver t de s point s d e 

G possédan t u n voisinag e su r leque l un e puissanc e d e y  major e u n multiple d e X  . 

De l a relatio n •  S^ c S ^ (cf . [2] ) e t d u fai t qu e S ^ ^  0 ( y étan t étalée) , 

on dédui t qu e S  =  G .  Il e n résult e qu e l a marche su r G  es t A-irréductibl e 
y n 

(cf. [9] ) e t don c qu e l a marche su r M  es t y-irréductible (3 ) .  On sai t 

alors (cf . [9] ) qu e Y ^ satisfai t à  l'une o u l'autr e de s propriété s suivante s : 

1') I l exist e u n ensembl e absorban t F  c: M portan t y e t un e mesur e G  —finie 

y' » y tell e qu e l a restrictio n d e à  F  soi t récurrent e a u sen s d e Harri s pa r 

rapport à  y' . 

2') L e noya u potentie l es t propr e (i . e. :  il exist e un e suit e d e partie s 

de M  e t de s constante s C ^ telle s qu e :  M  = 
oo 
u 

k = l 

hth 
et U l ^ <  C k ) . 

Supposons 1' ) réalisé e ;  pour tou t A  te l qu e y(A) >  0 ,  on a  y'(A) >  O 

et don c h ^ = 1  su r F  ;  h ^ étan t continue , h ^ = 1  partou t ;  si pa r contr e 

y(A) =  O ,  (3 ) et (1 ) montrent qu e Ul ^ = U g 1 ^ <  k 3 d e sort e qu e h ^ =  0 partou t ; 

et l'assertio n 1  de l a propositio n es t réalisé e ;  supposons 2' ) réalisé e ;  alors 

l'hypothèse d u lemm e 2  est satisfait e e t l'assertio n 2  de l a proposition résult e d e 

la conclusio n d e c e lemme . 

Lorsque G  es t discret , nous obtenon s u n théorèm e d e dichotomi e complet . C e 

théorème es t e n fai t u n ca s particulie r d u théorèm e 1  du paragraph e suivant . Nou s 

le présenton s ic i ca r s a démonstration es t sensiblemen t plu s simpl e qu e cell e d u 
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UN THÉORÈME DE DICHOTOMIE 

théorème 1 . 

Proposition 5. - Supposons G  discret ( et don c dénombrable ) et y  adaptée. Alors, 

de deu x chose s l'un e : 

— ou tou t éta t es t récurren t e t i l n'y a  qu'une seul e class e d e récurrence , 

- ou tou t éta t es t transitoire . 

Démonstration :  a) Notons i , j , .. . le s élément s d e M  e t y  l'imag e d e y  pa r 

l'application g  - > g  .  Soient P(i,j ) e t £(i,j ) ,  e t U(i,j ) le s 

transitions e t le s potentiel s correspondants . Puisqu e : 

n, . .  N * n r .  .  -, v n r .  .  . yn , . . . 
P ( i j ) =  y { g ; i g = j } = y { g ;  jg =  1 } =  r  o n a  : 

U(i,j) =  U(i,j) .  (4 ) 

b) Soien t i  u n éta t récurren t e t l a class e d e i  ;  si i 

conduit à  j  (i . e. :  U(i,j) > 0 ) ,  alors j  es t récurren t e t appartien t à  . 

Ainsi : 

i •  T c z C . 
y i 

c) Soi t i  u n éta t récurrent . i  alor s es t y—récurren t d'aprè s 

(4) ;  si j  condui t à  i (i. e . U(i,j ) >  O ) ,  alors 
v 
U (i,j) >  O  e t i 

cz C. 
1 

que i  G  =  M c C . e t C ^ =  M .  Ceci prouv e l a proposition 5  . 

v 
y 

conduit à  j  .  Ainsi j  es t v 
y 

, donc y—récurrent . Ains i j  condui t à  i  e t j 

est y-récurrent , i  condui t don c à  j  ,  d'où : 

i T  1 c z C. 
y 1 

d) Finalement, y  étan t adaptée , o n dédui t d e :  i  T c z e t 

i T" 1 

y 

Nous allon s acheve r c e paragraph e e n donnant u n exempl e prouvan t qu e l a proposi -

tion 4  ne saurai t êtr e étendu e tell e quell e s i ^  G e t prouvan t qu e l a proposi-

tion 5  ne saurai t êtr e étendu e tell e quell e s i G  n'es t pa s discret . 

Exemple 1  : Soit G  l e group e affin e d e 3 R •  G es t l'ensembl e {(a,b ) ;  a 0 } 

muni d e l a lo i d e multiplication :  (a,b ) (a',b' ) =  (aa' , b+ab') .  G opèr e à 

gauche su r M  ] R d e faço n transitiv e pa r l a formul e :  (a,b ) x =  a x + b .  Soit 

(Xj,Z )  (X^jZ^ ) un e suit e d e v. a . indépendante s à  valeurs dan s G  e t 

de lo i y  .  Supposons y  étalé e e t :  Supp y  cz O , ^  x  [-1 , 1 ] .  La marche gauch e 

Y X associé e es t donné e pa r : 
n 
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Y X =  X X  ... X - x + X X  .. . X Z  +  X X  ,  . . . X0 Z +  .  . . + X Z  +  Z . 
n n  n- 1 1  n  n- 1 2  1  n  n- 1 3  2  n  n- 1 n 

De 1 Thypothèse fait e su r y  ,  on déduit qu e : 

|Y X| < |x | . 2_ n + 2 -
( n _ , ) +  .. . 2_ 1

 + 1  p . s. 
n 

D' où : 

|Y X| ^ 2  + |x | • 2 n p . s. pou r tou t n 

Ainsi, pou r x  = 0 , on a : Ul 
[-2,2] 

(O) = + oo 

tandis que si K  es t un compact te l que K  0 [-2,2] = 0  , 

U1 K(0) = O . 

II.- Le théorème de dichotomie 

Dans tou t c e paragraphe, nou s feron s le s hypothèses suivante s : 

Hj .  y  es t adaptée e t étalée. 

Soient A ç (resp . A^) l a fonction modul e de G  (resp . H ) e t X  i e 

caractère (i . e. : 1'homomorphisme à  valeurs dan s défin i su r H  pa r 

X ( h ) = A G ( h ) 

fgdf. X  s e prolong e e n caractère contin u su r G  ,  noté encor e x 

H 3 *  C = 

G 
x(g ! ) du(g) < 1 • 

Remarques su r les hypothèses e t : 

a) Si H  es t unimodulaire, es t satisfaite ;  en effet, 
-1 

est un carac-

tère su r G  . Si H  e t G  son t unimodulaires , e t R ^ son t satisfaite s (on 

peut prendr e x  = 1  s u r G ) . En particulier, lorsqu e G  es t compact, ou de Lie 

connexe de type R  , ou discret, B.^ et R ^ son t satisfaite s pou r tou t sous-group e 

R ferm é de G  .  Lorsque H  es t distingué dan s G  , e t R ^ son t satisfaites , 

puisque A ^ = A^ su r H  dan s ce cas. Si G  es t de Lie connexe semi-simple , H 

satisfait à  s i et seulement s i H  es t unimodulaire, es t alors satisfait e : 

en effet , G  adme t pou r seu l caractèr e l e caractère trivia l x  = 1 > u n caractèr e 

étant éga l à  1  su r le sous-groupe dériv é (G , G) . Un argument analogu e montr e que 
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H 2 
>t son t satisfaite s lorsqu e H  es t semi-simpl e o u compact . 

b) L'hypothès e es t équivalent e à  l'existenc e d'un e mesure m  positiv e 

sur M  =  H/ G ,  a-fini e e t relativemen t invariant e pa r l'actio n d e G  ,  i. e . 

telle qu e m  •  g = x(g ' ) m pou r tou t g  d e G  .  En particulier, lorsqu e X  - 1 » 

m es t invariant e (cf . [3] , p. 59 ) . 

Ceci étant , nous allon s prouve r : 

Théorème 1. - Supposon s H j ,  e t réalisées , e t désignons pa r m  l a mesur e 

a-finie relativemen t invariant e su r M  d e facteu r Y .  Alors pou r l a marche Y X 

n 
de lo i y  ,  on a  :  ou l'un e des condition s équivalente s suivante s es t satisfait e : 

1) Tout éta t d e M  es t récurrent . 

2) La march e Y X 

n est récurrent e a u sen s d e Harri s pa r rappor t à  m  (i . e. 

A borélie n d e M  ,  m(A) >  O  impliqu e h ^ = 1  e t m(A ) =  O impliqu e h A =  O) o u 

l'une de condition s équivalente s suivante s es t satisfait e : 

3) Tout poin t d e M  es t transitoire . 

4) Le potentie l d e tou t compac t es t borné . 

De plus , s i C  = X(g * ) d (g ) < 1  , c'est l a situatio n 3- 4 qu i es t réalisée . 

Démonstration :  Si f j ,  £  B + ,  on note <  f^9f^ > m l'intégral e 

M 
f ^ x ) f 2(x) dm(x ) . 

v 
y 

désigne l a mesure d e probabilit é su r G  défini e pa r 

V 
d (g ) = 

(g) d V(g) 

I G 
(G) d V(g) 

y étan t étalée , i l e n es t d e même d e 
V 
y . Nou s 

noterons ave c de s V  le s objet s relatif s à  l a marche droit e d e lo i 
V 
y . E n 

particulier, pou r p  £ 1R ,  l'opérateu r 
uv 

est défin i pa r : 
UV oo 

z 
n=0 

e-pn UV 

Lemme 3  (dualité). - Pou r tout e f , ,  f_ £  B :  < Pf,,f„ >  -  C  <  f. , 
1 z  +  I  z  m  1 

V 
Pf 2 

> 
m 

et 

< u f r f

2 > m = < V 
V-
u 

logC 
f 2 

> 
m . 

Démonstration d u lemm e 3  :  On a  : 

QDQDFFDSFFDSF 

j[ G J M 
dm(x) f  (xg ) d y 

*n 
(g) f,(x) 

= 
I G I, M 

f,(y) d y 
*n 

(g) f 2(yg
 ]) X(g l) dm(y ) 

= 
D 

G 

hh 

M 
f ,(y) dy 

v*n 
(g) f 9(yg) X(g) dm(y ) 

= 
hpJ. G 

hh 
G M 

fjCy) f 2(ygj.-.g n ) x(gj••-g n) dm(y) dyCgj) .. . dy(g n) 
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- \ -  J I fj(y) f 2 ( y g r . . g n ) (X(g,) d y ( g ] ) ) .. . (X(g n) dy(g n)) d m (y) 

car x  e s t u n caractèr e d e G 

= [  f  f  (y ) f  (yg ) C n d V * n ( g ) dm(y ) 
J G J M 

= c n <  f , ,  P*n f . >  , 
1 z  m 

ce qu i prouv e l e lemm e 3 , par sommatio n su r n  . 

Comme conséquenc e d e c e lemm e 3 , traiton s tou t d e suit e l e ca s C  < 1 . 

Notons déj à l'équivalenc e entr e 3  et 4 , d'après l a proposition 2  .  Supposons 

C <  1 . 11 es t clai r qu e 
V-logC 

1 4 
1 

1 - C 
. Ainsi pou r tou t compac t V  d e M  : 

49844<46464646466 V-logC, 
m 

m(V) 
1 - C 

.ws 

On e n déduit qu e Uï ^ < + co m p . s . e t don c qu e =  0 m  p . s . 

hy étan t continue , o n a  donc =  0 partout . 

Lemme 4. - Soi t A  u n borélie n d e M  te l qu e P 1 A ^  ]A m P * S* e t EZP1PI zAC « 1ez 
Azez 

m p . s . ,  alors m(A ) =  O  o u m( A )  = O . 

Démonstration d u lemm e 4  : 

a) Soi t A l'ensembl e de s produit s d e convolutio n fini s de s probabilité s y  e t 

y e t soi t &  l'ensembl e de s élément s d e G  ayan t u n voisinage su r leque l u n 

élément d e A major e u n multiple d e X .  Il résult e d u fai t qu e y  es t adapté e 

et étalé e qu e G  =  U Sup p p e t qu e O ± 0  .  Prouvons qu e & = G  .  Soit g  € C ; 
p G A 

il exist e u n ouver t V  contenan t g  ,  T £  A e t >  O tel s qu e T  ^ k^ 1 ^ X 

Si h  £  G  ,  W  =  k  ;  ^  •  hg) >  0 es t u n ouver t contenan t h  ;  il exist e 

et étalé e qu e G  = U 
p G A 

Supp p e t qu e C T  ̂0  .  Prouvons qu e & = G .  Soit g  G C ; 

il exist e u n ouver t V  contenan t g  ,  T G A e t k  >  O tel s qu e T  ^ k  1  À 

Si h  G G ,  W  =  k  ;  ly( k 1 •  hg) >  0 es t u n ouver t contenan t h  ;  il exist e 

donc u n p  £  A te l qu e p(W ) > O .  On a  donc : 

p *  T ^ k_, p * (l v • À) = k_,(p * l y) • X .  Mais p  * l y es t s . c . i . e t 

p *  l v(hg) = 1 v ( k " 1 
hg) p(dk ) >  O .  Par suite , i l exist e u n ouver t U  contenan t 

hg e t k g >  O ave c p  *  T ^ k •  (1 • X) ,  donc h g £  .  Ceci prouv e qu e 

V= G . 

b) Remarquon s ensuit e qu e l a relatio n P I ez « 1 ée m p . s . impliqu e : 

O =  <  P 1 
A C 

ezrerer ac szd Fi A >mz 
et don c 

dzdz 

A < ' A 
m p  . s . 
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On a  donc Pl ^ < 1^ m  p . s . e t 
V 
P 1 A 

.< 1 . m  p . s . 
A 

P e t 
V 
P étant compatible s ave c l'égalit é modul o m  e t A étan t dénombrable , o n 

déduit d e l a relation précédent e l'existenc e d'u n ensembl e N,m(N ) =  O te l que , 

si x  €  N : 

! 
I A(xg) T(dg ) ^ 1 A(X) 

C 
pour tou t T  G  A .  Supposons mainte . Il exist e don c u n x  appar -

C C 
tenant à  A  e t N  .  On a  don c 

i A(x og) T(dg ) =  O . 

Puisque &  =  G ,  tout x  G  M possèd e u n voisinage su r leque l 1 A =  0 m 

p. s.  e t don c m(A ) =  O .  Ceci prouv e l e lemm e 4 . 

Notons un e autr e propriét é d e P  .  D'après (3 ) ,  si m(A ) =  O ,  p^(x , A) =  O 

et don c : 

(5) s i m(A ) = 0 o n a  U 1 A = U g l A ^  k 3 e t h A =  O 

Nous allon s maintenant donne r deu x démonstration s d e notr e théorème . L a second e 

repose su r le s résultat s d e [12 ] .  La premièr e es t indépendant e d e ce s résultats . 

Le lecteu r remarquer a qu e ce s démonstration s resten t valable s pou r u n noya u forte -

ment fellérie n satisfaisan t au x conclusion s de s lemme s 4  et 5  . 

Première démonstratio n :  Rappelons qu e C  = 1 

Lemme 5. - Soien t V u n compac t d e M e t T  = { y ;  Ul T T(y) =  + oo} .  Alors, pou r 
v v 

tout borélie n A  d e M ,  A  cz T ,  tel qu e m(A ) >  O  ,  U1 = + oo p . s.  su r A  . 
tout borélie n A  d e M  ,  A  cz T ,  tel qu e m(A ) >  O  , U 1 A 

= + oo p . s.  su r A  . 

Démonstration d u lemm e 5  :  Il n'y a  rien à  prouver s i m(T ) =  O .  Supposons don c 

m ( D >  0 . 

a) Tout compac t K ' te l qu e m(K' ) >  0  contien t u n compac t K  te l qu e 

m(K) =  m(K') e t te l qu e :  V k  G K  ,  V V k voisinag e d e k  ,  m( K ( 1 V )  > O 

(appelons u n te l compac t K  m-parfait) . E n effet , i l suffi t d e prendr e 

K =  { k G  K' ;  V voisinag e d e k  ,  m ( V k H  K') >  0} e t de remarque r qu e 

m(K' \ K ) =  0 puisqu'o n peu t recouvri r K ' ^ K pa r un e famill e (don c pa r un e 

famille dénombrable ) d e V i tell e qu e m(V^ f l K ' ^ K) =  0 . 

V 
b) Soi t G A =  { y G  A ;  Ul A(y) < + oo} (ave c A  cz T ,  m  (A) > 0) .  Il nous fau t b) Soi t G A =  { y €  A ; 

V 
Ul Ul A(y) < + ° >} (ave c A  c= T ,  m(A ) >  0) . 1 1 nou s fa i 

C C 
tenant à  A  e t N  .  On a  don c 

. I l exist e don c u n x  appar — 
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prouver qu e m(Q^) =  O .  Supposons m(0^) > O  .  D'après a ) , 0 ^ contien t u n compac t 

K m-parfai t te l qu e m(K ) >  O  .  Soient k  € K  e t V , u n voisinage d e k  .  On a 

donc :  0 0 = 
< U 1 V ' ' K V 

k 
m Vds K V , 

k 
>ds 
m 

d'après l e lemm e 3  .  Ainsi, pour tou t 

n ,  il exist e t  dan s V  te l qu e 
V 
Ul 

KfiVk 

(t) > n  . D'après l e principe d u maximum , 

il exist e u  E K  f l V te l qu e 
V 
Ul 

K ( u ) >  u l

K n v s d s 
k 
(u) > n  .  Par ailleurs , puisqu e 

11 U f  II <  || f I I 
s ^  6  00 

d'après (1 ) , 
V 
U 
a 

dfdfs 
k 
(u) > n  -  k r .  La fonctio n 

b 
V 
U a 1 KTIV. 

k 
étant s . c . i. , { y ;  U l K f | v 

k 
(y) > n  -  k^} es t ouvert . Soi t 

T T N =  { u G K  ; 
V 
Ul 

K 
(u) > n  -  k,} . 

o 
D'après c e qu i précède , ïï^  contien t u n ouver t 

dense d e K  .  Or 
V 
Ul 

K 
est infin i su r n 

n 
TTD 
n 

, qui es t dens e dan s K  d'aprè s l e 

théorème d e Baire . Cec i es t absurde , ca r K  cz 0 c z A e t 
A 

V 
Ul 

A 
V 
Ul 

K 
est fin i su r 

0. .  Ceci prouv e l e lemm e 5 . 
A 

Lemme 6. - Soien t V  u n compac t e t T  = { y ;  Ul^(y) =  +  00} .  Pour tout e f  E B + 

non m  p . s . null e don t l e suppor t es t dan s T ,  il exist e un e parti e B  d e T 

relativement compacte , ave c m(B ) >  O  ,  telle qu e pou r tou t B  ' cz B ave c m(B' ) >0 

on ai t :  < Uf, 1 T > = + 00 

B m 

Démonstration d u lemm e 6  :  Il n'y a  rien à  prouver si  m(T ) =  O .  Supposons 

m(T) >  0  .  D'après l e a ) d u lemm e 5 , o n peu t suppose r f  = 1  ave c m(K ) >  O e t 

K m-parfait . 

a) r ° es t absorban t pou r l a march e 
fdn 

de lo i y  .  En effet , soien t x  6  r ° 

et T X =  in f { n ;  YX €  T }  .  Alors, U l (x ) > E(Ul y 

T X 

: T  <  00 ) = + 00 s i 
x 

P { T X < 00} > Q .  Donc, P { T X < 00} = Q e t T C es t absorbant . 

.b) Ainsi , < U 1  ̂, 1 > =  O =  <  l^U l 
m 1 

r c 

> pa r dualité . I l exist e don c T cz T , 
m ^  o 

avec m( T )  = m(T) te l qu e U l 
V 

= 0  su r T  .  Ainsi, de tou t poin t d e T  ,  la 
o ^  o 

marche 
V 
Y. n 

c 
n'atteint pa s T 

c) Soi t X Q € T q H K ;  puisque 

fds 

(x, T ) = 1  su r T  ,  il exist e n  te l qu e 

I 
n 
. o a 

(X q, D  >  O ; désignons alor s pa r B  u n borélie n relativemen t compac t su r 

lequel un e densit é d e P 
v*1 

o 

a 
(Xq, • ) pa r rappor t à  m  soi t strictemen t positive . 

Si B ' cz B ave c m(B' ) >  0 , P 
n 
o a 
(Xq, B' ) =  ô  > 0 ;  mais l a continuit é d e l a 

fonction P 
<Y o 
a 

(•, B' ) impliqu e l'existenc e d'u n voisinag e 

o 

de x  te l qu e 
o 

pour tou t x  G V 
x 
o 

fds<w<w (x, B') >  ô/ 2 .  Il e n résult e qu e s i x  €  V 
x 
o 

fds 
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V 

u 
swd (x) > P 

a 
sso VS 

(x) => 
I , 

(x, dy ) 
V 
Ul (y) = + oo 

d'après l e lemm e 5  . 

On a  donc finalemen t : 

< u f , . B , > m =  <  u i K , i B , > m =  <  i K , 
V 

u i B , > par dualit é 

^ < 'KTIV ' 
x 
o 

dqdsfsdfsfsdfsd 

car m( k f! V ) > O e t Ul^. es t infin i su r V .  Ceci prouv e l e lemm e 6 . 
x B  x 
o o 

Lemme 7. - Soi t V u n compac t d e M te l qu e m(T ) =  m { x ;  Ul^(x) — + oo} > O . 

Alors Uly = + oo partout . 

Démonstration d u lemm e 7  : 

a) Soi t h  un e fonctio n harmoniqu e borné e su r M  .  Soient m  =  su p h(x ) e t 

f =  { x ;  h(x) = m }  .  Si f  ^  0  ,  F  es t u n ferm é absorbant . 

En effet , F  es t ferm é puisqu e h  es t continue . Soi t x  €  F ;  alors pou r 

tout n  ,  E {h(Y X)} =  h(x) e t don c 
n 

Y X 

n € F p . s.  ,  ce qui prouv e qu e F  es t 

absorbant. 

b) Soi t K  u n compac t d e T te l qu e m(K ) >  O .  Ecrivons U l A n =  Ug +  h 

(g n ^  0  ,  h^ > 0  e t harmonique ) l a décomposition d e Ries z d e l a fonction surharmo -

nique Ul A n .  Ecrivons g  = 
K n 

i 
g n 

+ 2 
g n 

avec g n = g n ' ' r e t g n = g n '  1rc ' 
Puisque F est absorbant pour Y X 

n (point a  du lemm e 6 ) e t K  en T , Ul A  n es t 
c c 

nulle su r T .  Ainsi h  = 0 su r T 
r» 

et sdsd = O  su r r ° e t don c partou t (princip e 

du maximum). Pa r ailleurs , 1 
g n 

= O  m  p . s . (e n effet, d'après l e lemm e 6 , o n 

aurait sino n :  n •  m(B) ^  <  Ug^ , i B >  =  + «) • 

Par dualité , l a relatio n ë n 
1 = O  m  p . s . impliqu e Ug ^ = 0 m  p . s . Finale -

c 
ment, U l A n =  h m  p . s . ave c h  harmoniqu e null e su r T .  En particulier , 

K n  n 
U l ^ A 1  = n j m  p . s . Comm e U 1 ^  1  su r K , o n a : K  c {h j =  1 } c T  m  p . s . 

Or {h j =  1 } es t absorban t d'aprè s a ) . En faisan t croîtr e K  ver s T (e t un e 

réunion dénombrabl e d e partie s absorbante s étan t absorbante) , o n e n déduit qu'i l 

existe T ? ave c m( T A T T) =  0  e t r 1 absorbante . Comm e r ° es t absorbante , o n 

a don c :  P I ^  1  e t P I ^  1  m  p . s . D'après l e lemm e 4 , m(r C) =  0 (ca r 
I p c r c 

m(T) >  0) e t U l v = + oo m p . s . 

c) S i U l v =  + oo m  p . s. , alor s U l y =  oo partout . E n effet , cela résult e 

immédiatement d e l'inégalit é Ul y(x) P^UI y(x) o ù n  es t asse z gran d pou r qu e 

P^(x, M ) >  O .  Le lemm e 7  est prouvé . 
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Lemme 8 . - Soi t V u n compac t d e M te l qu e U l y =  + oo partout . Alors pou r tou t 

A te l qu e m  (A) > O  ,  Ul ^ = + oo partout . 

Démonstration d u lemm e 8  :  Ecrivons l a décomposition d e Ries z : 

U1 A  n  =  Ur +  h ( r ,  h 0  ,  h harmonique) . D'aprè s l e lemm e 6 , r  es t 
A n n n n ' n r ' n 

m p . s.  nulle e t don c pa r dualit é U r = 0 m  p . s . Ainsi, U l A A  n  =  h m  p . s. 
^ v n  *  A  n 

L 1 ensemble S =  { h =  n } 
n n 

est absorban t (poin t a  du lemm e 7 ) e t don c 

{Ul =  oo} = n 
n 

S^ m  p . s . es t absorban t (un e intersectio n dénombrabl e d e partie s 

absorbantes es t absorbante) . Comm e "fUl ^ < +  0 0 }  es t absorban t (lemm e 6 , a ) , on a  : 

PcI 
{UlA=oo} < 1 {ui A-~} 

m p . s.  e t P I {Ul A<oo} < 1 {TJlA<oo } 
m p  . s . 

et donc , d'aprè s l e lemm e 4  : 

ou m { U l A <  oo} = O e t alor s U 1 A = oo m  p . s . e t don c U 1 A =
 0 0 partout , 

d'après l e point c  du lemm e 7 , 

ou m { U l A =  co} = 0 ;  mais alor s soi t B  comm e dan s l e lemm e 6  .  Pour n  asse z 

grand, l'ensembl e B ' =  { U 1 A <  n} H  B es t d e mesure positive . O n aurai t alors , 

d'après l e lemm e 6  :  n  •  m(B') ^  <  Ul ,  1  . > = + oo 9 c e qu i es t absurde . L a 
A B 

dernière alternativ e n' a don c pa s lie u e t l e lemm e 8  est prouvé . 

Passons maintenan t à  l a démonstration d u théorème . E n fait , i l suffi t d e voi r 

que s i un poin t es t récurrent , alor s l a chaîn e es t récurrent e a u sen s d e Harris . 

Soit x  u n poin t récurrent . I l exist e u n voisinage V  d e x  te l qu e h^(x ) =  1  . 

hy étan t continue , h y es t strictemen t positiv e dan s u n voisinage d e x  .  Ainsi, 

T =  { y ;  Uly(y) =  + oo } es t d e mesure positive , d'où ^  1A =
 0 0 partou t (lemm e 7 ). 

Soit A  te l qu e m(A ) >  O  .  On a  donc (lemm e 8 ) U 1 A =
 0 0 partout . Ainsi l a chaîn e 

Y X es t m-irréductibl e d e noya u no n propr e (cf . [9]) . On e n déduit qu e h  =  1  m 
n A 

p. s . e t donc , h A étan t continue , h A =  1  partout . Notre théorèm e es t prouvé . 

Deuxième démonstratio n ( C = 1 ) :  Cette démonstratio n s'appui e su r le s résultat s d e 

[12] ,  corollaire 2 . Sou s l'hypothès e (5 ) (m(A ) = O impliqu e h A =  O) ,  il es t 

prouvé dan s [12 ] que l'o n a  : 

M =  I  U J ave c 

a) J  = 
oo 
u 

k=0 
J__ ,  étan t absorban t e t récurren t a u sen s d e Harri s pa r rappor t 

à une mesur e v , pou r tou t k  . 
• k 

b) I  = 
oo 
u 

k=0 
I ave c h dsd = O pou r tou t k  . 
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Lemme 9.- Soi t A  un e borélie n d e M  te l qu e O  < m(A) <  +  °° . S i =  1  su r A 

m p . s . ,  alors = 1 m  p . s . su r A  . 

Démonstration d u lemm e 9  :  On désign e pa r l e noya u d e l a chaîn e induit e pa r 

Y X 

n sur A  (cf . [9]) , i . e . :  nA =  1  P 
oc 

k=0 
c. p ) n 

A 
' A • 

Du lemm e 3 , o n dédui t qu e pou r f . ,  f0 E  B  ,  < n A f.,f 0 >  =  < f  . , 
^ 1  ' 2  +  A  1  2  m  1 

y 
N A f 9 >  . 

2 m 
Sous l'hypothès e d u lemm e 9 , o n a  donc :  m (A) =  < T T ^ I , 1 >m =  < 1  , 

V 
" A 1 

> 
m 

D' ou : 
V 

V 
= 1 m  p . s.  su r A  ,  ce qu i prouv e l e lemm e 9 . 

Lemme 10. — Soit l'uniqu e mesure Q—finie invariant e pa r P su r .  Alors : 

1) v̂ . es t un e mesure d e Radon . 

2) v̂ . « c m e t i l exist e D̂ . cz: te l qu e soi t équivalent e à  m  su r . 

Démonstration d u lemm e 1 0 : 

a) Puisqu e es t -finie , = 
oo 
du 

1 d= 0 

fdf 
sd avec (E, 1) < + oo .  Soit x  € J, 

k k  k 

Il exist e u n d  e t u n i  tel s qu e P ^ 
a 

1 
fdxf 

(x) > O  .  Par suite , i l exist e u n voisi -

nage U  d e x  e t un e constant e k ^ tel s qu e : 

+ ce > V k(E^) » I 
fd (dy) I 

fdx 
idf 
(y) ^ k  v , (U) ,  ce qu i prouv e l e poin t 1 . 

b) Soi t A  cz Jk te l qu e m  (A) = O .  D'après (5 ) ,  h A =  O  e t don c v

k ^
A ) = 0  > 

ce qu i prouv e qu e «  m  .  Il suffi t alor s d e prendr e D̂ _ = {f ^ > 0 } ,  où f ^ 

est un e densit é d e v̂ . pa r rappor t à  m  . 

Lemme 11. - Soit K  =  { x ;  P1_(x) >  0 } . S i m(K ) >  0  ,  il exist e k  e t n  tel s 

que :  O  <  < 
n 
o P 

a 
' D 
k 
o 

' K > = < 

osdsf 
I 
k 
o 

v7n ^ o 
Pgf 
a 

fgfdgf 

Démonstration d u lemm e 1 1 :  Soit x  G K .  Il exist e u n indic e k(x ) te l qu e 

P J k ( x ) ( x ) > 0  . Cette relatio n impliqu e successivemen t gfg 

k(x) 
(x) > 0  e t 

h D 
k(x) 

(x) > 0  (ca r h 
k 
\ D 

k 
= 0 ) ,  Ul 

°k (x) 
(x) = + oo e t U  1 

v a  D 
k(x) 

(x) = + oo 

d'après (1 ) .  Il exist e don c finalemen t u n indic e n(x ) te l qu e 

p n 

a 

(x) 
gf>D 
k(x) 

(x) > 0  . 

Si maintenant m(K ) >  0  ,  il exist e deu x indice s k  e t n  tel s qu e : 
o o 
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n 
m {x € K ; P ° 

a 
' D 
K 
o 

(x) > 0} > O . Ceci prouve le lemme 11. 

Lemme 12.- On pose J° = {x ; Fj 1(x) = 0} . Alors J H J° : 0  et M = J U J ° m p.s. 

Démonstration du lemme 12 : 

Le premier point est clair. Ecrivons M = JU K U J ° et supposons m(K) > 0 . Le 

lemme 11 prouve qu'il existe n et k et D^ cz D^ avec 0 < m ( D ^ ) < + 0 0 et 
trtrta •dk >0dt 

sur D' . On a alors d'après le lemme 10, 2, v.(D') > O et donc t 
k 

= 1 sur D/ ; 
k 

d'après le lemme 9, il existe Dj^ , D^ cz D^ avec m(D^) = m(D^.) tel que 
dfd 

kfd 
= 1 

sur D^ . Soit x € Dj^ . On a 

. - £ (x) = ? n h D 

k 
(x) « 

D 

Vn V 
P n(x, dy) P D t 

k 
H y ) « i  • 

D f où : 

n 
? n(x, dy) (1 - ? D 

k 
1 (y)) = O et donc 

gfh 

K 

hgfh 

a 
(x, dy) (1 - ¥ 

k 
K y ) ) =  o  . 

Ainsi, il existe K' cz K avec m(K') > 0 tel que : 

pour y € K 1 , ? D 

I 
1 (y) = 1 . D'où : < l R t , Û 1 D 

k 
> > O 
m 

Par dualité , on en déduit que<Ul t_ T, 1 > 
m 

> O , ce qui est absurde car K' cz J C 

et D^. 4 3 a v e c a D S o r b a n t - Ainsi m(K) = O et le lemme 12 est prouvé. 

Passons maintenant à la démonstration du théorème. Du lemme 12, J et J° étant 

absorbants, on déduit que PI ^ 1, m p. s. et PI rg 
fhfth 

fg 
m p. s. D'après le 

lemme 4, ou m(J) = O, ou m(J C) = O . 

Si m(J C) = O , M = 
oo 
u 

k=l 
J k . Appliquant une nouvelle fois le lemme 4, on déduit 

que les sont tous vides, sauf un. Ainsi M = Jj m p. s. L'unicité de la mesure 

invariante prouve alors que m = Vj . S i m(A) > O, alors Vj(A) > 0 et donc h^ = 1 

p. s. h^ étant continue, h^ = 1 partout. 

Si m(J) = 0, alors J est vide car h = O d'après (5). Ainsi, M = 
oo 
u 

k=l 

hg avec 

h i 
B 

= 0 . Notre théorème est alors une conséquence du lemme 2 et ceci achève la 

deuxième démonstration. 

Comme corollaire du théorème 1, nous pouvons énoncer 
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Théorème 2. — Soi t M  =  H ^ G u n espac e homogèn e possédan t un e mesure invariant e m  . 

Alors, pou r tout e marche aléatoir e su r M  d e lo i y  adapté e e t étalée , l a 

conclusion d u théorèm e 1  est vraie . 

Nous allon s maintenant tire r quelque s conséquence s d e notr e théorème . Outr e 

les hypothèse s ,  ,  ,  nous supposerons , san s l e repréciser, qu e y  =  y , 

i. e . x  =  1  y o u encor e qu e m  es t invariante . Cett e hypothès e es t satisfaite , 

en particulier s i G  e t H  son t unimodulaires. O n a  alors C  = 1  . 

Définition.- Dan s l a situatio n 1-2 , l a chaîn e Y X es t dit e récurrente . Ell e es t n 
dite transitoir e dan s l a situatio n 3-4 . 

Corollaire 1. - La chaîn e Y X d e lo i y  su r H  ^  G es t récurrent e s i e t seulemen t 
n -~ yx . v 

si l a chaîn e Y  d e lo i y  su r H ^ G l'est , 
n 

Démonstration d u corollair e 1  : Supposons Y X transitoire . Soi t A  u n borélie n n v 

tel qu e 0  < m(A) <  + oo ,  la relation +  oo > <  TJl^ , 1^ > =  < 1 ^ ,  U 1A > montr e 

que U 1 A es t fin i m . p . s . su r A  e t l e théorèm e 1  permet d e conclur e qu e Y x 

est transitoire . 

Notons M ' l'espac e quotien t à  gauche d e G  pa r H  (M ' =  G/H ,  ensemble de s 

classes g H ;  G  opèr e à  gauche su r M' ) .  A l a mesure d e probabilit é y  su r G 

correspond l a marche gauch e X  .. . X. g  = Z' g su r G  e t l a chaîn e gauch e Y ' X 

^ & n  1  & n  & n 

sur M ' ( Y

R

X =  n'(Z^ S) ave c n'(g ) =  x e t o ù n ' es t l'applicatio n canoniqu e 

de G  dan s M' ) .  Les objet s relatif s à  cette marche gauch e seron t noté s ave c de s 

primes. 

Corollaire 2. - L a chaîn e droit e Y X d e lo i y  su r H ^ G es t récurrent e si  e t 

seulement si  l a chaîn e gauch e Y ' d e lo i y  su r G  H  es t récurrente . 
n 

Démonstration :  Supposons Y X récurrente . Alors i l exist e un e parti e compact e A 
oo oo 

symétrique d e G  tell e qu e X  y* n(H A ) =  + oo 9 d'o ù Z  y* n(A H ) = + oo 

Ainsi U'(n'(e) , n'(A) ) =  + oo ,  ce qu i prouv e l e corollaire . 

Corollaire 3. - La marche Y X d e lo i y  su r H ^ G es t récurrent e s i e t seulemen t n 
si l a marche gauch e d e "Loi- y su r G  H  es t récurrente . 

Démonstration :  Cela résult e immédiatemen t de s corollaire s 2  et 1 . 
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Définition.- L'espac e H \ G (resp . G/H ) es t di t transitoir e s i tout e march e 

droite (resp . gauche ) d e lo i y  adapté e e t étalé e es t transitoire . I l es t di t 

récurrent sinon . 

Remarque :  Derriennic e t Guivarc' h on t montré qu e s i l'espac e homogèn e G  es t 

non moyennable (cf . [5] ) et s'i l port e un e mesure invariante , alor s i l es t transi -

toire (cf . [4] ) . 

Corollaire 4 .- H ^ G es t récurren t (resp . transitoire ) si  e t seulemen t si  G  H 

est récurren t (resp . transitoire) . 

Corollaire 5. - Le s relation s :  1 ) 
oo 
X 

n=0 
y* n(V H ) =  + oo pou r u n ouver t V  relati -

vement compac t ;  2 ) 
oo 
X 

n=0 
y ( V H ) =  + oo pou r tou t ouver t relativemen t compac t 

V ;  3 ) 
oo 
X 

n=0 
y n ( H V ) =  + oo pou r u n ouver t V  relativemen t compac t ;  4 ) 

oo 
X 

n=0 
y (H V) =  + oo pour tou t compac t ouver t relativemen t compact , son t ëquivalen — 

tes . 

Démonstration :  Cela résult e d u corollaire . 

Corollaire 6. — Le s relation s suivante s son t équivalentes . 

1) X 
n=0 

y ( H V) =  + oo pou r tou t V  ouver t relativemen t compac t d e G  . 

2) Pou r tou t g  d e G  , 
oo 
X 

n=0 

y ( g H g V ) =  + oo. 

3) Pou r tou t g  d e G  , 
oo 
X 

n=0 
y ( V g H  g ) = + oo. 

Démonstration :  L'équivalence d e 2  et 3  résulte d u corollair e précédent . Prouvon s 

que 1 impliqu e 2  .  Soit T T 1 (resp . T T ? ) l'applicatio n canoniqu e d e G  dan s 
-1 7 

H G  (resp . dans g  H  g  G) .  Un calcu l simpl e prouv e qu e TT^ (g) es t récurren t 

pour l a marche d e lo i y  su r H  G s i e t seulemen t s i (  e) es t récurren t 

pour l a marche droit e Y ^ d e lo i y  su r g  g/ G .  Mais TTj (g) es t récurren t 

si e t seulemen t s i TTj (e) l'est . Ains i TTj (e) e t T\^(e) son t récurrent s e n mêm e 

temps. L e corollair e e n découle san s peine . 

Nous allon s maintenant, lorsqu e ^  ^  1 ,  établir un e version plu s fort e d e 

notre théorème . Nous feron s l'hypothès e 

H 4 = 

hfh 

G 
Log X( g ] ) dV(g) <  0 . 
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Remarquons qu e lorsqu e X  ^  1 s u r G

Q »  composante connex e d e G  , 

Implique .  En effet , par convexité , o n a  : 

exp 
J G 

Log x( g * ) dy(g) < ! G 
X ( g ' ) dy(g) =  C  < 1 

d'où I cxG 
Log x( g ^ ) dy(g) <  0 •  L'inégalité précédent e es t stricte , ca r sinon , o n 

aurait :  x( g ^  = k i o ^ n ) 
*n 

y 
p. s . Prenan t n  asse z grand , x  serai t constan t 

sur u n ouver t e t don c su r u n voisinage ouver t d e l'élémen t neutr e e t enfi n su r G ^ ; 

ainsi o n aurai t x  =  1 s u r G

Q * c e l 1-^ n'est pas . 

Nous allon s prouve r 

Théorème 3. - Supposon s H  ,  H e t H , .  Alors l a marche d e lo i y Y X 

n sur M 

est transitoir e e t l e potentie l d e tou t compac t es t borné . 

Démonstration : 

a) Soien t e < 0 e t A  =  { g ;  Log x( g ^) < e} •  Remarquons qu e N I 
A 
e 

= + oc 

d'après l a lo i de s grand s nombre s e t don c 1 
£ 

= + oo d'aprè s (1) .  Ainsi, 

S f i A ^  0  e t i l exist e don c u n n  te l qu e 
y e o y a 

*n 
o 
cxcx > cx cxO . 

b) Pou r démontre r qu e l a marche d e lo i y  es t d e potentie l borné , i l suffi t 

de prouve r l a même chos e pou r l a marche d e lo i cy 
*n 

o (cf. propositio n 2 ) . Aussi, 

dans c e qu i suit , supposon s nou s qu e y  ( A )  > O . 
a £ 

c) Soi t T 
n 

n 

i=0 
Log X ( X i

1 ) (où le s son t d e lo i y  indépendante s su r 

G) .  T  es t un e marche aléatoir e su r 3 R .  Soient £  < O e t T =  in f { n ;  T <  e}. 
n £  n 

D'après [11] , on sai t qu e E(T^ ) +  oo puisqu e E  {Lo g x (X. -1 )} < O d'aprè s H  . 

Soient 
£ 

les itéré s d u temp s d'arrê t (i . e.: r 1 

£ 
cxcxx yU+ 1 

£ 
p n 
£ 

+ r  o e 
£ r n 

£ 

)x 

A l a march e Z 8 n dé lo i y  su r G  ,  faisons correspondr e l a march e z g 

n 
xcx cxcx 

xcx£ 
Soit y  l a lo i d e cett e nouvell e marche . D'aprè s a ) e t b ) , il es t clai r qu e 

est étalée . D e plu s :  C  = x(g ] ) dy(g) <  1 (ca r Lo g x( g ^ £ < 0 y  p . s.). 

Ainsi l a march e Y X 

n de lo i y  su r M  es t transitoir e e t d e potentie l born é 

d'après l e théorèm e 1  . Soit U 
r 

£ l'opérateur défin i pa r 

U 
rxc 

£ f(x) =  E { 
r £ 
Z 

n=0 
f (Y^)} . Puisqu e E( T )  < + oo ,  il es t clai r qu'i l exist e un e 

constante ^  tell e qu e l u 
cxcx 

f (x) | < || f || •  k .  Soit U  l e noyau potentie l 

de l a march e 
cxn 

. De l a relation évident e U  f(x ) =  U (U f) (x ) ,  on dédui t alor s 
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que U  f  es t born é pou r tout e f  à  suppor t compac t e t cel a prouv e l e théorèm e 3  . 

Montrons maintenant , su r un exemple , qu e l a conditio n ,  lorsque X  ^  1  > 

est presqu e l a meilleure possible . 

Exemple 2 .- G  es t encor e l e group e affin e d e I R .  Ici, l e caractèr e X  e s t donn é 

par x( a>b) = a  e t ^ a conditio n s'écri t Log a  dy(a,b) > O  .  Soit y 

étalée su r G  tell e qu e :  sup p y cz{(a,b) ;  b ̂ . 0} , 1 Log a  dy(a,b) <  O e t 

f 
|b|dy(a,b) <  oo . 1 1 es t montré dan s [7 ] que l'hypothès e dI |b|dy(a,b) <  + oo 

peut êtr e remplacé e pa r l'hypothès e plu s faibl e 
ddf 

G 
Log sup(b , 1 ) dy(a,b) <  oo 

On a , ave c le s notation s d e l'exempl e 1  , 
fnccv 

X X  1 . . . X 1 x + . . . + X  Z  .  + Z  . 
n n- 1 1  n  n- 1 n 

Définissons : 

lx 
n 

= ( X 1 > Z l ) .. . (X n,Z n) . x =  X , .. . X n x + ... + X, Z 2 +  Z , 

qgxwxw X 
est obten u comm e Y X 

n , mais e n faisan t le s produit s dan s l'autr e sens . ff 
II 

n'est pa s un e chaîn e d e Markov, mais a  même lo i qu e Y X ) 
n 

. D e l a relatio n 
xwx 

Log a  dy(a,b) <  O e t I |b| dy(a,b ) <  oo 9 o n déduit , d'aprè s l a lo i de s grand s 

nombres, qu'i l exist e a > O  te l qu e :  X. ...  X ^  e 
-an 

p. s . pou r n  asse z 

grand e t | | <  n p . s . pou r n  asse z grand . O n e n déduit facilemen t qu e fgf 
n 

est un e suit e d e Gauch y e t don c 
gfxwxn > 

11 -> oo 
L X p . s . Par ailleurs , vue l a form e 

de L X 

n , L X ne dépen d pa s d e x .  Ecrivons L X =  L e t soi t V l a lo i d e L  . 

D'autre part , de l'hypothès e :  sup p y  c: {(a,b) ;  b ^ 0 } ,  on déduit san s pein e 

que 1R + es t absorban t pou r Y X 

n 
. Ainsi :  sup p V  cE . S i maintenan t f  es t 

continue à  suppor t compact , on a  : 

P nf(x) = E {f( Y
X 

n )} = E {f ( L
X 

n >} > 
n - » oo 

v(f) . 

Si v(f ) >  O ,  on a  donc, U f  (x) = + oo pou r tou t x  .  Par contre , s i K 

est u n compac t d e 1  e t s i x  £ 1 , ,  puisque 3 R es t absorbant , U l (x ) = O . 
— + + IX 

III.— Une réciproqu e 

Nous allon s maintenan t présente r un e réciproqu e d u théorèm e 1 . 

Un espac e homogèn e M  es t di t dichotomiqu e s i pou r tout e mesure étalé e e t 

adaptée su r G  ,  les conclusion s d u théorèm e 1  sont vraie s pou r l a marche d e lo i y 

sur M  (l a récurrenc e a u sen s d e Harri s étan t étendu e pa r rappor t à  une mesure y 

quasi-invariante, c'est-à-dir e tell e qu e T  •  g es t équivalent e à  y  pou r tou t g 
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de G  ;  une tell e mesure exist e toujours) . Nou s allon s prouve r : 

Théorème 4. - Soi t G  d e Li e connex e e t H  u n sous-group e ferm e d e G  .  Supposon s 

que : 

a) H  es t moyennabl e 

b) H \ G es t compac t e t dichotomique . 

Alors, i l exist e su r G  =  M un e mesure positiv e invariant e (d e mass e 

f inie) . 

Lemme 12. - (cf . [2 ] ,  p. 67) . Soit G  d e Li e sem i simpl e no n compac t d e centr e 

fini. Soi t G  = N A M N  un e décompositio n d e Bruha t d e G  (ave c le s notation s 

classiques, M  étan t l e centralisateu r d e A  dan s K ) e t X  =  N A M ^G l a 

frontière maximale d e G  .  Alors, i l exist e un e mesure \1 su r G  étalé e e t un e 

mesure v su r X  y  invariant e (c 1 est-à-dire, tell e qu e V  *  y =  V) e t don t l e 

support es t strictemen t plu s peti t qu e X  . 

Démonstration d u lemm e 1 2 : 

1°) Soi t l'algèbr e d e Li e d e A  e t H G <?& tel qu e a(H) < 0 pou r tout e 

racine a G A (l'ordr e mi s su r le s racine s es t celu i qu i a  permis d e détermine r N ) . 

Soit a  = ex p H  e t c  = su p CX(H) ;  il es t clai r qu e c  < 0 e t qu'i l exist e un e 
~ a G A _ 

mesure su r (l'algèbr e d e Li e d e N ) tell e qu e : 

Il Ad a  •  Z|| ^ e C ||Z| | pou r tou t Z  € cA* 

Soit V  un e boul e ouvert e (pou r cett e norme ) d e e t d e centr e 0  ,  e t V 

son adhérence . Puisqu e c  < 0 ,  on a  :  A d a  V a V  ,  dToù : 

a (exp V) a  '  = ex p (A d a  V) cz exp V 

Soit E  =  x •  (exp V ) •  M ( x étan t l'imag e d e NA M dan s l'applicatio n canoniqu e 

de G  su r NAM^- G )  .  E  es t compact . S i m  G M ,  on a  : 

E •  m •  a = x •  (exp V) M •  m •  a = x ( a '  exp V ) •  M 

(car M  centralis e a  ,  et x  •  a *  = x) .  D'où : 

E •  m •  a c= x(exp V ) M ( V m G  M ) 

Or, E ' =  x(exp V ) M es t ouver t dan s X  .  Par u n argumen t d e compacit é i l exist e 

un ouver t U  ,  voisinage d e e  dan s G  ,  tel qu e : 
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E •  m a  U cz E ' e t don c : 

E •  M •  a •  U cz E 

Soit T  =  { g c G  ;  E •  g c E } . 1 1 es t clai r qu e T  es t u n semi-group e ferm é d e 

G qu i d'aprè s l a relatio n précédent e contien t u n ouver t d e G  .  Il exist e don c un e 

mesure étalé e u  su r G  tell e qu e T  c z T e t tell e qu e E  •  T c z E . 

2°) L'application qu i a  n  € N  fai t correspondr e x  •  n E X  es t u n homêomor -

phisme d e N  su r u n ouver t dens e d e X  .  Il es t don c possibl e d e choisi r V  asse z 

petit pou r qu e E  =  x •  (ex p V ) M  soi t u n compac t don t l e complémentair e dan s X 

soit u n ouver t no n vid e (e n effet, sinon , pour tou t y  d e X  ,  on aurai t : 

y =  x(exp v  ) m ave c v  £  V ;  faisant tendr e n  ver s l'infin i e t V  ^  0 , J ^ u n n  n  '  n ' 

on aurai t :  y  =  x •  m pou r u n m  e t don c X  serai t rédui t à  un point , c e qu i 

est absurde , G  n'étan t pa s compact) . 

Soit y un e mesur e d e probabilit é porté e pa r E  e t = 
1 

n 

n 

P=l 

Y *  y P .  Un 

argument classiqu e prouv e qu e l a suit e possèd e u n poin t adhéren t v  (e n topo — 

logie vague ) satisfaisan t à  :  v *  y =  V  .  Or, de l a relatio n E  •  c z E ,  on 

déduit qu e sup p v  c z E pou r tou t n  ,  et don c sup p v  cz E . 

Lemme 13. - Soit M  =  H \G e t X  u n G  espac e à  droite ;  soit À  un e mesure su r 

X ,  H  invariant e (c'est—à—dir e tell e qu e X  * £ ^ = X  ,  V h €  H) .  Soit m  un e 

mesure su r H   ̂G e t m  un e mesure su r G  tell e qu e n(m ) =  m ( n :  l'applica -

tion canoniqu e d e G  su r H  \ G) .  Alors : 

1°) La formul e X  *  m =  (pa r définition ) X  *  m défini t un e mesure su r X 

(c'est—à-dire :  X  *  m n e dépen d pa s d u relèvemen t m  choisi) . 

2°) Soi t y  un e probabilit é su r G  ;  si m  es t y-invarian t c'est-à-dir e : 

m *  y =  m) alors , X  * m es t y-invariante . 

La démonstratio n d e c e lemm e es t un e simpl e vérificatio n (cf . [13]) . 

Démonstration d u lemm e 4  : 

1°) Soi t G  = R  •  S un e décompositio n d e Lév i d e G  ( R so n radica l résoluble , 

S semi-simple) . Nou s n e feron s l a démonstration qu e s i l e centr e d e S  es t dini . 

Nous allon s prouve r qu e G  es t moyennable. S i S  es t compact , c'est clai r ( G 

serait extensio n compact e d e so n radica l résoluble) . Supposon s don c S  compac t 

et prouvon s qu e nou s arrivon s à  une absurdité . Soi t don c S  no n compac t e t 

X =  N A M \S l a frontièr e maximal e d e G  l'actio n d e R  su r X  étan t triviale) . 

Soit y  un e mesuresu r X  comm e a u lemm e 12 . Notons encor e y  un e mesur e su r G 
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dont 1 T image pa r :  G  R - G = S  es t µ .  D'après l e lemm e 12 , il exist e su r X 

une mesure v  tell e qu e v  *  µ =  V e t sup p V  # X 

2°) G  opéran t su r X , H  opèr e su r X . H  étan t moyennable , i l exist e 

une mesure $  su r X  invariant e ;  par ailleurs , l a marche d e lo i y  su r H^- G 

étant récurrent e a u sen s d e Harri s pa r rappor t à  une mesure quasi-invariant e 

(puisque H ^ G es t dichotomiqu e e t compact) , i l exist e su r H^- G un e mesur e 

invariante pa r y( m =  m *  y) (cf . [9]) . On e n dédui t (lemm e 13 ) que V 1 =  À  *  m 

est un e mesure su r X  y  invariante . Or , i l n'exist e su r l a frontièr e maximal e 

X qu'un e seul e mesure y  invariant e (cf . [13]). Ainsi , v ? =  V .  Or : 

- l e suppor t d e v  es t différen t d e X 

- l e suppor t d e m  su r H ^ G es t tou t H ^ G (ca r l a chaîn e d e lo i y  es t 

récurrente). O n peu t releve r m  e n une mesur e m  don t l e suppor t es t G 

tout entier . Ainsi l e suppor t d e V ' =  À *  m es t X  tou t entier . 

3°) Puisqu e G  es t moyennable , l'actio n d e G  su r le s mesures d e probabilit é 

de l'espac e compac t H ^ G possèd e u n poin t fixe , et l e théorèm e 4  est prouvé . 
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Summary.-

The genera l resul t o n récurrenc e an d transienc e o f point s fo r Marko v chain s o n 

a discrèt e stat e spac e extend s t o th e cas e o f a  spread-ou t rando m wal k o n a  homoge -

neous spac e ;  if th e homogeneou s spac e ha s a n invarian t measur e al l th e point s ar e 

simultaneously récurren t o r transient . 

In th e las t par t w e prov e th e followin g theore m : 

If G  i s a  connecte d Li e group , H  a  close d subgrou p o f G  . 

Suppose tha t : 

a) H  i s amenabl e 

b) H - G i s compac t an d al l it s point s ar e simultaneousl y récurren t 

or transient . 

Then G-H  ha s a  finit e positiv e invarian t measure . 

H. HENNIO N 
Département d e Mathématiques e t 
Informatique 
UNIVERSITE D E RENNE S 
35031 RENNE S CEDE X 

B. ROYNETT E 
U.E.R. Science s Mathématique s 
UNIVERSITE D E NANC Y I 
54037 NANC Y CEDE X 

122 


