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SUR LA LOI DES GRANDS NOMBRES
ET LE RAYON SPECTRAL D'UNE MARCHE ALEATOIRE
par

Y. GUIVARC'H

Introduction
Soit G un groupe localement compact séparable engendré par un voisinage com—
pact V de 1'é€lément neutre e de G et p une mesure de probabilité sur les

boréliens de G. On considére la fonction GV sur G définie par

8,(8) = Inf{n >0 ; g € v}

et le comportement asymptotique de 6V(sn) ol s, =&, --- &, est le produit des

g; considéré comme fonction de w = (g],...,gn,...) sur GN muni de 1la probabili-
N SV(Sn)

té produit p . On montre ci-dessous que —— @& une limite finie <y indépendan-

te de w pourvu que l'intégrale IGGV(g) dp(g) soit finie. On s'intéresse en par-—
ticulier aux cas de nullité de cette limite sous une hypothése naturelle d'apério-
dicité de p.

Des questions voisines ont été examinées par H. Furstenberg [18] a [21] et
V.I. Tutubalin [40] dans le cas des groupes de Lie semi-simples.

Dans le cas particulier oi G = R et V = [-1,1], ceci correspond, d'aprés
la loi des grands nombres, & la nullité du barycentre de p. Dans le cas ol G est un
groupe de Lie connexe moyennable on montre qu'il en est de méme, le barycentre de
p étant a définir comme celui de 1l'image de p dans le plus grand quotient abé-
lien sans torsion de G. Par contre, si G est non moyennable, la limite considé-
r3e est toujours strictement positive. D'autres nombres associés a 1'opérateur de
convolution par p sont en relation avec +vy. Il en est ainsi de l'entropie de p
au sens de [2], que nous étendons & la situation envisagée ici et de la limite su-—
périeure de la suite %-Log pn(V) qui est nulle en méme temps que v, pourvu que
ea6V soit p—-intégrable pour tout réel . L'une des parties de cette derniére é-
quivalence est obtenue de maniére indirecte, par une étude détaillée des deux nom—
bres vy et Iim % Log pn(V). Ces propriétés sont a rapprocher de résultats connus
concernant le mouvement brownien sur les variétés riemanniennes [35] et suggérent
des conjectures naturelles. Dans le cas du revétement universel d'une variété com-—
pacte, le nombre <y peut s'interpréter dans le groupe de Poincaré et d'autre part,

le nombre 1lim ﬁ-Log pn(V) est analogue a la premiére valeur propre du Laplacien.
n
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La premiére partie est consacrée 3 une étude préliminaire donnant des estima-—
tions des fonctions SV. On étudie dans la deuxiéme partie le cas d'un groupe de
Lie moyennable. Le cas d'un groupe non moyennable est envisagé dans la troisiéme
partie. On y retrouve, par une autre voie, des résultats de H. Furstenverg concer-—
nant les groupes de Lie semi-simples. La quatriéme partie contient 1'étude du nom—
bre 1im %—Log pn(V). Enfin quelques remarques sur les mouvements browniens sont
rassemblées dans un appendice. Les démonstrations sont simplifiées gridce a deux
théorémes donnés dans la suite de cette introduction.

Enfin, nous voulons remercier R. Azencott, qui est 3 l'origine de ce travail,
ainsi que Hubert Hennion qui y a contribué par d'utiles remarques.

L'étude du comportement du produit S, = 8, --- 8,» est simplifiée par le

théoréme suivant :

Theoneme 1.- Soilt § une gonction borélienne positive surn G vérndiglant :
vx,y € G S{xy) < 8(x)+8(y), p une mesure de probabilizté telle que & s04LL
p-intégrable et -~y Le nlel deéfind par

12 n
3 s L, pMs)
v = Ing T = Lo Bl

Alorns La suite des fonctions %6(5]7...9”) convenge vers vy presque partout
et dans L'.
Preuve : Ceci découle d'un théoréme ergodique sous—additif dd a JFC Kingmann (cf

[31]). Avec les notations de [31], on a, en posant

fn(w) S(g]---gn) w = (gl""’gn”")

et en désignant par 6 1'automorphisme de (GN,pN) défini par

e(gIQ""gn"") = (gz"'-sgn+1)"')
n
fn+m(w) s fn((“)+fm(e w)

cause de la sous—additivité de §.

Comme [oN £, (w)dp™ (w)

Qr

fcé(g)dp(g) < +o on a bien la convergence de
n

N .
% fn(w) presque partout et dans L! vers F(w) avec Yy = fF(w)dp (w) = 1lim E;Qil
n
et F(Bw) = F(w). La loi de zéro—un de Kolmogorov affirme 1l'ergodicité de 6 et
il en découle F(w) = v.

Rappelons [17]} qu'une probabilité est dite admettre un moment d'ordre o > 0

.. o
si pour un voisinage compact V de e engendrant G on a fcdv(g)dp(g) < +oo. On
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verra au paragraphe suivant que cette notion ne dépend pas de V. L'existence d'un
moment d'ordre un implique que si )\ est un homomorphisme de G dans le groupe

additif de R, 1'intégrale IGX(g)dp(g) existe.

Définition : La mesurne de probabilité p sera dite centrnle s4 elle admet un
moment d'orndre un et 84 pour tout homomoaphisme X de G dans R on a

JgMgldplg) = 0.

La proposition suivante montre que cette notion se raméne a la notion classi-
que dans les espaces vectoriels réels.

Soit G* 1'ensemble des homomorphismes A de G dans R, ensemble qui est
naturellement muni d'une structure d'espace vectoriel réel. Si 1'on désigne par G'
1'adhérence du groupe dérivé de G on peut noter que Gc* = (G/Gv)* = (E)* od G
désigne le quotient de G/G| par son sous-—groupe compact maximum. En particulier
¢* est de dimension finie et si 1'on désigne son dual par 6, une application ca-
nonique de G dans G notée x = x se trouve définie, application qui envoie G

sur un sous—groupe fermé de G de la forme ®RP x2z9, engendrant G.

Proposition : Soit p une probabilité admettant un moment d'ordre un sur  G.
ALons p est centrnde s4i et sewlement 54 son image canonique p dans L'espa-
ce vectoniel G R'est.

Preuve : Supposons p centrée et soit U un homomorphisme de 6 dans R. Alors
X - u(;) est un homomorphisme de G dans R et donc : fcu(g)dp(x) = 0 ou en-
core fau(;)dﬁ(;) = 0 ce qui prouve que p est centrée.

Inversement si A est un homomorphisme de G dans R, il se prolonge a G
par la formule A(X) = x()\) et donc fak(;)dﬁ(;) = 0 soit, puisque A(x) = A(X) :
IGx(x)dp(x) = 0.

Les démonstrations seront simplifiées grace au théoréme ''de relé&vement'" sui-

vant

Théoreme 2.- Solt T un homomorphisme de G sur G/H , p  une probabilite
centrnée sun O/y  admettant des moments de tous ondres. Alons i existe une
probabilite q surn G centrle et admetitant des moments de tous ordres dont
L' image par T est égale a p.

Preuve : Soit V un voisinage compact de e dans G, engendrant G et notons
V = (V) son image dans G/g. On a alors Vx € G/H» gv(x) = Inf Gv(g).
m(g)=x
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Il en résulte l'existence d'une section borélienne o de G

G/y telle que : vx € G/y ; Sylo(x)] < 865G + 1.

au—dessus de

Posons q, = o(p) et notons que, d'aprés la relation précédente ¢ admet

des moments de tous ordres, comme Pp.

r ~
Ecrivons = +.. 0+ . . = = di + 1. i—
a, &9, ® 4. avec o, > 0o = oy 1 et r dim H 1. Ecri
i i=r 1
vons aussl q = X aiéh *q; avec hi € H et notons que 4,5 4 ont pour image p
i=1 i
et des moments de tous ordres. Considérons les images de a, et q; dans G et

leurs barycentres E(ao) et E(a) :

r
E(qo) = aiE(qi)
i=1

~ r -~ ~
E(q) = ¥ a;[h;+E(q,)]
i=1

P
Notons que (G/H) s'identifie au quotient de G par le sous—espace vectoriel,

noté H, engendré par 1'image canonique de H dans G. On en déduit, puisque p

est centrée, que le barycentre de qg appartient a4 H

MR

a;E(q;) = E(q) € H

i=1

=

I1 est alors possible de trouver des o > 0 et des hi € H tels que

r ~
E aihi = —E(qo)
puisque le sous—espace vectoriel de 6 engendré par l1'image de H contient

-~ - r -~ -
E(qo). On a alors E(q) = X ai[hi+E(qi)] = 0, et donc q est centrée.
i=1

A - Fonctions sous—additives
On rassemble dans ce paragrathe diverses propriétés élémentaires qui inter-

viendront dans la suite et 1'on donne des estimations de fonctions sous-additives

pour certains groupes de Lie connexes.

Déginition 1.- Soit & wune application borilienne du ghroupe Localement com-
pact séparable G dans R. On dirna que & est sous-additive [resp. est une
fauge] 54 L'on a La rnelation

vx € G, y € G 8(xy) < &6(x)+6ly)

[resp. &(xy) < 8{x)+8(y)+C od C est une constantel].
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Exemple : Si G est engendré par un voisinage compact V de 1l'identité, c'est—a-
dire G = U V™, on pose
n>0

6y(g) = Inf{n > 1 ; g € V')

et de la relation Vm+n > V™™ découle 6V(gh) < év(g)+6v(h). Donc 6V est sous—

additive.

Remarque 1 : Si 1l'on se donne une représentation p de G par des isométries dans
un espace normé E et un cocycle continu O & valeurs dans E, c'est—d-dire une
application continue de G dans E vérifiant o(gh) = o(g)o(h)+o(g) on obtient
une fonction sous—additive & sur G qui est continue, symétrique, positive et

s'annulant en 1'identité en posant

5(g) = lo(g)ll car 6&(gh) = lo(gh)ll < lol + o)l = §(h)+6(g)
ae) = 0, latg DI = 1og™Ho 1 = o).

Inversement toute fonction sous—additive & possédant ces propriétés s'ob-—
tient ainsi : il suffit de prendre pour E 1'espace des fonctions uniformément
continues 3 droite et bornées, pour p la représentation de G par translations

3 droite dans E et de poser
o(g) [x] = 6(xg)-6(x).
Le fait que 0(g) est bornée résulte de
~6(g” ) € 6(xg)-6() < 6(g).

Comme & est uniformément continue, o(g) appartient bien 3 E et o est

un cocycle par construction :

o(gh) [x] = &8(xgh)-6(x) = &(xgh)-6(xg)+6(xg)-6(x).
o(gh) [x] = o(h)[xgl+o(g) [x]
o(gh) = p(g)o(h)+o(g)
Enfin lo(g)ll = supl&(xg)-6(x)| = 8(g) d'aprés les relations
p: S

~5(g"") € 6(xg)-6(x) < 6(g)

1

8(g) = 8(g ), 6(g) = 6(eg)-6(e).
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Déginition 2 : On dirna qu'une gonction 4§' domine une fonction § 4’'AL
existe deux constantes positives A et B telles que

Vg € G §(g) < A§"(g)+B.
Deux fonctions qudi se dominent mutuellement sont dites equivalentes.

Déginition 3 : SL Le groupe G est engendré par un compact V, une fauge po-
sltlve a &y sera dite principale.

Remarque 2 : Toute jauge & est équivalente 3 une fonction sous—additive vy dé-

finie par

y(x) = Sup &(xy)-6(y)

y
car Y(x) = 8(xe)-86(e) = &(x)-C'
et S(xy)-6(y) € 6(x)+C

d'aprés la définition d'une jauge.

Proposition 1.- Toute jauge est Localement bornée supérieurement. En particu-
Lien 54 G est engendne parn un compact, V contenant £'identité, une fauge
quelconque est dominée pan 5y

Preuve : Posons GBn = {g € G; 8(g) < n} et notons que G = U Gan et
VA
Gam(ah c 03 car &(gh) < 8(g)+8(h)+r. n€

m+n+r
Comme les ng sont des boréliens, la premiére relation montre que 1'un au

moins est de mesure positive au sens d'une mesure de Haar sur G, donc contient un
borélien borné (9 de mesure positive. Comme la fonction %3* w3 est continue,
nulle en dehors de U32? et non négligeable, le borélien (32 a au moins un point

intérieur, ce qui entrafne que O est d'intérieur non vide et donc qu'il

2n+r
existe un ouvert ol & est bornée supérieurement. La propriété de définition d'une

jauge entraine alors que & est localement majorée.

n+l__.n

Majorons & sur l'ensemble borné V v posant

g =8 -8, (& €V)
on obtient 6&(g) g (n+l)r + r 6(gp)
lgign+1

5(8) < (n+1)[r+Sup 6(g)] = A 6,(8)
geV
puisque & est bornée supérieurement sur le compact V.

52


http://domi.ne.nt
http://mutueZZe.me.nt
http://equi.vaZe.nteA
http://tocaZe.me.nt
http://oupenZcun.eme.nt

LA LOI DES GRANDS NOMBRES

Remarque 3 : Il résulte de cette proposition que toutes les jauges de la forme GV

sont équivalentes, ce qui justifie la définition 3.

Proposition 2.- Une condition nécessaire et sufpsisante pour qu'une fauge &
S04t principale est qu'elle s0it bornée Anferniewrement et qu'il existe un

voisinage compact V de L'identité engendrant G tel que

Vn;7:032={g€6;6(9)5n}<:vn

Preuve : Supposant & principale, on a avec A > 0
Vg € G 6(g) 2 A 5,(g)+B

et donc, si g € G%g :

n—B
5y(8) € =~ < kn
- . . . 1-B . - & n
ol k est un entier supérieur a —4~ ¢e qui entraTne ng W avec
W = Vk o V.
D'autre part, il est clair que
Vg € G &5(g) > A+B
. . n+ 1 n . S n -
Réciproquement, minorons &(g) sur V -V : la relation 03n c Vv entralne
(Vn+l_vn) n @i - ¢
donc sur Vn+]—Vn on a 6(g) > n. D'otd finalement :

8(g) > 6,(g)-1

pour 6V(g) > 2.

Puisque & est bornée inférieurement on a sur V :
8(g) 2> S (g)+Cte
ce qui donne, pour tout g dans G
&(g) » §,(g)+Cte

et & est donc équivalente a 6V.
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Déginition 4.~ Soit A un groupe d'automorphismes du groupe Localement com-
nact B, & une fauge sur B. On ditf que & est A-omrnincipale s4 powr tout
a € A, La fonction 168[alx)]-6(x)| esi bornde et a4 toute jauge vérlflant
cette condition est dominée par 6.

L'introduction de cette notion est justifiée par la proposition qui suit.

Proposition 3.- Soit G = B.A un groupe Localement compact qui est prodult
semi-dinect de deux sous-groupes A et B, o et & deux fauges principales
sun A et G, B une jauge A-prnincipale sun B. Alorns La fonction A defi-
oat

i

nie
Ag) = xlb.a) = B(b)+ala)

est equivalente a 6.

Preuve : La lettre Ci désignera diverses constantes. On a les relations

5(g) < 6(a)+6(b)+C,

6(a) < Cz(x(a)+C3
On en déduit

16[a(b)1-6(b) | < &(a)+8(a )+2C,

Sup|8[a(b)]-86(b)| < + =
bEB

Comme B est A-principale on a donc
&5(b) < C,B(b)+Cg
Ce qui donne

5(g)

A

5(b)+5(a)+C] < C6X(g)+(C3+Cl+CS)

I

B(b) et considérons

Posons ulg) n(ba)

u(gg)-u(g') = Blb.a(b")1-B(d") < B(b)+pla(b')I-B(b")

Comme Sup B[a(b')]-B(b') est une fonction sous—additive de a, on en déduit
b'EB

u(gg)-u(g") < B(b)+C a(a)+Cy
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Sup u(gg')-u(g') s Cyr(g)+Cy
g'€G

La fonction du premier membre est sous—additive et supérieure &

H(g)-u(e) = B(b)-B(e). Comme & est principale on a

B(b)-B(e) < Sup u(gg')-u(g") < € o8(8)+C
g'€G

comme on a clairement o(a) < Clzé(g)+C13 on en conclut

A(8) € (C,+C ,)6(8)+B(e)+C | +C

Conollaine : Soit G un ghoupe Localement compact, A et B deux sous-
groupes fermés de G tel que G = BA, B &etant distingué dans G, o et B
deux jauges principales sun A et G, B une jauge A-principale surn B. Alors

on a
vb € B, va € A, &(ba) < C,Ia(al+B(b)I+C2 ow C;, et C, sont deux
constantes.
Preuve : On définit un homomorphisme £ du produit semi-direct B.A dans G par:

f(b.a) = ba.
Alors &[f(b.a)] est sous—additive sur B.A et, d'aprés la proposition pré-

cédente, est donc majoré&e par
C,[a(a)+p(b) ]+C,

On va maintenant donner, dans le cas des groupes de Lie connexes, des calculs
ou des estimations de jauges principales qui seront utiles dans la suite. Dans le
cas des groupes de Lie de type R de tels calculs ont essentiellement &té effec-
tués en [26]. Rappelons le résultat obtenu dans le cas d'un groupe nilpotent sim-—

plement connexe N identifié a son algébre de Lie par l'application exponentielle.

Considérons la suite centrale descendante de N : N = N! o N2o5...oN'on"H! = {e} et
écrivons 1l'espace vectoriel N sous forme de somme directe :
i=r .
N = (9 Nl/Ni+l . Si pour x de N décomposé sous la forme
et
i=r i 1/i
X = ¥x; (Xi e N /Ni+1) on pose &6(x) = Sup ”Xi" r
i=1 I<igr
ol "Xi" est une forme euclidienne convenable sur Nl/Ni+1 , on obtient une jauge

principale [26 p. 343-344].

55


http://toaate.me.nt
http://A-pnt.ncA.pate

Y. GUIVARC’H

Enfin, si H est un sous—groupe fermé du groupe localement compact G tel
que G/H soit compact, la restriction d'une jauge principale de G a H est une

jauge principale de H d'aprés la proposition 1.4 de [26].

Définition 5.- Un automorphisme u d'un espace vectoriel néel de dimension
finle serna dit dilatant sL Les modules de ses valeurs caracteristiques sont
suplrieuns a un.

Conséquence : Si u est dilatant et si B est une boule relative d une norme
fixée sur V, il existe deux constantes C > 0 et p > 1 telles que 1l'on ait :
n n
vn € N u B> Cp B

En effet, on a par hypothése

Limla ™1™ = Loy
n P
ce qui donne u "B l; B 3 partir d'un certain rang (p' > p > 1).
P
D'ol : vn € N u"™B > cp"B

Déginition 6.- SL u est un automorphisme d'un espace vectorniel V on notera
Vu Le plus grand sous-espace de V surn Lequel u est dilatant, c'est-a-
dine : V. = {x ; izﬁnu_nxn]/” = 0} V  sena appelé sous-espace dilatant rela-

w w
tif a u. n

Déginition 7.- Un groupe d’'automornphismes G d'un ghoupe de Lie nilpotent
connexe et sdimplement connexe N serna dit difatant s4 La sous-algebre de Lie
de N, supposée Lidentifiée a N, engendrie parn Les Ng(g € G) est égale a N.

Proposition 4.- Soit G un groupe d'automorphismes dilatant du groupe de Lie
nilpotent simplLement connexe N et x - ||x] une gonction sous-additive (resp
fauge) principale positive surn N. Alorns &(x) = Log(l+|xll) est une fonction
sous-additive (resp. fauge) G-principale surt N.

Preuve : Plagons—nous dans le cas des fonctions sous-additives, le cas des jauges

étant semblable. La sous—additivité de ZLog(l+|x||) résulte de

O+l C+Ex") = T+l +I=x"T+0=d U=

5 1+lxl+lxl.
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On a de plus

1+
&(gx)=6(x) = Log tl&xl

1+ x|
Comme x - Jgxll est sous—additive on a

A+B

I+ligxl . ACI+IxID+B

lgxll < AlxlI+B (A > 1) et donc <
1+ x| 1+ x|

Il en résulte que &6(gx)-86(x) est bornée supérieurement. En changeant g en
g—], on obtient que cette fonction de x est aussi bornée inférieurement. Pour
montrer que & est G-principale, on suppose d'abord que N est un espace vecto-
riel et que G est engendré par un seul automorphisme dilatant g.

Notons que si 1 est une fonction sous—additive sur N telle que

In(gx)-n(x)| soit bornée par C > 0, on a

n(g"x) s nG+C_

On peut supposer que X - |[|x| est une norme sur N. Si alors Ba désigne la
boule de rayon o, on obtient, en tenant compte de gnB] > CpnB] (p>1, C>0),
que la relation x| < Cpn entraine n(x) < Ch+D (C > 0), d'ol, en général

n(x) € C Log(1+lIxl)+D

Si N est nilpotent on 1l'identifie 3 son algébre de Lie et si 1'on désigne
par N' 1le groupe dérivé de N, 1l'hypothése sur 1'action de G et le cas parti-
culier précédent entraTnent 1l'existence d'une base (ei) d'un supplémentaire de

N' telle que
é(Xei) < C Log(l+]|Al)+D

Cette condition se traduit, a cause de 1l'expression d'une jauge principale
sur N, par la relation 6&(x) g C Log(l+|x||)+D si X est colindaire 4 1'un des

e; . Supposons d'abord que l'algébre N soit niloptente libre de classer sur les

et introduisons les automorphismes u définis par

(ej); A

=l...r
uA(ei) = Xei

On sait, toujours d'aprés 1l'expression d'une jauge principale sur N que si

X varie dans un compact on a

AlXI+B < HuX(X)H < A'[X[+B'
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Posant I = {Cek : 1zl £ 1} on obtient alors
&(uy (x)) < € Log(1+llu, (x)I)+D
6(ux(x)) < C'Log(1+|A])+D"

Si x varie dans 1'un des I

k-
Puisque le sous—groupe engendré par les Ik est égal 3 N, le théoréme de
Baire entraine que 1'un des produits des Ik contient un voisinage U de 1l'iden-—

tité. On en dé&duit que pour X dans U on a, avec de nouvelles constantes
6(ux(x)) < C Log(l+|Xl)+D
&(uy (¥)) < C'Log(1+lluy () I)+D'
Soit : vy €EN 6(y) € C'Log(l+lyll)+D'

Si 1l'algébre N n'est pas libre elle est le quotient d'umne algébre de Lie
libre associde 4 un groupe nilpotent W¥. Si 1'on désigne par m 1'homomorphisme

~

canonique de N sur N on peut définir a4 partir de & wune fonction sous-—additive

~

5 sur N par
8(x) = 8[n(]

L'étude précédente entralne alors
&5(x) £ C Log(l+lIxl)+D

d'od S5(y) < C Inf Log(l+llx[)+D
w(x)=y

&(y) € C'Log(l+lyl)+D’

Définition 8.- Soit G un groupe de Lie moyennable connexe. On appellfe sous-
groupe instable de G Le plus petit sous-groupe distingul fermé N de G
tel que O/N s0it un groupe de Lie de type R. (un groupe de Lie connexe est
dit de type R 44 Les podlds de La représentation adjointe sont de module
un) .

Pour justifier cette définition, il faut vérifier que si Ni (i € I) est une

famille de sous—groupes fermés distingués tels que G/Ni soit de type R pour

tout i et si P = N Ni . G/p est encore de type R. Notons par 721, gr les
i€l
algébres de Lie de Ni et G, posons M = n ?Zi et montrons que l'algébre
i€l
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'7/’»2’ est de type i ; on peut supposer I fini et considérer 1'homomorphisme

canonique de # dans ial 5{//,2, : son image, isomorphe i g/% est de type T2
i€l t

comme al g//” Le sous—groupe M correspondant & M est contenu dans P. L'al-

gdbre de G/ est donc de type R comme quotient de I -
S P ,”L

Remarque : I1 découle du raisonnement précédent que N est contenu dans le nilra-
dical de G puisque le quotient de G par celui-ci est localement isomorphe au
produit d'un groupe compact et d'un groupe abélien. En particulier N est nilpo-
tent. De plus N est connexe puisqu'un revétement d'un groupe de type R est
aussi de type R.

Une construction de N apparalt dans la démonstration de la proposition sui-

vante.

Proposition 5.- Soit G un groupe de Lie moyennable connexe admettant N

pouwr sous-groupe instable. ALons L& existe un sous-groupe {fermé connexe A
de G qui est de type R, opere de maniere dllatante sur Le quoitient de N
par son sous-groupe compact maximum et qul vérnigie G = N.A

Preuve : Soit é{ = %@sz une décomposition de Levi de % R K &tant ici une
sous—algébre compacte maximale de ; . On raisonne comme en [23], en considérant

97 du centralisateur de 76 dans JZ . On considére

q dans fl? :

—invariants de ‘/J-‘Z, en somme directe, r_7 et N N

une sous—algébre de Cartan

la décomposition en sous—espaces primaires de la représentation de

on obtient deux sous-—espaces a

tels que les valeurs caractéristiques de adx dans S soient imaginaires pures
P tandis que dans Y elles soient de parties réelles non nulles,

I

pour tout x de

pour certains x de D'aprés un calcul classique, Ng est une sous—algébre

de R et puisque
R - Py

c'est une algébre de type R ; d'aprés ce méme calcul on a [T, j] [ J , ce qui
montre que la sous—algébre J engendrée par j est un idéal de JT . Comme par
ailleurs [.}f, ‘7] c 2'_1 et [j‘c, ¥1ec¥ on obtient que b @ VA est une algébre
de type R et que j est un idéal de ;’ vérifiant

d- Sok) T

Enfin, puisque T = ¢+[¥,R]’ il est clair que ;7: [(7,‘7‘3] est nilpo-

tent. On va montrer que l'adhérence dans G du sous—-groupe correspondant &
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n'est autre que le sous—groupe instable N de G et que 1l'adhérence du sous-
groupe correspondant a jfe;}’ est un sous—groupe A satisfaisant la proposi-—
tion. _

Notons d'abord que, puifque A opére de maniére dilatante sur b et que
G/N est de type R on a J =M et le sous-groupe N1 correspondant a J est
contenu, ainsi que son adhérence, dans N. De plus, comme ;rﬂi est de type R
il en est de méme de G/ﬁ], ce qui montre que ﬁ] > N. Si 1'on désigne par C le
sous—groupe compact maximum de N, ona N,.C = N car 1'image de N dans N/C,

1 1
qui est nilpotent, simplement connexe, étant connexe est fermée et donc égale a N
puisqu'elle y est dense. On en conclut que A qui opére de maniére dilatante sur
J et N opére aussi de maniére dilatante sur N/n.
1 C
Conollaine : Solent & et o des fauges princdpales sur G et A. On a

alons, avec des constantes convenables A et B :

wvn € N, va € A : slna ¢ A+Bl[Log(T1+|nll)+ala)] ol n - |nl est

une fauge principale sur N/C.

La proposition suivante permet de ramener le cas des groupes de type R au

cas nilpotent.

Proposition 6.- Soit G un ghoupe de Lie connexe et simplement connexe qui
est de type R. Alons AL existe un tore C fonmeé d'automorphismes de G tel
que Le prodult semi-dirnect C. G s0it aussi Le prodult semi-direct d'un
ghoupe compact contenant C et d'un groupe nilpotent simplLement connexe N
tel que

G.N = C.G
Cette proposition découlera du lemme.

Lemme : Soit G un groupe de Lie connexe et sdmplement connexe, R son radi-
cal, A.R un "semi-simple splitting” de R. Alons L& existe un soub-groupe de
Levdi S de G ftel que Les automonphismes de R définis par Les eLements

de S et ceux de A commutent.

Preuve : On reprend, en 1'adaptant une construction due @ L. Auslander et
L.W. Green [1]. Considérons les actions adjointes de R sur les algébres de Lie

o

I et %% de R et G et notons R et R les adhérences algébriques des
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images de R dans Aut(R) et Aut(é{) : ce sont des groupes résolubles connexes
algébriques et ils admettent donc des décompositions de la forme [5] R= %.ﬁ,

R =T.8N ou E' et T sont des tores algébriques maximaux et ﬁ, N les sous-
groupes unipotents maximaux. Puisque R laisse stable T et opére de maniére
triviale sur (gém , il en est de méme de R et 1'homomorphisme de restriction

a T envoie donc R dans ﬁ. L'image de T est alors formée d'éléments semi-

simples et est donc contenue dans un tore algébrique maximal de R [5] : on peut
supposer que E contient 1'image de T. Enfin le noyau de 1'homomorphisme de res-
triction est contenu dans N puisque R opére trivialement sur g'@2 : T est
isomorphe 3 son image dans T. Puisque T opére de manidre semi-simple sur 1'alga-
bre g , 11 laisse fixe une sous—algébre réductive maximale de gi, d'aprés un
théoréme de G.D. Mostow [22] ; cette sous—algébre réductive maximale est le pro-—
duit de son radical par une sous—algdbre de Lévi J de ;f qui est invariante

par T. Comme T opére trivialement sur ;fén , il opére trivialement sur ¥ et
si S désigne le sous—groupe de G correspondant, les automorphismes de R asso-—

ciés aux éléments de T et S commutent. Puisque, par définition A est 1'image

de R dans T, on obtient bien 1l'assertion du lemme.

Preuve de la proposition 6 : Avec les notations du lemme précédent, soit K un

sous—groupe compact semi-simple de G qui commute avec A et considérons 1'adhé-
rence C de A dans le groupe des automorphismes de R : C commute avec 1l'action
de K et l'on peut donc considérer le produit semi-direct C.G = (CxK).R. Puisque
A = C et que C est abélien, 1'action de C sur C.G laisse invariant A.R.
qui d'aprés [1] est égal a A.N. ol N est le nilradical de A.R. Il en découle
que N est distingué fermé dans C.G. On a donc C.R = C.N et C.G = K.(C.R) =
(KxC) .N.

Enfin GN

KRN = KAN

GN (KxA).N = C.G

puisque RN = AN, [1].

Définition : On dina qu'une fonction a valeurs complexes surn un groupe de Lie
engendrne par un compact V est a crnodssance Lente 54 £'on a

£2im Sup |6(g)|]/” < 1
N geEUN

Notons enfin que la proposition précédente admet la conséquence suivante.

Proposition 7.- Soit G un groupe de Lie moyennable connexe et simplement
connexe. Alons L'ensemble des fonctions représentatives sun G a crodssance
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Lente est une algebre stable pan trhanslations. Cette algébre est formée de
fonctions constantes suivant Les classes du sous-groupe dilatant de G et
sCpare ces classes.

Le lemme suivant précise la structure des fonctions représentatives a crois-—

sance lente.

Lemme : Sodlt G un groupe de Lie engendrné par un compact V, § une fonction
neprésentative sunt G. Alorns Les conditions sulvantes sont equivalentes :

1) § est a croissance Lente

2) 4 existe des elLeéments 81+, de G tels que, poun tout h de G

2im ingl Sup 5(gnhgi)] > 0
n Telgh

3) {2 existe un entien d et une constante C telle que

16(9)1 < Clo,lg) 1%

Preuve : Soit E est 1'espace vectoriel engendré par les translatées a gauche de
f et p 1la représentation de G dans E par translations. 1 = 2 : La condition
. . . 1 - PR
1 implique que pour tout g de G on a llm"p(gn)“ /n £l od || || désigne une
n

norme sur E. Ceci signifie que, pour tout g, les valeurs propres de p(g) sont

de module un. On en déduit

lim inflp(g™ £l < O
n

Si alors g; (i = 1,...,r) est une partie finie de G telle que pour tout
x de E

Ixl = Sup |x(g,)|
lgigr

on obtient la condition 2.
2 =3 : La condition 2 implique 1lim ianp(gn)H > 0 ol x est une translatée de
£7. n
Cela signifie que les valeurs propres de p(g), dans le sous—espace invariant
par p(g) engendré par x, sont de module un au moins. Il en est de méme dans E
puisque les translatées de f engendrent E. Finalement, les valeurs propres de

p(g) dans E sont de module un. Montrons que cette propriété implique, par réc-—

currence sur dim E, 1'existence d'un entier d et d'une constante C telle que :
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o)l < C[év(g)]d. Si dim E = 1, 1l'assertion est claire car p(g) est une mul-
tiplication par un nombre complexe de module un.
Dans le cas général, on sait d'aprés [7] qu'il existe un sous—espace E, * {0}

de E 1invariant par p(G) et sur lequel p(G) laisse invariant un produit sca-

laire. Notons S et p les représentations déduites de p dans E1 et E/E1
et écrivons E = E] ® E2 ol E2 est isomorphe i E/E]. Définissons une norme sur
E1 et E2 par la formule |[Ix}] = Sup(ﬂxlﬂ,ﬂxzu) odi x = x1+x2 (x1 € EZ’ X, € EZ)'

On a alors, pour g et h de G :
lo(gh)ll € lp(adll o)l + Il o (h)l
Si 1'on pose

¢(n) = Sup lp()ll, p(n) = Sup p(h)
g€Evn hevn

On obtient alors
d(n+1) < C'Y(n)+¢(n)
puisque Io(e)l = 1
' - ~ da . .
L'hypothése de récurrence PY(n) < Cn implique alors

¢(n) < C"nd+]

Preuve de la proposition : La premiére assertion est claire.

Si f est une fonction représentative 3 croissance lente et si p est la re-—
présentation associée, p(G) est formé d'opérateurs dont les valeurs propres sont
de module un ; l'image de p(G) dans la représentation adjointe possé&de la méme
propriété et p(G) est donc de type R. Ceci montre que le noyau de p contient
le sous—groupe dilatant de G. Si G est produit semi—direct d'un groupe compact
K et d'un groupe nilpotent simplement connexe N on obtient un ensemble séparant
de fonctions représentatives en prenant les fonctions représentatives de G/N = K
et les polyndmes sur N prolongés a4 G par la formule P(nok) = P(n) [n € N,

k € K]. Comme ces fonctions sont 3 croissance lente, le théoréme est démontré dans
ce cas. Si G est de type R, l'injection de la proposition 6 dans un groupe du
type précédent fournit le résultat. Cette conclusion s'applique au quotient de G
par son sous-groupe dilatant, qui est simplement connexe de type R et la proposi-

tion en découle.
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B - La loi des grands nombres pour les groupes de Lie moyennables

D'aprés la proposition 5 de la premiére partie et son corollaire, on est ra-
mené 4 étudier le cas d'un groupe d'automorphismes dilatant d'un groupe nilpotent
et le cas d'un groupe de type R. Dans ce dernier ces, qui est le plus substanciel,
les théorémes découleront d'une &tude de 1l'opérateur de convolution par une mesure
bornée sur 1'algébre des polyndmes sur un groupe nilpotent simplement connexe. On
utilisera en particulier une notion de degré qui est un cas tés spécial des filtra-
tions é&tudiées systématiquement en [15].

Le passage au cas d'un groupe de type R général se fera en utilisant la tech-—
nique du ''semi-simple splitting' [1].

11 sera commode pour alléger 1'exposé de supposer que la probabilité considé-
rée admet des moments de tous ordres. Les résultats resteraient valables avec seu-
lement 1'existence d'un moment d'ordre un et pourraient s'obtenir par des techni-
ques de troncature.

La proposition et les théorémes qui suivent sont des résultats partiels qui

serviront a établir le résultat final énoncé dans le théoréme 3.

Proposition 1.- Soit G = B.A un prodult semi-dirnect du aroupe Localement
compact B et du groupe d'automorphismes A, B et o des jauges principa-
Les sunr B et A, p une probabitité sun G. Posons

g = blg).alg) avec b(g) € B, alg) € A.
alalgy,..g,)]

Si R'on suppose que presque sirement on a  Lim - =0
n
que Log[1+glb(g)1] est p-intégrable, alorns on a
.1
Eﬁm E’L09[7+B[b(91""9n)]] = 0.
Preuve : Remarquons d'abord que si u est un automorphisme de B on a

1+ (ub) < p(W)[1+B(b)]

pour une fonction p(u) vérifiant puv) £ p(wWpW).

1+B (ub) P 1+AB (b) +B
En effet 156 (b)Y est bornée par ——T:ETET—-s A+B.

Car B(ub) est aussi une jauge et B est principale. On pose alors

1+B (ub)
p(u) = Sup —Fms~— .
bep 1B (D)

Observons aussi que si X~ est une suite de variables aléatoires réelles in-

dépendantesayant méme loi et un moment d'ordre un ; on a presque partout, &€ étant
P y q P

64



LA LOI DES GRANDS NOMBRES

fixé, |X | < € +A avec une constante A convenable. Ceci découle du lemme de
n n

Borel—-Cantelli.

Posons alors gbg_1 = g(b) b(gi) =b, et 1'on obtient
TN
~ S
b(g ...8,,1) = b, g,(byg g, (by) g ...8 (b )
~ TN
Blb(g,---g,, )] € Co+rD+B(b I+ (g b +...+B(g ...g b )

L. NN TN
Utilisant ]+B(g]...gkbk+1) < p(gl...gk)[1+B(bk+l)] et se plagant sur la

partie QZ de GN ol 1'on a simultanément

p(gy---g) < A(1+8)k
k
1+B(bk) < A(l+g)

on obtient
k=n

140 (g, -8, )] € CarD)+a? £ (1+e)°"
k=0

1+B[b (g, g, )] € ClnrD)+a? (1 L) (1ag) P

ITH[|+B[b(g1...gn>]]’/“ < (l+g)?

n
Enfin 1'hypothése Log[l+B(b(g))] p-intégrable et le fait que 1l'on ait

p(g) < eAa(g)+B

- ~ . . N . ~ .
entralnent que la réunion des QZ lorsque A wvarie est G sauf une partie négli-
geable et la proposition découle donc de l'arbitraire de €.

Dans le cas des groupes de type R, on a les résultats suivants qui précisent

considérablement la proposition.

Theoneme 1.- Supposons que G s0lt un prodult semi-dirnect d'un groupe nilpo-
tent N et d'un groupe compact K. Alors s4 p est centrnée et 44 La profec-
tion canonique de G sur K est apérniodique, on a pour toute jauge princi-
pale & surn G :
n
em L8
n
n
Théoneme 2.- Supposons que G s0lt un groupe de Lie connexe de type R et
que p bs0dlt apériodique et centrnle. ALons, pour toute fauge principale &
sun G oon a
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"(s)
gim 181 _
" n
Le théoréme | découlera aisément du théoréme 1' et le théoréme 2 du théoréme 1.

Théoréme 1'.- Supposons que G soit Le produit semi-direct d'un ghroupe nil-
potent N et d'un groupe compact K et que p s0it une probabilité centnée
a suppont compact dont La projection sun K est strnictement apérniodique.
Alons, pour toute jauge principale & La sulte BS%QL est boanée.

Le théoréme 1' résultera de deux propositions, pour 1'énoncé desquelles nous
avons besoin de quelques notations.

Soit N un groupe de Lie nilpotent simplement connexe que l'on identifie a
son algébre de Lie et ol le produit xoy de deux éléments x et y s'exprime

donc, par la formule de Haussdorf, comme une somme de monomes de Lie en x et y.

. r r+1 .
Soit N=N! 5N?2 > ... DN oN = {0} 1la suite centrale descendante de
N, (ei)]<i<n une base adaptée 3 cette suite, c'est—3-dire telle que, pour tout
- s _.
s £ ¥, les vecteurs e, appartenant a N en forment une base. Désignons par J&

1'algébre des fonctions polyndmes sur 1'espace vectoriel N et par (xi) le

Igign
systéme des fonctions coordonnées associé a la base (e.) . .
17 1gign
On définit une notion de degré sur cette algébre en attribuant un degré a cha-
que générateur X; le degré de X noté ''deg Xi"’ est par définition égal au

plus grand entier s tel que e appartienne a3 N .

On peut alors énoncer la

Proposition 1.- Soit p une probabitite sut N ayant des moments d'onrdre

quelcongue.

Alons £a convolution a gauche parn p conserve Le deghé des polyndmes et a4
p est centrnle, fa convolution par p-§, abaisse Les degnés de deux unites
au moins.

Cette proposition résulte immédiatement du quatriéme des lemmes suivants en y

prenant y = p—éo.
Lemme 1.- Poun tout polynome A sun N, Le polyndme de deux variables
Alxoy)-A(x)-Aly) est de degné total au plus égal a celul de A et de degné

partiel, parn napport a chacune des variables, strnictement Lnférieuwnr.

Preuve : Observons que les coordonnées d'un monome de Lie en x et y sont des

66


http://6emi.-ciln.ect
http://centn.ee
http://Vn.opoottt.on
http://centx.ee

LA LOI DES GRANDS NOMBRES

polyndmes en x et y dont le degré total, au sens ici défini, est inférieur ou
égal 3 r et dont les degrés partiels sont donc au plus égal 34 r-1 si les deux

variables y figurent. On peut alors prouver l'assertion du lemme par récurrence sur

la classe r de N et l'on peut supposer que A = X, est 1'une des fonctions
coordonnées.

Si r =1 xi(xoy)—xi(x)—xi(y) est nul et l'assertion est claire.

Si r>1 et x; est de degré strictement inférieur @ r 1la conclusion ré-

sulte de 1'hypothése de récurrence.

Si x; est de degré égal a3 r, la conclusion découle de 1'observation initia-
le car Xoy—x—y est une somme de monomes de Lie.

soit W l1'algébre enveloppante de N, :f 1'idéal de WU engendré par N
et 42 1'algébre complétée de W par rapport a la filtration définie par les puis-—
sances qu de ﬂﬂ On appellera ordre d'un élément de U 1e plus grand entier n
tel que cet élément appartienne a J’n- Enfin, on peut faire opérer un élément de

U sur 1'algébre Jt' comme un opérateur différentiel invariant a droite par le

groupe N. Le lemme suivant précise cette action et montre qu'elle se prolonge

a U -

Lemme 2.- Le trhansformé d'un wolyndime de degré d par un élément de U d'on-
dre n est un polyndme de degré d-a au plus.
L'action de U sun F& se protonge done a U avec La méme nopridts.

Preuve : Il suffit de vérifier que les éléments de N, opérant par dérivation,
abaissent les degrés d'une unité. Or prenant un élément u de N et un élément A
de Jb on a :

A(tuox)—A(x)

(u A)(x) = 1lim .

t=0

ce qui montre, grdce au lemme 1, que (u A)(x) est un polyndme en x de degré in-

férieur a celui de A.

Lemme 3.- Soit,un &lément de N. Afons £'action sur . de £'clement de W :

C = 1+x+...+7’§—'T +... est La translation & gauche par x.
Preuve : Soit y un élément fixé de N et considérons le polyndme en t
Q(t) = A(t Xoy)
. , 1k
Ecrivons Q(1) = Q(0)+Q'(0)+...+ ET'Q (0)+... et notons que
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A(BXot Xoy)~—A(tXoy)

5 (x A) (txoy)

Q'(t) = lim

6-0

En remplacant, dans la formule précédente Qk(O) par sa valeur (xkA)(y) on
obtient

AGoy) = T pr KA = (FM ().
k>0 —°

Lemme 4.- Supposons que La mesurne bornée y  alt des moments d'ordre guelcon-
que. Alons £'action sur A de L'ekément de U u = Iy e Xdyl(x) n'est au-
the que La convolution a gauche par u. En paticulien, sL La masse de w  est
nulle et 54 L£'éLément X dul(x) appantient & N>, La convolution a gauche
par U abaisse Les degrés de deux unités au moins.

Preuve : On a d'aprés le lemme 3
xA) (v) = [LA(-xoy)du(x) = fie Aly)du(x) = paly)

- ok
u o= fau(x)= [x du(x)+...+ ¢ i? kadu(x)+,_,

et l'hypothése [dp(x) =0 fx du(x) = 0 entraine bien que a est d'ordre 2.

D'oli la conclusion d'aprés le lemme 2.

Proposition 2.- Solt N un groupe nilpotent simplement connexe, K un groupe
compact d'automorphismes de N, p une probabilité sur Le prodult semi-direct
N.K dont La projection p sun K est apériodique et considérons L£'operateur

P de convolution par p sur £'espace homogene N = G/g.
Alons, s4 un polyndme A verifle (P-I){2 A = 0, poun un cerntain k, L€ verni-
fLle aussi degl(psA-A) ¢ deg A-2.

Avant de démontrer cette proposition, introduisons quelques notations et dé-

montrons deux lemmes. On notera p et p respectivement les projections de p

sur K = G/N et N = G/K et l'on désignera par p la limite vague de la suite de

mesures Bn = % (6e+54...+§n).

Lemme : Pour tout polynome A sun N véndiflant (P—I)kA = 0 pour un certain

kR, on a :

A = pxA+B
avec deg B < deg A.
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Preuve : Considérons les actions de p, P, et p sur zﬁh[ﬁé_l quotient de 1'es-
pace des polyndmes de degré d au plus par celui des polynOmes de degré d-1 au
plus. Puisque N opére trivialement sur cet espace, les opérateurs Q, Q associés

~

~ R 3 - . - -~ -~ - . -
a p et p coincident et comme l'opérateur Q associé a p vérifie

Q = lim %(I+5+...+an)
n

On a classiquement :

/A, = Ker(Q-1) ® Tm(Q-1T)

Ker(E—I) Ker(a—I)

m(Q-1) = Im(Q-T)

La relation (P—I)kA = 0 donne alors, en notant A 1'image de A supposée
de degré d, dans Oﬁ'd/ﬂa_l

~ ke ~ ° ~0 o
(Q-I) A =0, (Q-I)A = 0, QA = A.
Ceci signifie que pxA-A est de degré strictement inférieur 3 d et achéve

la démonstration.

Lemme : S& p  est apériodique, La mesure sut N pxp  est centrde au sens
du groupe nilpotent N.

~

Preuve : On sait que, puisque ©p est apériodique, p coincide avec la mesure de
Haar normalisée sur K. Soit f wune forme linéaire sur N nulle sur N' c'est-

a-dire un homomorphisme de N dans le groupe additif des réels et considérons

Pap(£) = [ EGIAM*p) (x) = [f £ (kx)dp (k) dp(x)
(pxp) (£) = J’Ng(x)d{)(x) avec g(x) = ij(kx)dE(k)

Comme g est ici K-invariante, elle se prolonge en un homomorphisme de G
dans R qui est trivial sur K. L'hypothése p centrée dans G entraine alors
que 1l'intégrale ng(x)dE(x) est nulle et donc que ;*5 est centrée.

On peut maintenant démontrer la proposition : considérons les décompositions
A = pxA+B

(P8 A = Dx (p=8 ) A+C
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avec deg B < deg A, deg C < deg(p-ée)*A.

Notons d'abord que, puisque B*A est K-invariant, on a :
(p—ée)*A = (p—ée)*P*A+(p-6e)*B

et donc (p—6e)*A est de degré strictement inférieur a celui de A noté d.

I1 suffit donc de voir que g*(p—ée)*A est de degré d-2 au plus :

5*(p—6e)*A 5*(5—68)*5*A+E*(p—6e)*B

E*(p-ée)*A (5*5—6e)*(5*A)+5*(p—6e)*B

Comme 5*5 est centrée, le lemme précédent montre que le premier terme est
bien de degré d-2 au plus. Calculons le second terme modulo de_z : 1'action de
5*(5—66) se réduit dans ;éh—lﬁis—Z a celle de E*(p—ée) et est donc nulle d'a-
prés la définition de p.

Conollaine : Considérons La situation de La proposition 2 et supposons de plus
p Asthictement apérniodique. ALons, poun tout polyndme A surn N, P *A(0)  est
somme. d'un polynéme en n de degré au plus égal a [gg%_é] et d'une fonction
exponentielle polynome tendant vens zéro a L'infind.

Preuve : Montrons que les valeurs propres de P différentes de | sont strictement
inférieures 3 | en module. Soit &f& 1'espace des polyndOmes de degré d au plus
et considérons l'action de P sur Jtaﬂﬂ;_l : 1'action de N, par translation sur

. - - . - -~ ~
cet espace est triviale et P est donc, sur cet espace, l'opérateur associé a p.

~ 3 - . - - o -
Comme p est strictement apériodique, les valeurs propres de l'opérateur associé

ne peuvent étre de module 1 sans @tre égales a 1 [16].

Décomposons 1'espace Jﬁj en somme de sous—espaces caractéristiques : si A
appartient a un tel sous—espace, supposé différent de Ed = kglKer(P—I)k, (pn*A)(O)
est une exponentielle polyndme dont les termes exponentiels sont les valeurs pro-
pres différentes de 1 de P et qui tend donc bien vers zéro a l'infini d'aprés ce
qui précéde. Enfin, en restriction & Ed’ ona P =1I+U ol U est nilpotent avec
U[d/2+]] = 0 d'aprés la proposition 2. On a donc :

P’ = % c’;Uk
2

5N

d'ol le résultat car C est un polyndme de degré k.

Preuve du théoréme 1' : On peut maintenant démontrer le théoré&me 1' : on passe d'a-

bord au quotient par le sous—groupe compact maximum distingué de N qui est carac-
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téristique dans N.K. Puis supposant N sans sous—groupe compact propre, on con-
sidére le groupe de Lie N connexe et simplement connexe qui contient N comme
sous—groupe uniforme [21] : K opére sur N par automorphismes et N.K est donc
un sous—groupe uniforme de N.K ; il en découle qu'une jauge principale sur N.K
fournit une jauge principale sur N.K, par restriction ; d'autre part, un homomor-
phisme )\ de N.K dans R se restreint 4 N.K en un homomorphisme et l'on a

donc, puisque p est centrée :

Ja.x @®dp(e) = [ (A(g)dp(g) =0

Ce qui permet de supposer N de Lie simplement connexe. Il suffit aussi de

démontrer le théoréme pour une jauge principale particuliére. Supposant 1'espace

vectoriel N identifié a @® Nk/ kel OO obtient une jauge principale & sur
Igksr N

N en posant [26]

x = > s (xk € Nk/ k+])

Igkgr N
k, 1/k
s = sup xS/
I<kgr
- k . PR k
ol [lx I désigne une norme euclidienne convenable sur N / Ktl®
N
Posons aussi ©&(x) = sup 6(pxp_l) et observons que & est encore une jauge
pEK

sur N qui se prolonge 8 G en une jauge principale par

o

S5(xp) = 8(x).

o
Comme 1l'inégalité &(x) < A 6(x)+B conduit a :

o

p"'x6 < A pUx6+B

n
. . DU *S ~
il suffit de vérifier que P *¥9 .5t bornée. Or on a, en posant pour abréger

6,0 = IxI v

M) (0 = GO 5 = M0

kgr kgr

I

(Pn*éik)(O) < Cte nk

2 ~ .
car & est un polyndme de degré 2k d'ol, enfin (pn*é)(O) < Ctevnm

k

Preuve du théoréme 1 : On considére la nouvelle probabilité q = %—(p+66) qui est

centrée comme p et dont la projection q sur K est strictement apériodique :
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sinon il existerait un sous—groupe distingué H de K tel que la projection de

q sur K/H soit concentrée en un point distinct de 1'élément neutre ; ceci est
1

impossible puisque q(e) = 5 -
Or
1 k k
qn = - x Cnp
2" Ogkgn
n k
et un raisonnement classique montre que lim g—£§1-= lim R—éél .
n(é) n k
D'ol la conclusion puisque 1im-g—5—— = 0.
n
Preuve du théoréme 2 : On peut, d'aprés le théoréme 2 de 1l'introduction, supposer

G simplement connexe.

On a montré en A) l'existence d'un groupe de Lie connexe L contenant G,
comme sous—groupe uniforme qui est produit semi-direct d'un sous-groupe nilpotent
N et d'un groupe compact K et tel que GN = L. Alors le théoréme 1 s'applique
a L et p puisque le support de la projection de p sur K engendre K et

que la restriction d'un homomorphisme de L dans R a G est encore un homomor-

phisme : si & est une jauge principale sur L, on a
n
lim 2880 _ ¢
n
n

On en déduit le résultat voulu puisque la restriction de & a G est une jau-—
ge principale.

On peut maintenant énoncer et démontrer le résultat principal de ce paragra-

phe.
Theordme 3 : Soit G un groupe de Lie connexe et moyennable, p une proba-
bieite apérniodique surn G admettant des moments de tous ondrnes et centrie,
V un voisinage compact de e dans G, alorns on a
8,(g4...9,)
-g-]—n—"— -0 pN-presque partout sun GV.
n
Preuve : Considérons le sous—groupe instable B de G et un sous—groupe A de
type R qui opére de manidre dilatante sur N et vérifie G = BA, 1l'existence de

A @étant démontrée dans la premiére partie.

Considérons le produit semi-direct T = B.A et l'application canonique de G
sur G qui 3 (b,a) associe le produit b.a dans G. Soit q wune probabilité
sur G ayant une infinité de moments, centrée et d'image p.

Si o et B désignent respectivement une jauge principale sur A et une

jauge A-principale sur B, on a puisque ¢q est centrée, presque partout :
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ala(g,.-.g.)]
lim ! D~ -0
n
n

Log[1+B[b(g,...5 ) 1]
1lim 5 =0
n

d'aprés le théoréme 2 et la proposition 1, en posant pour g € G g = b(g).a(g).
Comme «f (g)l+Logl[l1+B[b(g)]] est équivalente a une jauge principale sur G, on a
bien, si V est un voisinage compact de e engendrant T et d'image V dans G
&y(g,---8)
lim ——1 M _
n

n

et puisque 6V(ba) < év(b,a) si b € B, a € A on a bien en prenant les images

dans G, le résultat annoncé.

C — Le cas des groupes non moyennables

On étudie dans ce paragraphe une notion de croissance relative 3 la mesure de
probabilité p et on déduit des conséquences relatives au comportement asymptoti-
que du produit sn(w) = X eeeX o, dans le cas d'un groupe non moyennable.

On relie aussi 1'étude de la moyennabilité des espaces homogénes et le théo-
réme de densité de Borel.

Soit E un G-espace topologique localement compact séparable muni d'une me-—

sure de Radon invariante qui ne s'annule pas sur les ouverts ; la mesure d'un en-—
semble A sera notée par |A| dans la suite. Supposons donnée sur ExE wune fonc-
tion continue & vérifiant 1'inégalité triangulaire : Vx,y,z € E &8(x,z) < &§(x,y)

+5(y,z) et Vg € G Supb(gx,x) < +co. On peut alors poser la
x€E

Deginition 1.- On appelle croissance de E nelative a & Le nombre positif
ou nul, eventuellement Anfinli c(8) dégindi par

—_— ’
cls) = &im — Long;‘l]

n
ol B:‘L={y€E;6(x,y)sn} nx 0.
L'inegatite trhiangulaine vernifiée par & assure que ce nombre est indépen-
dant de «x.
Exemple : Si E est un espace homogéne du groupe G supposé engendré par le voi-

sinage compact V de 1l'identité, on peut définir une fonction 65 du type précé-

dent en posant : 65(x,y) = Inf{n >0 ; y € an}.
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E

A%
est un nombre fini Cy dont la nullité est indépendante de V, comme dans le cas

Si E possé&de une mesure G-invariante, la croissance de E relative a &

des groupes [17]. On dira aussi que E est a croissance exponentielle ou non,
suivant que Cy > 0 ou cy = 0.
Déginition 2.- Pour une probabilité p sur Les bonéliens de G, on appellera
crodssance de p dans E, La boane Linférnieune des néels o > 0 tels que,
poun toute fonction ¢ contlnue & support compackt, AL existe une suite crols-
sante exhaustive de boréliens An telle que

P | i n _
I/yclm 7w Log]Anl < a et LﬁmjAnp *¢ (x)dx = IE¢(x)dx.

Afin de relier les deux croissances précédentes, posons S(X) = Sup(x,gx)

5(g) = Sup &(gx,x) = &(g
X

fSupl&(g),5(g) 1dp(g) < +eo.
X

DU .. X
) et supposons que p vérifie la condition” de moment

Considérons alors le produit partiel gauche tn(w) =X ...X) ol

w = (xl,...,xn,...) €N = GN, et la suite de fonctions S[tn(w)] qui, & cause de

la sous—additivité de & et de la condition de moment, satisfait les hypothéses du

théoréme ergodique sous-additif [14] : on a, presque sirement :
n. -
.1 = _ .- P (&) _
1;m a 6(Xn...xl) = I;m - = v(&).

Proposition 1.- Avec Les notations et hypotheses précédentes, La crodlssance
¢ de p dans E vernifie £'indgalits c <~ (8).c(s) oi
v (&) = Suply(s),0].

. + PR . oa e
Soit o > y (8) et considérons la suite de boréliens

_ Ry _ )
A =8B =1z ; 6(,2) ¢ na}

LoglAnl

Alors on a par définition de c¢(&) : lim — g s ac(8) et de plus :

[y @%e0) (0ax = f, axf_o(e ') ap" W)
n n
n N
fAnp ¥ dx = fodp (W) fpl, (£ y)e(n)dy
Or, par définition de +vy(8), on a presque siirement, pour y fixé :

lim lA (tny) = 1
n n
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Comme ¢ est & support compact, on en déduit :
lim IA p o (x)dx = IE¢(x)dx
n n

Cornollaine : S4 E est un espace homogene de G & chodssance non exponen-
tielle La croissance dans E d'une probabilité sur G est nulle.

Si E =G et si p admet une densité continue 3 support compact V la
croissance de p est relide a 1l'entropie h de p au sens de [2] qui est défi-
nie par

1 n n
0 — [P (8)Log p'(g)ds

On a en particulier 1la

Proposition 2.- Avec Les notations et hypotheses précédentes on a h < c.

Preuve : Soit An une suite croissante de compacts et posons A; = Vn—An.
Alors
1 n 1 n
nh_ = f Log dp (g)+[, ,Log dp (g)
n A n A
n p () n p (8)
0 la_ I n |Aé|
nh <€ p (A )Log ——— + p (A')Log
n n n n n,,,
p (A) p (A))

on en déduit

n n n n
nh_ < LoglAn|+[1—p (An)]LogIV |-Log p (An)—p (Aé)Log pn(Aé)

. n . n . n
< = ' ' =
Si lAn! et I;m P (An) 1 ona 1lim p (An)Log pn(An) 0
loglAnl
et lim h £ lim —————— £ & .
n n
Donc h € c.

Cornollaine : Soit G un groupe de Lie connexe moyennable et p une probabi-
Lite centrnle ayant une densite continue A support compact sur G. Alons elle
est d'entrople nulle et, en particulien n'admet pas d'autrnes fonctions hawmo-
niques bornées que Les constantes.
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Preuve : On a vu en B que les hypothéses faites sur p impliquent que, si V est
un voisinage compact de l'identité, y(év) = 0. Or d'aprés les deux propositions
précédentes h g c g c(év)y+(6V). Comme C(6V) < +c, Oon a bien c¢ = h = 0.

La derniére assertion découle de la nullité de h, [2]. Elle est également
prouvée en [3], par d'autres techniques.

La croissance de p dans E est reliée au rayon spectral g de 1l'opérateur

de convolution associé a p dans L2(E) par la

Proposition 3.- Avec Les notations précédentes on a £'inégalitée

c 2 -2 Log o

Preuve : D'aprés 1'inégalité de Schwarz, on a, si ¢ est une fonction continue

a support compact et An une suite croissante de boréliens

1/2

1S, Ped G dxl < Ip ol , 14| et si
n

lim IA pn*¢(x)dx = IE¢(x)dx
n n

[ 0Godxl < (are) ol ,la I '/?

pour n assez grand et g > 0O arbitraire.

En particulier, si ¢ > O on obtient

2 (ote)+ limlAnl]/n > 1
n
d'od c > -2 Log @

Déginition [11] : On dina que Le G espace E est moyennable 5'4iL existe
une gornme Linéairne G-Ainvarniante positive m surn CB(E) ztelle que m{l1) = 1.

I1 découle de [4] et [10] que si la probabilité apériodique p admet sur

L2(E) un rayon spectral égal & un, E est moyennable. On en déduit le

Conollaine : Supposons p apériodique et E non moyennable. Alons La crhodis-
sance de p dans E est strnictement posditive. En particulier s4 & sur ExE

est & crodssance finde et 54 &(g) = Sup &(x,gx), on a presque sdrement
A X€E - -, -

Lim 5(gn...g,) = v(8) > 0. On suppose Lol que jGSuplé(g),é(g 7)|dp(g) < +eo.
n
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Preuve : Puisque r < I, on a

c > -2 Log o >0

De plus : 0<c<x< Y+(6).c(6)
D'ol, puisque c(8) < +o : Y+(6) > 0
y(&) > 0

En particulier, on a le

Corollaine : Soit E un espace homogéne de G non moyennable possedant une

mesuwne Lnvarniante, p une probabifité apérniodique sun G = U vt ot
nx>0

Sg(g) = Inflns 0; vxeE gxeUx}
Alons on a presque sirement

1
n

E E
V(gn...gl) = vy >0

Lim — &
n

En particulier, d'aprés le corollaire de la proposition 1, si E est a crois—
sance non exponentielle il est moyennable. On peut noter aussi que si E = G, ce
corollaire montre que la circonstance Y(GV) = 0 ne peut se présenter que si G
est moyennable ; une autre condition nécessaire, évidente, est que p soit cen-
trée. Ce corollaire s'applique en particulier si G est semi-simple, sans fac-
teurs compacts ou du type SO(n,1) et SU(n,l1), aux espaces homogénes de mesure
invariante infinie car G posséde alors la propriété de Kajdan [18] et les espaces
homogénes moyennables de G sont de mesure invariante finie. Mais si G est de la
forme SO(n,1) 11 posséde des sous—groupes discrets [' tels que G/T soit moyen-
nable et ne soit pas de mesure finie [26]. Le premier corollaire permet aussi de
retrouver en les améliorant, certains résultats de H. Furstenberg [19] qui concer-
nent le cas oG E = Rn~{0} et G < S1(n,R).

On va d'abord étudier la moyennabilité d'un tel G-espace en reprenant un argu-

ment dd 3 H. Furstenberg [18].

Proposition 4.- Sodt UV un espace vectoriel néel de dimension finie et G un
groupe contenuw dans Le groupe Linéaire de V. ALons Le G-espace V-{0} est
moyennable 5L et seulement s4L G possede un sous-groupe d'indice fini G’

et UV un sous-espace V' G'-LAnvariant tel que L'image de G' dans Le grou-
pe projectif de V' solt nelativement compacte.
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Cette proposition découlera de deux lemmes. Disons qu'une mesure de probabi-
1lité sur 1l'espace projectif est propre si elle n'est pas portée par une réunion

finie de sous—espaces projectifs propres.

Lemme 1 : Solt v une mesure de probabllité propre sun L'espace phrofectif
qui est G-Anvariante. ALons L'image de G dans Le groupe profectif est rnela-
tlvement compacte.

Ce lemme est en fait prouvé en [12] et [14] (cf aussi [17]).

Lemme 2 : Le G-espace V-{0} est moyennable 5L et seulement 5L G Lalsse
Anvardlant une mesure de probabilité sur L'esvace profectif P(V) associl a
V.

Preuve : Soit m 1'application canonique de V-{0} sur P(V). Si alors m est
une moyenne G-invariante sur V-{0} on peut définir une probabilité sur P(V)

G-invariante par la formule
m(m) [©0] = mlwom]

L'invariance de m 1implique celle de Tm(m). Inversement, soit v sur P(V)
qui est G-invariante et considérons la plus petite réunion de sous—espaces pro-

jectifs portant v ainsi que sous—groupe G' © G qui fixe chacun de ces sous—es-—

paces : les restrictions de v & ces sous—espaces sont irréductibles et donc
d'aprés le lemme 1, les images de G' dans les groupes projectifs correspondants
sont relativement compactes. L'image de G' dans le groupe linéaire de la somme W

des sous—espaces vectoriels associés est donc moyennable. Il en est de méme de 1'i-—
mage de G puisque G' est d'indice fini dans G et W-{0} posséde donc une

moyenne G-invariante.

Preuve de la proposition 4 : Si V-{0} est moyennable, on applique la premiére

partie du lemme 2 et, comme & la fin de la démonstration de ce lemme, on considére
la plus petite réunion de sous—-espaces projectifs qui porte la mesure G-invariante.
Par restriction 4 1'un de ces sous—espaces, on obtient la conclusion voulue.
Réciproquement, le sous—espace V' et le sous—groupe G' de la proposition
sont tels que V'—-{0} possé&de une moyenne m' qui est G'-invariante. La moyenne

m définie par

[G/Gq]m = _Z gm' est alors G-invariante.
g€G/Gv
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De cette proposition et du premier corollaire de la proposition 3 découle le

résultat suivant énoncé sous une forme légérement différente en [13] :

Conollaine : Soit G un sous-groupe de SE(n,R) ne Lailssant pas de mesuwre
Anvariante sun L'espace projectif pn_l. Soit p une meswre de probabllite
apériodique sun G telle que L'intégrale

jGSup(Log|g|, Log||g—1|])d)o(g) S04t finle. Alons on a, presque sire-

ment
T B
Eﬁm m Logngn...glu =y >0

o vy est une constante.

Preuve : La condition imposée a4 G implique, d'aprés la proposition précédente, la

non-moyennabilité de Rn—{O} considéré comme G-espace.

Prenant g(x,y) = Log %%% , on a bien
5(g) = Sup &(x,8x) = llgl < +o et la croissance v(§) de §&§ vaut

xcR™

—_ k
vy(&) = 1lim %—Log("xﬂe )rl = n < +oo.
k

D'ol l'existence et la positivité de la limite cherchée
Avant d'appliquer la proposition 4 3 une propriété de densité analogue au

théoréme classique de Borel, énoncons la proposition trés simple, suivante :

Proposition 5.- Soit G un ghoupe Localement compact, o une hephrésentation
Lrineductible de G dans un espace vectoriel rnéel V  de dimension ginie, H
un sous-groupe fermé de G tel que O/y s0it moyennable. Alors si p(G) ne
Laisse pas de mesure Lnvarlante sur Les espaces profectifs assoclés aux puls-
sances exténieures de V, La nestrniction de p a H est unlductible.

Preuve : Puisque G/H est moyennable, p(H) ne peut laisser de mesure invariante
sur les espaces projectifs considérés car p(G) posséderait alors la méme proprié-
té. En particulier, si p(H) 1laissait un sous-espace de V invariant, supposé de
dimension k < dim V, p(H) 1laisserait un point invariant, donc une mesure de
Dirac invariante, sur l'espace projectif de AkV ce qui est exclu d'aprés 1l'obser-
vation précédente.

La proposition 4 montre que la condition portant sur p(G) qui figure dans la

proposition précédente est vérifiée dés que G n'admet que des représentations uni-
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taires de dimension finie triviales. Disons alors, en étendant la définition de
[14], que (G,H) est une paire de Borel si G wvérifie la condition précédente
et si G/H est moyennable. Les résultats sur les paires de Borel énoncés en [14]
s'étendent alors a la situation envisagée ici. En particulier on a le théoréme de

"densité".

Théoneme 1.- Soit (G,H) uwune pairne de Borel, p une représentation Linéaire
de G dans un espace vectorniel de dimension finie V. Alorns tout sous-espace
de V pl(H)-invarniant est aussi o (G)-Lnvariant.

Preuve : Soit W < V avec p(H) < W. On peut supposer, en utilisant une puissance
extérieure de V que dim W = 1. Dans ce cas, on raisonne par récurrence sur

dim V. Puisque H fixe le point w associé a8 W de 1l'espace projectif, et que
G/H est moyennable, G laisse invariante une mesure de probabilité r sur cet
espace projectif. D'aprés la condition imposée 2 G et le lemme | utilisé dans la
proposition 4, G opére trivialement sur la plus petite réunion de sous—espaces
projectifs portant v. Cette méme condition imposée 4 G 1implique aussi que 1'ac-—
tion de G dans les sous—-espaces vectoriels correspondants est triviale. Si W
est contenu dans la somme U de ces sous—espaces, on a donc le résultat voulu.
Sinon, on applique 1'hypoth&se de récurrence i l'action de G dans V/y : la droi-
te W est invariante par p(G) modulo U. On obtient donc un homomorphisme de G
dans le groupe nilpotent des automorphismes de W+U qui laisse U 1les vecteurs
de U et W+U/U invariants. La condition imposée 4 G 1implique la trivialité

de cet homomorphisme et on obtient donc la conclusion voulue. On a donc le

Cornollaine : Soit (G,H) wune paire de Bornel, G &etant un groupe de Lie con-
nexe. S4 L est un sous-groupe fermé de G possedant un nombre {§indi de com-
posantes connexes et contenant H, alors L = G. En paticulien, 44 G est
akgébrique, H est algébriquement dense dans G.

Preuve : L'algébre de Lie de L est invariante par les automorphismes définis par
les éléments de H ; c'est donc un idéal, d'aprés le théoréme et la composante neu-
tre L de L est distinguée dans G. Enfin G/L est moyennable comme image équi-
variante de G/ ; il en est de méme de G/Lo qui est un revétement fini de G/L'
¢/

Comme L, ©st un groupe de Lie connexe moyennable, L, = G, d'aprés la condition

imposée a G.

Remarques : On voit aisément que la classe des groupes de Lie connexes dont les

représentations unitaires de dimension finie sont triviales coincide avec celle des
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groupes de Lie sans partie semi—-simple compacte et qui sont égaux a leur groupe
dérivé.

- Si 1'algébre de Lie de L est simple et non compacte, si G/H est moyenna-—
ble, H est discret d'aprés le corollaire. Par exemple, 1'espace homogéne g%%%jg%
considéré en [11] est non moyennable ; d'ailleurs si 1'on considére la représenta-
tion naturelle de S1(2,€) dans €2 identifié a3 R" et l'action de S1(2,C) sur
la grasmannienne des 2-plans de R", il ne peut y avoir sur cette grasmannienne de
mesure invariante pour S1(2,C) puisque S1(2,R) laisse invariant le point cor-—
respondant a [R2.

- Si G/H posséde une mesure invariante et si p est une mesure de probabi-

lité apériodique sur G telle que, pour les fonctions continues a& support compact

oo
sur G/H on ait T pn*¢(x) = oo pour tout x de G/H, 1'espace homogéne G/H

n=o
est moyennable d'aprés [4] et [10]. D'aprés [20], si G = S1(2,R) et si H est

le deuxiéme dérivé de S1(2,2), G/H n'est pas de mesure invariante finie et, la

situation envisagée ici est réalisée.

D - Etude d'un rayon spectral

/n

On va maintenant étudier la quantité I;ﬁlpn(V)ll
n

Déginition 1.- SL p est une probabilité sur G on appellera rayon spectral

de p Le nombre positif p ALnvernse du rayon de converngence au sens vague de

La serie de mesuwres

MM (z € C)

n=0

Deginition 2.- On dira que p est {wnéductible s4 Le support de La mesure
potentiel de p, r pt oest égal a G tout entlen.
nx0
On note ¢ 1la norme spectrale de l'opérateur de convolution par p sur 1l'es-—
pace des fonctions de carré intégrable pour la mesure de Haar d gauche sur G. Pour
une fonction borélienne positive f sur G, on note S(f) le nombre

lim sup[pn(f)]]/n.
n
sure de Radon positive py wvérifiant la relation

On note S 1'ensemble des réels k tels qu'il existe une me-—

p*xu < ku

Enfin on désigne par } 1l'ensemble des fonctions boréliennes positives

sur G vérifiant la relation
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v,y € 6 wxy) » oxwly).

On a alors le théoréme

Théoneme 1.- Solt @ wune gonction continue & support compact sur G. On a

alons :

plpl = p = Inf S = Inf plw) <o
WESN

4L p  est Lrwnlductible.

La démonstration de ce théoréme résultera des troil

s lemmes.

Lemme 1.- Sodlent ¢ et y deux fonctions contlnues & support compact sur  G.

Alors on a La nekation ple) = ply).

Preuve : L'hypothése d'irréductibilité entraine que le

q= X i—-pn est égal a G. Puisque  est continue
nxy1 27 v
qxp est continue et ne s'annulle pas on a P g C qxp

1

> I pn+k(@) avec pour k assez
nx>l 2

k. .V
Or p [gxp] =

n+k ~ n+k
vn € N p () < [Pl +e]
ol ¢ est positif arbitrairement petit. D'ol, puisque

PN < Ctelp(@+el”

support de la probabilité

a support compact et que

oit C est une constante.

grand

p(p) < 1

Soit E(w) < S(m). Le lemme en résulte en échangeant les rdles de ¢ et .

Lemme 2.- Sodent @ et Y deux gonctions positives continue & Supports com-
pacts sur G, u une mesure de Radon positive vernifiant une nelation

u (o)

pxu < ku (R » 0). Alorns Le rapport <
ul{y™)

v v
Preuve : On note que H{(PYY) = (*©) (x) W = P (x)
v
me 1 : Y £ C gqxp on en déduit

Vv Vv v
Uk £ Cu*q#@ £ C Kkux®

D'od la conclusion.
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Note : La notation mx désigne la translatée a droite de ¢ c'est-a-dire la fonc-—

tion définie par
O () = @yx)

Lemme 3.- Reprenons Les notations du Lemme précédent. 1€ existe une fonction
borelienne positive nw sur G verndlflant

nixy) < wix)nly)

et telle que : vx,y € G p((pyx) < n(x)u((_oy).
1 @™
Preuve : On définit g7 par mn(x) = Sup ————;— . Le nombre mnw(x) est fini car,
y€EG u@’) yx y
d'aprés le lemme précédent ot l'on pose P = @X, on sait que ) _ @) est
e’ )

borné. De plus, par définition de mw on a

n(xx') ¢ n(xX)nx").

vx
Comme plo’ ) dépend continuement de y lorsque x est fixé, m(x) est

u”)
aussi la borne supérieure d'une sous—famille de ces fonctions indexée par les

points d'une partie dénombrable dense et donc mw(x) est borélienne. On peut re-
marquer que mw(X) est aussi, par construction, semi-continue inférieurement et

par conséquent localement bornée inférieurement.

Note : Une fonction mw vérifiant m(xy) < n(x)n(y) sera appelée dans la suite

fonction—-poids.

Preuve du théoréme : Par définition p est la borne inférieure des nombres E(m)

lorsque ¢ décrit les fonctions continues positives et ad support compact. D'od,

d'aprés le lemme 1 o = S(@). L'inégalité p(w) € 0 est claire car
n 4 n n 2
P (k) = <p *P,y> < [o+e]l Iyl

ol & est arbitrairement petit.

Pour montrer la relation p = Inf S, posons

k = pt+eg (e > 0)

n P
est alors convergente et définit une mesure 1y

et notons que la série b l—-p
n
n30 k

vérifiant
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pxu = k(u-6e) < ku.

Considérons d'autre part une fonction @ continue 3@ support compact et la

relation
Pxux@ < kuxp (k € S).

Comme p%x@ est continue [et ne s'annule pas], elle domine une fonction con-

tinue a support compact P et l'on a
n,Vv n n n
p (@) = p *P(e) < p *xux0(e) < k uxp(e).
~ . n Vv .
D'oi 1lim sup p (P) < k, et finalement p = Inf S.
n
Montrons maintenant que pour tout w de § et toute fonction continue a
support compact on a E(w) > p(p). La fonction -Log w est borélienne et sous-—

additive et d'aprés la premiére partie elle est donc localement bornée. Il en ré-

sulte que « domine un multiple de . D'ol :

n n
p (w) > Cte p ()
p(w) = p(p).
Montrons enfin que, pour k supérieur a p il existe une fonction w de
Q vérifiant p(w) < k. Considérons la mesure p = ¥ L pn qui vérifie
nx0 k"

P¥U = uxp < k.

Si ¢ est continue positive et & support compact, le lemme 3 fournit une

fonction 7 vérifiant

n(xy) s n(x)n(y)

et Mo () = u(@) > HSE%T— = n(@Pw(x)
n(x )
avec m(x)n(x_]) = 1.

On en déduit
v vn Vv v
pn*w £ Cte pn*u*w < Cte an*@

pM(w) g Cte kK™, p(w) g k.

~
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Remarques :
a) Les bornes inférieures Inf S et Igé E(w) sont atteintes. I1 suffit
w!

pour le voir de montrer l'existence d'une mesure py vérifiant :

PxU = pkp < pU

Posons, pour abréger r = et notons que la conclusion est immédiate lors-

1
n_n e
Jue la série Yy rp converge. Sinon, construisons une mesure uy vérifiant

n>0
Pk = U%xP = pu. On sait que, d'aprés 1l'irréductibilité de p, le cOne des mesures

u  vérifiant
P¥u € ku et uxp g kp

admet une base compacte définie par p(p) =1 ol ¢ est continue positive et i
support compact [8]. Comme ces cdnes sont non nuls pour k > p, leur intersection

est aussi non nulle et contient donc une mesure | non nulle vérifiant

P*l < PU Mxp < PU
P nn . A
Comme de plus la série T rop ne converge pas, toute fonction positive
n>0
vérifiant pxf g pu vérifie aussi pxf = pu. Il en résulte que pxU = U*p = PH.
N . n . - . .
b) Le cas ol la série Zr pn ne converge pas est en fait trés particulier
n>0
comme le montre le raisonnement suivant : les mesures pu vérifiant pxu = pu

sont alors les multiples de l'une d'entre elles et en particulier, pour tout g
de G, ux6g est colinéaire a4 . Ceci implique que yu est de la forme

Cte A(g)dg oG A est une exponentielle sur G. En relativisant par rapport i
A on obtient alors une probabilité récurrente sur G. En particulier G est

moyennable et unimodulaire [6].

/n

c) On a donc pour une probabilité irréductible p = limlpn(V)I1 . On peut
.. . 1 . . .
montrer que la limite de la suite [pn(V)] /n existe lorsque 1'élément identité

appartient au support de p. Cecli découle de la relation apm+n+k(V) > pr(V)p (V)

-
ol k et o« sont des constantes positives et m et n des entiers quelconques.
_ . . + o
Pour établir cette relation, on note d'abord que pm n(V2) > pm(V)pn(V) puis on

observe que, 1l'identité de G appartenant au support de p on a la relation

1 M 1

v S Bpxly

vr Vr+]
donc P *]V < Bp *]V
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1 Vv o .
Comme b —;~pr*lv est positive sur G, on a donc, pour certains k et o
r>0 2
1 b 1
< ap *
v: o v

+ +n+
PP (?) ¢ ap™ R (V)

D'ol la relation voulue et 1l'existence de la limite cherchée par un raison-—
nement classique [ ].

Ce théoreéme admet le corollaire suivant

Conollaine : Sodlt p une probabilité Luvdductible surn Le groupe Localement
compact a génération compacte G, & une jauge praincipale sun G. SL p
admet un moment d'ordne un et AL p est strnictement Ainférieurn a un, on a :

"(s)
umP—n—é—>o

n
Preuve : On considére un é€lément w de § vérifiant 5(m) < | et on pose
&' = -Log w.
Alors pn(é') = —pn(Log w) > -Log p(w) et
n '
1 -~
2D 5 rogip™w 1!/ s -Log 5w > 0

n =

Inégalité a fortiori valable pour & qui est principale.

Remarque : Si G est un groupe de Lie connexe moyennable et si p est centrée

on a, d'aprés le paragraphe B

lim et donc

mn

n
p (&) _ 4
n

o = Tmlp™1'/™ = 1.
n

Cette condition est donc automatiquement réalisée pour les groupes de déplace-
ments. En fait, ce calcul de p peut s'étendre 3 une classe de groupe de Lie non
nécessairement connexes.

On suppose maintenant G moyennable et 3 génération compacte. On dira que G
est régulier s'il posséde un sous—-groupe résoluble distingué fermé R tel que
son groupe dérivé R' soit nilpotent et & génération compacte et que de plus
G/R soit compact. Pour une probabilité p sur G et une exponentielle X sur

G on posera E(A) = [A(g)dp(g). Cette fonction est définie sur une partie convexe
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de 1'espace vectoriel réel Gc* = (G/Gv)* des exponentielles sur G et est loga-
rithmiquement convexe. Cette fonction s'identifie & la transformée de Laplace de
l1'image de p dans le quotient de G/G' , par son sous—groupe compact maximum.

L'intérét de cette fonction est justifié par le

Theorneme 2.- Soilt p une probabilité imnéductible sun G. Alorns Le rayon
specthal de p est Zgale a La borne inférnieurne de La fonction ﬁ(x).

Avant de prouver ce théoréme on va préciser quelques notations : soit T un

-~

sous—groupe distingué a4 génération compacte de G et désignons par T le sous-

*  formé des exponentielles dont 1'orbite sous G opérant par auto-—

espace de T
morphismes intérieurs est relativement compacte. Considérons le cOne Ci des me-
sures de Radon positives vérifiant les relations pxu < kuy, U*ét = A(t)u pour
une exponentielle X sur T. Observons d'abord que le cdne des mesures r Véri-
fiant p*xr < kr étant a base compacte et stable par translation & droite 1'or-
bite d'une exponentielle A du type précédent est nécessairement relativement
compacte. On désigne alors par ET(A) la borne inférieure des k tels que Ci

ne soit pas nul et on observe que, par compacité, cette borne est atteinte. On a

alors le lemme

Lemme : La fonction Log ﬁT(A) est convexe et attedint son mindmum sur Le
sous-espace de T foumé des eLéments G-Lnvariants.

Preuve : Du fait que le cOne Ci ne contient pas nécessairement de fonctions,
nous sommes conduits & introduire des cdnes plus généraux associés a des fonctions
poids 6 sur T : on note Cg le cOne fermé en topologie vague des mesures U
positives qui vérifient pxu < ku, u*ét < 6(t)u. Ces cOnes sont 3 base compacte
comme le cdne des W vérifiant pxu < kp dans lequel ils sont contenus. Il en

résulte que si en est une suite de fonctions—poids convergeant vers 1'exponen-—

. _ . k . . . _ .
tielle A en décroissant CA’ qui est 1l'intersection des Cg , n'est pas réduit
n

A, - k _
a zéro dés que les Ce ne sont pas nuls. Posons alors pour abréger
n

Pp() =k B ") =k

, Kk k'

et considérons u et éléments de CX’ CX' a et o' deux réels positifs de

somme 1 et soit e~ une identité approchée de G formée de fonctions continues

a supports compacts. On a alors

p*u*en < ku*sn
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Hxe _x6 = qu*6g*6t*6g‘]*6gen(g)dg

UxkE x5, = fckg(t)u*égsn(g)dg < 0, (Buxe

en désignant par en(t) la borne supérieure des xg(t), lorsque g décrit le
support de €, I1 est clair que en(t) est une fonction-poids finie car 1l'orbite
sous G de 1'exponentielle )\ est relativement compacte. Posons aussi pour abré-
ger fn(x) = U*sn(x) fé(x) = u'*en(x) et considérons la fonction h(x) = fg(x)

A
f'g (x). D'aprés 1'inégalité de Holder on a
Al
pxh < kK%'% h.
D'autre part
- (£ v’ yo!
h*ét (fn*ét)(f n *6t) < en(t)e n (t)h

en définissant 6; de maniére analogue a 0" Ces deux relations prouvent que le
A}

Al
cOne correspondant a la constante K%' & et a la fonction poids ege'g n'est
Al
pas réduit a zéro. Comme les fonctions ege'g tendent en décroissant vers
T
A%y & la remarque initiale entralne la relation

o) < 1o (V1% (A1

ce qui prouve la convexité logarithmique de ET(A). I1 est clair que ET(A) est

invariante sous G car si 1y appartient a C&, U*ég appartient a C; De plus

g
si A appartient au domaine de définition de Pr> il en est de méme par compaci-—
t2 de l1'orbite fermée de )\ sous G et les valeurs de Py ¥ sont majorées par

BT(X). Puisque G est moyennable cette orbite fermée porte une mesure G-invarian-—

te et le barvcentre Ao de cette mesure vérifiera, par convexité de P
pT(XO) < pT(A)-

Comme Ao est un élément de T qui est G-invariant le minimum de pp sera
atteint sur 1l'ensemble des éléments G-invariants.

Pour démontrer le théoréme prenons d'abord T = R' et notons que, puisque
R' est nilpotent, le cone des mesures U vérifiant px*xJd £ PM contient un cOne

C; non trivial pour un certain Ao de R' [8]. Observant de plus que p est
o

inférieur aux valeurs de ﬁR,(A) pour A dans ﬁ', on obtient que
p=1Inf p (M) = PT(XO)

AER'
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D'aprés le lemme, on peut choisir AO vérifiant encore cette relation et de

plus G-invariant. Alors le cdne Cg est lui-méme G-invariant et R agit sur
o P
lui comme un groupe nilpotent de classe deux car les éléments de R' sont repré-

sentés par des homothéties ; une nouvelle application de la propriété de droite

fixe fournit alors, une exponentielle A] de R tel que le cOne Ci] soit con-—
tenu dans CP et non nul. Le lemme permet de supposer A] G-invariant en pre-—
nant T = R. Ceci implique que CS] est G-invariant et le groupe G opére sur

lui comme un groupe dont le quotient par le centre est compact. Un tel groupe a un
groupe dérivé compact et possé&de la propriété de droite fixe [8]. On obtient donc

finalement une exponentielle Ay, sur G telle que

p(Ay) = Inf PO = p
A€C*

Avant d'établir un théoréme analogue au théoréme 2, pour les groupes semi-
simples, 3 centre fini, montrons quelques résultats préliminaires.

Soit G = KAN wune décomposition d'Iwasawa de G et fixons un ordre sur les
racines de A dans G, de fagon que 1'algébre de Lie de N soit somme directe
des sous—espaces propres correspondant aux racines positives. Notons par M et
M' 1le centralisateur et le normalisateur de A dans K et soit W = M'/M le
groupe de Weyl de G. Pour une forme linéaire réelle ) sur 1'algébre de Lie A
de A notons hk la mesure relativement invariante sur AN qui s'écrit
hA = h.ek_e ol h est une mesure de Haar a droite fixée de AN et g est la
semi—-somme des racines positives comptées avec leur multiplicités. Notons que
hx*ét = e_x+e(t)hx pour t € AN.

Pour un élément ( de w et un élément ) de \72‘* posons @\ = }\oAdw—] .

Soit f?k le sous—espace propre de g{ correspondant &8 ). Ecrivons alors

UV; =9 o
o>y
-1
w <0
et soit Nw le sous—groupe correspondant de N, nw une mesure de Haar de N,,-

InN—.

Notons aussi N le sous—groupe opposé a N et observons que (n l) = wN;
-

Posons enfin, pour n_ €N
n = k(n Ya(n )n(n )

avec k(n ), a(n ), n(n ) dans K,A,N.

Le calcul donne alors la formule
-1 A
h = h
A*éw *Ny @ oA

. A

ol est la mesure concentrée sur K donnée par
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A —WA—€&

= _ - — dn 3 n ' -
W Iw(N)nN e [a(n )]6wk(n )dn oi dn est la mesure w(nw_l), c'est
a-dire 1'image par n - wk(n ) de la mesure sur w(N)NN_ ayant pour densité
e-wx_e[a(n_)] par rapport a4 la mesure de Haar w(nw_]) de w()NN .
La masse de cette mesure est donc égale 3
—WA—€ - -
Iw(N)ﬂN_ e [a(n )]dn
Vo L __—u-¢ - - .
D'aprés [38] une intégrale de la forme fm(N)ﬂN e [a(n )ldn est finie

pourvu que le produit scalaire de Killing <u,a> soit positif pour les racines
a vérifiant o > 0 et w_]a > 0.
En particulier, wx est une mesure de Radon dé&s que <-A,a> >0 si o > 0,
c'est—a—-dire si —A appartient au sous—ensemble de Jf* noté ‘60 en [42].
Pour résumer la discussion précédente, notons Ok(g’k) (g € G, k € K) le

cocycle défini par
-A-¢€
Gk(g’k) = e [a(gk)]

et la représentation de G dans 1'espace des mesures de Radon sur K défi-

Lo\

nie par

0, (8)[8, 1 = o, (g,k)6gk

représentation qui correspond d l'action par translation a gauche de G sur les

mesures de la forme vxh ol Vv wune mesure portée par K. On a alors la

A

Proposition : Pour ) € €,, La représentation ot La mesure W lw € W)

satisfont La relation d'entrelacement sulvante

o

pA(g)[v]*mA = pwx(g)[v*mxl

Remarque : Prenant g = t € AN, v = 6e on a

_ _—A-€
Py (B)[8,]1 = e (06,
et donc la relation de "droite fixe' suivante se trouve vérifiée par w

e-x-e(t)wx = owk(t)[wxl

Cette relation détermine la densité wx de wx(w + e) par rapport a la me-—

sure de Haar de K :

90



LA LOI DES GRANDS NOMBRES

Gx(t‘k) = Jx(k)ewx_e[a(t.k)]e_x—e(t) oi t.k € K est transformée

de k € G/py = K par l'action de t.
Disons que la probabilité p est & décroissance exponentielle si pour une

fonction de la forme § et pour toute constante ¢ > 0 on a fGeCSV(g)dp(g)<ﬁ».

v
Ceci est réalisé pour les probabilités d'un semi-groupe associé 3 un opérateur
elliptique invariant 3 droite sur G d'aprés [22]. Si de plus p a une densité
continue positive en e, les opérateurs pA(p) sur K peuvent étre définis &
1'aide d'un noyau continu P(k,k') > 0 et il existe, pour A donné, une unique

mesure de probabilité v et un unique scalaire positif noté p()) tel que

A
0y (PI[V, 1 = POV,

Dans ces conditions, il est clair que
pwh) = 5\,

wk(K).vwx = vx*wk € ECY

d'aprés la relation d'entrelacement. On va en déduire le

Théonéme 3.- Si La probabitité p admet une densité continue, positive en
e a décrnoissance exponentielle, La fonction ﬁM) est strictement convexe
sun A%, vernifie  w e W plwr) = plA), atteint son minimum pourn A = 0. Ce
nombre pl(0) est égal au rayon spectral de La probabilité p et au rayon
spectral de £'opérateur de convolution par p sur L2(G).

Preuve : La stricte convexité de 5 est analogue a celle rencontrée dans la dé-
monstration du théoréme 2 et la relation p(w)) = 5()) a &té justifiée lorsque X\
appartient a %fo. Par continuité, elle reste vraie sur ‘Eo et comme w(%%) = A%,
elle est vraie pour tout ). Comme dans la démonstration du théoréme 2, on a donc,
par convexité, p(0) < p(A). D'aprés le principe de majoration de Herz [6], le
rayon spectral de p dans L2(G) est &gal au rayon spectral de 1'opérateur asso-—
cié 3 p dans la représentation quasi-réguliére de G dans G/yay donc de G
dans G/ay = K.

Cet opérateur n'est autre que po(p) et en raison de la continuité de son
noyau, il est compact et son rayon spectral est &gal a4 la valeur propre 5(0).

Les théorémes 2 et 3 admettent une généralisation au cas d'un groupe de Lie
quelconque. Pour une exponentielle ) sur G notons GX’ la mesure de densité

par rapport & la mesure a(ax = x.)\) et observons que
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oy *By = (a*B)X

I1 découle de ceci que si p vérifie pxp < ku, My vérifie Py*H < kuk et
1l'ensemble des nombres k ainsi obtenus ne dépend donc pas de .

Notons le rayon spectral de l'opérateur de convolution défini par

oy Px

sur l'espace L?(G). On a alors le

Theoreme 4.- Soit G un groupe de Lie connexe et p une probabilité sun G
admettant une densité continue a décrolssance exponentielle. AlLorns Le rayon
spectral de p est 2gal a La borne Anférieure des nombres Lorsque A

parcount L'ensemble des exponentielles surn G.

9

Du principe de majoration déja utilisé a la fin de la preuve du théoréme 3

découle le lemme suivant :

Lemme : Soit G un groupe Locaklement compact, H un sous-groupe moyennable
et q une mesune positive bornée sun G. ALons Les normes des opérateuns de
convolution associes a ¢q dans Les représentations régulieres de G dans
L2(G) et L2(G/y) sont égakes.

Preuve : Notons t et t' 1les deux représentations étudiées et observons que,
en raison de la moyennabilité de H, t' est faibkement contenue dans t. Il en
découle que x' et y' é&tant donnés, vecteurs unitaires de L2(6/g), il existe,

pour tout g > 0, deux vecteurs unitaires x et y de L2(G) tels que
l<t'(x',y'>=<t(q)x,y>] € € et donc [t'(q@ll < e+lt(g)ll ce qui fournit 1'iné-
galité |lt'(q)ll < lt(g)ll. L'autre inégalité est indépendante de la moyennabilité
de H et découle du principe de majoration de Herz. La représentation de G dans
L2(G) étant induite par la représentation réguliére de H dans L?(H) on majore
en remplagant cette derniére par 1'identité, ce qui conduit a la représentation

de G dans LZ(G/H) : pour deux éléments x et y de L2(G) wunitaires on peut

'

trouver deux éléments unitaires x' et y' de L2(G/g) tels que

I<t(g)x,y>| < <t'(g)x"',y'> (g € G). Ceci donne

[<t(q)x,y>] < <t'"(@x",y'> g It' (@) et donc [t < 1" (@-

Preuve du théoréme : Soit | mesure positive et k un réel minimum vérifiant la

relation pxp < kyu. La preuve du théoréme 2 montre que 1l'on peut supposer que |
vérifie

6. = A(tu
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pour une exponentielle A sur le radical R de G qui est G-invariant par au-
tomorphismes intérieurs. Cette exponentielle et la fonction modulaire & de R

se prolongent en des exponentielles sur G, notées encore X et & et 1l'on peut
' qui vérifie

donc considérer la mesure u' = My s

u'xks = 8(e)u'

t
On aura alors, pxé*u' < ku'

équation qui se réduit a une équation analogue sur G/R en raison de la relation

u'*ét = 6(e)u’
Notant 516 la projection de p sur G/g et u' 1la mesure sur G/r  cor-
respondant 4 uY' on a 5;6*57 < k' oli k est encore le plus petit réel véri-—

fiant une telle relation pour Pys-
D'aprés le théoréme 3, k est &gal au ravon spectral de Pys sur LZ(G/R),
donc 3 celui de p s sur L?(G) d'aprés le lemme. On a donc, puisque
o = lim[pn(v)]]/n = 1im[pn(v)]1/n, c'est-a-dire p £ 0,, la relation p = Inf o
n n A A rec* A

E — Mouvements browniens

On particularise ici au cas des mouvements browniens quelques résultats obte-—
nus précédemment. En fait, dans ce cas, a cause des propriétés de symétrie, cer—
tains résultats deviennent évidents.

Considérons une métrique riemannienne invariante d droite sur G et dési-
gnons par &(g) 1la fonction modulaire de G définie par Bg*u = 8(g)uy oG
est une mesure invariante a droite, par exemple la mesure riemannienne. On obtient
alors [22] le laplacien A sous la forme

n n
A = -Z x? - (xié)(e)xi

i=1 Y i=1

od les x; sont des champs de vecteurs invariants & droite, formant en e une
base orthonormée de 1'espace tangent. Le semi-groupe associé & A est alors un
semi—-groupe de convolution & gauche par des mesures de probabilité pt. Notons S
le mouvement brownien correspondant et d 1la distance riemannienne 3 e que 1'on
salt @tre une jauge principale [28]. Précisons le comportement asymptotique de
d(st) et pt(v) pour un voisinage compact v de e ainsi que la croissance de
pt par rapport 4 la mesure riemannienne suivant les propriétés de G et celles
de la métrique choisie.

Notons d'abord le
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dis_)
Lemme : Lonsque £ ZLend verns L£'infini, La Limite de _ffé‘ existe p.p.

Preuve : Montrons que Sup d(s,) est intégrable et pour cela considérons une
O<tgl
fonction r, indéfiniment dérivable, majorant d et gale 23 d en dehors d'une

boule de centre e. Ecrivons r(st) a4 1'aide d'une intégrale stochastique par

rapport au mouvement brownien unidimensionnel be(w) [11] :
= (t t
r(s.) = jougrad r(sg)lldby+f  Arls,]de

Le premier terme au second membre, noté &, se majore 3 1'aide d'une inéga-

1lité classique de surmartingale exponentielle [33], puisque lgrad r|| est borné :
Sup o, est intégrable.
O<tgl

Pour majorer le second terme, notons que Ad est bornée 3 1'infini ; ceci

découle de la comparaison [35] avec les espaces a courbure constante, ol la pro-
priété est vraie, puisque la courbure sectionnelle est bornée sur le groupe G. Il
en résulte, puisque r est ¢® sur la boule ol il différe de d, que Ar est
bornée sur G. Alors fg Ar(se)ds est bornée et d(st) est intégrable comme

r(st), puisque d(st) < r(st). Pour achever la démonstration du lemme, €crivons,

pour n < t < n+l (n € N) d(st) < d(sn)+d(st_n06n) et posons F = Sup Sg-
Alors : d(st) < d(sn)+F06n 0<6<1
d(s,) d(s )  Fod”
< +
t n n
d(sn) n
Puisque — 4 ~ converge vers Yy et que converge vers zéro, F &tant
d(s, )
intégrable, on a 1lim ——EE—- < Y.
t -0

On a de méme 1'inégalité contraire. Examinons maintenant d quelles conditions

p = pl est centrée.
Lemme : Notons & AL'exponentiefle Zgale a 6-7/2 et pg = p.e. Alorns La
mesure P est symétnique.

Preuve : Considérons l'opérateur de convolution a gauche par p sur 1l'espace

L2(G) des fonctions de carré intégrable pour la mesure riemannienne, opérateur
que 1l'on sait &tre symétrique. On obtient une isométrie de L?(G) sur 1l'espace
L2(G) des fonctions de carré intégrable pour la mesure de Haar 3 gauche &.u en

posant pour f € L2(G) :

£ = £.671/2,
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En effet, on a flf'lz(é.du) = flflzdu et en vertu de la relation

pxf_ = (pxf),

1'opérateur associé & p sur L2(G) correspond i 1'opérateur associé a pg sur
L2(G)". Cet opérateur est donc symétrique et ceci implique la symétrie de la mesu-
re pg. 1

I1 découle en particulier de ce lemme que la probabilité 3@ P est cen-—
trée et donc, puisque ces propriétés ne dépendant que de la projection de p sur
le plus grand quotient abélien de G, le minimum de S(X) = fl(g)dp(g) est at-—
teint pour A = €. En particulier, si G n'est pas unimodulaire, 5(6) <1 et p

n'est pas centrée. On a aussi, dans ce cas, par convexité :
fLog e(g)dp(g) < Log ﬁ(e) <1 et fLog 6(g)dp(g) > O

relation qui avait déja été obtenue en [27]. Au contraire, si G est unimodulaire,
p est centrée. Donc si G est moyennable et unimodulaire, les théorémes du cha-

pitre II impliquent

d(s )
lim —= =0
t
-0
Log Et(v)
lim T =0

La sumétrie de p 1implique aussi, dans ce cas,
oo
Sinon ces deux limites sont non nulles. Il est possible de préciser la va-
leur de la deuxiéme limite 3 partir de la structure de G et de la donnée de A.
Puisque cette quantité ne change pas lorsqu'on remplace p par P, et que P

est symétrique on a

lim[pt(v) 1Y/ =

tosoo €
old S est le rayon spectral de P dans L?(G)'. Si G est moyennable ce
rayon spectral n'est autre que la masse de P> c'est—a-dire S(e). Ceci fournit,
en détaillant le calcul, 1'expression du rayon spectral pour le laplacien canoni-
que sur un espace symétrique de type non compact, puisque un tel espace s'identi-
fie 3 un groupe de Lie résoluble.

La relation [Log 6(g)dp(g) > O implique d'aprés [26] et [39], 1'existence

de fonctions harmoniques bornées non constantes solutions de
[f(y x)dp(y) = £(x)

Par suite, d'aprés la démonstration de [3], la croissance de pt par rapport

3 la mesure de Haar 3 droite de G doit 8tre strictement positive. Si G est
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non moyennable la ménae conclusion vaut tandis que si G est moyennable et unimo-
d(sy) £
dulaire, la relation 1lim — = 0 montre que la croissance de p est nulle.
t—oo

La trivialité des limites étudiées se trouve donc réalisée simultanément et seu-
lement dans le cas oi G est moyennable et unimodulaire. On peut se demander dans
quelle mesure ceci s'étend aux variétés riémaniennes complétes. Le cas de la cour-
bure sectionnelle nézative majorée par une constante négative a été étudié par di-
vers auteurs ([5), [33]1, [37], [41]) ainsi que celui de la courbure de Ricci po-
sitive [11]. Observons que, d'aprés [6] un groupe de Lie a courbure négative non
nulle, [11] est résoluble non unimodulaire et les quantités étudiées ont donc des
valeurs non triviales. Les hypothé&ses de courbure sont donc susceptibles d'@tre

affaiblies.
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