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SUR LA LOI DES GRANDS NOMBRES 

ET LE RAYON SPECTRAL D'UNE MARCHE ALÉATOIRE 

par 

Y..GUIVARC'H 

Introduction 

Soit G un groupe localement compact séparable engendré par un voisinage com­

pact V de l'élément neutre e de G et p une mesure de probabilité sur les 

boréliens de G. On considère la fonction 5 sur G définie par 

ôv(g) = inf{n > o ; g e vn} 

et le comportement asymp to tique de ^y^sn^ °^ sn ~ § \ ••• §n est le Pr°duit des 

g^ considéré comme fonction de co = (gj,...,g^,...) sur G^ muni de la probabili­

té produit p . On montre ci-dessous que 
Vsn> 

n 
a une limite finie y indépendan­

te de u) pourvu que 1T intégrale 
G 

(g) dp(g) soit finie. On s'intéresse en par­

ticulier aux cas de nullité de cette limite sous une hypothèse naturelle d'apério-

dicitê de p. 

Des questions voisines ont été examinées par H. Furstenberg [18] à [2 1] et 

V.I. Tutubalin [40] dans le cas des groupes de Lie semi-simples. 

Dans le cas particulier où G = R et V = [-1,1], ceci correspond, d'après 

la loi des grands nombres, a la nullité du barycentre de p. Dans le cas où G est un 

groupe de Lie connexe moyennable on montre qu'il en est de même, le barycentre de 

p étant à définir comme celui de l'image de p dans le plus grand quotient abë-

lien sans torsion de G. Par contre, si G est non moyennable, la limite considé­

rée est toujours strictement positive. D'autres nombres associés à l'opérateur de 

convolution par p sont en relation avec y. Il en est ainsi de l'entropie de p 

au sens de [2], que nous étendons à la situation envisagée ici et de la limite su­

périeure de la suite 1 
n 

Log P n (V) qui est nulle en même temps que y, pourvu que 

e 
dò., soit p-intëgrable pour tout réel a. L'une des parties de cette dernière é-

quivalence est obtenue de manière indirecte, par une étude détaillée des deux nom­

bres y et 1 im 
n 

Log p (V). Ces propriétés sont à rapprocher de résultats connus 

concernant le mouvement brownien sur les variétés riemanniennes [35] et suggèrent 

des conjectures naturelles. Dans le cas du revêtement universel d'une variété com­

pacte, le nombre y peut s'interpréter dans le groupe de Poincaré et d'autre part. 

le nombre lim 

n 

1 

n 
Log pn(V) est analogue à la première valeur propre du Laplacien. 

47 



F. GUIVARC'H 

La première partie est consacrée à une étude préliminaire donnant des estima­

tions des fonctions Sy On étudie dans la deuxième partie le cas d1 un groupe de 

Lie moyennable. Le cas d'un groupe non moyennable est envisagé dans la troisième 

partie. On y retrouve, par une autre voie, des résultats de H. Furstenverg concer­

nant les groupes de Lie semi—simpies. La quatrième partie contient 1'étude du nom­

bre lim 1 
n 

Log pn(V) Enfin quelques remarques sur les mouvements browniens sont 

rassemblées dans un appendice. Les démonstrations sont simplifiées grâce à deux 

théorèmes donnés dans la suite de cette introduction. 

Enfin, nous voulons remercier R. Azencott, qui est à 1Torigine de ce travail, 

ainsi que Hubert Hennion qui y a contribué par dTutiles remarques. 

L'étude du comportement du produit = gj ... g^, est simplifiée par le 

théorème suivant : 

Tfoëo^ëme 7. - SoXX <s une £oncXsCon bosi&Zlznnz poà^utive, i>uJt G ve^C^ant : 

vx,t/ G G &{x.y) ^ ô (x)+<5 (¿/1 , P mzòu/iz dz pfwbabÂJUjtcL t&JUL<L quo. 6 ÒOÀJ: 

p-^iwŒQXabZ^ QX y ficLoJt do.^wl peut 

Y IH 
pn(6) 

n 
pn(6) 

alors la suit de fonction 
1 

n 
a (g1......gn) converge ver y presque partourt 

(Lt danò L1 . 

Preuve : Ceci découle d'un théorème ergodique sous-additif dû à JFC Kingmann (cf 

[31]). Avec les notations de [31], on a, en posant 

fn(oo) = ô(gj...gn) co = (gj , . . . ,gn, . . .) 

et en désignant par 0 1'automorphisme de (G ,p ) défini par 

6(gj,••.,gn,.••) = (g2,•••>gn+1>•••) 

f+TT1(w) ^ f (o))+f (eno)) 
n+m n m 

à cause de la sous-additivité de ô. 

Comme f ^ f j (co)dpN(co) = JG6(g)dp(g) < +oo on a bien la convergence de 

1 

n 
fn(03) presque partout et dans L1 vers F(co) avec Y ~ /F (co) dpN (co) 1 im 

n 

Pn(6) 
n 

et F(6co) = F(co). La loi de zéro-un de Kolmogorov affirme l'ergodicité de 0 et 

il en découle F(co) = Y* 

Rappelons f l7 l qu'une probabilité est dite admettre un moment d'ordre a > 0 

si pour un voisinage compact V de e engendrant G on a /rô^(g)dp(g) < + 0 0 . On 
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LA LOI DES GRANDS NOMBRES 

verra au paragraphe suivant que cette notion ne dépend pas de V. L'existence d'un 
moment d'ordre un implique que si X est un homomorphisme de G dans le groupe 
additif de R, l'intégrale /GX(g)dp(g) existe. 

Vé^tnttlon : La телиле, de. pH.obabÂJLiX.0, p бела dite. се.пХлее. 6t eJULe. admeX un 
moment d* 0Лс1лг un oX 6t роил tout кототолрк1бтг X de. G danb Я on a 
JGMg)dplg) = 0. 

La proposition suivante montre que cette notion se ramène à la notion classi­
que dans les espaces vectoriels réels. 

Soit G 1 ensemble des homomorphismes A de G dans R, ensemble qui est 

naturellement muni d'une structure d'espace vectoriel réel. Si l'on désigne par G' 

l'adhérence du groupe dérivé de G on peut noter que G* = (^/Q»)* = (G) où G 

désigne le quotient de ^ / Q ' P a r s o n sous-groupe compact maximum. En particulier 
3JC . . . . . . л 

G est de dimension finie et si l'on désigne son dual par G, une application ca­

nonique de G dans G notée x -* x se trouve définie, application qui envoie G 

sur un sous-groupe fermé de G de la forme K.P x , engendrant G. 

VKopo^AjtLon : Sott p une, pnobabtJUjtê, admettant un moment d'osid/iz un бил G. 
А£олб p e.6t ce.ntt(le. 6t eX 6e.uterne.nt 6t bon tmage, canonique, p dœnb V елра-
ce \)(LaZoKl<Lt G V QAt. 

Preuve : Supposons p centrée et soit \1 un homomorphisme de G dans R. Alors 

x -*• y(x) est un homomorphisme de G dans R et donc : / y(x)dp(x) = 0 ou en-
G 

core (x) dp (x) = 0 ce qui prouve que p est centrée. G 
Inversement si X est un homomorphisme de G dans R, il se prolonge à G 

par la formule X(x) = x(X) et donc /~A(x)dp(x) = 0 soit, puisque X(x) = X(x) : 

JGX(x)dp(x) = 0. 

Les démonstrations seront simplifiées grâce au théorème "de relèvement" sui­

vant : 

Ткголгтг 2. - Sott ^ un кототоЛркАлте, de, G бил ^I{\ , p une. p^obcibtLltz 
се,пХлге, бил G/ff admettant deA mome.nt6 de, tou6 олс!ле.б. АЛоЛб iJL e.x<i6te, une, 
рлоbabsitltë. q бил G сгпХлгг eX admeXXant deA mome,nt6 de. tou6 ол<1лел dont 
Vtmage, рал и eAt égale, à p. 

Preuve : Soit V un voisinage compact de e dans G, engendrant G et notons 
V = TT(V) son image dans G/ H. On a alors V x € G/U9 ô-(x) = Inf ôy(g) . 

n(g)=x 
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Il en résulte l'existence d'une section borélienne a de G au-dessus de 

G /H telle que : Vx £ H ; 6v[a(x)] £ ô^(x) + i. 

Posons = a(p) et notons que, d'après la relation précédente admet 

des moments de tous ordres, comme p. 

Ecrivons q = a1q , + . . . + a q avec 
o ln l r r a. ^ 0 

r 
Z a . 
1 1 

1 et r = dim H + 1. Ecri­

vons aussi q 
i=r 
. z , a i 6 h . * q i 
r= 1 

avec h. £ H 
î 

et notons que qo' q ont pour image p 

et des moments de tous ordres. Considérons les images de qQ et q^ dans G et 

leurs barycentres E ( q ) et E(q) 

E(qQ) 
r 
Z 
i=l 

a.E(q ) 

E(q) 
r 

Z ai[hi+E(qi)] 

1=1 

Notons que (^/H) s'identifie au quotient de G par le sous-espace vectoriel, 

noté H, engendré par l'image canonique de H dans G. On en déduit, puisque p 

est centrée, que le barycentre de qQ appartient à H : 

r 

X a .E(q ) = E(q ) € H 
i=l 

Il est alors possible de trouver des ^ 0 et des tu € H tels que 

V 
Z a .h . = "E(q ) 
i=l 

puisque le sous-espace vectoriel de G engendré par l'image de H contient 

E(q ) . On a alors E(5) 
r 
Z a - [ h . + E ( q . ) ] = 0 
i=î 

et donc q est centrée. 

A — Fonctions sous-additives 

On rassemble dans ce paragraphe diverses propriétés élémentaires qui inter­

viendront dans la suite et l'on donne des estimations de fonctions sous-additives 

pour certains groupes de Lie connexes. 

VefaixvLtLon 7.- SoÂjt à une. application boKe.Zie.nne. du groupe. Zoaate.me.nt com­

pact AepaJiabZe. G danA R. On dJjta que. 6 eJ>t A ouà-additive. [fieJ>p. eJ>t une. 

jauge.] &i Von a ta neJjatlon 

VX € G, y G G ô(xy) <; ô (x)+ô( ( / ) 

\n.eAp. 5(xy) < ô(x)+ô(t/)+C ou C QJ>£ une. constante.]. 
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LA LOI DES GRANDS NOMBRES 

Exemple : Si G est engendré par un voisinage compact V de 1'identité, c'est-à-

dire G = U Vn, on pose 
n^O 

6v(g) = Inf{n > \ ; g £ V } 

et de la relation V z> V V découle 6y(gh) ^ 6v(g)+6v(h) Donc 6V est sous— 

additive. 

Remarque 1 : Si l'on se donne une représentation p de G par des isométries dans 

un espace norme E et un cocycle continu O à valeurs dans E, c'est-à-dire une 

application continue de G dans E vérifiant a(gh) = a(g)O(h)+a(g) on obtient 

une fonction sous-additive ô sur G qui est continue, symétrique, positive et 

s'annulant en l'identité en posant 

6 (g ) = tla(g)| | car 6 (gh) = ||cr(gh)|| <c Ha(h)ll + I la(g) | | = ô ( h ) + ô ( g ) 

cr(e) = 0, Ha(g = Ba(g S a C g ) » = | | a ( g ) | | . 

Inversement toute fonction sous-additive ô possédant ces propriétés s'ob­

tient ainsi : il suffit de prendre pour E l'espace des fonctions uniformément 

continues à droite et bornées, pour p la représentation de G par translations 

à droite dans E et de poser 

a(g)[x] = 6(xg ) - 6(x). 

Le fait que o~(g) est bornée résulte de 

-6(g *) 6(xg ) -6(x) < 6(g) . 

Comme 6 est uniformément continue, cf(g) appartient bien à E et a est 

un cocycle par construction : 

a ( g h ) [ x ] = 6(xgh ) -6(x) = 6(xgh ) -6(xg )+6(xg ) -6(x). 

a ( g h ) [ x ] = a ( h ) [ x g ] + a ( g ) [ x ] 

a ( g h ) = p ( g ) a ( h ) + a ( g ) 

Enfin ||a(g)ll = sup 16(xg) -ô(x) I = 6(g) d'après les relations 
x 

-6(g_1) ^ 6(xg)-ô(x) <c 6(g) 

6(g) = 6(g_1), 6(g) = 6(eg ) - 6(e). 
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VefaZnttZon 2 : On disia qu'une. fonction £' domine, une. fonction £ 6'iZ 

exZote deux со notantes poòttiveA к et В teZZeA que. 

VQ e G £[g) < А£'(д)+В. 
Veux fconctionò qui. i>e domi.ne.nt mutueZZe.me.nt 6 ont dît ел equi.vaZe.nteA. 

Vé^Znltlon 3 ; Si. te. groupe G eòt engendne рал un compact V, une. jauge, po-

òZtlve à à,, ьепа dite. pntnctpaZe. 

Remarque 2 : Toute jauge ô est équivalente à une fonction sous-additive y dé­
finie par : 

v(x) = Sup 6(xy ) -6(y) 
У 

car y(x) ^ ô(xe)-<5(e) = 6(x)-CT 

et ô(xy ) -6(y) 6(x)+C 

d'après la définition d'une jauge. 

VnopoòZtion 1. - Toute, jauge. eòt tocaZe.me.nt bonnée oupenZcun.eme.nt. En panttcu-

tten JbZ G e&t engendne. pan. un compact, V contenant VZdentlte, une. jauge. 

queZconquc e&t dominée рал. 6,,. 

Preuve : Posons (/3 = {g € G ; 6(g) :̂ ri} et notons que G U ^ n nez 
et 

(В <3 с 03 car 6(gh) ^ ô(g)+6(h)+r. 

Comme les (73 sont des boréliens, la première relation montre que l'un au 
n r 

moins est de mesure positive au sens d'une mesure de Haar sur G, donc contient un 

borêlien borné (73 de mesure positive. Comme la fonction 1^* est continue, 

nulle en dehors de (732 et non négligeable, le borélien 0Ò2 a au moins un point 

intérieur, ce qui entraîne que (J30 est d'intérieur non vide et donc qu'il 
2n+r 

existe un ouvert où 6 est bornée supérieurement. La propriété de définition d'une 

jauge entraîne alors que ô est localement majorée. 

Majorons 6 sur l'ensemble borné Vn+*-Vn posant 

g Si*""Sn+1 

on obtient 6(g) :̂ (n+l)r У 6(g,) 
l̂ i<n+l 

6(g) ^ (n+l)[r+Sup 6(g)] = A 6„(g) 
gev 

puisque 6 est bornée supérieurement sur le compact V. 
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LA LOI DES GRANDS NOMBRES 

Remarque 3 : Il résulte de cette proposition que toutes les jauges de la forme 

sont équivalentes, ce qui justifie la définition 3. 

Vn.opo&ÂJtlon 1. - Une. condition nece^AalJie et 6 avisante. pouA qu'une jauge. 6 

&oit pnA.ncA.pate. eJ>t qu*ette. 6olt bosinee. in{ie.Kte.uAe.me,nt et qu'il. e.xÂAte un 

votàinage. compact V de. Videntité e.nge.ndn.ant G teJt que. 

Vn ^ 1 : 0}°n = {g € G ; 6(g) ^ n) c \Jn 

Preuve : Supposant ô principale, on a avec A > 0 

Vg € G ô(g) ^ A ô- (g)+B 

et donc, si g € Œ) : 
n 

ôv(g) 
n-B 
A :̂ kn 

où k est un entier supérieur à 
1 -B 
A 

ce qui entraîne avec 
n 

W = V ZD V. 

D'autre part, il est clair que 

Vg G G ô(g) > A+B 

Réciproquement, minorons ô(g) sur Vn+1-Vn : la relation (H ̂  c= Vn entraîne 

(vn+1-vn) n (3Ô = 0 
n 

donc sur Vn+1-Vn on a ô(g) > n. D'où finalement : 

6(8) > ôv(g)-l 

pour ôv(g) ^ 2. 

Puisque ô est bornée inférieurement on a sur V : 

6(g) ^ ôv(g)+Cte 

ce qui donne, pour tout g dans G 

6(g) > ô (g)+Cte 

et Ô est donc équivalente à ô^. 
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Vé^niXion 4,- Sott A un длоире. d*аиХотолркллтел dix groupe, tocateme.nt com­

pact B, 6 une. jauge, ьил B. On dUX que. 6 eMt k-pKÀ.ncipate. 6<i роил tout 

a e A, ta fonction 16[a[ x) ] - 6 (x) | e^t Ьолпее. eX &t toute, jauge, ve.svi£tant 

ceXte. condition C6t dominée, van. 6. 

Lf introduction de cette notion est justifiée par la proposition qui suit. 

Улоро&лХА.оп 3. - Sott G = B. A un groupe, tocate.me.nt compact qui. e&t pKodutt 

д emi-dJJie.ct de. de.ux ьоиб-длоирел A et B, a eX 6 de.ux jaugea pfbincXpateA 

бил A eX G, 3 une. jauge. A-pstinctpate. бил В. Atosvb ta fonction X dé^i.-

\vie. рал 

\(g) = Xib.a) = &(b)+a(a) 

e.6t equA.vate.nte. à 6. 

Preuve : La lettre désignera diverses constantes. On a les relations 

6(g) <: 6(a)+6(b)+Cj 

ô(a) ^ C2a(a)+C3 

On en déduit 

I 6[a(b ) ] - 6(b) I <: ô(a)+6(a 1)+2C] 

Sup [ô[a(b) ] -ô(b) I < + oo 
b€B 

Comme 3 est A—principale on a donc 

ô(b) <<: c43(b)+c5 

Ce qui donne 

6(g) ^ ô(b)+6(a)+C1 C6X(g) + (C3+C1-hC5) 

Posons y(g) - y(ba) = 3(b) et considérons 

y(ggf)-li(gt) = 3 [ Ъ . а ( Ъ')]-3 ( Ъ ' ) ^ & ( Ъ ) + & [ а ( Ъ ' ) ] - & ( Ъ ' ) 

Comme Sup 3[a.(b1)]-£(b1) est une fonction sous-additive de a, on en déduit 
bf €B 

y(ggT)-y(gf) 4? 3(b)+C?a(a)+C8 
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LA LOI DES GRANDS NOMBRES 

Sup y ( g g ' ) - u ( g ' ) ^ C X(g)+Cg 
gT€G 

La fonction du premier membre est sous-additive et supérieure a 

y(g)~y(e) = 3(b)-3(e). Comme ô est principale on a 

3(b)-3(e) ^ Sup u (gg ' ) - y (gT) <S C10ô(g) + C n 
;'tG 

comme on a clairement a(a) ̂ : C. „6(g)+C 1 ~ on en conclut 

X(g) ^ (C10+C12)ô(g)+3(e)+C1 j+C13 

CoKottotne. : Soit: G un groupe, toaate.me.nt compact, A et: B de.ux AOUA-

gn.oupe¿> ^eAme.6 de. G teJL que. G = BA, B étant distingue dans G, a et $ 

de.ux jaugea pntncipateA sun A et G, $ une. jauge. A-pnt.ncA.pate. ¿un B. Aton¿> 

cm a 

Vb G B, Va € A, ôlba) ^ C ^ | a (a) +3 (6 ) | ou C? et. sont de.ux 

constantes. 

Preuve : On définit un homomorphisme f du produit semi-direct B.A dans G par : 

f(b.a) = ba. 

Alors ô[f(b.a)] est sous—additive sur B.A et, dTaprès la proposition pré­

cédente, est donc maiorée oar 

C1[a(a)+p(b)]+C2 

On va maintenant donner, dans le cas des groupes de Lie connexes, des calculs 

ou des estimations de jauges principales qui seront utiles dans la suite. Dans le 

cas des groupes de Lie de type R de tels calculs ont essentiellement été effec­

tués en [26]. Rappelons le résultat obtenu dans le cas d1 un groupe nilpotent sim­

plement connexe N identifié à son algèbre de Lie par l'application exponentielle. 
r r+1 

Considérons la suite centrale descendante de N : N = N1 => N2=>. . .ZDN ZDN = {e} et 

écrivons l'espace vectoriel N sous forme de somme directe : 

N = 

i=r 

+ 
i=l 

N 1 N 1 + 1 Si pour x de N décomposé sous la forme 

X 
i=r 

Z x. 
i=l 

(xi e N1V+I) on pose 6(x) Sup Il x - Il 
1 

1/i 

où II x̂ || est une forme euclidienne convenable sur N:L/Ni+1 , on obtient une jauge 

principale [26 p. 343-344]. 
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Enfin, si H est un sous-groupe fermé du groupe localement compact G tel 

que /̂ft soit compact, la restriction d'une jauge principale de G à H est une 

iauge principale de H d'après la proposition 1.4 de [261. 

Ve^tniXÁ.on S.- Ün automoKphtAme u d'un eApace vectoKi.et xeet de dAmo.nMi.on  

£tnie Ao/ia dtt dttatant At teA moduteA de ACÁ vateu/iA can.acte.KtAttqueA 6ont 

6upe.KAo.unM à un. 

Conséquence : Si u est dilatant et si B est une boule relative à une norme 

fixée sur V, il existe deux constantes C > 0 et p > 1 telles que l'on ait : 

Vn € N unB ZD CpnB 

En effet, on a Dar hvDOthèse 

1 imll u "Il 
1/n 1 

p' 
< 1 

n 

ce qui donne -n 
u B 

cz 
1 

B à partir d'un certain rang (pT > p > 1). 

D'où : Vn £ N unB => Cp B 

Ve^tnitton 6.- St u eAt un automoKphÂMme d'un espace. ve.ctofiA.eJL U on notera 

V te ptuA gKand AouA-eApace de V Aun. tequet u eAt dttatant, c'cAt-à-
u _n i /n 

dOie : V = {x ; ttm\\u x|| = 0} V AOJia appete AouA-eApace dttatant KeJLa-
^ n 

tA.£ à u. 

Ve^tnttlon 7.- Un gsioupe. d'automoK.pkÍMmeA G d'un groupe, de. Lté niZpotent 

connexe, et Atmptement connexe N AeKa dit dttatant Ai. ta AouA-atgebsie de Lté 

de N, AuppoAee tdentifatee à N, engendn.ee pan. teA N (g e G) eAt egate a N. 

PA.opoAtti.on 4.- Soit G un groupe d'automoKphtAmeA dttatant du groupe de Lté 

wttpotent Atmptement connexe N et x | |x| une fonction AouA-addiXtve (leAp 

jauge) pKtnctpate poAttlve AUK N. AtoiA ô(x) = Log ( l + x|| ) eAt une fonction 

6ouA-addittve [KeAp. jauge) G-pKA.nci.pate Aun. N. 

Preuve : Plaçons-nous dans le cas des fonctions sous-additives, le cas des jauges 

étant semblable. La sous-additivite de Log(l+||x||) résulte de 

(1+llxll) ( l + llx'll) = l+i lx | |+ | |x ' | |+Hx| | Ux'll 

Î + Ixl+Ux'll . 
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LA LOI DES GRANDS NOMBRES 

On a de plus 

ô(gx)-ô(x) Log 
1+11 exil 

l+|x| 

Comme x -+ I gx|| est sous-additive on a 

Il gx|| < A|| x|| +B (A > 1 ) et donc 
1+11 gxll 

1+1 x|| 

A(l+||x|l )+B 

1+llx|| 
< A+B 

Il en résulte que ô(gx)-ô(x) est bornée supérieurement. En changeant g en 

g \ on obtient que cette fonction de x est aussi bornée inférieurement. Pour 

montrer que ô est G—principale, on suppose dTabord que N est un espace vecto­

riel et que G est engendré par un seul automorphisme dilatant g. 

Notons que si r| est une fonction sous—addi t ive sur N telle que 

|n(gx)-n(x)| soit bornée par C > 0, on a 

ri(gnx) <ç n (x)+Cn 

On peut supposer que x -* || x|| est une norme sur N. Si alors B^ désigne la 

boule de rayon a , on obtient, en tenant compte de gnB ̂  ZD CpnB^ (p > 1 , C > 0) , 

que la relation || x|| ^ Cpn entraîne rj(x) ^ Cn+D (c > 0) > d'où, en général 

n(x) :̂ C Log( l + ll x|| )+D 

Si N est nilpotent on l'identifie à son algèbre de Lie et si l'on désigne 

par N' le groupe dérivé de N, l'hypothèse sur l'action de G et le cas parti­

culier précédent entraînent l'existence d'une base (e^) d'un supplémentaire de 

N' telle que 

6 ( X e i ) C Log(l+|X|)+D 

Cette condition se traduit, à cause de l'expression d'une jauge principale 

sur N, par la relation 6(x) ^ C Log ( 1+|| x|| )+D si x est colinéaire à l'un des 

e^. Supposons d'abord que l'algèbre N soit niloptente libre de classer sur les 

(e.)-_j et introduisons les automorphismes u définis par 

uA(e.) = Xe. 

On sait, toujours d'après l'expression d'une jauge principale sur N que si 

x varie dans un compact on a 

AIAI+B £ ||u (x)H ^ A ' IXI+B' 
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Posant I = {Çe : | Ç | <: 1 } on obtient alors 

ô(uA(x)) <: C Log(l + ||ux(x)||)+D 

6(u,(x)) <ç C ' L o g d + I X D + D ' 

Si x varie dans l'un des I, . 
k 

Puisque le sous-groupe engendre par les 1̂ . est égal à N, le théorème de 

Baire entraîne que l'un des produits des 1^ contient un voisinage U de l'iden­

tité. On en déduit que pour x dans U on a, avec de nouvelles constantes 

6(ux(x)) ^ C Log(l+ I A D+D 

6(uÀ(x)) 4C CîLog(l + ||ux(x)[|)+D' 

Soit : Vy E N ô(y) C 1 Log ( 1 + I y il ) +D ' 

Si l'algèbre N n'est pas libre elle est le quotient d'une algèbre de Lie 

libre associée à un groupe nilpotent ST. Si l'on désigne par n 1'homomorphisme 

canonique de N sur N on peut définir à partir de ô une fonction sous-additive 

ô sur N par 

6(x) = 6 [ T T ( X ) ] 

L'étude précédente entraîne alors 

d'où 

6(x) <: C Log(l+|Ixll )+D 

6(y) C Inf Log( I+||x[[ )+D 
TT(x)=y 

6(y) < C'Logd + DyD+D' 

Vë.^tnttlon S. - Sott G un gxoupe, de. Lté. moye.nnabte. connexe.. On appe-ZZe. AOUA-

gttoupe. tnAtabZe. de. G te. ptu¿> petÂt ¿ouA-gsioupe. distingue, fcexme N de. G 

teJL que. ^/^ ¿ott un groupe, de. Lté, de. type. R. [un groupe, de. Lté. conne.xe, e¿t 

dit de, type. R ót Ze¿> potcU de. ta h.zph.e.¿>e.ntcut¿on adjotnto, 6ont de. modute, 

un) . 

Pour justifier cette définition, il faut vérifier que si 1SU (i £ I) est une 

famille de sous-groupes fermés distingués tels que /N- soit de type R pour 

tout i et si P = fi N. 
i 

i€I 

G P est encore de type R. Notons par les 

algebres de Lie de N. 
i 

G, posons n 
i€I 

1 
et montrons que l'algèbre 

58 



LA LOI DES GRANDS NOMBRES 

Ql'/ftL est ^e type » on Peut supposer I fini et considérer l'homoraorphisme 

canonique de ^ dans n <f 1/^. : son image, isomorphe à est de type 

XS i€I 1 

comme Ff (f/ty • Le sous—groupe M correspondant à est contenu dans P. L'ai — 

gèbre de ^/p est donc de type R comme quotient de & l'Tfi.• 

Remarque : Il découle du raisonnement précédent que N est contenu dans le nilra-

dical de G puisque le quotient de G par celui-ci est localement isomorphe au 

produit d'un groupe compact et d'un groupe abélien. En particulier N est nilpo-

tent. De plus N est connexe puisqu'un revêtement d'un groupe de type R est 

aussi de type R. 

Une construction de N apparaît dans la démonstration de la proposition sui­

vante . 

PA.opo6ttA.on S. - Sott G un groupe, de. Lté. moye.nnabZe. connexe, admettant N 

роил. 6 оил-groupe. tnàtabZe.. AZosu> tZ e.xt6te. un доиб-gfwupe. ^елте. connexe. A 

de. G qut oAt de. type. R, opeJie, de, ma.viLe.Ke. dtZatmvte, лил Ze. quotte,nt de. N 

рал bon ьоиь-groupe, compact maxtmum e,t qut v&it&to, G = W.A 

rreuve : Soit = tfÇo'JZ une décomposition de Levi de étant ici une 

sous-algèbre compacte maximale de ^ . On raisonne comme en [23], en considérant 

une sous-algèbre de Cartan (F* du centralisateur de 'JC dans *JZ . On considère 

la décomposition en sous—espaces primaires de la représentation de ^T* dans <C/2 : 

on obtient deux sous-espaces <CP-invariants de *7L , en somme directe, 3 et if , 

tels que les valeurs caractéristiques de adx dans if soient imaginaires pures 

pour tout x de CP tandis que dans if elles soient de parties réelles non nulles, 

pour certains x de Cf*5 . D'après un calcul classique, if est une sous—algèbre 

de Oï, et puisque 

R= P+ [J,R] 

c'est une algèbre de type R ; d'après ce même calcul on a [(P, !/] c (jf , ce qui 

montre que la sous-algèbre tf engendrée par est un idéal de . Comme par 

ailleurs [JC9 ] c= tJ et [3Ç , f ] c if on obtient que if (& JC est une algèbre 

de type R et que 3 est un idéal de % vérifiant 

J= ( s+k) +J 

Enfin, puisque JX = J +[<f,^i], il est clair que J cz ,\3£] est nilpo-

tent. On va montrer que l'adhérence dans G du sous-groupe correspondant à $ 
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n est autre que le sous-groupe instable N de G et que 1 adhérence du sous-

groupe correspondant à X est un sous-groupe A satisfaisant la proposi­

tion, 

Notons d'abord que, puisque A opère de manière dilatante sur *J et que 

G N est de type R on a 3 c: 71. et le sous—groupe correspondant à 3 est 

contenu, ainsi que son adhérence, dans N. De plus, comme fi est de type R 

il en est de même de G 
N, ce qui montre que N, ID N. Si l'on désigne par С le 

sous-groupe compact maximum de N, on a N^.C = N car 1Timage de Nj dans /c 
qui est nilpotent, simplement connexe, étant connexe est fermée et donc égale à N 

puisqu'elle y est dense. On en conclut que A qui opère de manière dilatante sur 

0 et N. opère aussi de manière dilatante sur N/ 
c-

CoioZZjcuJie : Soient ô et a deb jaugea psvlnctpaZeA бил G et A. On a 

aJLonò, avec deò conòtanteò convenabZeò A et В : 

Vn £ N, v a G A : àina <. А+ВГLoa { 1 + 11 nil ) +a(a) ] ou n -* Hull eòt 

une jauae YDtoLnc^vcüce 6 u/t 
N 

С 

La proposition suivante permet de ramener le cas des groupes de type R au 
cas nilpotent. 

VtiopobiXLon 6. - Sott G un длоире de Lté connexe et òtmpZement connote. qut 

et>t de type. R. ktofbb tZ extòte un ton.e С £олте d'automo^pktòmeò de G teZ 

quo. Ze pA.odutt òemt-dJjiect С. G ÒOAX aubòt Ze psiodutt òemt-dOtect d'un 

gxoupe compact contenant С et d'un gsioupe ntZpotent btmpZement connexe. N 
±oP nu о 

GM = C G 

Cette proposition découlera du lemme. 

Lemme ; Sott G un дЛоире de Lté connexe et òtmpZement connexe, R òon siacil-

caZ, A . R un "òemt-òtmpZe ApZttttng" de R. KZOKA tZ existe un доил-длоире de 

Levt S de G teZ que Ze& аиХотолркЬьтео de R de^tntò рал Zeò eZementà 

de S et ceux de A commutent. 

Preuve : On reprend, en l'adaptant une construction due à L. Auslander et 

L.W. Green [1]. Considérons les actions adjointes de R sur les algèbres de Lie 

/sl et 'JIL de R et G et notons R et R les adhérences algébriques des 
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images de R dans A u t ( ^ ) et A u t ( ^ ) : ce sont des groupes résolubles connexes 

algébriques et ils admettent donc des décompositions de la forme [5] R= T.N, 

R = T.N où T et T sont des tores algébriques maximaux et N, N les sous-

groupes unipotents maximaux. Puisque R laisse stable fJÎ et opère de manière 

triviale sur ĉ /̂ £ > il en est de m^me de R et 1 ? homomorphi sme de restriction 

à ^ envoie donc R dans R. L1 image de T est alors formée d'éléments semi-

simples et est donc contenue dans un tore algébrique maximal de R [5] : on peut 

supposer que T contient 1Timage de T. Enfin le noyau de 11homomorphisme de res­

triction est contenu dans N puisque R opère trivialement sur 2 11 T est 

isomorphe à son image dans T. Puisque T opère de manière semi-simple sur l'algè-

Dre Q , il laisse fixe une sous—algèbre reductive maximale de ^ , d'après un 

théorème de G.D. Mostow [22] ; cette sous-algèbre reductive maximale est le pro-

iuit de son radical par une sous-algèbre de Lévi £f de J£ qui est invariante 

)ar T. Comme T opère trivialement sur Q'/^G , il opère trivialement sur et 

si S désigne le sous-groupe de G correspondant, les automorphismes de R asso­

ciés aux éléments de T et S commutent. Puisque, par définition A est l'image 

ie R dans T, on obtient bien l'assertion du lemme. 

Preuve de la proposition 6 : Avec les notations du lemme précédent, soit K un 

sous-groupe compact semi-simple de G qui commute avec A et considérons l'adhé­

rence C de A dans le groupe des automorphismes de R : C commute avec l'action 

de K et l'on peut donc considérer le produit semi-direct C.G = (C*K).R. Puisque 

A a C et que G est abélien, l'action de C sur C.G laisse invariant A.R. 

qui d'après [1] est égal à A.N. où N est le nilradical de A.R. Il en découle 

que N est distingué fermé dans C.G. On a donc C.R = C.N et C.G = K.(C.R) = 

(KxC).N. 

Enfin GN = KRN = KAN 

GN = (KxA).N = C.G 

puisque RN = AN, [1]. 

Ve^LnJjblon : On dJJici qu'une fonction à vctteu/u comptexeû AU/I un groupe de Lie 

engend/ie peut un compact M e&£ à cAo-lA6ance teinte. Von a 

Lan Sun 

gev* 

n 1 

Notons enfin que la proposition précédente admet la conséquence suivante. 

Vriopo&jjtLon 7. - SoZt G un groupe de L-le moyennabte connexe. eJt bimptement. 

connexe.. AZolA Ven&embte de6 fonction* ^ep^eàentatlveA 6UA G à crtoiAbcince 
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Ze.nte. e.6t une. аЛдгЬле. 6tabte. рал t/саплЛа£л.опб. C&tte. аЛдсЬле. e¿t {олтге. de. 
¿onc£¿on¿ со notantes suivant Лсб сЛаббсб du б о ил-groupe, d-ULatant de. G et 
бёрале. сел сЛаббел. 

Le lemme suivant précise la structure des fonctions représentatives à crois­
sance lente. 

Lemme. : Sott G un длоире. de. Lté. e.nge.ndjié. pan. un compact \J, £ une. fionctton 

ле.рлел e.ntattve. бил G. КЛолб Лел со ndttto пб 6u¿vante¿> б ont equtvaZe.nteA : 

1 ) £ e.6t à слоАЛбапсг Ле.пХе. 

2) АЛ cxÁAte. deb гЛгтгпЫ g^,g^ de. G teJi6 que., роил tout h de. G 

ЛЛт tn£[ Sup é(gnhg¿)] > 0 
n 1^Л^л 

3) АЛ e.xÁAte. un спХЛел d et une. constante. С teJULe. que. 

\6(g) I ^ Cíóylg)]0-

Preuve : Soit E est l'espace vectoriel engendré par les translatées à gauche de 
f et p la représentation de G dans E par translations. 1 => 2 : La condition 
1 implique que pour tout g de G on a 1 im|| p (gn) j| ̂ П ^ 1 où || || désigne une 

n 

norme sur E. Ceci signifie que, pour tout g, les valeurs propres de p(g) sont 

de module un. On en déduit 

lim inf||p(gn)fH < 0 
n 

Si alors g^ (i = l,...,r) est une partie finie de G telle que pour tout 

x de E 

||x|| = Sup | x ( g i ) I 
l^i^r 

on obtient la condition 2. 

2 => 3 : La condition 2 implique lim inf||p(gn)|| > 0 où x est une translatée de 
^n n 

Cela signifie que les valeurs propres de p(g), dans le sous-espace invariant 

par p(g) engendré par x, sont de module un au moins. Il en est de même dans E 

puisque les translatées de f engendrent E. Finalement, les valeurs propres de 

p(g) dans E sont de module un. Montrons que cette propriété implique, par réc-

currence sur dim E, l'existence d'un entier d et d'une constante С telle que : 
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Il p ( g ) Il ^ C [ôv(g)] . Si dim E = 1, l'assertion est claire car p(g) est une mul­

tiplication par un nombre complexe de module un. 

Dans le cas général, on sait d'après [7] qu'il existe un sous-espace * {0} 

de E invariant par p(G) et sur lequel p(G) laisse invariant un produit sca­

laire. Notons p et p les représentations déduites de p dans E^ et ^ / E J 

et écrivons E = E, © E0 où E„ est isomorphe à E/F m Définissons une norme sur 
1 2 2 ^ ] 

Ej et E2 par la formule ||x|| = Sup (|| Xj ||,|| x2H ) où x = Xj+x2 (Xj E E 2 , x? € E2) . 

On a alors, pour g et h de G : 

l l p ( g h ) | | £ Il p (g) Il II p ( h ) || + || p (g ) || Il p ( h ) || 

Si l'on pose 

d>(n) = Sup ||p (g) )| , iMn) = Sup o(h) 
h€Vn 

On obtient alors 

<j>(n+l) ^ C'i(;(n)+(j)(n) 

puisque llp(g)H = l 

L'hypothèse de récurrence \p(n) <: Cn implique alors 

cf>(n) ̂  C"n 
d+1 

Preuve de la proposition : La première assertion est claire. 

Si f est une fonction représentative à croissance lente et si p est la re­

présentation associée, p(G) est formé d'opérateurs dont les valeurs propres sont 

de module un ; l'image de p(G) dans la représentation adjointe possède la même 

propriété et p(G) est donc de type R. Ceci montre que le noyau de p contient 

le sous—groupe dilatant de G. Si G est produit semi—direct d'un groupe compact 

K et d'un groupe nilpotent simplement connexe N on obtient un ensemble séparant 

de fonctions représentatives en prenant les fonctions représentatives de = ^ 

et les polynômes sur N prolongés à G par la formule P(nok) = P(n) [n € N, 

k € K ] . Comme ces fonctions sont à croissance lente, le théorème est démontré dans 

ce cas. Si G est de type R, l'injection de la proposition 6 dans un groupe du 

type précédent fournit le résultat. Cette conclusion s'applique au quotient de G 

par son sous-groupe dilatant, qui est simplement connexe de type R et la proposi­

tion en découle. 
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B - La loi des grands nombres pour les groupes de Lie moyennables 

D'après la proposition 5 de la première partie et son corollaire, on est ra­

mené a étudier le cas d'un groupe d'automorphismes dilatant d'un groupe nilpotent 

et le cas d'un groupe de type R. Dans ce dernier ces, qui est le plus substantiel, 

les théorèmes découleront d'une étude de l'opérateur de convolution par une mesure 

bornée sur l'algèbre des polynômes sur un groupe nilpotent simplement connexe. On 

utilisera en particulier une notion de degré qui est un cas tes spécial des filtra-

tions étudiées systématiquement en [15]. 

Le passage au cas d'un groupe de type R général se fera en utilisant la tech­

nique du "semi-simple splitting" [1]. 

Il sera commode pour alléger l'exposé de supposer que la probabilité considé­

rée admet des moments de tous ordres. Les résultats resteraient valables avec seu­

lement l'existence d'un moment d'ordre un et pourraient s'obtenir par des techni­

ques de troncature. 

La proposition et les théorèmes qui suivent sont des résultats partiels qui 

serviront à établir le résultat final énoncé dans le théorème 3. 

Vh.opo&JjtLon 7. - Sott G = B.A un produit 6emt-ctiJiect du groupe Zocotement 

compact B et du groupe d'automosipktóme¿ A , $ et a de* jauge* pfitnctpa-

£e¿ 6UA. B et A, p une pKobabtttte ¿u/i G. PoAon* 

a = b(q).a(q) avec b{a) £ B , ala) e A. 

St V on Auppoàe que psieàque AÛ/iement on a ttm 
cx[a(g1f. .g ) ] 

n 
= 0 

oue Loaï 7 + Bfb [a] 11 e*t v-tnteasiabZe. a¿osu> on a 

7 

n 
Loa[7+B[b(a1,...a )]] = 0. 

n 

Preuve : Remarquons dfabord que si u est un automorphisme de B on a 

l+3(ub) S p(u)[l+3(b)] 

pour une fonction p(u) vérifiant p(uv) 4: p(u)p(v). 

En effet 
1+B(ub) 
1+BCb) est bornee par 

1 + A B f h H B 
i+3(b) 

A+B. 

Car BCub) est aussi une îauee et B est principale. On pose alors 

p(u) Sup 
l+3(ub) 
i+3(b) 

btB 

Observons aussi que si X est une suite de variables aléatoires réelles in— 
^ n 

dépendantes ayant même loi et un moment d'ordre un ; on a presque partout, £ étant 
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fixé, | x I * e + A avec une constante A convenable. Ceci découle du lemme de 

Borel-Cantelli. 

Posons alors gbg = g(b) b(g^) = b^ et 11 on obtient 

b(gr..gn+1) = b, gl(b2)g]g2(b3) gr..gn(bn+1) 

3[b(g]..-gn+1)] C(n+l)+0(b1)+3(g1b2)+...+3(gj...gnbn+]) 

Utilisant l+3(g ...gkbk+]) ^ p(gj...g )[l+3(bk+])] et se plaçant sur la 

partie 
3 

de GN où 1 on a simultanément 

p(g. . . -g,) A(l+£) 
k 

1+3 ACl+E) 
k 

on obtient 

1+3E(g,..-gn+i>] ^ C(n+1)+A2 
k=n 

k=o 
(1+6) 

2k 

l+3fb(g .•-gn+1)] ^ C(n+1)+A2 (1 + 
1 

)(!+£) 
2n 

lim[l+3[b(gr ..gn)]] 
1 'n (l+£)2 

n 

Enfin l'hypothèse Log[1+3(b(g))] p-intégrable et le fait que l'on ait 

P(g) e' 
Aa(g)+B 

^ g . I N 

entraînent que la réunion des Çl lorsque A varie est G sauf une partie négli­

geable et la proposition découle donc de l'arbitraire de £. 

Dans le cas des groupes de type R, on a les résultats suivants qui précisent 

considérablement la proposition. 

Jke.oh.emc 7. - SuppoAonA que G Aott un pKodutt Acmt-dJjicct dfun groupe nÂJLpo-

tent IN et d'un groupe compact K. Atosu> àt p e&t centrée et &t ta projec­

tion canontque de. G Aur K eàt apértodtque, on a pou/i toute, jauge. prtnct-

pate ô AUA G : 

ttm 
Pn(ô) 

n 
n 

n 

Tke.on.eme. 2. - SuppoàonA que. G Aott un groupe, de. Lté. connexe, de. type. R et 

que. p 6ott apériodique et ce.ntA.ee,. Aton>, pour toute, jauge, prtnetpate ô 

Au/i G on a 
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tim 
n n 

= 0 

Le théorème 1 découlera aisément du théorème 1T et le théorème 2 du théorème 1. 

TheoKeme 1 ' Suppoòonò que G &oit te produit 6emi.-ciln.ect d'un groupe nit-

potent N et d'un groupe compact K et que p 6 oit une pn.obabttlté centn.ee  

à òupponX compact dont ta pxo\ection òun. K eòt òtntctement apenXodtque. 

AtonA. noun, tout.e ÂauLQÇ. DAtnci^yoatp <S t a &uiJ:.p. pn(à) 

Sh­
eet bon.née. 

Le théorème 1' résultera de deux propositions, pour l'énoncé desquelles nous 

avons besoin de quelques notations. 

Soit N un groupe de Lie nilpotent simplement connexe que l'on identifie à 

son algèbre de Lie et où le produit xoy de deux éléments x et y s'exprime 

donc, par la formule de Haussdorf, comme une somme de monômes de Lie en x et y . 
r r+1 

Soit N = N1 D N2 D ... D N D N = {0} la suite centrale descendante de 
N, (e.), - une base adaptée à cette suite, c'est-à-dire telle que, pour tout 

î 1<i<n 
s ^ r, les vecteurs e^ appartenant à N en forment une base. Désignons par Zfb 

l'algèbre des fonctions polynômes sur l'espace vectoriel N et par ^xi^î<i<n 

système des fonctions coordonnées associé à la base (e . ) i 
J î l^ri^n 

On définit une notion de degré sur cette algèbre en attribuant un degré à cha­

que générateur x. ; le degré de x., noté "deg x.", est par définition égal au 
s 

plus grand entier s tel que e^ appartienne à N . 

On peut alors énoncer la 

Vn.opoottt.on 1. - Sott p une pn.obabttcte òu/i N ayant deò moments d'ostaste 

quetconque. 

Atonj> ta convolution à gauche pan. p conòen.ve te degn.e deh polynôme* et òi 

p eòt centx.ee, ta convolution pan. p-ôQ abaiAòe le* degnJe* de deux unite* 

an main* . 

Cette proposition résulte immédiatement du quatrième des lemmes suivants en y 

prenant y = P~ôQ• 

Lemme 1. - Po un. tout potynôme A *un N, te polynôme de deux vanMible* 

A[x0y) - A U ) -Aly) eòt de degn,é totat au plu* égat à celui de A et de degn.e 

nasubiet* van. n.avDont à chacune de* va/iiable*. *t/U.ctement ZnAexieuA. 

Preuve : Observons que les coordonnées d'un monôme de Lie en x et y sont des 
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polynômes en x et y dont le degré total, au sens ici défini, est inférieur ou 

égal à r et dont les degrés partiels sont donc au plus égal à r-1 si les deux 

variables y figurent. On peut alors prouver l'assertion du lemme par récurrence sur 

la classe r de N et l'on peut supposer que A = x^ est l'une des fonctions 

coordonnées. 

Si r = 1 x^(x0y)~x^(x)-x^(y) est nul et l'assertion est claire. 

Si r > 1 et x^ est de degré strictement inférieur à r la conclusion ré­

sulte de l'hypothèse de récurrence. 

Si x^ est de degré égal à r, la conclusion découle de l'observation initia­

le car x0y-x-y est une somme de monômes de Lie. 

Soit l'algèbre enveloppante de N, if 11 idéal de engendré par N 

et u l'algèbre complétée de IL par rapport à la filtration définie par les puis­

sances de On appellera ordre d'un élément de Lu le plus grand entier n 

tel aue cet élément appartienne à Enfin, on peut faire opérer un élément de 

sur 1 algèbre :omme un opérateur différentiel invariant à droite par le 

groupe N. Le lemme suivant précise cette action et montre qu'elle se prolonge 

Lemme 2. - Le &ьапо^оптг d'un poZynome. de dcgsie d рал un eZe.me.nt cíe U> d*01-

d/ie. n e,òt un poZynorie, dz de.QK.iL d-n au pZuò. 

L'action do, IL бил üfc òe pKoZonge. donc à í¿ avec Za mene pn.opKA.ete., 

Preuve : Il suffit de vérifier que les éléments de N, opérant par dérivation, 

abaissent les degrés d'une unité. Or prenant un élément u de N et un élément A 

r\ <=> i/Tj O N a ' 

(u A) (x) lim 

t-*0 

A(tUox)-A(x) 
t 

ce qui montre, grâce au lemme 1, que (u A)(x) est un polynôme en x de degré in­

férieur à celui de A. 

Lemme 3.- Sott, an etement de N. Aton¿> faction ¿UA rfb de Vêtement de IL : 

C = 1+x+...+ 
I T + . . . eAt ta t/ianAtatlon à gaucke pa/i x. 

Preuve : Soit y un élément fixé de N et considérons le polynôme en t 

Q(t) = A(t x0y) 

Ecrivons Q(l) = Q(0)+QT(0)+...+ 
1 
k! Q 

k . "(0)+... et notons que 
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Q'(t) = lim A(6xot Xoy)-A(txoy) = ( x д ) ( ^ у )  

0-*O 6 

к к En remplaçant, dans la formule précédente Q (0) par sa valeur (x A)(y) on 
obtient 

A(xoy) = Г -ç-y (xkA)(y) = (eXA)(y). 
k;>0 * 

Lemme 4,- Suppo6on6 que la тебиле Ьолпёе y alt de6 тотепХб d% ondne. quelcon­
que,. А1олл Vaction бил. Л de. Ve.leme.nt de. ЪС y = e~xdVí(x) п'e¿t au-

Хле que. la convolution à gauche, рал. y. En ралХХсиЛХел, б1 ta таббе de. y e.6t 
nutte et 6l Ve.le.me.nt j^x dy(x) appanXXent à N2, la convolution à gauche, 
рал y аЬаХббе 1еб de-длё.б de, deux unlte.6 au то1пб. 

Preuve : On a d'après le lemme 3 : 

(y*A)(y) = JNA(-x0y)dy(x) = J Ne
 XA(y)dy(x) = yA(y) 

y = Jdy(x)- /x d y ( x ) + . . . + - ~ y - |xkdy(x) + ... 

et l'hypothèse Jdy(x) = 0 Jx dy(x) = 0 entraîne bien que y est d'ordre 2. 

D'où la conclusion d'après le lemme 2. 

Рлороб1ХХоп 2,- Sott N un длоире. ntlpotent 6tmple.me.nt connexe., К un длоире. 
compact d1 аи£отолр(г1бтеб de. N, p une. рлоЬаЫХХХе бил le. pлodutt 6eml-dJjiect 
N.K dont la рлоje.ctA.on p бил К e.6t apëhXodXque eX con6lde.Kon6 V орёлаХеил 
P de. convolution рал p бил V ел расе, homogène. N = GI^. 

AtoAA, 6l un polynône A vénX&le ( P - I ) ^ A = 0, роил un селХаХп k, t t vëhX-
&le au66l deg(p*A-A) ^ deg A-2. 

Avant de démontrer cette proposition, introduisons quelques notations et dé­
montrons deux lemmes. On notera p et p respectivement les projections de p 
sur К = G/N et N = G/K et l'on désignera par p la limite vague de la suite de 
mesures p = — (6 +p+...+'pn). 

n n e 
Lemme. : Роил tout polynôme A бил N vénX^tant ( P - I ) ^ A = 0 роил un селХаХп 
k, on a : 

A = p*A+B 
avec deg В < deg A. 
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Preuve : Considérons les actions de p, pf, et p sur cl^^d-l quotient de l'es­

pace des polynômes de degré d au plus par celui des polynômes de degré d-1 au 

plus. Puisque N opère trivialement sur cet espace, les opérateurs Q, Q associés 

à p et p* coïncident et comme l'opérateur Q associé à p vérifie 

Q lim 

n 

1 

n 
(I+Q+.. ,+qa) 

On a classiquement : 

^d^d-l = Ker(Q-I) e Im(Q-I) 

Ker(Q-I) = Ker(Q-I) 

Im(Q-I) = Im(Q-I) 

La relation (P-I) A = 0 donne alors, en notant Â l'image de A supposée 

de degré d, dans ^ d ^ d - 1 : 

(Q-I) A = 0, (Q-I)A = 0 , QA = A. 

Ceci signifie que p*A-A est de degré strictement inférieur à d et achève 

la démonstration. 

Lemme : St p e^t apériodique, ta mesure Aur N p*p e&£ centrée au 6en& 

du groupe nÀJLpotent A/. 

Preuve : On sait que, puisque p est apériodique, p coïncide avec la mesure de 

Haar normalisée sur K. Soit f une forme linéaire sur N nulle sur N' c'est-

à-dire un homomorphisme de N dans le groupe additif des réels et considérons 

p*p(f) = / f(x)d(p*p)(x) = // f(kx)dp(k)dp(x) 

(p*p)(f) = /Ng(x)dp(x) avec g(x) = JRf (kx)djî (k) 

Comme g est ici K-invariante, elle se prolonge en un homomorphisme de G 

dans IR qui est trivial sur K. L'hypothèse p centrée dans G entraîne alors 

que l'intégrale J^g(x)dp(x) est nulle et donc que p*p est centrée. 

On peut maintenant démontrer la proposition : considérons les décompositions 

A = p*A+B 

(p-ô )*A = ( D - Ô )A+C 
e " e 
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avec deg B < deg A, deg C < deg(p-ô^)*A. 

Notons dTabord que, puisque p*A est K-invariant, on a : 

(p-ôe)*A = (p-ôe)*p*A+(p-6e)*B 

et donc (p-ôe)*A est de degré strictement inférieur à celui de A noté d. 

Il suffit donc de voir que p*(p-ô )*A est de degré d-2 au plus : 

p*(p-ôe)*A = p*(p -6^)*p*A+p*(p-ôe)*B 

p*(p-ôe)*A = (p*p~6e)*(p*A)+p*(p~6e)*B 

Comme p*p est centrée, le lemme précédent montre que le premier terme est 

bien de degré d-2 au plus. Calculons le second terme modulo '-^¿-2 * lTactlon de 

p*(*p-Ôe) se réduit dans *^ci-]/*^d-2 ^ celle de P*(p~~ôe) et est donc nulle d'a­

près la définition de p. 

CosiottatJie : Conòtdetionò ta Actuation de ta pn.opootXA.on 1 et òuppoòonò de ptuò 

p AtfitcXement apériodique. Atotò, poux tout potynôme A ÒUA. N, pn*A(0) eòt 

òomme d'un potynôme en n de degn.e au ptuò egat à dea A 
2 

et d'une /\onctton 

exponenttette potynôme tendant veJU zew à V tn&tnt. 

Preuve : Montrons que les valeurs propres de P différentes de 1 sont strictement 

inférieures à 1 en module. Soit les space des polynômes de degré d au plus 

et considérons l'action de P sur ^d^^d-l '' t̂act̂ on de N» Par translation sur 

cet espace est triviale et P est donc, sur cet espace, l'opérateur associé à p". 

Comme "p est strictement apériodique, les valeurs propres de l'opérateur associé 

ne peuvent être de module 1 sans être égales à 1 [16]. 

Décomposons l'espace en somme de sous-espaces caractéristiques : si A 

appartient à un tel sous-espace, supposé différent de = Ker(P-I)^, (pn*A)(0) 

est une exponentielle polynôme dont les termes exponentiels sont les valeurs pro­

pres différentes de 1 de P et qui tend donc bien vers zéro à l'infini d'après ce 

qui précède. Enfin, en restriction à E^, on a P = I+U où U est nilpotent avec 

lj[d/2+l] = 0 d'après la proposition 2. On a donc : 

pn = T ckuk 
d 
2 

n 

d'où le résultat car C 
k 

n 
est un polynôme de degré k. 

Preuve du théorème 1' : On peut maintenant démontrer le théorème 1' : on passe d'a­

bord au quotient par le sous-groupe compact maximum distingué de N qui est carac-
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téristique dans N.K. Puis supposant N sans sous-groupe compact propre, on con­

sidère le groupe de Lie N connexe et simplement connexe qui contient N comme 

sous-groupe uniforme [21] : K opère sur N par automorphismes et N.K est donc 

un sous-groupe uniforme de N.K ; il en découle qu'une jauge principale sur N.K 

fournit une jauge principale sur N.K, par restriction ; d'autre part, un homomor­

phi sme X de N.K dans R se restreint à N.K en un homomorphisme et l'on a 

donc, puisque p est centrée : 

f5-KA(g)dP(g) = JNKX(g)dp(g) = 0 

Ce qui permet de supposer N de Lie simplement connexe. Il suffit aussi de 

démontrer le théorème pour une jauge principale particulière. Supposant l'espace 

vectoriel N identifié à 
l^k^r N k + 1 

on obtient une jauge principale 6 sur 

N en posant [26] 

x Z xk (xk € Nk/ 
Nk+1 l^k^r 

6(x) = sup ||xk|| 1/k 
l̂ :k̂ :r 

où || x || désigne une norme euclidienne convenable sur Nk 
N k + 1 

Posons aussi ô(x) = sup 6(pxp ) et observons que ô est encore une jauge 

sur N qui se prolonge à G en une jauge principale par 

ô(xp) = 6(x). 

Comme l'inégalité ô(x) 4: A ô(x)+B conduit à : 

n ° k n _ „ 
p *<5 A p *o+B 

il suffit de vérifier que 
p *6 

VF 
est bornée. Or on a, en posant pour abréger 

ô (x) = 11x^11 : 

(Pn*6)(0) <: Z (Pn*ô )(0) <ç E- (pn*ôkV/2k(0) 
k<r k^r 

, n c2k. _ k 
(P *6k )(0) ̂  Cte n 

car A 2 k 
6k est un polynôme de degré 2k d'où, enfin (p *ô) (0) :̂ Cte\/n 

Preuve du théorème 1 : On considère la nouvelle probabilité q = — (p+ô ) qui est 

centrée comme p et dont la projection q sur K est strictement apériodique : 
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sinon il existerait un sous—groupe distingue H de K tel que la projection de 

q sur ^/JI soit concentrée en un point distinct de l'élément neutre ; ceci est 

impossible puisque q(e) r 
2 

Or 
n 

q 
i 

2n 0<çk<n 

et un raisonnement classique montre que 1 im qn(ô) 
n 

lim 
k 

Pk(ô) 
k 

D'où la conclusion puisque lim 

n 

qn(ô) 

n 
0. 

Preuve du théorème 2 : On peut, d'après le théorème 2 de l'introduction, supposer 

G simplement connexe. 

On a montré en A) l'existence d'un groupe de Lie connexe L contenant G, 

comme sous—groupe uniforme qui est produit semi-direct d'un sous—groupe nilpotent 

N et d'un groupe compact K et tel que GN = L. Alors le théorème 1 s'applique 

à L et p puisque le support de la projection de p sur K engendre K et 

que la restriction d'un homomorphisme de L dans R à G est encore un homomor— 

phisme : si ô est une jauge principale sur L, on a 

lim 

n 

P n ( 6 ) 
n 

0 

On en déduit le résultat voulu puisque la restriction de ô à G est une jau­

ge principale. 

On peut maintenant énoncer et démontrer le résultat principal de ce paragra­

phe . 

Théorème 3 : Sott G un groupe de Lté connexe et moyennabte, p une proba-

btLité apériodique Aur G admettant de& moments de touà ordre* et centrée, 

M un votûtnaqe compact de e dan6 G, atorh on a 

Lim 
n 

n 
= 0 p^-presque partout Aur G ^ . 

Preuve : Considérons le sous-groupe instable B de G et un sous-groupe A de 

type R qui opère de manière dilatante sur N et vérifie G = BA, l'existence de 

A étant démontrée dans la première partie. 

Considérons le produit semi-direct G = B.A et l'application canonique de G 

sur G qui à (b,a) associe le produit b.a dans G. Soit q une probabilité 

sur G ayant une infinité de moments, centrée et d'image p. 

Si a et 3 désignent respectivement une jauge principale sur A et une 

jauge A-principale sur B, on a puisque q est centrée, presque partout : 
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1 im 
n 

a[a(gj..-g )] 

n 
= 0 

lim 
n 

Log[l+3[b(gî..-gn)]] 

n = u 

d'après le théorème 2 et la proposition 1, en posant pour g G G g = b(g).a(g). 

Comme a[(g)]+Log[l+0[b(g)]] est équivalente à une jauge principale sur G, on a 

bien, si V est un voisinage compact de e engendrant L et d'image V dans G 

lim 

n 

ô^(g,...g) 

n 
= 0 

et puisque ôy(ba) :̂ ô~(b,a) si b £ B, a 6 A on a bien en prenant les images 

dans G, le résultat annoncé. 

C - Le cas des groupes non moyennables 

On étudie dans ce paragraphe une notion de croissance relative à la mesure de 

probabilité p et on déduit des conséquences relatives au comportement asymptoti-

que du produit sn̂ (jL)̂  = xl***xn' ^ans ^e cas d'un groupe non moyennable. 

On relie aussi l'étude de la moyennabi1ité des espaces homogènes et le théo­

rème de densité de Borel. 

Soit E un G-espace topologique localement compact séparable muni d'une me­

sure de Radon invariante qui ne s'annule pas sur les ouverts ; la mesure d'un en­

semble A sera notée par |A| dans la suite. Supposons donnée sur ExE une fonc­

tion continue ô vérifiant l'inégalité triangulaire : Vx,y,z £ E ô(x,z) <: 6(x,y) 

+ô(v,z) et Vs F G Supô(gx,x) < +<x>. On peut alors poser la 
xGE 

Vefitnttton 7. - On appelle cA.ot6Aa.nce de E Aelattve à ô le, nombre poAttl^ 

ou nul, éventuellement tnÂtnt c(ô) deAtnt pa/t 

c(ô) Itm 
1 

n n 

ou B* = {y G E ; à{x,y) ^ n} n 0. 

L'tnegaltte tAtangulaÂAe veJtl^tee pax à a**uJie que ce nombre e6t tndepen-

dant de x. 

Exemple : Si E est un espace homogène du groupe G supposé engendré par le voi— 
E 

sinage compact V de l'identité, on peut définir une fonction ôTT du type précé­
dent en posant 4 (x,y) = Inf{n ^ 0 ; y € Vnx}. 
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E 

Si E possède une mesure G-invariante, la croissance de E relative à 6^ 

est un nombre fini ĉ , dont la nullité est indépendante de V, comme dans le cas 

des groupes [17]. On dira aussi que E est à croissance exponentielle ou non, 

suivant que ĉ . > 0 ou c^ = 0. 

Definition 2,- Роил une рлоЬаЬПлХё p бил les ЬолеИепб de G, on арреИела 
сло1лбапсе de p dans E, ta Ьолпе 1п£ел1еиле de6 лёеЛл a > 0 tetb que, 
роил toute fonction ф continue à биррол£ compact, 1Л existe une 6ulte ело 1л-
santé exhaustive de ЬолеЛ1епб teJLte que 

1 n Л1т — Log\A \ ^ a et Llmjд p *ф(хЫх = Jpf>[x.)dx. 
n n n 

Afin de relier les deux croissances précédentes, posons ô(x) = Sup(x,gx) 
— — 1 . x 6(g) = Sup 6(gx,x) = 6(g ) et supposons que p vérifie la condition de moment 

x 
/Sup |6 (g) ,6 (g) [dp (g) < -к», 

x 
Considérons alors le produit partiel gauche t (оз) = x . . .x où 

N n _ n 1 
0) = (x.,...,x , . . . ) E = G , et la suite de fonctions ô[t (оз) ] qui, à cause de 1 n _ n 

la sous-additivité de ô et de la condition de moment, satisfait les hypothèses du 

théorème ergodique sous—additif [14] : on a, presque sûrement : 

lim - ô(x . . .x, ) = lim P— t l i = y ( 6 ) . n n 1 n ' n n 

Рлороб1Хл.оп 1. - Avec Лед notations et hypothèses рлес^епЛеб, Ла ело1ббапсе 
с de p dans E venifle Л'Inégalité с ^ y +(ô ) .c(ô) °ù-

Y

+(6) = S u p [ Y ( ô ) , 0 ] . 

Soit a > Y +(ô) et considérons la suite de boréliens 

A n = Bna = ^ Z ' 0 ( У > 2 ) ^ n 0 {} 
Log|An| 

Alors on a par définition de c(6) : lim < ac(ô) et de plus : 
n 

J A (Pn*((>)(x)dx = J A dxj^(t^1x)dpN(aa) 
n n 

/ А рП.ф(х)с1х = /^р Ы( ш)/ Е1 А п(^у)ф(у)с1у 

Or, par définition de y(6), on a presque sûrement, pour y fixé : 

lim 1 Д (t y) = 1 
П Tl 
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Comme d) est à support compact, on en déduit : 

lim J pn*4>(x)dx = JEcJ)(x)dx 

Corottaire : Si E e*t un espace homogène, de G à croi**ance non exponen-

ttetZe ta croi*>*ance dan* E d'une probabilité *ur G e*t nutte. 

Si E = G et si p admet une densité continue à support compact V la 

croissance de p est reliée à 1'entropie h de p au sens de [2] qui est défi­

nie par 

h = lim h = lim - — / pn(g)Log pn(g)dg 
n n \J 

n 

On a en particulier la 

Proposition 2.- Avec te* notation* et hypothé*e* précédente* on a h ^. c. 

Preuve : Soit A une suite croissante de compacts et posons A' = Vn-A . 
n n 

Alors : 

nh 
n 

/A Log 
n 

1 

n , . 
P (g) 

dpn(g)+/AtLog 
n 

1 

Pn(g) 
dPn(g) 

nhn ^ p (An)Log 
lA I 
n 

pn(An) 
+ pn(A')Log 

lA' I 
n 

Pn(A;> 

on en déduit 

nh ^ Log IA l + [l-pn(A )]Loglvn|-Log pn(A )-pn(A')Log p (A') 
n ° n ^ n & n ^ n to ^n n 

Si IÀ I ̂  a11 et lim p N ( A ) = 1 on a lim pn (AT ) Log p (A') = 0 
n ^ n ^ n & *n n 

et 1 im h 
N 

^ lim 

n 
loglA I 

° n 
n 

a 

Donc h ^ c. 

Corotlaire : Soit G un groupe de Lie connexe moyennabte et p une probabi­

lité centrée ayant une den*ité contenue à *upport compact *ur G. Atosi* ette 

e*t d'entropie nutte et, en particulier n'admet pa* d'autre* fonction* harmo­

nique* bornée* que te* con*tante*. 
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Preuve : On a vu en B que les hypothèses faites sur p impliquent que, si V est 

un voisinage compact de l'identité, y(ôy) - 0- 0 r d'après les deux propositions 

précédentes h :̂ c ^ c(ôy)y (ôy) • Comme c (ôy) < + Œ , on a bien c = h = 0 . 

La dernière assertion découle de la nullité de h, [2]. Elle est également 

prouvée en [3], par d'autres techniques. 

La croissance de p dans E est reliée au rayon spectral a de l'opérateur 

de convolution associé à p dans L2 (E) par la 

Vh.opoAititon 3.- A v e c teA notattonA pnécédenteA on a f tnégaltté 

c ^ -1 Log a 

Preuve : D'après l'inégalité de Schwarz, on a, si <j) est une fonction continue 

à support compact et A une suite croissante de boréliens 

I J . pn*( f ) (x )dx | < Hpn*4>lUIA I 
n Z n 

1/2 
et si 

1 im p *(f)(x)dx 
N 

JEcf)(x)dx 
n 

I JE<J)(x)dx| ^ (a+e )nH4 ) | l2 |Anl 
1/2 

pour n assez grand et e > 0 arbitraire. 

En particulier, si ^ 0 on obtient : 

2 (cr+e)+ lim|A I 
n 

n 

1/n 
1 

d'où c ^ -2 Log o 

Vé^tnttton [77] : On dtna que te G espace E eAt moyennabte A'tt existe 

une ^onme ttnéatn.e G-tnvantante poAttlve m A un. CB[E) tette que m{1) = 1. 

Il découle de [ 4 ] et [ 1 0 ] que si la probabilité apériodique p admet sur 

L2(E) un rayon spectral égal à un, E est moyennable. On en déduit le 

Con.ottath,e : SuppoAonA p apenA.odU.que et E non moyennabte. AtohA ta CJIOZA-

Aance de p danA E eAt AtnXetement poAtttve. En panttcutten, At ô Aun ExE 

eAt à çjtotAAanee Âtnte et At 6(a) = Suv ô(x.ax). on a vn.eAoue Aûnement 

ttm 

n 

7 

n 
à($ ...g.) = y ( 6 ) > 0. On AuppoAe tct que fgSup|6[g),ô(g )\dp(g) < + Œ . 
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Preuve : Puisque r < 1 , ĉ n a 

c ^ -2 Log a > 0 

De plus : 0 < c ^ y (ô).c(ô) 

D'où, puisque c(<5) < +oo : y (6) > 0 

y(ô) > 0 

En particulier, on a le 

CoAollaiJie : Soit E un espace homogène de G non moyennable poAAedant une 
n 

mpAuJLQ. tnvaAtante. \o ane wAobabiJLute cuoesvLodLciue AUX. G = U U et n^O 
à^j[g) = ln£{n ^ 0 ; V X £ E gx £ Unx} 

klohA on a pieéque 6Û/iement 

lÂm 

n 

1 

n ~4 (3 n-.-3 7) = 
E > 0 

En particulier, d'après le corollaire de la proposition 1, si E est à crois­

sance non exponentielle il est moyennable. On peut noter aussi que si E = G, ce 

corollaire montre que la circonstance y(ô ) = 0 ne peut se présenter que si G 

est moyennable ; une autre condition nécessaire, évidente, est que p soit cen­

trée. Ce corollaire s'applique en particulier si G est semi-simple, sans fac­

teurs compacts ou du type SO(n,l) et SU(n,l), aux espaces homogènes de mesure 

invariante infinie car G possède alors la propriété de Kajdan [18] et les espaces 

homogènes moyennables de G sont de mesure invariante finie. Mais si G est de la 

forme SO(n,l) il possède des sous—groupes discrets Y tels que Y soit moyen­

nable et ne soit pas de mesure finie [26]. Le premier corollaire permet aussi de 

retrouver en les améliorant, certains résultats de H. Furstenberg [19] qui concer­

nent le cas où E = R n-{0} et G c Sl(n,R). 

On va d'abord étudier la moyennabilité d'un tel G-espace en reprenant un argu­

ment du à H. Furstenberg [18]. 

PfiopoAiXton 4.- Soit \J an espace vectoriel neel de dimen&ton £tnte et G an 

groupe contenu dané le groupe Itnecujte de V. Alosu le G-espace V-{0} eàt 

moyennable 6t et seulement &t G po&&ede un &ouà-groupe d'tndtce £tnt G' 

et V un Aou6-e-6pace V G' -tnvaJbiant tel que Vtmage de G' danô le gfiou-

YDQ. YDÏLO ÂQ.ctÂA dp V ' A a i t. hplatÂupmpnt c.nmna.ct.p . 
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Cette proposition découlera de deux lemmes. Disons qu'une mesure de probabi­
lité sur l'espace projectif est propre si elle n'est pas portée par une réunion 
finie de sous-espaces projectifs propres. 

Lemme. 1 : So-Lt v une телике de probabilité propre sur t'espace projectÂ.^ 

qui est G-invariante, AZors Vimage de G dans le groupe projectif est rela­

tivement compacte. 

Ce lemme est en fait prouvé en [12] et [14] (cf aussi [17]). 

Lemme 2 : Le G-espace l/-{0} est moyennable s i et seulement si G laisse 
invariant une mesure de probabilité sur Vespace projectif V[V) associé a 
и 

Preuve : Soit TT l'application canonique de V-{0} sur P(V). Si alors m est 
une moyenne G-invariante sur V-{0} on peut définir une probabilité sur P(V) 
G-invariante par la formule 

n(m) [ф] = m[tpoïï] 

L'invariance de m implique celle de TT(IÏI). Inversement, soit v sur P(V) 

qui est G—invariante et considérons la plus petite réunion de sous—espaces pro­

jectif s portant v ainsi que sous—groupe G' c G qui fixe chacun de ces sous—es­

paces : les restrictions de v à ces sous-espaces sont irréductibles et donc 

d'après le lemme 1, les images de G' dans les groupes projectifs correspondants 

sont relativement compactes. L'image de G' dans le groupe linéaire de la somme W 

des sous-espaces vectoriels associés est donc moyennable. Il en est de même de l'i­

mage de G puisque G' est d'indice fini dans G et W-{0} possède donc une 

moyenne G—invariante. 

Preuve de la proposition 4 : Si V-{0} est moyennable, on applique la première 

partie du lemme 2 et, comme à la fin de la démonstration de ce lemme, on considère 

la plus petite réunion de sous-espaces projectifs qui porte la mesure G-invariante. 

Par restriction à l'un de ces sous-espaces, on obtient la conclusion voulue. 

Réciproquement, le sous-espace V' et le sous-groupe G' de la proposition 

sont tels que V'—{0} possède une moyenne m' qui est G'—invariante. La moyenne 

m définie par 

CG/Gf]m Z gm' est alors G-invariante. 
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De cette proposition et du premier corollaire de la proposition 3 découle le 

résultat suivant énoncé sous une forme légèrement différente en [13] 

CoiotlalJie : Sott G un sous-gioupe de Sl{n,R) ne laissant pas de mesu/ie 

tnva/itante sui V espace piojectt^ pn Sott p une mesure de piobabtllte 

aveilodloue sui G telle oue V tnteaiale 

JgSup ( Log\g\ , Log\\ g \\)dp[g) soit filnle. Alois on a, presque suie-

ment 

ttm 
n 

i 
n 

Log\gm.. .gA = y > 0 

ou y est une. constante. 

Preuve : La condition imposée à G implique, d'après la proposition précédente, la 

non-moyennabilité de Rn-{0> considéré comme G-espace. 

Prenant <5(x,y) Log Il VIL 
Il x|| 

on a bien 

6(g) = Sup 6(x,gx) = Il gll < +°° et la croissance y(ô) de 6 vaut 

x£Rn 

y ( 6 ) 1 im 

k 

1 

k 
Log (llxll e 

k^ n 
n < +oo. 

D'où l'existence et la positivité de la limite cherchée : 

Avant d'appliquer la proposition 4 à une propriété de densité analogue au 

théorème classique de Borel, énonçons la proposition très simple, suivante : 

Pioposttlon S.- Sott G un groupe localement compact, p une lepiesentatlon 

tiiêductlble de G dans un espace vectoltel Keel V de dtmenston falnte, H 

un sous-gioupe ^eime de G tel que ^I{\ sott moyennable. Alois st p(G) ne 

laisse pas de mesuie tnva/itante sui les espaces piojecttfis associes aux puis­

sances exteileuA.es de V, la lestitctlon de p à H est lueductlble. 

Preuve : Puisque H est moyennable, p(H) ne peut laisser de mesure invariante 

sur les espaces projectifs considérés car p(G) posséderait alors la même proprié­

té. En particulier, si p(H) laissait un sous-espace de V invariant, supposé de 

dimension k < dim V, p(H) laisserait un point invariant, donc une mesure de 
k 

Dirac invariante, sur l'espace projectif de A V ce qui est exclu d'après l'obser­

vation précédente. 
La proposition 4 montre que la condition portant sur p(G) qui figure dans la 

proposition précédente est vérifiée dès que G n'admet que des représentations uni-
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taires de dimension finie triviales. Disons alors, en étendant la définition de 

[ 1 4 ] , que (G,H) est une paire de Borel si G vérifie la condition précédente 

et si ^ / H e s t nioyennable. Les résultats sur les paires de Borel énoncés en [ 1 4 ] 

s'étendent alors à la situation envisagée ici. En particulier on a le théorème de 

"densité". 

Théorème 1. - Soit [G,H) une paire de Borei, p une représentation Linéaire 

de G dans un espace vectorlei de dimension fiinie V. Alorò tout sous-espace 

de V p(H)-invariant est aussi p[G]-invariant. 

Preuve : Soit W c V avec p(H) ci W. On peut supposer, en utilisant une puissance 

extérieure de V que dim W = 1. Dans ce cas, on raisonne par récurrence sur 

dim V. Puisque H fixe le point w associé à W de l'espace projectif, et que 

G/JJ est moyennable, G laisse invariante une mesure de probabilité r sur cet 

espace projectif. D'après la condition imposée à G et le lemme 1 utilisé dans la 

proposition 4, G opère trivialement sur la plus petite réunion de sous-espaces 

projectifs portant v. Cette même condition imposée à G implique aussi que l'ac­

tion de G dans les sous—espaces vectoriels correspondants est triviale. Si W 

est contenu dans la somme U de ces sous-espaces, on a donc le résultat voulu. 

Sinon, on applique l'hypothèse de récurrence à l'action de G dans ^/\j : La droi­

te W est invariante par p ( G ) modulo U. On obtient donc un homomorphisme de G 

dans le groupe nilpotent des automorphismes de W+U qui laisse U les vecteurs 

de U et invariants. La condition imposée à G implique la trivialité 

de cet homomorphisme et on obtient donc la conclusion voulue. On a donc le 

Corotloire : Soit {G,H) une poire de Borei, G étant un groupe de Lie con­

nexe. Si L est un sous-groupe ^ermé de G possédant un nombre faini de com­

posantes connexes et contenant H, alors L = G. En particulier, si G est 

algébrique, H est algébriquement dense dans G. 

Preuve : L'algèbre de Lie de L est invariante par les automorphismes définis par 

les éléments de H ; c'est donc un idéal, d'après le théorème et la composante neu­

tre Lq de L est distinguée dans G . Enfin G/L est moyennable comme image équi-

variante de G/H > il en est de même de ^ / L O Qui est un revêtement fini de ^ / L * 

Comme ^ / L o est un grouPe de Lie connexe moyennable, L Q = G , d'après la condition 

imposée à G. 

Remarques : On voit aisément que la classe des groupes de Lie connexes dont les 

représentations unitaires de dimension finie sont triviales coïncide avec celle des 
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groupes de Lie sans partie semi-simple compacte et qui sont égaux à leur groupe 

dérivé. 

Si l'algèbre de Lie de L est simple et non compacte, si ^ / H est moyenna-

ble, H est discret d'après le corollaire. Par exemple, l'espace homogène 
S1(2,<C) 
S1C2.ŒO 

considéré en [11] est non moyennable ; d'ailleurs si l'on considère la représenta­

tion naturelle de S1(2,(E) dans (E2 identifié à (R4 et l'action de S1(2,(C) sur 

la grasmannienne des 2-plans de (R4, il ne peut y avoir sur cette grasmannienne de 

mesure invariante pour S1(2,(C) puisque Sl(2,fR) laisse invariant le point cor­

respondant à IR2 . 

— Si / H possède une mesure invariante et si p est une mesure de probabi­

lité apériodique sur G telle que, pour les fonctions continues à support compact 

sur G t 
H on ait 

oo 
z 
n=o 

pn*(f)(x) = oo pour tout x de G/ l'espace homogène G / H 

est moyennable d'après [4] et [10]. D Taprès [20], si G = S1(2,(R) et si H est 

le deuxième dérivé de Sl(2,2), G/ R 

n'est pas de mesure invariante finie et, la 
situation envisagée ici est réalisée. 

D - Etude d'un rayon spectral 

On va maintenant étudier la quantité Lim| p 

n 

n(v) I 1/n 

Vé^tnttton 7.- St p eòt une probabtítté òur G on appetterà rayon ¿pectrat 

de p te nombre poòtttfi p tnveròe du rayon de convergence au òenò vague de 

ta òérte de meo ureo 

_ n n z Z D 

n^O 
(z e <c) 

Vé{)tnttton 2.- On duLra que p eòt trréducttbte ¿>t te support de ta mesure 

yootenttet de p, z jon eòt éaat à G tout entier. 
n^O 

On note o la norme spectrale de l'opérateur de convolution par p sur l'es­

pace des fonctions de carré integrable pour la mesure de Haar à gauche sur G. Pour 

une fonction borélienne positive f sur G, on note p(f) le nombre 

lim sup[pn(f)]^ n. On note S l'ensemble des réels k tels qu'il existe une me-
n 

sure de Radon positive y vérifiant la relation 

p*u< ku 

Enfin on désigne par Çi 1 ensemble des fonctions borëliennes positives oo 

sur G vérifiant la relation 
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Vx,y G G o)(xy) ^ o)(x)u)(y). 

On a alors le théorème 

TkéoAème 7. - Sotti cp fonction continue à AuppoAt compact AuA. G . On a 

atoKi> : 

p(cp) = p = T-yii 5 = Ini P(u>) a 
a)GS2 

si p est tnXéductÀhle. 

La démonstration de ce théorème résultera des trois lemmes. 

Lemme 1. - Sotent cp deux ^onevÉ>coKió con^cnae^ à òuppont compact *uA G . 

AIOKA on a la nelatton p(cp) = p(ip) • 

Preuve : LThypothèse d'irréductibilité entraîne que le support de la probabilité 

q = 
1 

2n 
n 

p 
est égal à G. Puisque \U est continue à support compact et que 

n>l v v 
q*cp est continue et ne s'annulle pas on a ^ C q*cp où C est une constante. 

Or 
k v 

p [q*<£] 
1 

2n 

n+k. . 
P (cp) avec pour k assez grand : 

Vn G N 
n+k, . 

P (cp) [p( ip) + e ] 
n+k 

où e est positif arbitrairement petit. D où, puisque p (cp) < 1 : 

Pk(*) ^ Cte[p(<p)+e] 

Soit p(ip) <: p(cp). Le lemme en résulte en échangeant les rôles de cp et i(j. 

Lemme 2. - Sotent cp et \p deux fonction* poòtttve* continue à Aupposut* com­

pact* òuA G, \x une meo une de Radon poòttlve v entêtant une nelatton 

p*u < feu ( fe > 0 ) . AIOAA le Aappomt 
u(tp ) 

u(*X) 
eòt boxne. 

x V X V 

Preuve : On note que u(<P ) = (u*<P) (x) u(^ ) = U*^(x) et que, comme dans le lem-
v 

me 1 : il) ^ C q*cp on en déduit : 
V V v 

U*tp ^ Cu*q *^P ^ C ku*<P 

D'où la conclusion. 
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Note : La notation cp désigne la translatée à droite de cp c'est-à-dire la fonc­

tion définie par 

cpX(y) = cp(yx) 

Lemme 3.- Repienonò tes notatto nò da lemme precedent. Il extòte une fonction 

boxettenne poòtttve n oust G ventêtant 

n Ixy) ^ TT U ) T T [y) 

et telle que : v x , y e G y ( c p ^ ) ^ 7r(x)y(cp^). 

Preuve : On définit n par T T ( X ) = Sup yqPyx) . Le nombre T T ( X ) est fini car, 

d'après le lemme précédent où l'on pose \p = cp , on sait que u toyx ) y O T ) 

y(<PY) 
borné. De plus, par définition de rr on a 

n (xx ' ) n (X )TT (x ' ) . 

Comme y(u>yK) 

y(cpY) 

dépend continuement de y lorsque x est fixé, T T ( X ) est 

aussi la borne supérieure d'une sous-famille de ces fonctions indexée par les 

points d'une partie dénombrable dense et donc n(x) est borélienne. On peut re­

marquer que T T ( X ) est aussi, par construction, semi-continue inférieurement et 

par conséquent localement bornée inférieurement. 

Note : Une fonction n vérifiant n(xy) 4$: n(x)n(y) sera appelée dans la suite 

fonction-poids. 

Preuve du théorème : Par définition p est la borne inférieure des nombres p(cp) 

lorsque cp décrit les fonctions continues positives et à support compact. D'où, 

d'après le lemme 1 p = p (cp) . L'inégalité p (cp) :̂ O est claire car 

pn(i(;*i/!) = <pn*i|;,4j> ^ [a+e]n||ipli 
2 
2 

où £ est arbitrairement petit. 

Pour montrer la relation p = Inf S, posons 

k = p+£ (£ > 0) 

et notons que la série Z 
n^O 

1 

kn 

n 
P est alors convergente et définit une mesure y 

vérifiant 

83 



Y. GUIVARC'H 

p*y = k(y-ôe) <: ky . 

Considérons d'autre part une fonction cp continue à support compact et la 

relation 

p*y*(p ^ ky*cp (k £ S) . 

Comme y*cp est continue [et ne s'annule pas], elle domine une fonction con­

tinue à support compact iii et l'on a 

pn(ì(!) = pn*ij;(e) pn*y*tp(e) ^ kny*cp(e) . 

D'où lim sup 
n v 

p (ib) .< k, et finalement p = Inf S. 
n 

Montrons maintenant que pour tout co de 0, et toute fonction continue à 

support compact on a p (a)) ̂  p (cp) • La fonction -Log a) est borélienne et sous-

additive et d'après la première partie elle est donc localement bornée. Il en ré­

sulte que OJ domine un multiple de cp. D'où : 

pn(oj) ^ Cte pn(cp) 

P (CÛ) ^ ?(cp) • 

Montrons enfin que, pour k supérieur à p il existe une fonction a) de 

Q vérifiant p (OJ) ̂  k. Considérons la mesure 
n>0 kn 

n 
P 

qui vérifie : 

p*u = y*p ^ ky. 

Si cp est continue positive et à support compact, le lemme 3 fournit une 

fonction n vérifiant 

TT(xy) ^ 7T(x)n(y) 

v x 
y*tp(x) = y(cp ) 

T T ( X ] ) 

y (cp)oj(x) et 

avec ( J O ( X ) T T ( X ) = 1 

On en déduit 

vn Vn v 1 nv 
p *0J ̂  Cte p *y*cp ^ Cte k y*cp 

pn(w) ^ Cte kn, p(w) ^ k. 
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Remarques : 

a) Les bornes inférieures Inf S et Inf p(oj) sont atteintes. Il suffit 

pour le voir de montrer l'existence d'une mesure y vérifiant : 

p*y = y*p ̂  py 

Posons, pour abréger r = — et notons que la conclusion est immédiate lors­

que la série Z rnpn converge. Sinon, construisons une mesure y vérifiant 
n>0 

p*y = y*P = py • On sait que, d'après l'irréductibilité de p, le cône des mesures 

y vérifiant 

p*y <: ky et y*p .<: ky 

admet une base compacte définie par y (cp) = 1 ou cp est continue positive et a 

support compact [8]. Comme ces cônes sont non nuls pour k > p, leur intersection 

est aussi non nulle et contient donc une mesure y non nulle vérifiant 

P*y 4: py y*P ̂  py 

Comme de plus la série Z r pU ne converge pas, toute fonction positive 
n^O 

vérifiant p*f ̂ : py vérifie aussi p*f = py. Il en résulte que p*y = y*p = py. 

b) Le cas où la série Z rnpn ne converge pas est en fait très particulier 

comme le montre le raisonnement suivant : les mesures y vérifiant p*y = py 

sont alors les multiples de l'une d'entre elles et en particulier, pour tout g 

de G, y*ôg est colinéaire à y. Ceci implique que y est de la forme 

Cte X(g)dg où X est une exponentielle sur G. En relativisant par rapport à 

X on obtient alors une probabilité récurrente sur G. En particulier G est 

moyennable et unimodulaire [ 6 ] . 

c) On a donc pour une probabilité irréductible p = lim|pI1(V)|1/n. On peut 

montrer que la limite de la suite [pn(V)]1//n existe lorsque l'élément identité 

appartient au support de p. Ceci découle de la relation apm+n+k(V) .̂ pm(V)pn(V) 

où k et a sont des constantes positives et m et n des entiers quelconques 

Pour établir cette relation, on note d'abord que p (v2) > p111(v)pil(v) puis on 

observe que, l'identité de G appartenant au support de p on a la relation 

v 
iy ^ 3 p * * v 

donc P *]v ̂  3P * i v 
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Comme 
r>0 

1 

2r 

vr t 
P * l v est positive sur G, on a donc, pour certains k et a 

ap * l v 

P ) ap (V) 

D1 où la relation voulue et l'existence de la limite cherchée par un raison­

nement classique [ ] . 

Ce théorème admet le corollaire suivant : 

CoAoZZaiAe : Soit p une pAobabiZité -iAA.educJU.bZe SUA Ze gAoupe ZocaZement 

compact à géncAotUon compacte G, 6 une jauge pAinctpaZe SUA G. Si p 

admet un moment d'ordAe un et si p est strictement inférieur à un, on a : 

Zim 
n 

pn(ô) 
n 

> 0 

Preuve : On considère un élément OJ de Q vérifiant p (oo) < 1 et on pose 

ô ' = -Log eu. 

Alors pn(ô?) = -pn(Log co) ̂  -Log p(o)) et 

Pn(6-) 
n 

-Log I pn(oj) I 
1 /n 

^ -Log p(o)) > 0 

Inégalité à fortiori valable pour ô qui est principale. 

Remarque : Si G est un groupe de Lie connexe moyennable et si p est centrée 

on a, d'après le paragraphe B 

lim 
n 

Pn(6) 
n 

= 0 et donc 

P lim 
n 

[ p n ( v > ] 1/n = 1 . 

Cette condition est donc automatiquement réalisée pour les groupes de déplace­

ments. En fait, ce calcul de p peut s'étendre à une classe de groupe de Lie non 

nécessairement connexes. 

On suppose maintenant G moyennable et à génération compacte. On dira que G 

est régulier sTil possède un sous-groupe résoluble distingué fermé R tel que 

son groupe dérivé R' soit nilpotent et à génération compacte et que de plus 

G/R soit compact. Pour une probabilité p sur G et une exponentielle X sur 

G on posera p(X) = /X(g)dp(g). Cette fonction est définie sur une partie convexe 
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de l'espace vectoriel réel G = (^/gt) des exponentielles sur G et est loga-

rithmiquement convexe. Cette fonction s'identifie à la transformée de Laplace de 

l'image de p dans le quotient de ^/q1 J par son sous-groupe compact maximum. 

L'intérêt de cette fonction est justifié par le 

Tkeosième 2. - Sott p une piobabtltte thjieduetlble su/i G. Aiolo le layon 

spectral de p est égale à la bonne tnfiestleu/ie de la fonction p[X) . 

Avant de prouver ce théorème on va préciser quelques notations : soit T un 

sous-groupe distingué à génération compacte de G et désignons par T le sous-

espace de T* formé des exponentielles dont l'orbite sous G opérant par auto — 

^ k 

morphismes intérieurs est relativement compacte. Considérons le cône C^ des me­

sures de Radon positives vérifiant les relations p*y ^ ky, y*ô^ = X(t)y pour 

une exponentielle X sur T. Observons d'abord que le cône des mesures r véri­

fiant p*r :̂ kr étant à base compacte et stable par translation à droite l'or­

bite d'une exponentielle X du type précédent est nécessairement relativement 

compacte. On désigne alors par PT(X) la borne inférieure des k tels que 

ne soit pas nul et on observe que, par compacité, cette borne est atteinte. On a 

alors le lemme 

Lemme : La fonction Log Pj(X) est convexe et atteint son minimum su/i le 

sous-espace de T Coirne des éléments G-lnvasitants. 

^ k 
Preuve : Du fait que le cone C^ ne contient pas nécessairement de fonctions, 
nous sommes conduits à introduire des cônes plus généraux associés à des fonctions 

k ~ 

poids 6 sur T : on note C~ le cone fermé en topologie vague des mesures y 

positives qui vérifient p*y ^ ky9 y*ôt :̂ 0(t)y. Ces cônes sont à base compacte 

comme le cone des y vérifiant p*y :̂ ky dans lequel ils sont contenus. Il en 

résulte que si 9 est une suite de fonctions-poids convergeant vers 1'exponen-
n k . . k 

tielle X en décroissant C, , qui est l'intersection des CQ , n'est pas réduit 
A yn 

k 
à zéro dès que les Cft ne sont pas nuls. Posons alors pour abréger 

yn PT(X) = k PT ( X ' ) = k' 

k k ' 

et considérons y et y' éléments de C^, , a et a ' deux réels positifs de 

somme 1 et soit une identité approchée de G formée de fonctions continues 

à supports compacts. On a alors 

p*y*£ :̂ ky*e 
n ^ n 
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y*en*ôt = JGy*ôg*ô t *6 _,*ô en(g)dg 

y*en*ôt = JGAg(t)y*ôg£n(g)dg ^ 0n(t)y*en 

en désignant par ^ ( t ) DOrne supérieure des X (t), lorsque g décrit le 

support de en« Il est clair que 6n(0 est une fonction-poids finie car l'orbite 

sous G de l'exponentielle X est relativement compacte. Posons aussi pour abré­

ger f (x) = u*£ (x) f'(x) = u'*£ (x) et considérons la fonction h(x) = fa(x) 

! n ^ n n ^ n n 
f|CX (x) . D'après l'inégalité de Holder on a 

p*h <c kak'a h. 

D'autre part 

h*ôt = (fn*ôt)(f'nt*ôt) ^ 0n(t)etn'(t)h 

en définissant 0^ de manière analogue à 0^. Ces deux relations prouvent que le 

cône correspondant à la constante kak1a et à la fonction poids 0a0 'a n'est 

. n n 
pas réduit à zéro. Comme les fonctions 0a0 ' a tendent en décroissant vers 

, n n 
XaXT0C la remarque initiale entraîne la relation 

P T ( X a X ' a ' ) < [ p T ( X ) ] a [ p T ( X ' ) ] a ' 

ce qui prouve la convexité logarithmique de p^CX). Il est clair que p^,(X) est 

invariante sous G car si y appartient à C^, y*<5 appartient à C^ . De plus 

g A 6 

si X appartient au domaine de définition de p̂ ,, Il en est de même par compaci­

té de l'orbite fermée de X sous G et les valeurs de p^ y sont majorées par 

P r p C X ) - Puisque G est moyennable cette orbite fermée porte une mesure G—invarian­

te et le barycentre X de cette mesure vérifiera, par convexité de p : 

P T a o } ^ PT(X) 

Comme X est un élément de T qui est G-invariant le minimum de p^ sera 

atteint sur l'ensemble des éléments G-invariants. 

Pour démontrer le théorème prenons d'abord T = R' et notons que, puisque 

R' est nilpotent, le cone des mesures y vérifiant p*U PU contient un cone 

C^ non trivial pour un certain X de R' [8]. Observant de plus que p est 
A0 o 

inférieur aux valeurs de P . ( X ) pour X dans R', on obtient que 

P inf p_(x) = î L a ) 
X € R ' 
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D'après le lemme, on peut choisir Xq vérifiant encore cette relation et de 

plus G-invariant. Alors le cône C^ est lui-même G-invariant et R agit sur 

° 

lui comme un groupe nilpotent de classe deux car les éléments de R sont repré­

sentés par des homothéties ; une nouvelle application de la propriété de droite 

fixe fournit alors, une exponentielle \ de R tel que le cône soit con-
• 1 

tenu dans CÎ~ et non nul. Le lemme permet de supposer À, G-invariant en pre-
° D nant T = R. Ceci implique que C ^ est G-mvariant et le groupe G opère sur 

lui comme un groupe dont le quotient par le centre est compact. Un tel groupe a un 

groupe dérivé compact et possède la propriété de droite fixe [8]. On obtient donc 

finalement une exponentielle \^ sur G telle que 

p(X9) = Inf p ( X ) = p 
\£G 

Avant d'établir un théorème analogue au théorème 2, pour les groupes semi-

simples, à centre fini, montrons quelques résultats préliminaires. 

Soit G = KAN une décomposition d'Iwasawa de G et fixons un ordre sur les 

racines de A dans G, de façon que l'algèbre de Lie de N soit somme directe 

des sous-espaces propres correspondant aux racines positives. Notons par M et 

M' le centralisateur et le normalisateur de A dans K et soit W = M'/M le 

groupe de Weyl de G. Pour une forme linéaire réelle X sur l'algèbre de Lie & 

de A notons h la mesure relativement invariante sur AN qui s'écrit 

h = h.e où h est une mesure de Haar à droite fixée de AN et £ est la 
A 

semi-somme des racines positives comptées avec leur multiplicités. Notons que 

h *ô = e A (t)h pour t £ AN. 
Pour un élément co de w et un élément \ de posons ooÀ • X o Adoj 

Soit ^ le sous-espace propre de ^ correspondant à X* Ecrivons alors 

co a 

co ]a<0 

et soit N le sous-groupe correspondant de N, n une mesure de Haar de N.,. 

CO _ 03 _] _ 

Notons aussi N le sous-groupe opposé à N et observons que co(n ) = coN f|N . 

Posons enfin, pour n £ N 

n = k(n )a(n )n(n ) 

avec k(n ) , a(n ), n(n ) dans K,A,N. 

Le calcul donne alors la formule 

h *ô = co^*h . 
X co co coX 

où co est la mesure concentrée sur K donnée par 
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^ = ^oa(N)riN" e ^ e[a<n ) ]ôÙOk(n")dn °Ù dn eSt la mesure ^ r ^ . j ) , c'est-

à-dire l'image par n~ -*• ojk(n ) de la mesure sur OJ(N)DN ayant pour densité 

e ^ C[a(n )] par rapport à la mesure de Haar oj(n ,) de (jû(N)flN . 
OJ— 1 

La masse de cette mesure est donc égale à 

^(N)nN_ e WX E[a(n )]dn 

D'après [38] une intégrale de la forme -̂ oj(N)riN~" 6 ^ £^a^n ) Jdn est finie 

pourvu que le produit scalaire de Killing <y ,a> soit positif pour les racines 

a vérifiant a > 0 et w 'a > 0. 

En particulier, OJX est une mesure de Radon dès que <-À ,a> > 0 si a > 0, 

c'est-à-dire si —X appartient au sous-ensemble de ¿72"* noté en [42]. 
o 

Pour résumer la discussion précédente, notons Q^(g,k) (g E G, k G K) le 
nnr-vr 1 <=> H p f i n i n ^ r 

a x ( g , k ) = e X E[a(gk)] 

et p, la représentation de G dans l'espace des mesures de Radon sur K défi— 
À 

nie par 

ax(g ) [6k] = ax(g,k)ôgk 

représentation qui correspond à l'action par translation à gauche de G sur les 

mesures de la forme v*h où v une mesure portée par K. On a alors la 

Proposition : Pour X e ici représentation px et ta mesure OJX(GO G W) 

satisfont ta relation d'entrelacement suivante 

Px(g)[v]*a)X = p , (g)[v*ojX] 

Remarque : Prenant g = t € AN, v = 6 on a 

p x ( t ) [ 6 e ] = e X E ( t ) ô e 

et donc la relation de "droite fixe" suivante se trouve vérifiée par OJX 

e X £(t)coX = PajX(t)[u3X] 

Cette relation détermine la densité OJ de OJ (OJ * e) par rapport à la me­

sure de Haar de K : 
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w A ( t . k ) = ooX(k)ewX e [ a ( t . k ) ] e X e ( t ) où t.k £ K est transformée 

de k £ G / A N = par l'action de t. 

Disons que la probabilité p est à décroissance exponentielle si pour une 

fonction de la forme <5XT et pour toute constante c > 0 on a f eC^(g)dp(g)<+oo 

V J LJ 

Ceci est réalisé pour les probabilités d'un semi-groupe associé à un opérateur 

elliptique invariant à droite sur G d'après [ 2 2 ] . Si de plus p a une densité 

continue positive en e, les opérateurs p,(p) sur K peuvent être définis à 

l'aide d'un noyau continu P(k,k') > Ô et il existe, pour X donné, une unique 

mesure de probabilité v, et un unique scalaire positif noté p (X) tel que 
À 

PÀ(P)[VA] = p(À)vÀ 

Dans ces conditions, il est clair que 

p(u)À) = p(À), 

OJ^ (K) . v , = *CO^ 

OJA A 

(A € S S 0 ) 

d'après la relation d'entrelacement. On va en déduire le 

Tk2.0n.eme 3.- St ta probabttlté p admet une denòtté continue, poòttlve en 

e à décrotòòance exponenttette, ta fonction p(x) et>t strictement convexe 

éur Ot*, venU^te OJ E W P(OJA) = p(\) , cuttetnt son mtntmum pour X = 0. Ce 

nombre p(0) est égat au rayon spectrat de ta probabttlté p et au rayon 

svcctrat de Vopérateur de convotutlon van v sur L 2 ( G ) . 

Preuve : La stricte convexité de p est analogue à celle rencontrée dans la dé­

monstration du théorème 2 et la relation P(OJÀ) = ? ( À ) a été justifiée lorsque A 

appartient à r? . Par continuité, elle reste vraie sur et comme w(tT ) = 

o o o ' 

elle est vraie pour tout X. Comme dans la démonstration du théorème 2, on a donc, 

par convexité, p(0) ^ p ( A ) . D'après le principe de majoration de Herz [6], le 

rayon spectral de p dans L2(G) est égal au rayon spectral de l'opérateur asso­

cié à p dans la représentation quasi-régulière de G dans G/MAN donc de G 

dans G/AN = K. Cet opérateur n'est autre que PQ(p) et en raison de la continuité de son 

noyau, il est compact et son rayon spectral est égal à la valeur propre p(0). 

Les théorèmes 2 et 3 admettent une généralisation au cas d'un groupe de Lie 

quelconque. Pour une exponentielle X sur G notons a,» la mesure de densité 
A 

par rapport à la mesure cx(ou = ou À) et observons que 
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aL*BL= (a*b)L 

Il découle de ceci que si y vérifie p*y ^ ky , y^ vérifie p-^*y c£ ky^ et 

l'ensemble des nombres k ainsi obtenus ne dépend donc pas de X . 

Notons CK le rayon spectral de l'opérateur de convolution défini par p, 
À À 

sur l'espace L 2 ( G ) . On a alors le 

Tkeonème 4. - Sott G un gnoupe de Lté connexe et p ane pnobabtltté ÒUA G 

admettant ane denòtte eonttnue à dec/iotòòance exponentielle. Alonò le nay on 

òpectnaZ de p eòt egal à la bonne tn^en^ieune de* nombneò lonòque X 

pancount V ensemble deò exponentleULeò òan G. 

Du principe de majoration déjà utilisé à la fin de la preuve du théorème 3 

découle le lemme suivant : 

Lemme : Sott G an gnoupe localement compact, H an ÒOUÒ-gnoupe moyennable 

et q ane meòune poòtttve bonnee òun G. Alo nò leò nonmeò deò openateunò de 

convolution aòòocteò à q danò leò nepneòentattonò negulieneò de G danò 

L2(G) et L2(G/H) tont ègateò. 

Preuve : Notons t et t' les deux représentations étudiées et observons que, 

en raison de la moyennabilitë de H, t1 est faibkement contenue dans t. Il en 

découle que x' et y' étant donnés, vecteurs unitaires de L2(^/^), il existe, 

pour tout £ > 0, deux vecteurs unitaires x et y de L 2 ( G ) tels que 

| <t ' (q)x' ,y ' >-<t(q)x,y> | ̂ : £ et donc H t ' (q) || < £ + ||t(q)|| ce qui fournit l'iné­

galité ||t'(q)|| ^ ||t(q)||. L'autre inégalité est indépendante de la moyennabi 1 i té 

de H et découle du principe de majoration de Herz. La représentation de G dans 

L 2 ( G ) étant induite par la représentation régulière de H dans L2(H) on majore 

en remplaçant cette dernière par l'identité, ce qui conduit à la représentation 

de G dans L 2 ( G / J J ) : pour deux éléments x et y de L2 ( G ) unitaires on peut 

trouver deux éléments unitaires x' et y' de L 2 ( ^ / J J ) tels que 

|<t(g)x,y>| <t'(g)xT,y'> (g € G ) . Ceci donne 

|<t(q)x,y>| ^ <t'(q)x',y'> ^ || t ' (q) || et donc ||t(q)|| < | t ' (q) H . 

Preuve du théorème : Soit y mesure positive et k un réel minimum vérifiant la 

relation p*y :̂ ky. La preuve du théorème 2 montre que l'on peut supposer que y 

vérifie 

y*ôt = X(t )y 
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pour une exponentielle X sur le radical R de G qui est G-invariant par au-

tomorphismes intérieurs. Cette exponentielle et la fonction modulaire ô de R 

se prolongent en des exponentielles sur G, notées encore X et ô et l'on peut 

donc considérer la mesure y' = y^ ^ qui vérifie 

y'*ôt = 6(t)y' 

On aura alors, p,c*y* ^ ky' 

équation qui se réduit à une équation analogue sur G/R en raison de la relation 

y'*ôt = ô(t)y' 

Notant p"̂ ~g la projection de p sur g/R et y' la mesure sur g/R cor­

respondant à y' on a p^g*y ' < ky7" où k est encore le plus petit réel véri­

fiant une telle relation pour p ^ . 

D'après le théorème 3, k est égal au rayon spectral de p ^ sur L 2 ( G / R ) , 

donc à celui de p ^ sur L2(G) d'après le lemme. On a donc, puisque 

n = lim[pn(v)]1^n = l i m [ p ^ ( v ) ] 1 c ' e s t - à - d i r e p ^ aA , la relation p = Inf a, 
A A , A 

n n AEG 

E - Mouvements browniens 

On particularise ici au cas des mouvements browniens quelques résultats obte­

nus précédemment. En fait, dans ce cas, à cause des propriétés de symétrie, cer­

tains résultats deviennent évidents. 

Considérons une métrique riemannienne invariante à droite sur G et dési­

gnons par ô(g) la fonction modulaire de G définie par ^g*^ = ^(ê)^1 ou V1 

est une mesure invariante à droite, par exemple la mesure riemannienne. On obtient 

alors [22] le laplacien A sous la forme 

A 
n n 
X x2 - X (x.ô)(e)x. 

i=l i=l 

où les x^ sont des champs de vecteurs invariants à droite, formant en e une 

base orthonormée de l'espace tangent. Le semi-groupe associé à A est alors un 

semi-groupe de convolution à gauche par des mesures de probabilité p*". Notons s 

le mouvement brownien correspondant et d la distance riemannienne à e que l'on 

sait être une jauge principale [28]. Précisons le comportement asymptotique de 

d(st) et pt(v) pour un voisinage compact v de e ainsi que la croissance de 

p*~ par rapport à la mesure riemannienne suivant les propriétés de G et celles 

de la métrique choisie. 

Notons d'abord le 
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Lemme : Lorsque t tend vero l'infini, ta limite de 

d(st) 

t 
existe p.p. 

Preuve : Montrons que Sup d(s ) est integrable et pour cela considérons une 

fonction r, indéfiniment dêrivable, majorant d et égale à d en dehors d'une 

boule de centre e. Ecrivons r(st) à l'aide d'une intégrale stochastique par 

rapport au mouvement brownien unidimensionnel bQ(oj) [il] : 

r(st) = J^llgrad r(s0)||db0+/£ Ar[s0]d0 

Le premier terme au second membre, noté a ^ , se majore à l'aide d'une inéga­

lité classique de surmartingale exponentielle [33], puisque || grad r|| est borné : 

Sup a est integrable. 

0<t<l 
Pour majorer le second terme, notons que Ad est bornee a 1 infini ; ceci 

découle de la comparaison [35] avec les espaces à courbure constante, où la pro­

priété est vraie, puisque la courbure sectionnelle est bornée sur le groupe G. Il 

en résulte, puisque r est C°° sur la boule où il diffère de d, que Ar est 

bornée sur G. Alors Ar(s0)d0 est bornée et dCs^) est integrable comme 

r(st), puisque d(st> :̂ r(st>. Pour achever la démonstration du lemme, écrivons, 

pour n 3: t < n+1 (n G N) d(s ) ^ d(s )+d(s _ o0n) et posons F = Sup s . 
O<0^1 

Alors : d(s ) ^ d(sn)+Fo0n 

d(s ) 

t 

d(sn) 

n 
+ 

il 

Puisque 
d(s ) 

n 
converge vers y et que 

FoBn 
n 

converge vers zéro, F étant 

integrable, on a lim 
d(s ) 

t 
^ Y • 

On a de même l'inégalité contraire. Examinons maintenant à quelles conditions 

p = p^ est centrée. 

Lemme : Notons e t'exponentietie egale à 6 et p = p.s. ktors la 

mesure p est symétrique. 

Preuve : Considérons l'opérateur de convolution à gauche par p sur l'espace 

L2(G) des fonctions de carré integrable pour la mesure riemannienne, opérateur 

que l'on sait être symétrique. On obtient une isométrie de L2(G) sur l'espace 

L2(G) des fonctions de carré integrable pour la mesure de Haar à gauche ô.y en 

posant pour f € L2(G) : 

£' = f.ô"1/2. 
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En effet, on a f|ff|2(ô.du) = f|f|2dy et en vertu de la relation 

P e * f e - < P * f ) e 

l'opérateur associé à p sur L2(G) correspond à l'opérateur associé à p£ sur 

L2(G)'. Cet opérateur est donc symétrique et ceci implique la symétrie de la mesu-

re p 

Il découle en particulier de ce lemme que la probabilité p"(£~) ^£ eSt cen~~ 

trée et donc, puisque ces propriétés ne dépendant que de la projection de p sur 

le plus grand quotient abélien de G, le minimum de p(X) = /X(g)dp(g) est at­

teint pour X = e . En particulier, si G n'est pas unimodulaire, p ( e ) < 1 et p 

n'est pas centrée. On a aussi, dans ce cas, par convexité : 

/Log 6 ( g ) d p ( g ) < Log p ( e ) < 1 et /Log 6(g)dp(g) > 0 

relation qui avait déjà été obtenue en [27]. Au contraire, si G est unimodulaire, 

p est centrée. Donc si G est moyennable et unimodulaire, les théorèmes du cha­

pitre II impliquent 

1 i m 
d(st) 

t 
= 0 

La sumétrie de p implique aussi, dans ce cas, lim 
t—»00 

Log pt(v) 
= 0. 

Sinon ces deux limites sont non nulles. Il est possible de préciser la va­

leur de la deuxième limite à partir de la structure de G et de la donnée de A. 

Puisque cette quantité ne change pas lorsqu'on remplace p par p^ et que p^ 

est symétrique on a 

1 im 
t-x» 

r t/ \il t 

[p (v) ] = a£ 

où est le rayon spectral de p^ dans L2(G)'. Si G est moyennable ce 

rayon spectral n'est autre que la masse de p^, c'est-à-dire p ( e ) . Ceci fournit, 

en détaillant le calcul, l'expression du rayon spectral pour le laplacien canoni­

que sur un espace symétrique de type non compact, puisque un tel espace s'identi­

fie à un groupe de Lie résoluble. 

La relation /Log ô(g)dp(g) > 0 implique d'après [26] et [39], l'existenc 

de fonctions harmoniques bornées non constantes solutions de 

Jf(y x)dp(y) = f(x) 

Par suite, d'après la démonstration de [3], la croissance de p par rapport 

à la mesure de Haar à droite de G doit être strictement positive. Si G est 
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non moyennab1e la mène conclusion vaut tandis que si G est moyennable et unimo-

dulaire, la relation lim 
t-x» 

d(st) 

t 
= 0 montre que la croissance de p*" est nulle. 

La trivialité des limites étudiées se trouve donc réalisée simultanément et seu­

lement dans le cas oi G est moyennable et unimodulaire. On peut se demander dans 

quelle mesure ceci s'étend aux variétés riémaniennes complètes. Le cas de la cour­

bure sectionnelle négative majorée par une constante négative a été étudié par di­

vers auteurs ([5], [33], [37], [41]) ainsi que celui de la courbure de Ricci po­

sitive [11]. Observons que, d'après [6] un groupe de Lie à courbure négative non 

nulle, [il] est résoluble non unimodulaire et les quantités étudiées ont donc des 

valeurs non triviales. Les hypothèses de courbure sont donc susceptibles d'être 

affaiblies. 
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