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QUELQUES APPLICATIONS DU THÉORÈME ERGODIQUE SOUS-ADDITIF 

Yves DERRIENNIC 

I - Introduction 

Le but de cet article est d'enrichir la collection des applications possibles 

du théorème ergodique sous-additif de Kingman. Dans l'étude des marches aléatoires 

sur les groupes localement compacts s'introduisent de façon naturelle des fonctions 

qui donnent naissance à des suites sous-additives qui peuvent être traitées à 

l'aide de ce théorème. Souvent, il apparaît que les résultats ainsi obtenus s'é­

tendent aux processus à accroissements stationnaires qui sont plus généraux que 

les marches aléatoires. 

Les principales applications présentées dans cet article sont les suivantes : 

- le théorème du trajet (en anglais appelé "range") et du trajet multiple pour des 

processus à accroissements stationnaires avec le calcul explicite de la limite, ce 

qui n'était connu jusqu'à présent que pour des marches aléatoires, c'est-à-dire des 

processus à accroissements indépendants et ëquidistribués. 

- l'étude de l'oscillation des processus à accroissements stationnaires, qui conduit 

à retrouver une formule élégante récemment obtenue par Marcus et Petersen (£l7j f ) 

qui explicite dans une certaine mesure le lemme ergodique maximal. 

- l'étude de l'entropie des marches aléatoires introduite par Avez ( £2] , [~3j ), 

qui conduit à la réciproque du théorème d'Avez suivant lequel la nullité de l'en­

tropie implique la propriété de Liouville pour la marche aléatoire. 

- les lois des grands nombres ; des formules explicites sont données dans certains 

cas particuliers, mais les résultats les plus importants dans cette direction sont 

bien sur ceux de Guivarc'h ( £l2j ) . 
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Y. DERRIENNIC 

Diverses autres questions sont aussi envisagées. 

Avant d'aller plus loin, il est nécessaire de rappeler avec précision le théo­

rème de Kingman, La formulation choisie est celle des suites sous-additives sur un 

système dynamique plutôt que celle des processus sous-additifs ; il n'y a là qu'une 

différence de vocabulaire. 

Théorème ergodique sous-additif ( C - u J O i 5 3 UJ) 

Soit (Œ, 5 % P) un espace probabilisé et 6 une transformation mesurable pré­

servant la mesure P. Si 
<8n>n*l 

est une suite de fonctions integrables, sous-

additive , cT est-à-dire gn+k < gn + gk o 0 n pour tout k, n € IN, _si 

inf 
n 

1 

n 
dP > -°°5 alors la suite 

1 

n 
converge P. p. s. et dans L1 vers 

une limite £ qui est invariante sous 8 et qui vérifie pour tout ensemble mesurable 

invariant A £ dP lim 
n 

1 

n 

a 
gn dp. 

Sans reprendre ici la discussion approfondie de ce résultat, il est nécessaire 

de souligner que dans les applications, il est important de savoir calculer la 

limite £ ; en particulier dans le cas où, 6 étant ergodique, cette limite est la 

constante y - inf 
n 

1 

n 1 «„ « = lim 
n 

1 

n 
gn dP. Or la démonstration de Kingman 

basée sur une décomposition naturelle des suites sous-additives fournit un moyen 

d'approche de cette limite. Voici cette décomposition. 

Théorème de décomposition des suites sous-additives 

Si est une suite sous-additive de fonctions integrables telle que 

Y = inf _1 48-dp > —co il existe une fonction integrable f vérifiant pour tout 

n 
n-1 

n 
i=0 

f o e 
8n 

et f dP 
n-1 

= Y, La suite sous-additive (gn)n est donc 

la somme de la suite additive ( E f o e 1 ) 
i=0 n^l 

et de la suite sous-additive 

positive 
n-i 

i=0 
f o e i ) qui est telle que 

1 

n 

n-1 

i=0 
f o e ) P.p.s, L 

n-x» 
0. 
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DU THÉORÈME ERGODIQUE SOUS-ADDITIF 

En général, cette décomposition n'est pas unique ; toute fonction f qui est 

une valeur d'adhérence de la suite f 
m 

1 
m 

m 

i=l 
(gi " 8i-l ° 9) 

(où g = 0) dans 

la topologie faible de L (la topologie a  (L , L )) convient. (Sous les hypo- 

thèses précédentes, une telle valeur d'adhérence existe). 

Dans la démonstration originale de Kingman la valeur dT adhérence de la suite 

1 0 0 ^ 00 0 0 
f"m était prise dans le bidual de L , (L ) pour la topologie a  ( (L ) , L ) , 

Mais il résulte de l'article récent de Akcoglu et Sucheston [lj que la valeur 

~ 1 1 00 d adhérence de la suite peut être prise dans L pour la topologie cr(L , L ) . 

D'autres modes de convergence "faible" pour des sous-suites de la suite f sont 

0 m 

aussi considérés par Burkholder L^l et Del Junco £5] . S'il est possible de cal­

culer une valeur d'adhérence de la suite » en Partlculler si celle-ci converge 

même en un sens très faible, alors cela donne aussitôt la valeur de la limite de 
1 
n 

gn 

Dans la suite G est un groupe localement compact à base dénombrable et 

(Xn) ~| un processus stationnaire à valeurs dans G. On pose S = X, X, ... X , 
n n^l * ^ n 1 2 n9 

l'opération du groupe étant notée multiplicativement. Si G est abélien, l'opération 
n 

est notée additivement et S = £ X.. La distribution commune des variables 
n i-i 1 

X^ est une mesure de probabilité sur G notée y. ^n^n>i est appelé processus à 

accroissements stationnaires, de loi y, issu de e élément neutre du groupe. Si de 

plus les variables X sont indépendantes (S„) _ est la marche aléatoire de loi 

n n n^l 
ème 

y sur G issue de e ; la distribution de S est alors la n puissance de convo-

lution y11. On pose Çl = G^, (F = © ^ où <B est la tribu borélienne de G ; 

G G 
la probabilité sur (Çl9(?) qui est la distribution conjointe du processus station­

naire (X̂ . ) est notée P. On sait que les variables aléatoires X peuvent 
^ n^l n n ^ 

être identifiées aux projections canoniques de l'espace (^.^F, P) sur G ; on 

supposera toujours cette identification faite. Si les variables X^ sont indépen­

dantes, P est la mesure produit y®^. La translation unité ("shift") est la trans­

formation 6 de l'espace Q définie par X^ (G ca) = xn + 1 (w) pour tout n > 1 et 
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Y. DER RIEN NIC 

et a) £ Çl ; c'est une transformation mesurable qui, en raison de la stationnarité 

du processus, laisse la mesure P invariante. La sous-tribu de (F formée des en­

sembles invariants sous 6 est notée J . On note toujours m une mesure de Haar à 

droite fixée sur G. Si ^n^n>i est une marcne aléatoire, cette mesure m est in­

variante pour la marche : m * y = m. 

II - Le trajet 

Commençons par considérer le cas où G est un groupe discret. Le trajet à l'ins­

tant n du processus à accroissements stationnaires (S„) est la variable aléa-

^ n n^l 

toire à valeurs entières définie par (03 ) = card { ( w ) | 1 ^ k ^ n } . 

C'est le nombre de points distincts visités par le processus ^n^n>l entre 1*Ins­

tant 1 et l'instant n. (En Anglais, est appelé "range"). 

Théorème : 

La suite 
n 

R 
n 

converge P. p. s. et dans L"̂  vers l'espérance condition­

nelle E / j ] de l'indicatrice 1^ de l'événement A n 
n^l 

{S + e} 
n 

Si 

le processus est ergodique, la limite est simplement la constante P (A). 

Démonstration : La suite (R ) est sous-additive (pour le système 5^, P, 6)) ; 

en effet R „ n+£ (o>) < F R (o>) + card {Sk (<jj) I n + 1 ^ k ^ n + £}; comme 

{Sk (OD) j  n + l ^ k ^ n + £} est le translaté par S^ (OD) de {Sk (enco ) |  1$ k ^ £} 

on a card {S^ (OD) | n + l ^ k ^ n + £}= R^ ( 0 n ai) . Les variables sont posi­

tives et integrables donc la convergence de — R P. p. s. et dans L̂ " résulte du 

0 n n 
théorème de Kingman. Pour calculer la limite, cherchons la décomposition de la 

suite sous-additive (Rn)• Pour cela, comme l'indique le théorème de décomposition 

rappelé dans l'introduction, cherchons une valeur d'adhérence faible de 

_1 
m 

m 

i=l 
(R1-Ri-1 )0 0 où R 

o 
O. Ce problème est très simple car 

(R -, - R o 6) ( w ) 
n+1 n 

1 si X (o>) £ {S (co) I 2 ^ k ^ n + 1} 

0 sinon 

et donc la suite (R - R o 6) est convergente en décroissant vers 1^ o 6. 
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DU THÉORÈME ERGODIQUE SOU S-ADDITIF 

D'après le théorème de décomposition la limite de 
1 

n 
R est donc 
n 

lim 
n 

1 

n 

n 

i=l 
iA o e1 
A 

La probabilité P (A) est la probabilité de non retour du processus S au 
n 

point de départ. Ce résultat était connu pour les marches aléatoires 

Le raisonnement précédent peut être raffiné pour obtenir un résultat relatif au 

trajet multiple, qui a été étudié dans le cadre des marches aléatoires par Pitt 

( £20]). Le trajet d'ordre j à l'instant n est la variable aléatoire R ^ ^ égale 

au nombre de points visités exactement j fois par le processus entre l'ins­

tant 1 et l'instant n. 

Théorème : 

La suite 
1 

n 
(j) converge P. p. s. et dans L1 vers E / 

où B . 
J 

est l'événement B. 
J 

{co I S (00) = e 
n 

exactement j fois, n = 1, 2 ... }. 

Si le processus (X ) est ergodique, la limite est la constante P (B. ) - P (B ) . c n 52 j-1 j 

Dans le cas d'une marche aléatoire, cette constante vaut (1 - r ) ^ r^ ^ où (1 - r) 

est la probabilité P (A) de non retour au point de départ. 

Démonstration : La suite Rn (j))n n'est pas sous-add it ive, mais sitn Tn(j)égale 

le nombre de points visités au moins une fois et au plus j fois par le processus 

S avec 1 ^ k $ n, la suite (T (j) 
n 

est sous-add itive T (i) 

n+J¿ n 

(j) + (j) O en 

et de plus T 
n 

(i) J 
R (i) 

i=l 
Comme 

n 
est positive et integrable, d'après le 

théorème de Kingman 1 

n 
T U ) 
n converge p. s. et dans L ; par différence, il en 

est de même pour 
1 

n 
R 
n 

Pour calculer la limite, on cherche la décomposition de 

la suite 
n 
o ) Pour cela, comme précédemment, on étudie la suite T(j) 

n+1 
- T(J) o e : 

n 

(TnÌÌ - TnJ> ° 6) (aj) 1 si (co) n'est pas revisité par S^ (03 ) 

pour k = 2 , . . . , n + l . 

-1 si X^ ( a ) ) est revisité exactement j fois par S^ (co ) 

pour k = 2, ...,n + l. 

0 sinon. 
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Y. DERRIENNIC 

La suite ( T ^ , - o 9 ) ( G O ) converge donc vers (1. - 1-r ) o 0  (où 
n+1 n A ^j 

D'après le théorème de décomposition, on obtient 
n>.l n 

lim 
n 

1 
n 

T(j) 
n 

lim 
n 

1 

n 

n 

i=l 
(1A - 1B ) o 61 = E [1A - 1B / J ] , et 

1 im 
n 

1 

ri 
R(j) 
n 

lim 
n 

1 

n 
T(j) 
n 

- 1 im 
n 

1 

n 
T 
n 

(j-D 1BJ-1 
1BJ-1s 

2j Dans le cas 

ergodique, la limite est constante et vaut P (B ^) - P (B ) . Dans le cas d une 

marche aléatoire, le calcul de P (B̂ . ) est immédiat : P (B ) = rJ ( 1 - r ) , d'où 

P (B._1) - P (B.) = (1 - r)2 r^""1. 

Si le processus ^^n^n>l ntest Pas stationnaire mais si sa loi de probabilité 

P est équivalente à une loi de probabilité Q invariante sous 0  (c'est-à-dire pour 

laquelle ^n)n>]_ est stationnaire) alors la convergence P. p. s. dans les théo­

rèmes précédents est encore vraie. Par exemple les théorèmes du trajet sont vrais 

pour la chaîne de Markov ^n^n>]_ sur ^ issue de O dont la probabilité de transi­

tion est : 

P [S , = k + 1 I S = k l = p 1 > 
L n+1 1 n J pk 

1 
2 

P [S . = k - 1 I S = kl = 1 - p. > O 
L n+1 1 n J ^k 

avec lim p, = p > 
Kk * + 

1 
2 

et lim p, = p 

U->-oo k 

> 1 

2 

En effet, dans ce cas la loi de probabilité conjointe P des accroissements 

(S ., - S ) est telle que lim 0 n P = Q où Q est la mesure produit 
n+1 n n 

(p+ 6^ + (1 - p + ) § ( 6 désigne les mesures de Dirac) ; Q est invariante 

sous 0  et équivalente à P. Le théorème du trajet pour cette chaîne de Markov a été 

étudié par Palmgren (£l9]). On peut aussi remarquer que la suite additive 
n 
E 1A o 0  obtenue dans la décomposition de la suite sous-additive R a la 

A n 
i=l 
signification suivante : 

n 

i=l 

iA o e 1 ( O J ) égale le nombre de points distincts 

visités par S- (OJ) ... S (co ) 
1 n 

qui ne sont pas revisités par sn+1 (w) 

Sn+2 (ü3)' ••• 

Dans le cas où G est un groupe localement compact à base dénombrable quel­

conque, on peut donner un sens au théorème du trajet en définissant pour une 
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DU THÉORÈME ERGODIQUE SOUS-ADDITIF 

mpsnre Dositive finie A arbitraire sur G : 

R, n (co) 
A , n 

s up 
l^i^n 

(A *  6 ) 
S ( c o ) 

(G) 

c'est la masse totale du sup. des mesures translatées de A  par les points ( c o ) , 

i = 1, ..., n. Dans le cas discret, le trajet R ( c o ) égale R ( c o ) avec 

n A , n 

A =  6  . On vérifie comme précédemment que la suite R est sous-addit ive, 

positive et integrable, donc la suite 
1 

n 
R, A ,n 

converge p. s. et dans L . De plus 

(R, Al - R, o 9 ) ( c o ) A,n+1 A ,n sun 
l^i^n+1 

( A * ô 
-1 
S. 
i 

(co) 
) (G) - sup 

2^i^n+l 

( A *  6 

S . 
i 

) (G) 

= ( A - inf ( A , sup A * ô  )) (G) ; 

l^r^n S. ( 6 c o ) 

cette suite est décroissante et converse auand n °° vers 

( A - inf ( A . sup A * -ô .  )) (G). 
U i S i 1 ( 6 c o ) 

Cette fonction de co engendre une suite addi­

tive convenable pour la décomposition de R et permet donc le calcul de la 
À , n 

limite de 
1 

n A , n 
En général cela ne donne pas un résultat très explicite mais 

si À est la restriction de la mesure de Haar à droite m à un ensemble mesurable E, 

A = lg . m le résultat se simplifie : 

( A - inf ( A , sup A*<5 ) ) (G) = m (E D [O E C . S (Bui)] ) 

U i i = l 

= m {x £ E I x S. ( 6 OJ) £ E pour tout i ^ 1}. 

Si de plus le processus (^n) -» est ergodique, la limite de 
1 
n 

R^ est la 
A ,n 

constante obtenue en intégrant cette fonction de c o par rapport à P ; cette constante 

vaut donc 

J . 

P [x S± £ E pour tout i > l] m (dx). Si ^Sn^n>1 est une marche 

aléatoire, ce nombre est la capacité de l'ensemble E pour cette marche ( ^ i X B ^ J ) ' 

Ceci est tout à fait similaire à une remarque de Spitzer pour le mouvement brownie 

([25]En résumé, nous avons donc : 

Théorème : 

Si le processus (X ) est ergodique, si E est un ensemble mesurable de G, 

alors la suite 
1 

n 
sup 

l£ i^n 
((1F . m) * 6 -1 } 

S i i ( o ) ) 
(G) converge P. p. s. et dans L 

vers la constante 4 P [ O ( x S. £ E ) ] m  ( d x ) . 
i=l 
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III - L'oscillation 

Considérons le groupe additif des réels G = R. Appelons oscillation à 

l'instant n+1 du processus à accroissements stationnaires S 
n 

n 

1=1 

X. 
r 

la 

variable aléatoire réelle O 
n 

M , 
n+ 1 

où M 
n+ 1 

= max sk 
l^k<cn+ 1 

et = min 
l^k^n+ 1 

S, . On a 
k 

0 , ,<M , - I 
n+1 ^ n+1 n+1 

+ max 

n+l^k^n+^.+ l 
- min 
n+ l<k^n+£+1 

sk 

l'égalité n'étant réalisée que si 
Sn+ 1 

M , 
n+I 

mi n 
n+l<:k^n+£+l 

; il est clair que 

max - min 
n+ l^k^n+ £ + l n+l<:k<n+£+l 

S, = O. o 9n. Donc la suite O est sous-additive : 
k 1 n 

0 , < 0 + 0n o 8n. La suite 0 est positive : si 0, est integrable le théorème 
n+ 1 n 1 n 1 

de Kingman entraîne que 

r r 

1 

n 
O 
n 

converge. Cela n'est pas surprenant car 

Oj dP et done, si 0. est integrable, la loi forte des grands 

nombres est vraie pour le processus (X ) . Alors lim 

n n 

1 

n 
sn = E [Xj/J] P.p.s. et 

sur {E [Xj/J]>0} 
n M > E [X/Jj 

n+ 1 n->oo I- J J 
1 

n I , » 0 

n+1 n-x» 

sur {E [X /J]<0} 
1 

n 
M a1 ^ 0 

n+1 n-x» 

1 

n 
I » E fX /J] 

n+ I n - X » <- 1 -I 

sur {E |X./J|=0} i 
n 

M , 
n+ 1 

> 0 
n - X » 

1 

n Xn+1 
> 0 

n-XXD 

donc 
1 

n 
O 
n 

> |E [Xj/Jjl 

Il est plus intéressant de chercher la décomposition de la suite sous-additive 

0 . Comme l'indique le théorème de décomposition on étudie la suite 
n 

1 

m 

m 

n= 1 
(0 - 0 , 0 0 ) . Calculons : 
n n— 1 

(О - On о э) (ш) ; si Mn+2(üj) > X i ^ ) > In+2<̂ (jo) alors 

(О +1 - Оп о о ) (ш) = О ; si Мп+2(ш) = Xjito) alors 

(On+1 - O N о 0 ) (аз) = X J Í Ü J ) - In+2<w) - M N + 1 o 0(OJ) + In+1o 0<u>) = -  M N + 1 о 0(w) 

car dans ce cas Xj (ш) + xn+j ° 0 ( Ü D ) = In+2^00^* 
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Si X. (a) ) = I _ (u) ) alors 
i n+¿ 

(0n+l " °n ° 0 ) (cu) = M n + 2 ( U ) ) " Xl " M n + 1 ° 0(íü) + In+ 1 ° G (0J) = Xn+ 1 °  G  ((W)QJ)0 ( 

car dans ce cas X. (oj) + M . o 0 (a) ) = M _ (oj ) . En résumé 
1 n+1 n+z 

( ° n + l -  ° n °  0 ) (w ) - - M - o 0(w) s i M ^ . o 0(íü) < 0 
n+1 n+1 

I , o 9 (ü) ) s i l , o 0(w) > o 
n+1 n+1 

O sinon 

La suite M est croissante, notons M sa limite ; la suite I est 
n n 

décroissante, notons I sa limite. La suite j ~ ^ ° ® est donc convergente 

et lim ( 0 N + ] -  0 no 6 ) = - M o G . 1 { M q q<q}+ I o 0 . 1 { I q q >q} P.p. s . 

Si Oj est integrable, d'après le théorème de décomposition, cette variable 

aléatoire engendre une suite additive qui convient pour la décomposition de la 

suite sous-additive 0  et de plus 

n 
n 

l i m - O n - l i m - . ^ ( - M . 1 { M < 0 } + I . 1 { 1 > 0 } ) o 0 1 

" E £-M-'{M<O}+ ^ W o } / J 1 

Ainsi est obtenu le : 

Théorème : £i_ ^xn^n>j est un processus réel stationnaire integrable, si 

M sup £ X. , I = inf I X., alors 

U k i=l U k i=l 

E L~H']{M<o} + 1']{i>o}/ J ] -  I e C x i / j ] I 

foliaire : '{e [XI/J]>O } ' e L xi/JJ = '{e [XI/J]>O}-e Li-i{I>0}/J]-

!îf. fx /jT<orE [Xi/J] - ! îf. Tx / .Tl<oT E [ M ^ î m ^ ^ I - et Xi d H 1 dP + M dP mM d 

{ I > 0 } { M < 0 } 

Démonstration : Ces formules résultent immédiatement du théorème. Il suffit 

d'utiliser l'invariance sous 9 des ensembles {E [ X j / j ] > 0 } , {E [x / j ] < 0 } 

et d'observer que P({E [ x / j ] > 0 } A ( M < 0 } ) =  0 , P ({ E [Xj / j ] < 0 } A { M A { M > 0 >). 191
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La dernière égalité du corollaire a été prouvée récemment par une méthode 

directe par Marcus et Petersen. Ces deux auteurs déduisent de cette égalité une 

intéressante discussion du lemme ergodique maximal de Hopf (^fl)• 

Si G est un groupe localement compact à base dénombrable engendré par un 

voisinage compact V de l'élément neutre e, on peut encore définir l'oscillation 

d'un processus à accroissements stationnaires (S ) , à valeurs dans G. 

n riz 1 

Comme dans on définit ó^(x) = inf {n> 0 / x <= Vn} et d^(x,y) = ^ ( x ^ y) ; 

la fonction d^ vérifie l'inégalité triangulaire et est invariante à gauche. Si 

l'on pose O = diamètre {S / l<k^n+l} = sup {d (Sp,S )/£,k € { 1 , . . . , n + 1 } } 
n v 

la suite O est sous-additive et positive. Si de plus ô (X ) est P-intégrable 

les hypothèses du théorème de Kingman sont réunies et donc 
1 

n 
O converge P.p.s. 

et dans L * . 

IV - L'entropie 

Considérons un groupe G discret et une mesure de probabilité y sur G à 

support fini. Avez définit l'entropie de la marche aléatoire de loi y sur G 

comme le nombre 1 im 

n 

1 

n 
I yn(x) Log yn(x) = h(y) (on pose t Log t = O pour 

x e G 
t = O ) . Cette limite existe car la suite numérique - S y (x) Log y (x) est 

x e G 
sous-additive et positive. Le principal intérêt de cette notion réside dans le 

résultat suivant : 

Théorème (Avez ['2>] ) • Si le support de y engendre G , si h(y) = O, les 

constantes sont les seules fonctions bornées y-harmoniques (i.e. solutions de 

l'équation Z f(xy) y(y) = f(x) pour tout x e G ) . 

La sous-additivitê de la suite ( " X ^ Q ^ " ^ X ^ P"(x)) repose sur 

1 inégalité évidente y (xy)>, y (x) y (y). Suivant une observation de J.P. Conze 

cette simple inégalité implique que la suite = - Log yn(S^) est sous-additive 

(il n'y a pas d'ambiguité dans la définition de car P.p.s. ^ ( ^ ^ O) . En 

effet yn+m(S ^ )>, yn(X. . . .X ) um(X ^. X ) et ym(X . . . .X ^ ) = ym(S o 0 N ) . 

n+m 1  n n + 1 n+m n + 1 n+m m 
Comme les variables aléatoires H sont positives, en appliquant le théorème de 

n 
Kingman on obtient le : 
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Théorème : Si G est discret, si y est une probabilité telle que 

Z y (x) Log y (x) soit fini, en particulier si le support de P est fini, alors 
x ^ G 

1 

n 
H 
n 

1 

n 
Log yn(Sn) converge P.p. s. et dans L vers l'entropie h (M ) de la 

marche aléatoire (S ) de loi y sur G. 

• • • n ii . . . 

Cherchons, comme dans les exemples précédents, une décomposition de la suite 

sous-additive H . Pour cela étudions H , - H o G = Log 
n n + 1 n & 

y fSn o 0 ) 

*n n+1 (sn+1) 
. Il va 

résulter du lemme suivant que cette suite converge P.p.s. 

Lemme : Posons pour a,y <=: G, 

q U,y) = 
n. - 1 , 

y (a y) 
n + 1 T  . 

y (v) 

n + 1 /  X 
si y (y) > 0 

0 sinon 

Pour tout a G, la suite q (a, ^ (o) ) ) converge P.p. s. et dans L vers 

variable aléatoire q(a ,oo) telle que Jq(a,oj) P ( d c o ) ^  1 
o 

Démonstration : On a d'abord 

L 1 n < a ' S n+l<W> P(dw) " 

y;y :y)>o 

n . 1  . 
y (a y) <: 1 

De plus q (a,S ,) est une sur-martingale renversée : 
n n+1 

E [ V * - W 1  S n +2' Sn +3'---] * q n + l ( a ' Sn +2> 

En effet d'après la propriété de Markov 

E k n < a » S n - l > ' Sn+2« S n + 3 " - - ] = E k ( a ' S n + 1 ) / S n + 2 ] ; 

de plus si x <^ G est tel que yn+^(x)> O on a 

E r q ( a , S ^ 1 ) / S 0 = x ] = E . f . 
L^n n + r n+2 J n + 1 . q (a,y) 

y;y (y)>0 nn 

n+1 - 1 , 
y (y) y (y 
n+2, . 
y (x) 

1 

n+2. 
y (x) y;y (y)>o 

yn(a ly) y(y *x) ^ qn+1(a,x) 

Il résulte donc du théorème des martingales que q (a,S ) converge P.p.s. et dans 
n n 

L* et la limite vérifie l'inégalité annoncée, (ce résultat apparaît dans [18] 

pour une chaîne de Markov). 
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Corollaire : Sous les hypothèses du théorème précèdent la suite 

(H - H o e) (OÍ) = Log 
un(sn o e <w)) 

yn ¡(sn+1Co)) 

converge P . p . s . vers la variable aléatoire Log (q (X (QJ ) ,OJ> ) ) qui est integrable. 

De plus 1 entropie de y vaut h (y ) Log(q ( X . (03) ,OJ)) P(dw) . 

Démonstration- : 
p (S o 0 ( O J ) ) 

, n + , ( s n + 1 ( . ) ) 
^(x1(w), sn+1 (w) 

D'après le lemme (H . - H o 0 ) (o j ) converge donc P.p.s. vers Log (q (X, (OJ ) ,u ) ) )  . 
n+1 n I 

i m 
D'après le théorème de décomposition — I (H - H , o 0 ) admet une valeur 

m n_ i n n - 1 

d'adhérence dans L^ pour la topologie a(L^, L ) ; cette valeur d'adhérence ne 

peut être que Log (q (X (co ) ,OJ ) ) qui est donc integrable et qui engendre une suite 

additive convenable pour la décomposition de la suite sous-additive H . Donc 

lim 
n 

1 

n 
Hn = h(u) = LogiqUj (oj) , 0 ) )) P(do)) . 

Le principal intérêt de cette formule est de conduire à la réciproque du 

théorème d'Avez : 

Théorème : Si_ £ y (x) Log y(x) est fini, en particulier si le support de y est 
x g G 

fini, et si les fonctions y-harmoniques bornées sont constantes, alors l'entropie 

h(u) = 0 

Démonstration : Considérons d'abord le cas où y vérifie l'hypothèse supplémentaire 

y(e) > 0 . Alors on sait ([5]) que les variables asymptotiques pour la chaîne S^ 

sont invariantes P.p.s. L'hypothèse faite sur les fonctions y-harmoniques bornées 

implique que les variables invariantes pour (S ) sont P.p.s. constantes. Comme 

q(a,ü)) = lim 
n 

µn (a-1 sn+1 (w)) 

pn+1(sn+1(.) ) 

est asymptotique pour la chaîne (S ) , elle est 

constante P.p.s. quel que soit a G. Notons cette constante q(a). Alors 

h(y) = Z Log q(a) y(a). 
a G. G 

Comme d'après le lemme q(a) ^ 1  on a 

0 < h(y) = I Log q(a) y(a) ^ 0  . 

a € G 
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Si y(e) = O, on pose, pour a£_]0,l[ , y^ = aô^ +(l-a)y . Les harmoniques 

pour y sont exactement les harmoniques pour y . D'après la première partie de la 
a 

démonstration h(y ) = 0 . Il résulte de la concavité de la fonction £(t) = -t Log t 
a 

(te]0,l] ) , 3(0) = 0 que 

n 
E _ 6(yn(x)) >̂  £ ( ^ ) (1-a)1 a(n 1} ( Z e(yX(x))). 

La suite £ 3(yU(x)) étant sous additive, 
X ë  u 

inf 

n 

1 

n G 
e(u 0 0 ) = lin 

n 

1 

n x ^ G 
3(yn(x)) = h(y) 

et 
x £ G 

I | 3 (y (x)) >, h(y) ( .Z0 (?) (l-a)r(an X)i) = n(I-cx) h (y) 

donc h ^ a ) > ( 1  -ot) h(y) . 

V - Lois des grands nombres 

Considérons un groupe G localement compact à base dénombrable engendré par un 

voisinage compact V de e. Posons 6^ (x) = inf {n > 1 | x €. Vn}. Suivant Guivarc'h 

(£l2j) une loi des grands nombres pour la marche aléatoire sur G de loi y est un 

énoncé donnant la convergence p.s. de la suite 
1 
n 

ô (S ) ainsi que la valeur de 

la limite. Comme (xy) ^ ôy (x) + (y) la suite ^Sn^ est sous-additive ; 

sous l'hypothèse d'intégrabi1ité 4 ô„ (x) y (dx) < °° le théorème de Kingman im­

plique donc que 1 
n 

ôy (^n) converge p.s. et dans L vers une limite constante y. 

Le calcul de la limite y est en général difficile ; y dépend fortement de la struc­

ture du groupe considéré ([[12]). 

Suivant le théorème de décomposition, si la suite 

ÔV (Sn+l) " 6V (Sn ° 6) = ÔV (Sn+l) " 6V ^ \ Sn+1) converge alors l'intégrale de 

sa limite égale y. Cette méthode ne semble pas être très générale. Par exemple, 

3 
prenons G = Z et pour V l'ensemble des points de coordonnées égales à 1, 0 ou -1. 

Alors ô (x) ^ || x||• Si y est équirépartie sur V on sait que et que 

3 
S^ visite p.s. une infinité de fois toute demi-droite de Z . Il est clair donc 
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que (I I) - j] S - I) ne converge pas p. s. 

Cette méthode s'applique cependant si G est le groupe libre sur les d généra­

teurs {a^ ... a^} (d 2) . Notons a ^ . .. a ^ les inverses des générateurs. 

Prenons V = {e, an , ...» a,, a , a } ; alors ôT T (x) est la longueur de 
I d —1 —a V 

l'écriture minimale de x, c'est-à-dire le plus petit entier k tel que x = a-j_ • . . a-j^ 

avec i S {±1, ±d}. Supposons y adaptée sur G (i.e, le support de y engendre 

G ) . On sait alors que la marche aléatoire (sn) ^e l°i V sur G est transitoire et 

s (sn) > 00 ([6]) On peut montrer de plus que S^ "converge" p.s. vers une 

variable aléatoire S^ à valeurs dans 1 espace F des mots infinis réduits 

a. ... a. ... (i e {+1, +d} ; i + i - £ O pour tout £ > 1) ; si 

(x ) est une suite de G telle que 6 (xn) > 00, 
n->oo 

on dit qu elle converge vers 

le mot infini réduit a.a ... a- ... si pour tout £ il existe N tel que l'écri-

ture réduite de commence par a^^ ... a±^ pour tout n > N. La convergence 

de S^ est montrée dans £7 ] sous l'hypothèse supplémentaire que le support de y 

est fini. Pour ce résultat l'hypothèse d'adaption suffit. En effet, notons pour 

tout mot réduit a,- ... a,- , C^ . Q. l'ensemble des z £ G U F dont l'écriture 
Ll L£ ai^ • • • ai£ 

réduite commence par a,- ... a,- . Considérons deux mots réduits a,* • . . a,- a,- .. 

K 11 rl ^ r£ + l 
et a ^ ... a ^ ai£ + i avec ai£ + ̂  ^ ai£+i" Alors la probabilité de visiter k fois 

C„. et C . après la dernière sortie de l'ensemble fini 

a-l ... ai£ + 1 ail — a U ai£ + 1 k 
{x € G | ô (x) ^ £ + j} est plus petite que (y {x 6 G | 6(x) > 2 (j + 1)}) 

car après la dernière sortie de {x €. G | ô (x) ^ £ + j} le passage de 

C à C t  ne peut s'effectuer qu'en un seul saut. 

ai1---ai^ ai£+i ail'-,ai£ ai£+l 

Comme j peut être pris aussi grand qu'on veut, la probabilité de visiter une infi­

nité de fois Ca. et C , est nulle et donc S con-

il--.ai£ ai£+1 ai1-.-ai£ ai£+1 n 

verge p.s. vers S prenant ses valeurs dans F. 

Lemme : 

Pour tout x £ G la suite ô (S ) - 6 (x S ) converge p. s. Si l'écriture 
n n a—£ 

réduite de x est a,- ... a..-, alors la limite vaut : j - 1 J -k 
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k si s e c 

<» a-ĵ  • • • â . 

2 £ - k s i S G C \ C £ = 1, k  -  1 

-k si S é C 
oo r a-̂  

Démonstration : C'est un raisonnement élémentaire reposant sur la convergence 

p. s. de S vers S • 

n oo 

Notons L (x, ou ) = lim ô  (S ) - 6 (x ^ S ) p.s. 

n n n 

Théorème : 

Si y est adaptée sur G, si £ ô  (x) y (x) < °°, alors la variable aléatoire 
x€G 

L (Xx ( o o ) , o) ) est P-intégrable . Son intégrale égale 1 im 
n 

1 
5 (S ) 

n 
et vaut : 

[ L(X 1 ( o 3 ) , c o )P ( d c o ) = Z y (x) 
K=an ... a. 

k-1 
( £ 

J¿=1 
(2£-k) p  [ s e C \  c  1 

- k  ( P [ s ^ c a a U +  p  [ s ^ e c a J -  1)3 
1 k  1 

Démonstration : D'après le théorème de décomposition sous l'hypothèse 

E ô (x) y (x) < oo 
x€G 

la suite 
1 

n 

n-1 
I 

i=0 
( ô (S. -,) - < 5 (S. o 9 ) ) admet une sous-

suite qui converge raiblement dans L . Comme 

ô (,si+1 ) -  ô  (s1 o e ) =  6 (Si+i) " 6 Si+1) converge p. s. vers L (X.. (oo ) ,  ÙQ) 

cette valeur d'adhérence ne peut être que cette variable aléatoire qui est donc 

integrable. Elle engendre une suite additive convenable pour la décomposition de 

la suite sous-additive 6 (S ) donc 
n 

1 
n 

ô -> L (X oo) P ( d c o ) . 

L'expression de cette intégrale s'obtient directement à partir du lemme. 

Dans le cas où y (x) ne dépend que de ô  (x) la dernière formule se simpli­

fie. Si Ô (x) = k  posons y (x) = y . Pour des raisons évidentes de symétrie 

p fs e c 1 
L « a - . . . a, -1 

1 k 

1 

(2 d) ( 2 d - l)k 1 
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p fs e c \ c 1 i 

(2 d) ( 2 d - l)k 

k-1 

car il y a (2 d) (2 d - 1) éléments de G de longueur k. Par un calcul élé­

mentaire 

f L(X1) (w)(w) (o)) ,ü))P(düj) = 

JÍ2 

e» 

k=l 

LA - ? 

(2d-l)2-l 
(1-

1 

(2d-l)R 
)] (2d-l)k 1 (2d) uk 

Cette formule est analogue à celle récemment trouvée par Sawyer dans le con­

texte très voisin des marches aléatoires isotropes sur un arbre homogène [[22[] . 

Dans le cas d = 2, y équirépartie sur les générateurs et les inverses, on retrouve 

_1 
n 

ô (S ) — — * 
n n-x» 

1 
2 

p.s., résultat obtenu précédemment par Fiirstenberg [[il]. 

Dans le cas général si l'on pose d^ (x, y) = 6^ (x ^ y) on a 

6y (Sn) ~ ^v (e> • Cela suggère de considérer aussi les suites d^ (gn, S^) 

n+k n+k k k 
où g est fixé dans G. On a dy (g , Sn+k) < dv (g , g ) + dy (S^ g , Sn+k) ; 

k k n 
par l'invariance à gauche de d^, d^ (S g , sn+|c) = ^v (g > ° 6 . Si de plus 

d^ est invariante à droite dv (gn+^, g^) = dv (gn, S^) et dans ce cas 

d (gn, S ) est une suite sous-additive. Sous l'hypothèse l ôy (x) y (dx) < <» 
V n JG 

le théorème de Kingman implique la convergence de 
1 

n 
dv (g , s ) . Le calcul de 

la limite d'une telle suite (en particulier la caractêrisation des cas où il existe 

un g 6 G unique tel que 1 im 
n 

1 
n dv (g , sn) = O) semble être aussi un problème 

intéressant. 

VI - Quelques remarques 

D'autres suites sous-additives peuvent être associées de façon naturelle à 

un processus à accroissements stationnaires (S„) Par exemple si S est à 
^ n 'n^,l r n 

valeurs réelles et si (QJ) est la longueur de la plus longue suite croissante 

de termes successifs parmi S^ (w) , S^ ( 0 3 ) , alors la suite A^ est sous-

additive. Si S^ est à valeurs dans un groupe G et si \p est une fonction à valeurs 

réelles définies sur l'espace des mesures positives finies sur G, vérifiant 
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if; (sup ( A ^ X2)) xp + \\> (X2) 

alors pour toute mesure positive finie X la suite ^ ( sup (A * 5 )) est 
l<k<n Sk (OJ) 

sous additive. 

Le théorème de Kingman a été étendu à des processus sous—additifs multidimen-

sionnels par Smythe £23]• Cela peut être appliqué à l'étude des processus à accrois­

sements stationnaires à temps mult idimensionnel. Par exemple dans \j-0] est étudié 

le trajet d'une marche aléatoire sur 7^ à temps bidimensionnel : si 
m n 

S = £ £ X.. le traiet R est défini par 
m,n . t . t il J m, n 

1=1 j=l J ' 

n = card "CSpq I 1 ^ p ^ m, 1 q ^ n}. Le résultat de [23] implique immédia­

tement que lim 
m-x» 
n-x» 

1 
m n 

R existe p,s. 
mn 

Dans les exemples de suites sous-additives g^ traités précédemment, il appa­

raît que la suite Sn+^ " gn ° 6 converge (donc aussi la suite 

f 
m 

1 

m 

11 ' -L 11 

m ( gi- gi-1 o o) 

i = l 

la convergence ayant lieu en un sens plus fort que 

le sens faible dans L • A priori, cela pourrait laisser penser que sous des hypo­

thèses assez larges la suite f^ converge en un sens plus fort que le sens faible 

(soit p.s. ou en probabilité). L'exemple suivant montre qu'un tel résultat n'est 

pas possible. Prenons pour (S ) la marche aléatoire de Bernoulli sur 2 : 
n 

= £ X^, les X^ sont indépendantes équidistribuées, 
n 1=1 1 1 1 + 

P [X^ = l] = P \xi = -lj = — . La suite S* = max (S , 0) est sous-addit ive et 

S* - S+ o 6 = 
n+1 n 

0 si S , < O 
n+1 

-1 si S -, = O et X, = -1 
n+1 1 

O si S = 0 et X, = +1 
n+1 1 

X.. si S _ > 0 
1 n+1 

donc sn+1- sn0o = x1 (1 (sn+1> 0) + 1(sn+1 = 0, x1 = x1=-1 Comme 

P [S = ol 
^ n -1 

1 

m 
v1/2n 1 

{Sn+l=°> 
converge vers O dans L . L'étude de la conver­

gence de 
1 

m 
£ S+ - S o 9 

n+1 n 
n=l 

se ramène donc à celle de la suite 

1 
m 

m 
£ 

n=l 
{sn+1>0 
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Or 
m 

n-1 1{Sn+l>0} 
est le nombre de visites à la demi-droite [l, +°° £ entre 1 T ins­

tant 2  et l'instant m+ 1. D'après la loi classique de l'arcsinus, la suite 

1 
m 

m 

n-1 ' i W 0 * 
converge en loi vers une variable aléatoire de fonction de répar­

tition 
2 
TT 

arcs in /x (x £ [O, î] ). D'autre part, par un calcul immédiat, on obtient 

que si A est l'événement A = [X^ = e ̂ , ...» X^ = e^J (e^ = ± 1 ) 

1(sn+1 > 0 dp =p (A° P n + 1 
Z 

i=k+l 
X. > - (e, + ... + e. )) ^ > 

i l k n-x» 

1 
2 

P (A) 

Comme les événements du type de A engendrent la tribu ? =  a (X^, X^, •••) et 

que la suite 1 . est bornée par 1 , il en résulte que 1 , m et aussi 
\ b - > U / 1 b - > U j 

m n+1 n+1 
1 
m n=l 1{Sn+l>0} 

convergent faiblement dans L vers la constante 
"1 

2 
Le sens 

de cette convergence ne peut être renforce en aucune façon car sinon la conver-

+ + 
gence en loi n aurait pas lieu vers une variable non constante. Donc S - S o 0 
& n+ 1 n 

et 
1 
m 

m 

n = l <Ci - <°e) convergent faiblementdans L mais en aucun sens plus fort. 

Cet exemple montre de plus que la convergence au sens faible dans L de la suite 

1 
m 

m 

i=l 
(si " gi-l ° 6 ) ' 

et même celle de (g^ - gn_-^ ° 6)> n'impliquent pas l'u­

nicité de la décomposition de la suite sous-additive (§n)' ̂ n effet dans ce cas, 

quel que soit a C Qo, l] la suite additive (a S^) convient pour décomposer (S^) . 

Par contre, il est clair que la convergence au sens faible dans L"'" de la suite 

1 
m 

m 
S 

i=l 
(g, " g, -, o 6 ) résulte de l'unicité de la décomposition de la suite sous-

additive (gn) considérée. 
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