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MARCHES ALEATOIRES SUR LES ESPACES HOMOGENES DE
CERTAINS GROUPES DE TYPE RIGIDE

Léonard Gallardo et René Schott

INTRODUCT ION

Dans le cas oii G est un groupe de Lie connexe, il est bien connu que G
est récurrent si et seulement si il est a croissance polynomiale de degré inférieur
ou égal a deux. [cf [2] et [3]1]

Considérons maintenant un espace homogéne M = y\G (H est un sous groupe
fermé de G). Soit py une probabilité adaptée et étalée sur G et X],...,Xn,...

une suite de variables aléatoires a valeurs dans G 1indépendantes, et de méme loi

M. Soit x € M, alors Yi = x.X1 N Xn est appelée marche aléatoire (droite) de

loi u partant de x. L'état x est dit récurrent si P( ZIV(Y§)=«n)=hV(x)=1 ;
n

il est dit transitoire si hv(x) = 0.

Si 1'espace homogéne posséde une mesure invariante, tous les points sont si-
multanément récurrents ou transients (ie : M est dichotomique) (cf [11] et [12]).
On dit alors que M est transitoire si toute marche de loi 1 é&talée sur M est
transitoire (sinon on dit que M est récurrent).

Lorsque G est un groupe de Lie connexe de type R, ses espaces homogénes
sont dichotomiques ; on peut alors envisager de les classer en espaces récurrents
ou transitoires . Quelques résultats ont déja été obtenus dans cette voie (voir
[18] pour le cas des espaces homogénes des groupes de Lie nilpotents simplement
connexes, [ /] pour les espaces homogénes des groupes de déplacements et [10] pour

un résultat analogue sur les espaces homogénes de groupes nilpotents discrets). Ces

résultats font apparaltre que la classification est liée a la '"taille'" de 1'espace

homogéne considéré.

Dans une premiére partie, nous généralisons la notion de croissance polynomia-—
le au cas d'un espace homogéne d'un groupe de Lie de type R et nous donnons une
méthode explicite de calcul du degré de croissance d'un espace homogéne d'un groupe
extension compacte d'un groupe de Lie nilpotent simplement connexe. Dans une deu-—
xiéme partie nous démontrons qu'un tel espace homogéne est récurrent si et seule-—
ment si il est & croissance polynomiale de degré inférieur ou égal a deux.

Nous remercions Bernard Roynette pour 1l'aide qu'il nous a apportée pendant la

réalisation de ce travail.
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I - CROISSANCE D'UN ESPACE HOMOGENE

I.1.- Généralités sur la croissance

I.1.1.- Définition et proposition

Soit G un groupe LCD & génération compacte, H un sous groupe fermé tel que
£'espace homogéne (droit) M = y\G  possede une mesure Anvariante. Soit

x €M et V un voisinage compact de £'éfLément neutrne de G engendrant G.
S'iL existe un entien h telf que

n n
0 < &im Anf zﬂ}i#Ll- < Lim sup mi&é!—L < +oo
N0 n Viroo n

alorns R est unique, k est indépendant du choix de x et de V et on dit
que M est & crodissance polynomiale de degrné k. De plus, dans ce cas, £'es-
pace homogéne gauche G/y a un degré de croissance qui est aussi égal a k.
Autnement dit fLa croissance ne dépend que de G et H.

Démonstration : Soit y € M et W wun voisinage compact de e engendrant G ;

alors il existe g € G tel que y = xg et on a

m(y.wn) = m(x.g w“) m(x.g an_]) = m(x.Un)

~ =1 ..
od U = gWg est encore un voisinage compact de e engendrant G.
On est donc ramené a montrer que k ne dépend pas de V. Maintenant x est
fixé et soit W wun voisinage compact générateur de G. Il existe alors des entiers

p et q tels que VP o w et Vveuwl ploa

(1) n(x. W) ¢ m(x.VP?) < m(x.wIP™)
(2) m(x.Vn) < m(x.an) < m(x.qun)
n qn
(1) implique 1lim sup Eiiiﬂ—l < +o et (2) implique 1lim inf ELELE—EL > 0.
n-roo n n->co (gn)

Mais pour tout 1i € N, il existe n, €N tel que n

qg< i< (ni+1)q ; alors
on a x.WiM < x.Ww' < x.Wq(ni+1), d'ol :

i

qni i
lim inf m(x.W" %) < lim inf m(x.W )
. k k . .k
100 (ni+l) q i->+co i
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MARCHES ALEATOIRES SUR LES ESPACES HOMOGENES

qnj qnj
Mais lim inf m(x.W ™ ) - lim inf m(x.W )k
i (an;) i (a(n;+1))
donc lim inf m(xiw ) > 0 et l'assertion est prouvée.
1->00 i

Notons w, : G - H\G et m, ¢ G - G/y 1les surjections canoniques et

@ : H\G - G/y ll'application définie par @(Hg) = g—IH. ¢ est un homéomorphisme

qui transforme une mesure invariante m, de H\G en une mesureN}nvariante

m, = w(ml) de G/H. En effet soit A wun borélien de G/H et A NPn ensemble de
représentants dans G des éléments de A. On a g.A = {ggiH/gi € A} et

o '(g.a) = {ug'e " /g; € A} = {ug]' /e, € Atg ' = ¢ 'we™'. ainsi m, (@ (gA)) =

ml(¢r](A)) donc m, = qm] est invariante (par 1l'action de G) et c'est une mesure

1

o-finie puisque ¢ est un homéomorphisme. m, est donc une mesure invariante de
G/y. Soit alors V un voisinage compact et symétrique de e engendrant G. On a

ainsi :

m, (m, (V) = m (@ {xH/x € V'D) = m ({Bx ' /x € V') = m, ({Hx/x € V"})

n
= m](n](V ).
Ce qui prouve que l'entier k vaut aussi pour 1l'espace homogéne G/ym

I.1.2.- Proposition

Soit G un ghoupe de Lie, H et H des sous groupes ferumds de G tels que
H »s0dt unlforume dans H (le : Hc H et QVH compact) et que Les espaces
homogenes M = \G et M = 7\G  possedent une meswre invariante. Aloms s4
L'un des deux espaces M ou M a un degné de croissance égal & k, il en
est de méme de £'autre.

Démonstration : Soit L G - H\G et m, : G - E\G les surjections canoniques
et <y 1'application de H\G dans H\G définie par <vY(Hg) = Hg. Alors 7Yy est
équivariante, surjective, continue, ouverte et 1l'image réciproque par Yy de tout
compact de E\G est un compact de H\G (voir [ 6]). De plus le diagramme suivant
commute
¢ m
nll'\\\sz

Y7, ~
q\6 —1— 3\6
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Soit m, une mesure invariante de H\G. Montrons que m, = ym; est une mesu-
re invariante de ﬁ\G. Soit A un borélien de E\G et g € G, on a
m, o) = w7 = m, (v"' (&) (en effet x €y '(Ag) &quivaut a
Y(x) € Ag qui équivaut a \{(x)g_l € A qui équivaut a y(xg_l) € A car Yy est
équivariante donc {x/y(xg_l) € A} = Y_‘(A)g). Enfin m, est o-finie puisque
—I(K) est compact pour tout compact K de E\G.

Soit maintenant V un voisinage compact de e dans G ; on va comparer

ml(n](e).vn) et mz(nz(e).vn). On a
m, (1, (e) V™) = my(m, (V™) = my(yor, (V) = m (v (yomr, (V)

ce qui prouve de suite que ml(nl(Vn)) < mz(nz(Vn)) puisque nl(Vn)CW—l(Yonl(Vn)).
Remarquons ensuite que l;pn a Y— (Yon](Vn)) = n](ﬁ.Vn) = n](H.COVn) ou CO est
un compact de H (car g est compact). Mais il existe un entier p tel que

CO < vP  donc nl(H.COVn) < n](H.Vn+p) d'ol mz(nz(Vn)) < ml(n](Vn+p)) et la pro-

position en résulte m

I.1.3.- Remarque : On aura besoin dans la suite de savoir déterminer la mesure
invariante de H\G a partir des mesures de Haar de G et H. Notons m une mesu—
re invariante de H\G, alors on sait qu'il existe des mesures de Haar dg (& droite)
sur G et dh sur H bien choisies telles que pour toute f mesurable > 0 on

ait (cf [ 4 1) :
f f(g)dg = f (J f (hg)dh)dm (*)
¢ \G ’H

La mesure de Haar d'un borélien A de G sera notée |A|.

Comme G est un groupe de Lie, il existe une section mesurable s de la
surjection canonique mW : G - H\G (ie : une application mesurable s : H\G - G
telle que TWos = IdH\G) et pour tout borélien A de G on notera A = s(m(A)).
Le résultat que nous allons donner est sans doute connu mais faute de références,

en voici une démonstration :

I.1.4.- Proposition
Soit H; un compact de H de mesure de Haar Egake & 1 (Le : dh(H;) = T).

Alors pour toukt borélien A de G on a :

m(n(A)) = [HA|
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Démonstration D'aprés la formule (%),

il suffit de montrer que

leng(hg)dh = l"(A)(g) pour tout g € G (g Hg) .
or 1, =(hg) =1, - -i(h) donc 1. ~(hg)dh = dh(H Ag ' n H).
H A H Ag y HA I
Supposons & € m(A), ie : g = ha avec a € A et h €H donc
- =1 ———1 -1 -1
HAg  NH= (HAa N Hh = Hh
Ainsi g € mw(A) 1implique leHIKg_l (h)dh = 1 = ln(A)(g)
Supposons maintenant g & mW(A) alors Hlxg_' NH=¢ ; en effet on a
g = hs(g) et HIZ\Ag_l nNH-= (Hlxs(g)—] n H)h—l. Supposons par 1'absurde qu'il exis-
te x € H]Ks(g)_] N H. Alors x est de la forme x = hO et x = h]‘;s(g)_l avec
h0 € H et h1 € H, donc gs(g)-l € H ce qui est impossible puisque g € m(A). La
proposition est donc prouvée ®
I.2.- Espaces homogénes des groupes de Lie nilpotents simplement connexes
I.2.1.- Notations et généralités Soit N wun groupe de Lie nilpotent connexe

et simplement connexe qu'on identifie a son algébre de Lie (le produit dans N

étant défini par xy = x+y+ %—[x,y]+...) et soit N = N!=NZo,..oN'oN

1'entier

. ~ . s+1
sous espace vectoriel supplémentaire de N

série centrale descendante de N ;

(somme directe de sous espaces vectoriels) et on note

u €EN sur m En réunissant des bases (ep
s—
on obtient une base (ei)lsiSn de N
descendante.
Notons (xi)lsiSn
e. ..
(¢ 1)1<Lsn

variables X de la fagon suivante (cf [ 81])

définition le plus grand entier s tel que

k k
Cx 1 c..ox 1 d .k, +..
1 n 171

grand des degrés de ses mondmes.

est égal a .+d k
n n

suivant e.

remarquer que la coordonnée Ei i

n n

X = .Z x;e, et y = .Z yjej, est donnée par
i=1 j=1

Ei = Xi+yi+Pi(xl”"’Xi—]’yl"'

163

™ {0} 1a
est la classe de N. Soit m_, un
dans N° ; on a N=m]@ ...@mr
u(s) la composante de
(s l,..,r),

l,...,eps) de chaque m

qui est dite adaptée a la série centrale

les fonctions coordonnées associées a la base adaptée

On peut définir une notion de degré sur l'algébre des polyndmes en les

le degré de x5 noté di est par

€ NS, puis le degré d'un mondme

et le degré d'un polyndme est le plus

Grdce a la formule de Cambell-Hausdorff on peut

du produit xy des éléments

-’yi_l
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ol Pi est un polyndme qui ne dépend en fait que des Pq.: premiéres coordon-—

nées de x et y mais que nous continuerons a noter comme ci-dessus pour ne pas

alourdir les notations. Les propriétés suivantes des polynOmes Pi sont immédia-

tes :
i) Pi(xl,...,xi_l,O,...,O) = 0 (faire x.0)
11) Pi(xl’""Xi—l’xl""’xi—l) = 0 (faire x.x)
iii) Pi(xl,...,xi_],-xl,...,—xi_l) = 0 (faire x.(-x))

iv) Pi est sans terme constant (résulte de 1i).

De plus les propriétés suivantes sur les degrés (au sens défini ci-dessus) des

polyndmes P. nous serviront :

V) le degré de Pi est inférieur ou égal a di

vi) le degré partiel de Pi par rapport a la premiére variable KiseenX,
(resp. a8 la deuxiéme y],...,yi_l) est inférieur ou égal a di_]'
vii) la valuation partielle de Pi par rapport a la premiére variable (resp.

3 la deuxiéme) est supérieure ou égal & 1.

Soit maintenant H un sous—-groupe fermé connexe de N (ie : une sous algé-

bre de N). Alors il existe une base (e.) . adaptée a la série centrale des-—
17 1gign

cendante de N et contenant une base eil,eiz,...,eik de H. C'est toujours une

telle base qu'on considérera dans la suite. Soit alors H\N 1'espace homogéne des
classes Hg (g € N). La proposition suivante donne une description de cet espace

homogéne :

I.2.2.— Proposition : Toute cfasse modulo H admet un reprisentant unique
dans N de La fomme (yq,...,y,) avec Yig = oo = yih = 0. Autrhement dit
H\N 5 ' ddentifle topologlquement & Rn-h. De fagon plus précise, Le rephisen-
tant de La classe de L'élement (x,,...,xn) € N est donné  pan :

gj =0 84 4 € {LI,LZ,...,&h}
Y; = xj+qj(x1,...,xj_1) sinon, ol a; est un polynime de deghl
Angernieur ou 2gal a dj'
‘Démonstration : (yl,...,yn) et (xl,...,xn) sont équivalents modulo H si et seu-—

lement si
(yl 3. -,yn) (_Xl’ .. -s—xn) = (Y]‘X], . '°:yi—xi+Pi(y1 ’ ""yi_l ’_xl > . --a"xi_l),--')

est un élément de H.
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Si il = 1, on prend vy, = 0.

Si i] +# 1, on prend vy = x

Voyons le choix de Yo

a) si vy, = 0, alors si i1 = 2 on prend Yo = 0 sinon il faut que

yz—x2+p2(y1,—x1) soit nul donc on prend Yoy = x2-p2(0,—x1).

b) si yyo= %k si il = 2 on prend Yy = 0, sinon on prend Y2=X2+P2(X|"Xl)
Par récurrence supposons que pour j < -1, yj soit de la forme :
vy = 0 si j € {11""’lk}
= . e . i j i e, 1 a . o de d é
yj Xj+qJ(X1’ ’XJ—I) si j € {11, ’lk} of qj est un polyndme de degré

inférieur ou égal a dj. Déterminons Yo
a) si £ € {il,...,ik} on prend Yy = 0.
b) si & € {1],...,1k} on doit avoir yg—x2+P2(y],...,yQ_l,—xl,...,—xg_]) =0

donc on prend ¥y = Xl_Pl(y]""’yR—l’_xl""’_xl—]) mais les vy (i < 2-1) sont
des fonctions polyndmiales des (Xi) de degré respectif inférieur ou égal a di’
ainsi Yo = X2+ql(xl’°"’xl—l) et d'aprés les propriétés sur les degrés des poly-—

ndmes est de degré < dz, 1'hypothése de récurrence est vérifiée. Il reste

Perdy
prouver 1'unicité de (yl,...,yn) : Supposons que (yi,...,y;) soit équivalent

Qr

a (yl,...,y ) et que y. =y! = ... =y! = 0., Procédons par récurrence. L'ini-
n * L2 Tk
tialisation est claire. Supposons que pour tout j < £-1 on ait prouvé que

. = y'. Alors
yJ yJ

a) si R € {il"”’ik} on a évidemment Yo = y§(= 0).

b) si 2 €& {il,...,ik} on doit avoir yz—yi+P2(yl,...,y2_l,—y{,...,—yé_])=0
ie : yi = yQ+PQ(y],...,y2_l,—y],...,—yz_l) d'aprés 1'hypothé&se de récurrence mais
PZ(y],...,yﬁ_l,—y],...,—yg_]) = 0 (propriété iii des polynOmes Pi)' L'hypothése de
récurrence est donc vérifiée m

Identifions topologiquement H\N a mpfk. Le résultat que nous allons donner

sur la mesure invariante de H\N est plus ou moins connu :

I.2.3.- Proposition : ITdentigions H\N a /Rn_k. ALons La mesune Lnvariante
de  \N est La mesure de Lebesgue de RV
Démonstration : Notons |A| la mesure de Lebesgue du borélien A < ﬁ\N = Rn—k. I1
nous faut montrer que pour tout g € N, |A.g| = |[A|. D'abord il est clair que 1'ap-
plication x - x.g de Rn_k dans Rn_k est surjective et continuement différen-

tiable donc il suffit pour avoir le résultat de prouver que le jacobien de X - X.g

est égal a 1 pour tout g € N.
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Posons g = (gl,...,gn) et x = (Xl""’xn—k)' Construisons a partir de x

(X;,..-,X;) avec xi = ... = xi = 0 et les autres composantes

étant égales aux x; disposées dans le méme ordre. Alors x.g est égal au repré-

un élément x'

sentant canonique de x'g = (""Xi+gi+Pi(X;"'"Xi—]’g]""’gi—l)"") =
(€ P N Y
1 i n
On a vu dans la proposition précédente comment est constrult ce représentant :

ses coordonnées n; sont données par :

n; = 0 si 1 € {ll""’lk}

ne-

i £i+qi(gl,...,£i_l) si i ¢ {il,...,ik}

ou a; est un polyndme. Il en résulte que la composante d'ordre j de x.g est
de la forme (x.g)j = Xj+q§(xl""’xj—l) ou qj est un polyndme. Le jacobien de
X = X.g est donc triangulaire, avec des 1 sur la diagonale ; cqfd =

I.3.- Croissance des espaces homogénes des groupes K x N

I.3.1.~ Notations : Identifions les éléments de H au zéro de Rn_k_ Etant

donné x = (x,,...,X_ ) € N , on notera O0.x le représentant dans Rn_k de 1la
1 n
classe de x modulo H. On vient de voir que les coordonnées de O.x sont des
fonctions polynomiales des coordonnées (Xl""’xn) de x :
0.x = (fl(xl""’xn)""’fn—k(xl""’Xn))

I.3.2.~ Définition : On appefle action de N sur H\N> L'application x - 0.x

de N RY)  sun R et on appelle degrné de R'action de N sur \N La

somme des degnés des polyndmes 5L (< = 1,...,n-k) l(au sens défini ci-dessus).

n—-k
I.3.3.- Remarque : Il est facile de voir que le nombre d = J d°fi que nous

P P _ i=1
venons de définir est indépendant de la base adaptée (ei) que nous avons

choisie au départ. L'intérét de cette notion est le calcul explicite du degré de

croissance polyndmiale d'un espace homogéne H\N.

I.3.4.~ Théoréme : Tout espace homogéne H\N - est a chodissance polynomiale
de degne égaf au degné de R'action de N sun H\N-

Démonstration : Supposons les sous espaces m_ de N, munis d'une norme || “s

d'espace vectoriel (s = 1,...,r). Alors la fonction ¢ définie sur N par

@(u) = sup "u(s)”;/s (ot u(s)

est la projection de u sur ms) est une jauge
Igsgr
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principale (ie : il existe une constante C » O telle que pour tous x et y on
ait @y) < @X)+@(y)+C). Le groupe N est alors compactement engendré par les
voisinages de e de la forme Bp = {x € N 9(x) < p}. En fait B est le pavé de
n N dy  d dz dp n dn p
R égal a : [-p ,p I-p “5p 71 x.o.x [-p ,p0 ]

D'aprés la proposition I.2.2., la je composante fj(x],...,xn) de 0.x est de la

oa d. = le degré de x..
i i

forme fj = xkj+qkj(xl,...,xkj_l) ol qkj est un polyndme de degré < dkj =r,
donc fj est de degreée rs. Ainsi 1'image de Bp (qui est connexe) par 1'applica-—
r: r:
tion (x],...,xn) - fj(xl,...,xn), contient le segment [-p J,p J] et elle est
T- Y-
clairement contenue dans un segment de la forme [—ij J,ijj], ou Cj est une
constante > 0 (résulte du fait que qy. est de degré < rj). Il en résulte que
O.Bp (= Rn_k) contient un pavé de la forme :
r r r r
1 1 n—k n—k

[-p "sp "1 x...x [-p o) ]

et O.Bp est contenu dans un pavé de la forme :
r r r r
1 1 n—k n—k
[Clp ,C]p Ioxeoox 0 cn—kp ’Cn—kp ]
On a donc :
n-k Frrot. . Frag n-k R
2 < . cee
o < |o BO] <2 7Cp...C_p
ie : cd< |O.Bp| <cpd (vp >0

oi C et C' sont des constantes > 0 et d = ryte..tr o est précisément le

degré de l'action de N sur H\N'
Pour terminer, notons qu'il est facile de voir qu'il existe o et B > 0 tels
que pour n assez grand, on ait :
n

B > B, o B
no 1 n

B
On a donc :
cmp)? < l0.B]] < ' (non?

. d
le : Cln < |O.B < Cznd pour n assez grand (C1 et C2 sont des

constantes > 0). Ceci prouve que d est le degré de croissance de 1l'espace homogé-

n
|
ne ﬁ\N et le théoréme est prouvé =
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I.3.5.—- Remarque : Si H est un sous groupe fermé quelconque de N alors
l'enveloppe algébrique H de N est un sous groupe fermé connexe de N et on
sait que H est uniforme dans H (cf [15]). Donc d'aprés la proposition I.!.2.

ﬁ\N est a4 croissance polynomiale de méme degré que celle de E\N.

I.3.6.— Corollaire : Soit G = K &« N un groupe de Lie produit semi dirnect
d'un groupe de Lie N nilpotent simplement connexe par un groupe compact K.
Alorns 84 H est un sous ghroupe femé de N, £'espace homogéne H\G est a
crolssance polynomiale et égale a celle de H\N.

Démonstration : Topologiquement 1'espace homogéne H\KKN s'identifie au produit

cartésien K x H\N. Définissons une section s au dessus de H\KKN par

s(k,n) = (k,so(ﬁ)), ol s, est une section au dessus de H\N. Comme dans la propo-
sition TI.1.4, A désigne s(m(A)). Prenons un voisinage compact de e dans KxN
de la forme U = KxkV od V est un voisinage de zéro dans N, invariant par K.

n

Alors U™ = KxV? et on a o0.U" = Kxo'.V® et U™ = KxV™. Soit A 1la mesure inva-

riante de H\G et Al celle de H\N' On a d'aprés la proposition I.1.4. :

Ao.U™ = 1 0P| = [H, &V | = [kl V] = 0(Om@H VY = A, (VD)

(oi 0 est la mesure de Haar de K et m 1la mesure de Haar de N) d'ou le résul-
tat =

I.3.7.- Corollaire : Soit H un sous groupe perume de G = KuN. Alons H\G
est a crodssance polynomiale.

-

Démonstration : Nous avons besoin ici d'un résultat sur la structure des sous grou-—

pes fermés de G :

I.3.8.—- Lemme : Soit H un sous ghoupe gerumé de G = KuN. Alors H est undi-
fonme dans un sous groupe fermé H de G de La forme H = KoxN, o K, est
compact et NO est un sous groupe unipotent de G.

Démonstration du lemme : G admet une représentation linéaire fidéle

p: G- p(N)p(K) =M telle que p(N) soit un sous groupe distingué constitué de
matrices unipotentes du groupe matriciel M (cf [ 13]). Nous noterons encore M=G.

Soit G 1'enveloppe algébrique de G (ie : le plus petit groupe algébrique con-

158


http://nli.pote.nt
http://simpl.eme.nt-

MARCHES ALEATOIRES SUR LES ESPACES HOMOGENES

tenant G). N est distingué dans G donc dans E, de plus N est un groupe algé-

brique car c'est un groupe analytique unipotent. Il existe donc un morphisme de

groupes algébriques o (ie : un homomorphisme rationnel) tel que Ker o = N. Or
0(G) = o(K) est un groupe compact donc c'est un groupe algébrique (cf [ 5]) ceci
implique que 0_|0(G) = G est un groupe algébrique, mais alors G est un groupe

distal car sa partie réductive est compacte (cf [ 1]) (Rappelons qu'on dit qu'un
groupe linéaire G est distal lorsque les valeurs propres des matrices g € G

sont toutes de module 1). Soit alors H un sous groupe fermé de G et soit ﬁ
1'enveloppe algébrique de H (E est un sous groupe fermé de G) alors ﬁ est dis-
tal et d'aprés le théoréme de structure des groupes distals algébriques (cf [ 11])

H = KONNO ou NO est le radical unipotent de H et Ko est un groupe compact.

De plus H est uniforme dans H, d'ol le lemme m

Fin de la démonstration : No NN = Né est uniforme dans No (en effet :

N N N -
(o]

—S_N,—.—_. g= = Ta7? v ~ . e _
No NS <X K ) donc H KoNo et d'aprés la proposition I.1.2. les es

paces homogénes H\G, E\G et N'\G ont tous méme croissance et le corollaire est
o

prouvé m

IT - RECURRENCE D'UN ESPACE HOMOGENE [ \KxN

Comme dans I, KxN est un groupe de Lie produit semi direct d'un groupe de Lie
nilpotent simplement connexe N par un groupe compact K d'automorphismes de N.
Nous identifierons comme d'habitude N & son algébre de Lie et les sous groupes
fermés connexes de N a leurs sous algébres de Lie correspondantes.

Le but de cette partie est de démontrer le théoréme suivant

Théorneme : Soit H un sous groupe ferumé de KoN. ALons L'espace homogéne
H\KxN  est nécwuient s4 et seulement 54 son degné de croissance polynomiale
est ingérieun ou egal a 2.

Dans le paragraphe 1 on raméne la démonstration du théoréme a4 la proposition

suivante :

Proposition : SL H est un sous groupe ferumé, connexe, non distingué de N
et s dim N - dim H = 2 aklons | (NK«N  est transitoire.

Le paragraphe 2 consiste 3 démontrer cette proposition en utilisant une tech-

nique de fonction barriére.
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IT.1.- Premiére partie de la démonstration du théoréme

II.1.1.- Lemme : S04t G un ghoupe de Lie, H et H des sous groupes fermés
tels que H 504t undforume dans H ators NG et NG sont de méme nature
(necwiients ou trhansitoirnes en méme Lemps) .

Démonstration : Soit I 1l'application de NG dans E\@ définie par TI'(Hg) = Hg.
I' est continue, surjective et équivariante. De plus I définit un espace fibré

~ . . ~ - v - ~ .
(ﬁ\g, H\@,F) dont les fibres sont dlffeomorpETs a 1'espace homogéne ﬁ\y qui est
compact donc pour tout compact C de ﬁ\@, ' "(C) est un compact de ﬁ\G' Soit U
une probabilité adaptée sur G, soit y € ﬁ\p et x € F_](y) 3 notons wz la mar-—-

. x .
che de loi u sur H\g partant de y et Yn la marche de loi M sur ﬁ\g par-
tant de x. Alors pour tout compact C de ﬁ\g on a :
wWecoevterlo
n n

gridce a l'équivariance de TI'. Ainsi les marches Wﬁ et YE sont de méme nature ®m

Le lemme qui suit donne déja une démonstration du théoréme dans le cas parti-

culier o K = {Id} et précise un résultat obtenu dans [18].

II1.1.2.~ Lemme : Soit N un espace homogene d'un groupe de Lie nilpotent
simplement connexe. ALoxs AN est necwient s4 et seulement sL AL est de degné

de croissance < 2.

Démonstration : D'aprés la remarque I1.3.5. et le lemme II.1.1. on peut supposer H
connexe. Ecartons de suite le cas trivial oi H = N :

Si la croissance de ﬁ\N est € 2 alors dlmﬁ\N =1 ou 2. Si dlmﬁ\N =1
alors H est distingué, d\N est un groupe abélien de dimension | donc est récur-
rent. Si dimﬁ\N = 2, les composantes de l'action O0.x sont de degré 1 chacune

done H > N? (= le 1°F dérivé [N,N]) par conséquent ﬁ\N est abélien de rang g 2
donc est récurrent.
Réciproquement si ﬁ\N est récurrent alors (cf [18]) H est distingué donc

ﬁ\N qui est abélien de rang £ 2, est de croissance £ 2 =

II.1.3.- Remarque fondamentale : Soit H wun sous groupe fermé de KxN et

~

soit H son enveloppe algébrique ; alors H = K;.Né

Les espaces homogénes \g«N et N‘\K«N sont de méme nature d'aprés le lemme
H o

ol K~ est compact et NécN.

IT.1.1. et ont méme croissance d'aprés la proposition I.1.2. ; on est donc ramené &
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démontrer le théoréme dans le cas H < N et H connexe. En fait il reste & dé-—
montrer que si H est connexe et inclus dans N, alors les espaces homogénes
B\KxN et ﬁ\N sont de méme nature puisqu'on sait déja qu'ils ont méme croissance

d'aprés le corollaire I.3.6.

I1.1.4.— Lemme : Soit G un groupe de Lie, V wun sous groupe abilien distin-
gué de G. On pose G' = % V' (prodult semi dinect) oa £'action de % sun VU
est définie parn a=(v) = gug‘7 (independant de g € g). Soit H un sous
groupe ferumé de G et solt H' = H—&/ xHNV. Alorns s4 £'espace homogéne H\G
est nécwinent, L'espace homogéne H,\G’ L'est aussi (ou ce qui est equivalent

y\G'  transitoire implique (NG Ztransitoire).

Démonstration : C'est une adaptation d'un résultat de H. Hennion (cf [10]).

II.1.5.- Lemme : S{ H < N alons :

a) \V - recurnnent implique (NKxN - recunrent.

b) 4L H\K«N est necuwent on a dim N - dim H < 2.

Démonstration :

a) par récurrence sur la classe de N. Si la classe r de N est égale a 1
le résultat est connu (cf [ 7]). Supposons la propriété &établie pour tous les
groupes nilpotents de classe inférieure ou égale a r-1 et soit N un groupe nil-—
potent de classe r. A\N est récurrent donc H est distingué et AN est abélien
d'aprés le lemme II.1.2. donc H contient tous les dérivés de N, en particulier
le dernier dérivé V. Comme AN et V\ﬁ\y\N sont de méme nature (cf [14]),
VNH\V\N est récurrent donc d'aprés 1'hypothése de récurrence
VNH\K& (V\N) = V\A\Y\K«N est récurrent donc H\K«N est récurrent (en effet on a pu
écrire que : Kx(V\N) = G\%«N car V est un sous groupe distingué de N stable
par K) =m

b) On raisonne par récurrence sur la classe de nilpotence de N. Si r = 1
(i.e. N abélien) le résultat est connu. Supposons le résultat &tabli pour les ex-—
tensions compactes de groupes nilpotents de classe € r-1, soit N nilpotent de
classe r et soit V 1le dernier dérivé de N (V est dans le centre de N).

V est distingué dans N et stable par K donc V est distingué dans K«N et le

K&N ~ P . . .
groupe -~ peut etre considéré comme produit semi-direct de g- par le groupe

~

compact K obtenu a partir de K par passage au quotient (mais on écrira

KxN _ N . ~ N
v = K xg au lieu de K Nv-).
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A partir de G = KxN et de V construisons le groupe G' du lemme II.1.4. :
G' = (Kc<%-) @V (ici c'est un produit direct car V est central). G' peut &tre
considéré comme une extension compacte du groupe nilpotent %-(3 V  (qui est de
classe g r-1) : G' = Kuw(gJQ V) ol l'action ¢ de K sur g est l'action pré-
cédente et l'action de K sur V est l'action naturelle.

D'aprés le lemme II.1.4. si ﬁ\p est récurrent, HQ\G' (H' = 2;(3 HNV) est
récurrent donc d'aprés 1'hypothé&se de récurrence on a dim(%wj V)-dim(E%W@ HNV) < 2.
Soit alors <y 1'homomorphisme naturel N - % . En considérant la restriction de Yy
a H on voit que dim H = dim y(H) + dim HNV.

Oor +vy(H) = Eg- donc dim H = dim H' d'oi dim N - dimHg 2 ®

II.1.6.— Remarque : Il reste a montrer que si ﬁ\K&N est récurrent alors
ﬁ\y l'est aussi. D'aprés le lemme II.1.5. on doit examiner les valeurs de
dim N - dim H. Si dim N — dim H = 0 ou 1, la conclusion est immédiate : ﬁ\N est

récurrent. Si dim N - dim H = 2 et si H est distingué, est un groupe nilpo-—

N
H
tent de dimension 2 donc en fait un groupe abélien de dimension 2 donc il est récur-
rent. Il reste a voir le cas H non distingué dans N et dim N - dim H = 2 mais
ce cas ne se présente pas, c'est le point crucial de la preuve du théoréme et ceci

fait 1'objet du paragraphe 2.

II1.2.- Fin de la démonstration du théoréme

I1.2.1.- Proposition : S&{ H est un sous groupe non distingué de N et 5L
dim N - dim H = 2 alors \KxN - est thansitoine.

La démonstration nécessite plusieurs lemmes.

I1.2.2.~ Lemme : I£ suffit de démontrern La proposition dans Le cas od N est
de classe 2.

Démonstration : Prenons un sous groupe V abélien distingué de KxN et explicitons
le groupe G' = E%E « V dans le cas oi V est un sous groupe de N stable par K.
On va montrer que G' = K«¢(%-«V) oud l'action de %- sur V se fait par automor-—

. . o s ~ . N . .
phismes intérieurs et ol l'action ¢ de K sur v~«V se fait comme suit :

o) (a,v) = (kn,kv)

ol n désigne la classe de n modulo V et k désigne 1l'automorphisme de v
déduit de k par passage au quotient.
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Considérons le produit des deux &léments ((k,n),v)((k',n'),v') de E%E «V

et le produit des deux E&léments <k,(ﬁ,v)) k',(n',v") de K«@(g-kv) :

((1?71) ,v)(<k"—,n') ,vv)

It

((k,n)(k',n'),vnkv'n_]>

-—~ —-—
((kk',nkn'),vnkv'n l)

(kk',(ﬁ,v)(EE',kv'))

(k,(ﬁ,v)>(k',(5',v')>

(kk',(ﬁkﬁ',vnkv'n'l))

On pourra donc considérer le groupe G' comme un produit semi-direct de K
et du groupe nilpotent % %xV.

Avant de réduire la classe de N remarquons que la condition suivante : (C)
dim N - dim H = 2 et H non distingué équivaut a8 : dim N — dim H = 2 et H ne

contient pas N? (= le premier dérivé de N). On considérera 2 cas

1) Si H > N© (= le dernier dérivé de N), appliquons la construction du lem-—

me II.1.4. avec V = N° en remarquant que N' = %-«V = %(D V (produit direct) est
un groupe nilpotent de classe € r—1. Sous la condition (C), pour montrer que G/H
est transitoire, il suffit de montrer que G'/H, est transitoirg. Or la condition
(C) est vérifiée par H' : le dérivé de N' esg égal 3 N'? = E%— @ {0} donc si
H' = %4® HNV contenait N'2? on aurait % D-$~ ie : H> N? ce qui n'est pas.
De plus la condition sur la dimension est trivialement vérifiée pour H'. Dans le

r . ~ . .
cas H D N on a donc abaiss& la classe de N d'au moins une unité.

2) Si H P Nr, on prend V = Nr_1 qui est distingué et abélien (car
[Nr—l,Nr_l] c N2r-2 = {0} si r >3). N' = %-aV est alors nilpotent de classe
< r-1 : en effet N'r_2 < V (facile a vérifier) donc N'r_1 = N° car le commuta-
teur d'un élément (n,v) € %~&V et (0,v') € V est &gal a
(H,V)(O,V')(H,V)_l(O,V')_l = (O,nv'n_lv'“l) donc N'T = {0} ie : N' est de clas-—
se < r-1. La condition (C) subsiste pour H' : en effet si H' > N'? on aurait
H' > N° car{les commutateurs des &léments de V}= N* est dans N'? donc
HﬂNr_l >N en particulier H > NT ce qui est exclus par hypothése. La formule de

la dimension est encore vérifiée. Dans ce cas on a encore abaissé la classe de N &
Dans la suite de la démonstration nous supposerons donc N de classe égale

a 2.
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IT1.2.3.- Lemme : S& N 8t nilpotent de classe 2, 8L H est un sous ghoupe
connexe non distingué de N et 8L dim N - dim H = 2 alorns £'espace homogene
H\N est isomonphe & un espace homogéne R\H7 ol Hyp est Le premier groupe
d'Heisenberg et R un sous groupe non distingue de dimension 1 de IHy.

Démonstration : Soit N? 1le deuxiéme dérivé de N alors N2?NH est distingué dans

H et dans N car N est de classe 2 donc M = ﬁ\N est isomorphe a

NzﬂH\ﬁ\qzﬂH\N. Or le normalisateur de H contient N2 et comme H 7 N? ceci im-—

plique que N?NH est de codimension 1 dans N?. Le groupe nilpotent N,o= ﬁgﬁﬁ
donc un dériveé Nf qui est de dimension 1 et le groupe ﬁf%ﬁ_ est inclus dans un
supplémentaire de Nf. Ainsi on est ramené au cas ou M = H\N avec dim N2 = 1 et

H inclus dans un supplémentaire de NZ2.
Pour tous h,h' dans H, on a le crochet [h,h'] € HAIN? = {0}. Soit f[Re une

droite supplémentaire de N2?+H. Pour tout h € H, [e,h] = O((h)n2 odi n est un

2
vecteur fixe de N? et h - oa(h) est une forme linéaire sur H qui n'est pas

identiquement nulle puisque H n'est pas distingué. Posons H' = Ker o, H' est un
sous groupe abélien distingué de H, c'est en fait un hyperplan de H. D'autre part

H' est distingué dans N car pour tout m € N et tout h' € H' on a :
[m,h'] = [n+Ae+h,h'] = [n,h']+x[e,h']+[h,h'] = O
oii mn,le,h sont respectivement les composantes de m suivant N, Re et H.
Dans ces conditions M est isomorphe a H'\ﬁ\ﬁ'\N et H'\N = m] (premier groupe

d'Heisenberg), H'\H est un sous groupe non distingué de dimension 1| de H, =

I1.2.4.- Remarques d'ordre général : Les résultats énoncés ci—dessous pour les

espaces homogénes sont bien connus dans le cas des groupes (cf [ 9]) et se démon-—
trent de la méme maniére :

Soit G wun groupe de Lie connexe, H un sous groupe fermé de G et M = ﬁ\p

a) Soit Xl""’xn une suite de variables aléatoires sur G indépendantes,
de méme loi p et T un automorphisme de G. Alors la marche aléatoire sur M
dont les pas sont les Xi’ est de méme nature (récurrente ou transitoire) que la

marche aléatoire de pas F(Xi).
b) S'il existe un entier p > 1 tel que la marche sur M de loi U*p soit

transitoire, alors la marche de loi p sur M est transitoire.
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IT1.2.5.- Lemme : (méthode de La symétrnisation) Soit u une probabllitZ surn G
et K La probabilite déginie parn MI(A) = u(A-I) pour tout borélien A de
G. Pourn que La marnche allatoirne de Lol u sun M = R\G b0t thansitoire, AL
sufgit que La manche de Lo v = plusl) swi M soit tramsitoire.

Démonstration : C'est une adaptation de [3] m

I1.2.6.- Lemme : (méthode de La trhoncature) Solt Vv une probabilité symétri-
que sur G et ¢ une fonction positive symétrnique a support compact dans G
et telle que C = fewdv > 0. Soit Vv = (%»w).v. Alons s4 La marche de Lol Vv

sun M = NG est transitoire, fa marche de Lol v sun M L'est aussi.

Démonstration : C'est également une adaptation de [3] m

IT.2.7.- Remarque : D'aprés les lemmes II.2.5., II1.2.6., pour montrer qu'un
espace homogéne est transitoire, 11 suffit de montrer que toute marche symétrique

a support compact est transitoire.

I1.2.8.~ Lemme : (méthode de fLa fonction barnriere)
Soit G un groupe de Lie, H un sous groupe fermé de G, M = H\G et 504t

U une mesure de probabitité adaptie sur G. Supposons que pour U compact

C de M A& existe une fonction bornélienne § : M > R telle que

L) 0 < 41, £im §{x) = 1, sup $(x) = d <1
X->o0 x€C
L) El4(x.X)] = 4(x) pourn x € C (od X est une variable aliatoire

de Loi )
Alons La marnche aléatoine de Lol W sur M est trhansitoine.

Démonstration : (calquée de [ 91]) Soit Z, la marche aléatoire sur M de noyau
de transition P donnée par : P(x,A) = EX*U(A) X €M, A borélien de M. Soit T
le temps d'entrée de la marche aléatoire Zn dans le compact C.

L'hypothése (ii) implique que f est sous—harmonique (pour le noyau P) en-
dehors de C donc (f(znAT))n est une sous-martingale et pour x € C on a
e lf(z 1> f(x) d'od

ELfZ) 5 T2nl +EI£(Z) 5 T <nl > £(x)

Compte tenu de (i) et (ii) et du fait que ZT € C on a : Px[T > n]+dPX[T < nj.
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Faisant tendre n vers 1'infini, on obtient : dPX[T<+®]+]—PX(T<+W) > f(x)

. 1-f . ~ -
ce qul prouve que : Px(T < +w) < ——Tégl qui tend vers zé&ro quand x - © d'aprés

(i), donc la marche de loi U est transitoire m

I1.2.9.- Démonstration de la proposition : D'aprés le lemme II.2.2. N est de

classe 2. Soit m,  un supplémentaire de N? dans N. Tout x € N se décompose en

X = x,+X, (x] S m, X, € N?). Alors pour tout entier =n 1'application

X x2

X Vn(x) = est un automorphisme de N et 1l'application

Voo n
(k,x) An(k,x) = (k,Vn(x)) est un automorphisme de KN car Vn commute aux
éléments de K. .

La classe (Ej;) de 1'élément (k,x) modulo H est égale a
H(k,x) = {(0,h)(k,x) = (k,hx)/h € H} = (k,Hx).

Soit (U',Y]),...,(Ui,Yi),uune suite de variables aléatoires sur KN indé-
pendantes de méme loi 1y adaptée, étalée, symétrique a support compact,
(cf [1I1.2.7.]). Pour montrer que la marche de pas (Ui’Yi) est transitoire, il
suffit de voir que celle de pas Ap(Ul’YI)"'(Up’Yp)’ pour un p bien choisi, est
transitoire (cf [II.2.4.]1).

S — P
Pour (k,x) € M, notons qu'on a (k’X)Ap[(U]’Yl)"'(Up’Yp)] = (k,x)(Rp,Tp) =
(kUle...Up, kap(Y1U1Y2'°'UIUZ"'Up—IYp)) = (kRp,kap).
D'aprés le T.L.C. de Raugi (cf [16]) la suite de v.a. (RP,TP) converge en
loi quand p -» +» vers (R,T) ol la loi de R est la mesure de Haar m sur K,

la loi de T est la loi o au temps 1 d'un processus de diffusion sur N, de plus

R et T sont indépendantes. En fait avec nos hypothéses on peut en dire plus :

II.2.9.1. Lemme : T est de Lol sdymétrique et invariante par K
Démonstration :
a) M étant symétrique, u*p est symétrique de méme que Ap(u*p) donc (R,T)

est symétrique comme limite en loi de variables aléatoires symétriques. (R,T) a
donc méme loi que (R,T)_] = (R_I

R_]'I‘_1 or R_] a aussi pour loi m donc on a

,R—lT—]) ; on en déduit que T a méme loi que

f £ (x)da(x) = f f(ux ' )da(x)dm(u) = J fewux 1) da(x)dm(u) =
N KxN KxN

= J fw(x)da(x), Vw € K et Vf fonction continue & support compact
N

dans N. Par conséquent O est invariante par tous les w € K.
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b) Montrons que T est symétrique

. . - -1
Vf fonction continue 3 support compact, f f(x)da(x) = J f(ux )da(x)dm(u) ;
N KN
or on vient de voir que o est stable par K donc :

f £(ux Dda(x) = J £(x Vyda(x)
N N

d'ol f f(x)da(x) = [ f(x_l)da(x)f dm(u) = Jf(x_l)da(x) =
N N K
Soit maintenant ¢ 1la fonction symétrique & support compact définie par :
ok,x) = lK«Q(k’X) ol Q est un compact de N, symétrique et invariant par K.
Posons VvV =m® & et soit v = l-w.v et v_ = l—-@.v les lois déduites de Vv
[§] P Cp P

et vp par troncature relative a4 @. Nous noterons symboliquement (RP,TP) (resp.
(R,T)) la v.a. de loi Gp (resp. la v.a. de loi G) et fp (resp. f) la compo-

o~

sante sur N de (RP,TP) (resp. de (R,T)). La loi de Ep (resp. de f) sera notée

3? (resp. V). Remarquons que Gp —5359 v (étroitement) et que de plus comme Vv

est symétrique et invariante par K on a k(;é) —E:;ﬁ V (étroitement) pour tout

~

k € K. Ces lois étant a support dans le méme compact on a aussi convergence (uni-
forme en k € K) de tous les moments de la v.a. kTp vers les moments correspon-—

dants de T.

D'aprés le lemme II.2.3. on a un diagramme commutatif :

®
— P
Ny R\ 1
L R
@'

N — H,

- ' . . .
ol ¢ est l'isomorphisme entre ﬁ\N et R\ﬁl’ nl et nz sont les surjections
canoniques et ' est un homomorphisme surjectif. Comme la compacité des supports

' on a ainsi

et la symétrie des lois se transportent par @
1I1.2.9.2.- Remarque : @' (k Ep) converge en loi vers la v.a. symétrique
w'(f) quel que soit k € K. De plus il y a convergence (uniforme en k) de tous
les moments de @' (k EP) vers les moments correspondants de @'(f). Notons aussi
que d'aprés [17] quitte 3 transformer par un automorphisme o 1la v.a. o' (T)
(ce qui change 1'espace homogéne KQH] en 1'espace homogéne isomorphe O(R;QH]),

on peut supposer que la matrice de covariance de '(T) est de la forme
<1 0 0>

K y,5y = o 1 0.

@' (T) 0 0 A
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11.2.9.3.- Lemme : I£ exisfe une fonction bornélienne f§ sun NH7 Zelle que
pourn p assez ghand (p > po) 6 04t une fonction bariere pourn Les vardia-
bles aléatoires (!21_'}0) quel que s0it k € K.

Démonstration : Montrons d'abord qu'il existe une fonction barriére pour la v.a.

@'(T). Identifions ﬁQHl a R? avec l'action de ml sur [R? définie par
(x,y)o0(a,b,c) = (x+a,y+c+bx). Soit £ wune fonction sur R?2 suffisamment dériva-

ble alors

_ of of |, 1 2 9%f > 9%f
f((x,y)-(a,b,C)) = f(x,y)+ a o+ (c+bx) By + (a 3wz * (c+bx) oy 2
3%E
+ 2a(bx+c) 9%y / + ...
substituons m'(f) = (XI’XZ’X3) a (a,b,c) on obtient compte tenu de 1I1.2.9 et
de la symétrie de w'(f) :
= 32f 9%f
E[f((x,y).w'(T))]= f(x,y)+-;-»axz +%(A+x2) B2 + des termes d'ordre > 2.
Soient ul(x,y) =1 - ——-i————a et u, = 1 - ————J—————d et u = U vu, .
(x"*+8y?) y(Ax2+ay2)
Il existe <vY,a,x et & > 0 et un compact C tels que si f = (uAl C)VO, alors £
C

satisfait aux hypothéses du lemme II1.2.8. pour ce compact C et pour la v.a.
@' (T). L'idée de la preuve de cette assertion provient de [ 9], les calculs sont
analogues, nous les omettons. Maintenant pour p assez grand compte tenu de
I1.2.9.2. et par la méme méthode que celle utilisée dans le lemme 33 de [9] on
obtient que f est aussi une fonction barriére pour m‘(kfp) quel que soit
k € K=

Considérons maintenant la fonction £ définie sur ﬁ\N par : fl(k) = fop(x).

1
Alors f] est une fonction barriére sur ﬁ\N pour les v.a. kTp (p = po) (en ef-
fet les hypothéses de II.2.8. se vérifient aisément, en particulier E(fl(kkfp)) =
E(fow(kkfp)) = E(f[@(g).m'(kfp)] > flo()]). Enfin définissons £, sur  NKeN

par : fz[(ET;)] = fl(k) alors f

2

5 est une fonction barriére pour la v.a. (Rp,Tp)

pour p > P, ; en effet :

E(f[f\ ‘_’r]> (f[k“"’)— XKk T xT n.@T
H L RT) B( £, (KR, 2T 1) = E<f](kap)) > £ GKT ) = fz((k,x).(Rp,Tp))
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Les autres hypothéses sont immédiatement vérifiées. Fixons alors p > P, 5 on vient
donc de montrer d'aprés le lemme II.2.8. que la marche sur H\K«N de pas (ﬁ;:fp)
est transitoire donc, d'aprés le lemme I1.2.6., la marche de pas (Rp,Tp) sur

ﬁ\KKN est transitoire et la proposition est démontrée compte tenu de II.2.4. ®
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Random Walk on Homogeneous Spaces of Certain Rigid Type Groups, by Léonard
Gallardo and René Schott.
Abstract : Let G = KxN be a Lie group which is a semi-direct product of a nilpo-
tent simply connected Lie group N by a compact group K. We prove that a homoge-—
neous space H\P of G 1is recurrent if and only if, it is of polynomial growth of

degree less than 2.
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