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MARCHES ALÉATOIRES SUR LES ESPACES HOMOGÈNES 

DU GROUPE DES DÉPLACEMENTS DE IRN 

Léonard GALLARDO et Vincent RIES 

INTRODUCTION 

Soit G un groupe localement compact à base dënombrable, y une probabili

té adaptée sur G , H un sous-groupe fermé de G et , ,. . . , X^,... une suite 

de variables aléatoires indépendantes à valeurs dans G et de même loi y . Pour 

tout x de l'espace homogène droit TJ\G , on appelle marche aléatoire (droite) de 
ri 

loi y partant de x la chaîne de Markov Y X = x,..., Y X = xX^» . . .X , ... et 1 T ê— 
^ o n 1 2 n' 

lément x est dit : 

- y-récurrent (ou, plus simplement, récurrent) si, pour tout voisinage V de x , 

h v(x) = P(Z I V (Y*) - + ~ ) - 1 , 

- y-transitoire s'il existe un voisinage V de x tel que ĥ .(x) = 0 

Dans le cas où G est à croissance polynomiale et où y est étalée, les 

éléments de u\P sont soit tous y-récurrents, soit tous y-transitoires ([7]). 

On peut alors classer les espaces homogènes de G en : 

— espaces homogènes récurrents (ceux dont les éléments sont tous y—récurrents 

pour au moins une probabilité y étalée et adaptée). 

- espaces homogènes transitoires (les autres). 

Une condition nécessaire et suffisante pour que \G soit transitoire est 

H 

que toute probabilité y adaptée et étalée sur G satisfasse à l'une des deux con

ditions équivalentes : 

(A) (3x G j^G) (3K , compact de ^G)(U (x, K) = Z £ x*y*
n(K) < + «> ) 

(A') (Vx G ^ G ) (VK , compact de R\G)(U (x, K) < + oo ) 
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L. GALLARDO - V. RIES 

(cf [7] où il est montré en outre que, dans cette situation, la fonction (•, K) 

est en fait bornée). 

La question est bien sur de trouver un critère portant sur H qui permet 

de classer l'espace homogène XTNP 
ri 

On obtient ici le résultat suivant : 

THEOREME : Soit G = SOlnh £e gsioupz de^ depZaczmzntA de 2Rn , H un 

4ooô-groupe ê̂ unë connexe de G , TT̂  ta pxojOLCXÂ-On de G 6uK TRn oX d 

Za dimension de V espace uec^o/uLe£ engendre peut toj* cLLfizcttonA aAymptottquzA 

de n^fH) . AZOSIÀ ,,\G e^£ t/iaviàltotsiz Al et -ôeuXeweni Al n-d ^ 3 . 

Nous reprendrons ici le plan en quatre étapes de la démonstration qui figure 

dans ([4]). 

1ère étape : Réduction au cas où H est résoluble. 

Soit H = S.R la décomposition de Levi-Malcev où R est le radical résolu

ble de H et où S est un sous—groupe semi—simple de H . 

PROPOSITION 1 : H\G est transitoire si et seulement si R\£ est transi

toire. 

Démonstration : 

a) G étant à croissance polynomiale, H l'est également ([5]) donc est 

moyennable. H est donc extension compacte de son radical résoluble ce qui impli— .< 

que que S est compact. 

Une conséquence en est que les espaces vectoriels engendrés par les direc

tions asymptotiques de T ^ C H ) et ^(R) ont même dimension d 

b) L'application T de R\G dans jjNp qui à la classe x = Rg associe la 

classe y = Hg est équivariante et définit une fibration (R\G> > ̂  dont les 

fibres sont difféomorphes à donc à S ([2]). Par la propriété de trivialité 

locale, il existe, pour tout y de » u n voisinage compact V de y tel que 

r 1 (V) = V x S 

et T 1(V) est compact puisque S l'est. 

Tout compact K de u\G peut ainsi être recouvert par un nombre fini de 

tels compacts et on a alors : 

r ] ( K ) <= r 1 (U V. ) 
1 

= u r V v . ) 
1 1 1 
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LES ESPACES HOMOGÈNES DU GROUPE DES DÉPLACEMENTS DE Rd 

Y étant continue, Y ^ (K) est ferme dans le compact U Y *(V.) donc est 

compact. 

c) Soit y G >vG , x E T ({y}) et W y(resp. Y X ) la marche aléatoire de H n n 

loi y sur TT\P (resp. T^VG) partant de y (resp. x) . Y étant équivariante, 
H R ̂  

on a : 

F(Y X) = W 7 , n n 

donc, pour tout compact K de j_[\P * 

w y e K Y X e Y 1 (K) 

n n 
(qui est compact). 

Ces deux marches passant simultanément dans des compacts, les espaces homo
gènes \G et T>\G sont donc soit tous deux récurrents soit tous deux transitoi — 

H K * 
res . 

^2H£ÎHËi2î} * Dans la suite H sera supposé résoluble. 

2ème étape : Une autre condition nécessaire et suffisante pour que soit tran

si toire. 

Notations : 

I est lTélëment neutre de SO(n) , e celui de G et TT ̂  est la projec

tion de G sur SO(n) . Les éléments de G sont notés g = (r, a) avec r = n^(g) 

et a = TT2(g) , 1 opération dans G étant alors définie par : 

( r , oc ) . (r T , a T ) = ( r r ' , a + ra ' ) . 

Le sous-groupe vectoriel T = {(I, ex) ; a € IRn} des translations de G 

est identifié à 3Rn et ses sous-groupes vectoriels connexes aux sous-espaces vec

toriels correspondants de IR N 

On note V q = T H H ; W Q est 1'espace vectoriel engendré par V q et W 

est 1Torthogonal de W q dans ]R N . 

I.- Structure des sous-groupes connexes fermés résolubles de G . 

LEMME 1 : TT (H) est abélien. 

Démonstration : 

Si on note *̂  , so(n) , et "3ft les algèbres de Lie de G , SO(n) et H 

et si TT| est la projection de Cj dans so (n) , TTJCJC) est une sous-algèbre de 
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l'algèbre de Lie compacte so(n) . Etant donc une sous-algèbre compacte de so(n) 

elle est somme directe de son centre et d'un idéal semi-simple ([8]) qui est réduit 

à {0} puisque n j (*3£>) est résoluble. TT J 03&>) est donc abélienne et par consé

quent TT j (H) est un groupe abélien. 

LEMME 2 : Il existe une application X de TTj(H) dans W telle que tout 

élément de H s'écrive de façon unique (r, X Q + X(r)) où r 6 n ̂ (H) 

et X € W o o 

Démonstration : 

Fixons (r, a) dans H 

a) V étant distingué dans H , il existe, pour tout (I, a ) G V q , un 

(I, OCj) G V q tel que : 

(r, a)(I, a ) = (I, (XjMr, a) 

c'est-à-dire : ( r , a + r a ) = (r, a ^ + a) 

d'où : r a 
o 

a, G V 1 o 

b) L'application de V dans V qui à a associe ra est suriective ' o 0 ^ 0 o 
donc : 

(r, a ) . V q = {(r, a + v) ; v € V Q } qu'on note (r , a + V Q) . 

c) Pour tout (r, a ' ) G H on a : 

(r, a').(r, a) 1 (r, a').(r 1, -r 1 a) 

= (I, a' - a) € V 

Donc (r, a ' ) € (r, a ).V Q = (r, a + V Q ) 

ou ^ ( { r } ) = (r, a + V o) 

a' et a ont donc même projection sur W . Celle-ci ne dépend donc que de r 

On la note X(r) 

LEMME 3 : X ( r r ' ) = X( r ) + r X ( r ' ) . 

Démonstration : 

Grâce au lemme 2, le produit de deux éléments de H peut s'écrire de deux 

façons : 

(r, X + X(r)).(r', X ' + X(r') (rr', X^ + X(rr T)) 
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LES ESPACES HOMOGÈNES DU GROUPE DES DÉPLACEMENTS DE Rd 

ou = ( r r ' , X q + r\' + X ( r ) + r X ( r ' ) ) . 

Mais (point a du lemme précédent) tout r€ n^(H) stabilise V q donc aussi 

W et W . Il en résulte que rX f € W et rX'(r) G W .La formule annoncée en o M o o 

découle par identification. 

LEMME 4 : L = {(r, X(r)) ; r G TT J (H)} est un sous-groupe abélien fermé 

de G inclus dans le produit direct d 1 un groupe compact et d 1 un sous-grou

pe de T 

Démonstration : 

a) Il est clair, grâce au lemme 3, que L est un groupe isomorphe à TTj(H) 

donc est abélien. 

Soit maintenant une suite (r , X ( r )) n' n d'éléments de L convergeant vers 

un élément (r, a) de G et a., a„,.., a des vecteurs linéairement indépen

dants du groupe vectoriel V q tels que : 

V = Ea, 8 ... © 
o 1 

IRa <& Za . © q q+I ... © Za 
P 

On peut alors trouver, pour tout n , un c 
n 
G C = [0, U à ©...<© 

[O, 1 [a^ tel que (r

n>
 c

n

 + ^ r n ^ ̂  H * Puisque C est adhérence C compacte 

il existe une sous-suite de la suite c , qu'on notera encore c , qui converge 

vers un c G C c= W . Enfin, H étant fermé, la suite (r , c + X (r ) ) converge 

et a pour limite (r, c + a) € H avec c G W et a G W Mais comme tout élé-
o 

ment de H sTécrit de façon unique (r, X Q + X(r)) avec X q G W q et X(r) G W 

on a par identification : 

lim 
n 

X ( r n ) = X( r ) 

L étant fermé dans G , c'est donc un sous-groupe de Lie de G 

b) TTj (H) étant abélien, il est contenu dans un tore maximal de SO(n) 

Les tores maximaux d'un groupe compact étant conjugués les uns des autres par auto-

morphismes intérieurs ([8]) on supposera dans la suite que tout r de TT^(H) peut 

s'écrire matriciellement : 
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r = 

r1 

r 2 

O r 
m 

1 

O où r p r 2, . . .r m € S0(2) 

et où le 1 n'existe pas si n 

est pair. 

L est alors un sous—groupe du groupe M constitué des éléments de G 

dont la projection sur SO(n) a la forme ci-dessus. 

Soit L, M, H et L2 les algèbres de Lie de L, M, H et 

(= groupe des déplacements de 1R2) . ~§o est une sous-algèbre abélienne de cJ^o 

et c/̂> est somme directe de m algèbres de Lie isomorphes à (et de 3R si 

n est impair) : 

M = ̂ 2 © . . . @ ^ 2 ( © ]R) . 

iy . eme 
Soit Y- la projection de <J4o sur le î terme de cette somme directe. 

Alors : 

L= + Y I li 

où les Y - ( s6 ) sont des sous-algèbres abéliennes de L2 

c) Si on identifie G„ au groupe de matrices : H 
r 
0 

a 
1 . r G S0(2) ; 

a G l 2 s 
df 

s'identifie à 1'ensemble de matrices : a 
o -f 

a 
n 

a = matrice 2 x 2 antisymétriques ; a € IR2 qui admet pour base : 

E1 = 

O O 1 

0 0 0 

0 0 0 

5 e 2 = 

0 0 0 

0 0 1 

0 0 0 

; e 3 = 

0 1 o 

- 1 0 0 ^ 

0 0 0 

, 

le crochet étant défini par : [e j, e^] = [e^, e^] = e^ et [e^, e^] = -e^ 

L2 étant mis sous cette forme, on peut montrer facilement que ses seules sous-al

gèbres non triviales sont le plan S* engendré par {e^ , e.^} et les droites de 

L2 On a ainsi : 

^ c O SD. © £> ! <£) <P. 
i . j k 

i j J k 
. 

les "S) • étant des droites d'un non incluses dans le plan de ce ^ 2 , 
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les «D ! étant des droites incluses dans un plan ^ , les étant des planp 

P. 

Les 2Û. sont de la forme 1R.A. où A. = 
1 1 1 

0 1 a. 
î 

-1 0 b. 
î 

0 0 0 

et on a, pour 

j » 1 : 

A 2 J + 1 

r 
( - l ) J A i et A2j f + 

Â .J = (-1) A^ 

A toute droite «£K de correspond ainsi dans un sous-groupe à un 

paramètre : 

2 
t exp(t A^) = I + (1-cos t)A^ + sin t 

dont les éléments s'écrivent matriciellement : 

cos t sin t a.sin t + b.(1-cos t) 
1 T 

sin t cos t a.(cos t-1) + b^sin t 

0 0 o 

ou, sous la forme habituelle, (rt» (r

t~I) 

avec r

t

 = 

cos t 

-sin t 

sin t 

cos t et a. = 
-b. 

î 
a . 
î 

. 

Ce sous-groupe est compact et à 1§ = (±) <= ̂  correspond donc un sous-

groupe compact E de G 

Quant à "S". = ® \ @ 9 il lui correspond un sous-groupe connexe 
J k 

Fj de T qui est donc un sous-espace vectoriel de W 

De plus E fi Fj = {e} puisque, si ( I , a) G E fl F ] , on a ( I , a ) n = 

(I, na) 6! E qui est compact, ce qui impose a = 0 . D'autre part, de même que % 

et , E et F. commutent. On a donc : 

L c= E x F 

où le produit est direct. 
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PROPOSITION 2 : Il existe une décomposition de lRn en somme directe or

thogonale : 3R N = W Q ® Wj © et un compact K 2 <= tels que tout élé

ment de H s 1 écrive de manière unique (r, X q + X ̂  (r) + X^Cr)) avec 

X Q € W q , XjCr) G Wj et X 2(r) G K 2 . 

De plus, tout élément de nj(H) laisse invariant tout élément de Wj 

Enfin, 1 1 application Xj est un homomorphisme surjectif du groupe n (H) 

sur le groupe vectoriel Wj et W q ® Wj est engendré par les directions 

asymptotiques de T T 2 ( H ) 

Démonstration : 

a) On constate drabord que, puisque E et F. commutent, on a, pour 

(r, a) € E et (I, 3) G F , 

(r,a+ rß ) = (r, a).(l, 3) = (I, 3)(r, a) = (r, 3 + a) 

donc 

r 3 = 3 

Tout r G n1(H)(= T T ^ L ) c: n.(E)) laisse donc fixe tout 3 G F, et, par 

voie de conséquence, laisse invariant globalement 1Torthogonal F^ de F^ dans 

W . 

b) Tout élément de L s'écrit de manière unique : 

(r, X(r)) = (r, X'(r)).(I, Xy(r)) 

avec (r, X'(r)) G E et (I, XyCr)) G Fj , 

c'est à dire : 

(r, X(r)) = (r, A'(r) + rXy(r)) 

= (r, X T(r) + X"(r)) d'après le point a 

Mais X f(r) se décompose lui—même de manière unique en : 

X T(r) = X!(r) + X (r) 

avec Xj(r) G Fj et X 2(r) G F 2 

On a ainsi, en posant Xj(r) = Xj(r) + Xy(r) , une décomposition unique 

de tout élément de L : 
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(r, X(r)) = (r, X^r) + X2(r)) 

avec Xj(r) € F} et X2(r) € F2 

c) (r, XT(r)) restant dans un compact fixe E de G quand r décrit 

TT j (H) , Xf(r) reste, lui, dans un compact fixe de 3Rn et il en est de même 

de sa composante sur . X2(r) reste donc dans un compact fixe K2 de F2 

quand r décrit TT (H) 

d) Suivant le lemme 3, on a, pour r et r 1 € TT (H) : 

Xj(rrT) + X2(rr') = (X^r) + X2(r)) + r(Àjr') + X2(r')) 

qui vaut, d'après le point a : 

= (X,(r) + X,(rf)) + (X2(r) + rX2(r')) . 

Comme, toujours par le point a , rX2(rT) reste dans F2 , on obtient 

par identification : 

XjCrr') = Xj(r) + Xj(r') 

L T ensemble W] = {X,(r) ; r £ TTjCH)} est donc un sous-groupe vectoriel de 

F et il est clair que W © W. est engendré par les directions asymptotiques 

de TT9(H) 

e) Soit p la projection orthogonale de 3Rn sur W . Le diagramme sui

vant est commutâtif : 

H 

n2 

n2 (H) JP_ 

TT i (H) 

X 

X(n (H)) 

X(TTJ(H)) , image par 1T application continue POTT2 ^U CONNEXE H > est donc con

nexe ainsi que sa projection orthogonale sur Fj . Wj est donc un sous-es

pace vectoriel de W .On note W2 son orthogonal dans W et la proposition est 

démontrée. 
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II.- Un_critere_de_transience_de ĵ Xp 

Notations : 

Pour tout compact B de on note B la partie de G définie par B = 

SO(n)x(Wo @ Wj © B) et TT représente la projection canonique de G dans ^\G . 

PROPOSITION 3 : 

1) Pour tout compact K de ' existe un compact B de tel 

que 

TT 1 (K) c: B . 

2) Pour tout compact B de W2 > il existe un compact K de te^ 

que 

TT (B) c: K 

Démonstration : 

a) Pour tout compact f K de > il existe un compact KT de G tel 

que TT(KT) = K , donc tel que 

TT 1 (K) = H .K T U g.K' 
g G H 

Or tout élément g de H s'écrit , avec les notations de la proposition 2 

g = (r, Ào + Xj(r) + A2(r)) 

avec X € W o o 5 X2(r) € K2 , d'où 

g.K' = f(rs, X + A (r) + X (r) + ra) ; (s, a) £ K1} 

Si p2 est la projection orthogonal de 1R sur W2 , on a donc : 

P2°TT2(g.KT) = {X2(r) + p2(ra) ; (s, a) € K'} 

et donc 

P2°TT2(g.KT) c K2 + rp2°n2(KT) 

qui reste dans un compact fixe B de VJ^ quand r décrit TT^(H) 

On a ainsi : 

TT \ K ) = U 
ge H 

g.KT cz B 
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b) Soit B un compact de W9 et (s, a) G B 

Pour tout (s1, a') € G tel que n ( s ' , a1) = n(s, a) , il existe g G H 

tel que 

(s1, aT) = g.(s, a) 

= ( r , Aq + Xj (r) + X2(r)).(s, aQ + a] + a2) 

= (rs, XQ + Aj (r)+ A2(r) + raQ + ra + ra^ 

où r€ TTj (H) ; Aq , aQ G WQ ; A j (r) , a ] G W] ; A 2 (r) G K2 ; a2 G B 

Mais on sait (lemmes 2 et 4) que Aq et se décomposent eux—mêmes de 

façon unique en A Q = v + c et aQ = v' + cT avec u, vT G V et c, cT G C . 

LTëgalitë des projections n(sT, a 1 ) = n(s, a) n'est possible que si : 

a1 = (v + rvT) + (c + rcf) + (Aj(r) + otj) + (A2(r) + ra2) 

Mais Aj étant par définition surjective sur on peut choisir r G TT ̂  (H) 

tel que Aj(r) = - aj .11 suffit alors de prendre v = - rv' pour que : 

aT G C + rC + K2 + rB 

C étant relativement compact, il existe un compact fixe KT de lRn qui 

contienne C + + r(C + B) pour tout r G TTj(H) 

Alors : 

TT(B) c {n(sT, OCt) ; s' G SO (n) ; a' G K1} = Tr(SO(n) x K' ) 

qui est un compact de 

Ço^q^aÂAre._l : Une. condition nece^^aVte et Au^t^ante. poux que ^\G &ott 

tA.cxyLhÀjtoÂjLd. et>t que. toute- pfiobabttite y adaptée et etaZee &UJI G 6attA-

AaAAe à ta condùtlon : 

(A") (3g G G) (3B, compact de. G/z ) (ÏÏ (g, B) = Z e^*yvn(B) < + « ) 

ou (A'" ) [vg G G) (VB, compact de W2) (ÏÏ (g, B) < +œ| 

Démonstration : 

Soit g G G , x = n(g) , Z la marche de loi y sur G partant de g 

et YX =TT(Zg) . n n 

Lorsque YX n passe dans un compact de zg 
n 

passe dans un B et 
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inversement • U (g, B) est le potentiel de B pour la marche Zfo d'où le resulti * ^ n 
tat. 

2 : La condctÂ.on n-d ̂  3 du /̂xeo^ème ZA£ nfLceAAcUsiz. 

Démonstration : 

Si dim = n-d ̂  2 , on peut construire explicitement sur y\p une mar

che aléatoire de loi y telle que tout élément de soit y-récurrent ; il 

suffit pour cela, d'après le corollaire 1, que le potentiel U en e d' un compact 

B de W2 soit infini. C'est le cas si y = a ® V ̂  ® où a est la mesure 

de Haar de SO(n) et v j (S> \>2 ^a mesure gaussienne centrée et réduite sur IRn 

avec v j portée par Wq © Wj et V2 portée par W2 . En effet on a alors : 

ÎJ(e, B) = Z V2*n(B) 
n 

2 
qui est infini d'après un résultat classique sur la récurrence de 3R et 1R 
( t 9 ] ) . 

3 e Etape 

On conserve les notations précédentes. 

ERQP0SITI0N_4 : Si n-d > 3 , la condition (A) est satisfaite dès que y 

admet un moment d'ordre 3 (en fait 2 + ô , ô > O suffit) . 

Démonstration : 

C'est une conséquence évidente du corollaire 1 et du lemme suivant : 

LEMME 5 : Si y , probabilité adaptée et étalée sur G , possède un moment 

d'ordre 3 (c'est-à-dire si |TT2(g) |3dy(g) < +00 ) et si n-d >^ 3 , il 

existe une constante a > O telle que, à tout compact B de W2 on 

puisse associer un compact B' de W2 et une constante k > O tels que, 

si g £ B1 , on ait : 

U (g, B) 
k 

!P2°TT2(g) ' 2a 

Démonstration : 

Il suffit d'adapter [6] (pages 80-88) où on établit le même résultat pour 
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les compacts de G . On y remplace les compacts K de G par des B où B est 

un compact de Vl^ et on choisit comme fonction barrière la fonction f^ définie 

par : 

fa(X], x2,..., xn) = 1 
1 

, 2^ 2 v oc 
^•••-^n-d) 

On peut trouver le détail de cette démonstration dans ([3]) . 

4 eme Etape : Fin de la démonstration du théorème. 

E5:2E2§ïï ï25_5 : si n-d > 3 , toute probabilité y adaptée et étalée sur 

G satisfait à (A) . 

Notations : 

1) 
v 
U 

v _ j 
est la probabilité sur G définie par dy (g) = dy(g ) 

2) c = 
Je 

e 
-Iix2(g) I 

dp (g) (on a : 0 < c < I car y est adaptée sur G) 

3) v est la probabilité symétrique sur G définie par 

dv(g) c - e 
- I n (g) 

d 
V 

•y+UN 
2 (g) 

4) Pour toute probabilité p sur G on définit sur jj\p Ie noyau de tran

sition et le noyau potentiel par : 

Vx £ A G , Vf borélienne et bornée sur \G , P f (x) = 

f(xg)dp(g) 

Vx € H\G , V K c H\G , U (x, K) = Z P j K ( x ) 
n p 

5) Soit m une mesure invariante sur (il en existe puisque G est de 

2 
type R ) ; On note L (JJ\G) l'espace de Hilbert des fonctions de carré 

sommable par rapport à m et par < f, fT> le produit scalaire correspon

dant. Tout noyau de transition P^ se prolonge alors en un opérateur sur 

2 
L (jjNP) qu'on notera encore P^ 
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LEMME 6 : Va € ]0, l[ , la forme bilinëaire < ( I - a P ^ ) - , • > est symé

trique et positive. 

2 
5ë™°J2ËÎ:EËtion * Pour f et f 1 € L ( \G) on a : 

< (I-aPv)f, f > = < f, f > - a 
1 M J e 

f (xg)f ' (x)dv(g)dm(x) 

En posant h = g' -1 et x = yh on a , V étant symétrique et m invariante, 

< (I-ccP )f, f T > = < f , f > - a f ' (yh)f (y)dv(h)dm(y) = 

< (I-aP ) f , f > 

La forme est positive car, l'opérateur P^ étant de norme 1 , l'opérateur 

(I-aP^) est positif. 

LEMME 7 : 

Va € ]0, 1[ , Vf € L (H\G) , c < (l-aPv)f, f > ̂  < (I-aP )f, f > 

Démonstration : 

La mesure p sur G définie par : 

dp (g) 
1-e 

-Ia2(g)I 

1-c 
d 

V 
,y+y 
v 2 (g) 

est une probabilité. Par conséquent l'opérateur I-aP est positif pour tout 

a e ]0, 1[ . 

On a d'autre part, pour toute f G L 2( H\G) , 

< pvf, f > = 
y 

f (x)f (xg)du(g SdmCx) 

1M 
f(yh)f(y)du(h)dm(y) 

= < P f, f > . 

Il en résulte que : 

< P v 
y+y 2 

f, f > < P f, f > 
y ' 

On a donc pour tout a € ]0, l[ et tout f £ L 2( H\G) 9 

(I-aP ) < (I-aP )f, f >-c < (I-aP )f, f > = < (I-aP . v ) -
y+y 
2 

-cl+acP )f, f > 

= (1-c) < (I-aP )f, £ > > O . 
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LEMME 8 : 

Va € ]0, 1[ , Vf G L2(H\G) -1 (I-aPv) ]f, f > ><(I-aP^)f, f > 

Démonstration : 

Pour toutes cp , cp1 e L Z ( H \ G ) on a, grâce au lemme 6, l'inégalité de 

Schwarz : 

< cp , (I-aPvXoT > <cp, (I-aPv)cp > . < cp' , (I-aPv)tpf> 

V 
L T opérateur I-aP étant positif, on a donc, grâce au lemme 7 : 

< cp , (I-aPv)cpT > 2 -1 
c 

(I-aP )cp > 
u 

. < cp' , (i-aPv)tpT 

Les opérateurs I-aP et I—aP étant inversibles, on a en particulier, 
u v en posant cp = (I-aP ) f et cp1 = (I-aP^) f 

< (I-aP ) lf, f >2 -1 
c 

< (I-aP ) ] f, f > < (I-aP ) ]f, f > 

Le résultat en découle puisque (I-aP V 
-1 

est aussi un opérateur positif. 

LEMME 9 : 

VK, compact de RXG, <U (., K ) , 4 R > 4: c 1 < uv (., K ) , 4 R > . 

Démonstration : 

2 
Pour toute f € L (^\G) 

et tout a 6 ]0, î[ on a, grâce au lemme 8, 

n 

n 
a 

< P f, f > *n 
y 

c-]Z 
n 

a11 < P f, f > 
*n 
; dToù 

< X P f, f > *n n y 

-1 < Z P f, f > *n 
n V 

Le résultat en découle en posant f = it 
K 

Démonstration de la proposition 5 : 

V possède évidemment un moment d'ordre 3 et satisfait donc à (A) dTaprès 

le résultat de la 3ème étape. Soit K un compact de jjNp • ( • , K) étant bornée, 

< U (., K) , 1Î > reste fini ainsi que < U (•, K) , "tf > d*après le lemme 9, dT où 
V K 11 K 

le résultat puisque ( • , K) ne peut être quT infini ou borné. 

Remarque : On vient en fait d'établir un nouveau critère de transience dont 1Tidée 

provient de f11 : 

PROPOSITION^ : H étant un sous-groupe fermé d'un groupe G tel que HG 

possède une mesure invariante, une condition nécessaire et suffisante pour 

que j^G soit transitoire est que toute marche symétrique sur ayant 

des moments de tous ordres soit transitoire. 
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Démonstration : 

Elle découle immédiatement du lemme 9 en remplaçant dans la définition de 

c et v , e 
-lTT9(g) I 

par ^(g) où \j) est une application symétrique de G dans 

]0, 1[ 
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