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EXPOSE 1

LA METHODE DES INDICATRICES ET LE
THEOREME d' INCOMPLETUDE

L.A.S. Kirby

I. PRELIMINAIRES

Le langage de l'arithmétique est celui du calcul des prédicats du premier

ordre avec égalité ayant deux symboles de fonction binaire, + et ., pour 1l'ad-
dition et la multiplication, un symbole de fonction unaire, S, pour le successeur
et un symbole de constante O, pour le zéro. Dans toute la suite sauf indication
au contraire, "terme" ou "formule' voudront dire terme ou formule de ce langage;
"théorie" signifiera une théorie non-contradictoire ou consistante de ce langage.
Pour toute formule ¢ on conviendra que 1'écriture ¢(v],...,vk) signifie

que les variables libres de ¢ sont comprises parmi ASERERTAA Les axiomes de

Péano du premier ordre sont composés des axiomes pour les fonctions primitives

Yv(Sv # 0)
Yu Yv(u # v + Su # Sv)

Yu(u+0 = u)
Yu Vv(u+Sv)= S(u+v)

Yu(u.0 = 0)

Yu VYv(u.Sv = u.v+u)
et le schéma d'induction : pour toute formule O(x,v],...,vn)
Yvi... an [[O(O’vl""'vn) AVx [0(x,v],...,vn) >
O(Sx,v],...,vnn] + Vx O(x,vl,...,vn)]

Nous notons @ 1'ensemble des conséquences de ces axiomes.

Par un modéle ou structure pour le langage de l'arithmétique nous comprenons

la donnée d'un ensemble non-vide M, d'un élément distingué OMe M, de fonctions

binaires M et .M de M2 dans M et une fonction unaire SM de M dans M.
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Pour alléger les notations nous confondrons systématiquement l'ensemble de base
M avec le modéle dont il est le domaine et nous omettrons les indices M des

fonctions et du zéro . Si M et M' sont deux modéles nous disons que M est

un sous-modéle ou sous—-structure de M' ou que M' est une extension de M

si (i) McM' en tant qu'ensembles, (ii) les deux modéles ont le méme &lément
zéro,-et (iii) les fonctions du modéle M sont les restrictions de celles de M'.
Quand M est un sous—modéle de M', nous écrirons McM', Si ¢(vl,...,vn) est
une formule et si M est un modéle, nous écrirons M F ¢(al,...,an) pour signi-
fier que la suite CTEREETL d'éléments de M satisfait la formule @(vl,...,vn)
dans M. Nous noterons souvent une suite finie al,...,an par 3 et une suite
ViseensVy de variables par V; nous écrirons indifferemment ¢(a|,...,an)

ou ®(3) et Q(vl,...,vn) ou ¢(V); on écrira aussi i 1'occasion 3 e M

au lieu de <al,...,an>eMn .

Une partie X ¢ M  est définissable (dans M) s'il existe une formule

®(vl,...,v ],...,un) et des éléments CIREERTL de M tels que, pour

k!
tous bl,...,bke M, on a

<bl""’bk

Si M est un modéle de P il y a un ordre linéaire canonique définissable sur M :

>eXe M = O (bl"'°’bk’al"'°’an) .

on pose a < b ssi Mk 3v(atv = b). Le schéma d'induction entraine alors le

principe de 1'élément minimum : si M e @ et si X ¢ M est une partie définissa-

ble non-vide, alors X a un élément minimum pour 1'ordre canonique sur M. Nous

dirons qu'une fonction F : Mk + M est définissable si son graphe est une partie

définissable de Mk+l. Notons que pour les modéles de & , les fonctions définissa-
bles satisfont & "l'axiome de remplacement" : si F : M+ M est définissable,
alors pour tout a € M, il existe b e€ M tel que M FEk ¥x(x<a »F(x) <b),
autrement dit, 1'image par F d'un sous-ensemble borné de M est aussi bornée

dans M,
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Les entiers naturels ® = {0,1,2,... } munis des opérations arthmétiques
usuelles forment un modéle de ® que nous appelons le modéle standard; tout modéle
qui ne lui est pas isomorphe s'appelle non-standard. L'ensemble des formules clo-
ses satisfaites dans [N est noté & et est appelé la théorie de N ou la vraie
arithmétique. Une partie I d'un modéle M de & est un segment initial de M
si pour tous a,b €M,

be€I et a<b=)acl
Dans ce cas, nous disons que M est une extension finale de I et nous écrivons,
si I #M, I CegM ou I <M. Si a ¢ M-I, on écrira parfois I < a. Clairement,
tout modéle non-standard M de P posséde un segment initial propre isomorphe & &
que nous identifierons toujours avec N. Donc &N < M ou O ¢ M. Si N<M et si

N <a ¢ M, on dit que a est un entier infini ou non-standard de M.

Le principe de débordement se formule de la fagon suivante : soit M E & et

gsoit I< M sans élément maximum (c'est-&-dire, fermé pour l'opération de succes-
seur); alors I n'est pas définissable dans M. Ce principe est une conséquence

facile du principe de 1'élément minimum appliqué & M - I. Plus généralement, on

voit que toute partie de M sans élément maximum qui est bornée dans M ne peut
étre définissable.

Remarquons que, pour tout modéle non-standard dénombrable M de & , le type
d'ordre de la partie non-standard M - N est (w* +w)n , ol w* + w est le type
d'ordre des entiers Z et n est celui des rationnels. En effet, pour a,b€M-N
posons

+ .
anvb ¢= a=>b-n pour un entier standard n€WN.

Alors chaque classe d'équivalence a le type d'ordre de Z. Voyons qu'il y a une
collection dense de ces classes d'équivalence : soit a,b € M-N tel que a< b
et b - a>N, c'est-da-dire, a et b sont indquivalents; alors il existe un
entier ¢ de M tel que a<c <b et b-c et c - a sont tous deux non
standards - il suffit de choisir ¢ tel que ME b+a=2cvb+a=22+1,
Démontrons maintenant un résultat classique du sujet, le théoréme de
Mac Dowell-Specker, [M,S] qui sera souvent utile dans la suite.
Si M' est une extension élémentaire de M - M © M' et Mk d(3A)eM' E &(3)
pour tout 3@ € M et toute formule ¢ - nous écrirons M < M'., Si M < M' et

M ch‘, nous écrirons M 4f M',
I.1. Théoréme (Mac Dovell-Specker) Tout modéle dénombrable de ¢ a une extension

€lémentaire finale propre.

Démonstration Soit M un modéle dénombrable de & . Nous construisons un ultra-
filtre U sur les ensembles définissables de M tel que

(i) X €W = X est non-borné dans M
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(ii) si F : M+ M est une fonction définissable dans M qui a pour image
une partie bornée de M, alors il existe x e¢ M tel que F_l {x} e w . Afin de
construire WU , prenons une liste F., i € N, de toutes les fonctions ayant la
propriété évoquée dans (ii). Définissonsg une suite Xi’ i € N, de parties définis-
sables et non-bornées de M ainsi : X =M, X, = X, n F;I {x} pour un x
tel que Xi n F;l {x} est non-borné. Soit U le filtre engendré par les Xi' Il
est alors clair que si X est une partie définissable de M, alors soit X e
soit M - X €U - la fonction caractéristique de X sera F. pour un ielN et
donc la comstruction agsurera que X 2 Xi+l ou M- Xo> Xi+] . Soit M' 1'ultra-
puissance de M formée 3 partir de U en n'utilisant que les fonctions définissa-
bles de M dans M. Le principe de 1'élément minimum permet de définir des fonc-
tions de Skolem dans M; donc on vérifie comme pour les ultrapuissances ordinaires
que M < M' . Pour vérifier que M' est une extension finale de M, supposons que
FeM' ol F est la classe d'équivalence de la fonction définissable F : M >+ M
et que M' B F <a pour un certain a e M. Nous avons donc

{x e M: MpF(x) <a} eu

F(x) si F(x) < a
Soit G(x) = { ; alors G est définissable dans M
a sinon

et M' m F = G. Mais, par (ii), il existe b e M tel que
{y : G(y) = b} e W ; c'est-a-dire, M' kG = b.
Si b était égal 3 a on aurait
{yeM:MpF(y) 2aleu,
ce qui est impossible puisque W est un filtre. Donc nous avons b < a et

M' | F =« b, ce qui démontre que Mc M C.Q.F.D.
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II. LES CODAGES.

On écrit ¥x <y ¢ pour abréger Vx(x <y > @) et Ix <y & pour abréger

I x(x <y A d); les quantificateurs qui apparaissent dans ce contexte sont appel-

. ~ . o o o
lées des quantificateurs bornés. Une formule est dite Zo ou ﬂo ou Ao

ou i quantification bornée si elle contient que des quantificateurs bornés; en con-

. o o .
tinuant par récurrence, on dit qu'une formule est Zn+] (resp. Hn+l) si elle est

de la forme 3 Xpeoe axk Y (resp. Vxl... ka ¥) ot Y est Hz (resp. Zz). Soit & une
extension de @ , @ 2 ®. Nous dirons qu'une formule ¢(v|,...,vk) est

o o Ve . o o

Zn (resp. Hn) dans @& s'il existe une formule Zn (resp. Hn) W(vl,...,vk)

telle que @ ¢ Vv],..., Vvk( ¢(vl,...,vk)e—»w(vl,...,v ); nous dirons que

¢(v],...,vk) est A: dans & si ¢ est 3 la fois « Zz et HZ dans & . Donc
une formule W(vl,...,vk) est A? dans % - la théorie du modéle standard N -
gi et seulement si Y définit dans IN une relation récursive. Si W(vl,...,vk)
est AT, dans G , alors VY est absolue dans le sens suivant : soient M <f M!'
deux modéles de @ ; alors pour CPRRERTL MR M, ME V’(al,...,ak)¢$

M' | W(a],...,ak). (La réciproque est aussi exacte : si Y = ?(vl,...,vk)

est absolue pour «, alors Y est A? dans & . Pour une démonstration rapide
de ce fait, on peut utiliser les résultats de Gaifman dans (G] : il y est
démontré, comme conséquence des travaux de Robinson-Matijasevich, que si McM'
sont des modéles de ® , alors ona M4M" ¢ M' oi M" = {xe M' : il existe
ae¢ M, x <a} ; Donc quant aux modéles de @ ou & 2 ¢® , si une formule

¢(vl,...,vk) est persistante par rapport aux extensions finales, ¢ est persis-
tante par rapport 3 toute extension et, par des résultats bien connus, une telle ¢
doit donc €tre équivalente dans & 3 une formule existentielle, alors ZT.)

Soit F(vl,...,vk,x) une formule et soit ( une extension de @ ; on dira par
abus de langage que F est une fonction dans & si 1'on a

oL FVv],..., vv, 3lu F(vl,...,vk,u); dans ce cas, on parlera de la fonction

k
F(VI""’vk) et on écrira F(vl,...,vk) = u plutdt que F(vl,...,vk,ug. Si
k) = u est ).'.l dans &,

. . . . . o
alors il est aisé de voir que F(vl,...,vk) = u esgst en fait A1 dans & et donc

absolue. Les fonctions usuelles de l'arithmétique x + y, x.y, Sx, 2x, xy,...

F(vl,...,vk) est une fonction dans Gl et si F(vl,...,v

sont toutes A? dans € .
Si F(vl,...,vk) = u agt une fonction A? dans G ol 2@ et si M cf M'
k’b € M’

M F(a],...,ak) 2 bhb&S M B F(a],...,ak) = b. Dans ce contexte on peut donc parler

sont des modéles de o, alors quels que soient CTEREREL

sans ambiguité de la valeur F(a],...,ak) POUT A ,...,3, € M,
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. k . . . . .
Soit f : N5 NN une fonction récursive; s'il existe une fonction A? dans € ,

disons F(xl,...,xk) = y, qui satisfait
NPFmp“”%)-m@f@P”"%)=m

alors on dit que f est une fonction récursive prouvable. Les fonctions récur-

sives prouvables constituent une classe trés riche qui contient les fonctions
primitives récursives; cependant elle n'épuise pas la classe des fonctions récur-
sives et dans le §2 de 1'exposé suivant on donnera un exemple d'une fonction récur-
sive définie par une proprié@té de type Ramsey qui "croit plus vite" que toutes les

fonctions récursives prouvables.

o
léme
primitives récursives et aen particulier la fonction 1 -+ P; » le i nombre

D'aprés les travaux de Godel on sait définir dans & de fagon A, 1les fonctions
premier. On définit alors une "relation d'appartenance' :
E(m,n) & Pp divise n

et 1'on a le schéma de compréhension suivant :

II.1. [ Vx] . ka Vv 3y Vx(E(x,y) 4 x<v A x’xl""’xk)

Quant aux modéles M de ®, 8i X g M est une partie définissable de M et
si.a €M, alors {xeM: xe Xax<a} ast codé dans M en tant qu'ensemble
fini au sens de M. Notons ici aussi le fait évident que tout sous-ensemble fini
(dans le sens usuel) X ¢ M ast définissable dans M et est codé dans M en
tant qu'ensemble fini.

Au moyen des fonctions at des relations primitives récursives on peut formuler
les diverses notions élémentaires de la Logique - formule, variable,.., de la thé-
orie des ensembles (héréditairement) finis, de la combinatoire finie et de la
théorie des jeux finis. A titre d'exemple, on peut formuler et démontrer dans @

le théoréme suivant :

/ \
I1.2. THEOREME Soit J wun jeu fini 3 information parfaite 3 deux joueurs sans

partie nulle. Alors un des joueurs a une stratégie gagnante.

10
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III. LES INDICATRICES

~

L'idée d'une indicatrice est due surtout a4 J.B. Paris et a été développée
par celui-ci et l'auteur dans (K,P], [K) et (P). Une anticipation certaine de
cette technique se trouve chez H. Friedman dans ( J. Si 1'on se donne une classe
de segments initiaux d'un modéle M non-standard de l'arithmétique, une "indica-
trice" est une fonction qui, tout en &tant définie dans M, nous donne de 1'infor-
mation sur la répartition dans M des segments initiaux de la classe. J. Paris
a exploité cette méthode pour donner une nouvelle démonstration sans '"autoréfé-

rence" du théoréme d'Incomplétude de Godel ce que nous verrons dans la suite.

III.1. DEFINITION

~

Soit S wune fonction qui associe 3 tout modéle M de ¢ une classe SM
de segments initiaux de M, soit Y une fonction 3 deux arguments qui est AT
dans ® . On dit que Y est une indicatrice pour S si, quel que soit le modéle
dénombrable Mk @ , on a pour tous a,bé¢M

Y(a,b)> N ¢ il existe I €SM tel que a <I <b

Bien des classes naturelles de segments initiaux possédent des indicatrices;

par exemple, la fonction
Y(x,y) = le plus petit z tel que vy <(x+2)z

est une indicatrice pour la classe des segments initiaux d'un modéle qui sont
fermés par rapport 3 la multiplication.

Soit & une théorie, la classe des segments initiaux d'un modéle M qui sont
(en tant que sous-structures de M) des modéles de & , sera notée Sa = Sg_
et elle jouera un rdle important dans la suite. Nous démontrerons qu'il existe pour
toute théorie récurgivement axiomatisable & wune indicatrice Yy - Comme nous
verrons dans les exposés 2, 3 et 4 certaines théories, notamment &, possédent des
indicatrices "combinatoires" et celles-ci y seront &tudiées en détail; pour les
exposés suivants, donc, 3 l'exception du §III du troisiéme exposé, on n'aura pas
besoin d'un théoréme général pour l'existence des indicatrices Y, , ce théoréme
sera tout de méme nécessaire pour établir le théoréme d'incomplétude en toute

généralité dans le paragraphe suivant.

III.2. THEOREME

Toute théorie récursivement axiomatisable posséde une indicatrice.

DEMONSTRATION
On fixe tout d'abord une é&numération primitive récursive < 9n > des formules

du langage de l'arithmétique telle que la n**™ formule a au plus n-variables

1
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libres et aussi une énumération primitive récursive <An> d'un systéme d'axiomes
pour @& ;un tel systéme existe toujours par un résultat bien connu de Craig.

Ces énumérations s'étendent donc canoniquement 3 la partie infinie de tout modéle
non standard de ® . Plagons nous maintenant 3 1l'intérieur d'un modéle non-standard
M de €. Soient a,b,c des entiers, avec a < b. Définissons un jeu Jc(a,b)

3 deux joueurs que,l'on nomme 1| et 2. L'idée du jeu est la suivante : 2 prétend

qu'il existe un segment initial I = tel que a < I<b; | pose des questions

32 2 en espérant l'amener 3 contredire son Affirmation. Le jeu dure pendant c
iéme . ~ S =

coups : au n coup | pose les questions « Est-ce que & eI » ol € est une

suite de longueur au plus n d'éléments <b; si la réponse de 2 est «ouiw, | pose
la question «Zst-ce que ILf O(e)>» ol O= O(VI"”’vn) est une des n premiéres
formules de 1'énumération ; 2 doit répondre soit «I F O (&)» soit «I F 10 (e)»;
si la réponse de 2 est que <«I b 0O (&)», alors si O est de la forme
Ju O (u,v],...,vn), 2 doit fournir un entier d<b et la réponse
« Xd,e)sy et si O est de la forme B'v € 2 doit affirmer soit «I t= O%> soit
« R O». Aprés c coups le joueur | a gagné si, parmi la liste des réponses de 2
lors de ces c coups se trouve
soit (i) une réponse «I P 0O,> ol O est parmi les c-premiers axiomes A],...,AC
de a.
soit (ii) des réponses qui contredisent l'affirmation de 2 que a<I<b et
que I est une sous-structure de M close pour les fonctions primitives; 3 sa-
voir une combinaison de réponses d'un des types suivants

ou «a ¢ I»

ou «<b € In

ou «d ¢ 1>» et <«e ¢ I», bienque e < d

ou <«d ¢ I», «e ¢ I »mais «d.eyp fI

ou «dtefIx»

ou <«d+c = f», bien que d+e # f

ou «d.e = fy», bien que d.e ¥ f

ou <«d+e ¥ f», bien que d+e = £

ou «d.e # f», bien que d.e = f

(iii) une combinaison qui contredit la définition Tarskienne de la vérité

dans 1I; c'est-a-dire,

ou bien «<Ipm 10 » et <«IEO »

ou bien «I | 13v 6(v,8)7 et Ik O (d,e)»

ou bien @I k 1(O'vO» et «ImO's> ou «I p 0">»
Autremént 2 gagne la partie. Dans M - ol nous raisonnons -Jc(a,b) est un
jeu fini & information compl&te sans partie nulle. Or, c'est un théoréme de @

que dans un tel jeu, 1'un des joueurs a une stratégie gagnante. Définissons alors

12
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pour a<b
YGl (a.b) = 1le plus petit c tel que | a une stratégie gagnante
pour Jc(a.b)

Vérifions que Y, est bien définie : un tel c existe toujours parce que |
a la ?Eratégie gagnante suivante pour Jb-a+l(a’b):

Au x1eme coup, | pose la question «a+x-1 est-il dans I, ; aprés b-a+l
coups l'ensemble des x tels que 2 a dit «x ¢ I» est définissable et donc
cet ensemble a un élément minimum, disons Xo» s8'il est non-vide. Le joueur 2
a donc produit une contradiction de type (ii) : «x lelsx, «Xg ¢ I» .

Maintenant supposons qu'il existe Io< M tel que a ¢ Io< b et Io Fa
Nous voulons en déduire que Ya.(a,b)> ©N. Mais supposons que | ait une stratégie
gagnante pour un jeu Jn(a,b), n ¢ N. Imaginons une partie du jeu ou | joue selon
cette stratégie et 2 répond avec la vérité dans Io, c'est-3-dire, 2 dit «& € I »
si et seulement si g€¢ Io et «I E 0> 8i et seulement si I0 (e} . La suite des
réponses de 2 est vraiment finie, donc définie dans M; ce qui signifie que 1l'on
peut jouer cette partie dans M. Mais 2 n'a pu produire aucune combinaison contra-
dictoire de type (i), (ii) ou (iii), donc 2 a gagné ce qui contredit notre supposi-
tion que la stratégie de | &tait gagnante.

Alors, parce que le jeu Jn(a,b) est déterminé dans M pour tout n € O, le
joueur 2 doit avoir une stratégie gagnante. Par le principe de débordement, 2 doit
avoir une stratégie gagnante pour un jeu Jc(a,b) avec c¢>WN; donc Yex(a’b)> .

Réciproquement, supposons que Y. (a,b)> N, nous allons construire un I° E @
entre a et b. Prenons c>8& et une stratégie gagnante €M pour 2 dans le
jeu Jc(a,b). En utilisant le fait que M est dénombrable, construisons une liste
< éi’ CE> , 1 e &N, de tous les couples correspondant aux questions possibles de 1,
ol la longueur de Ei est au plus 1 et ol Oi est une des 1 premiéres formu-
les de 1'énumération fixée au départ. On supposera aussi qu < §2n’ CEn’ = <¢,Arl>
Bien siir cette liste n'est pas définie dans M !

Pour n ¢ N, considérons la partie de Jn(a,b) jouée par 2 selon sa stratégie
I’
ment finie et elle est donc définie dans M; nous pouvons la prolonger en une par-

o pour Jc(a,b), et par | jouant <@ Ol> sesey <€ én, On’ . Cette partie est vrai-
tie semblable de Jn+l(a'b) at plus généralement de Jm(a,b) pour tout mé¢N,
mzn, ces parties &tant toujours codées dans M. Soit R 1la réunion des réponses
de 2 dans toutes ces parties des jeux Jm(a,b) pour me¢lN; dans R ne se trouve
aucune combinaison contradictoire de type (i), (@i) ou (iii). En effet, s'il en
existait une, elle aurait di paraitre avant le mléme coup pour un m ¢ N et alors
2 aurait perdu Jm(a,b), ce qui est impossible parce que ¢ est gagnante pour

Jc(a,b) et donc pour Jm(a,b).

13



EXPOSE 1

Soit Io = {@ :«a € I»e R} . Vérifions que Io est le segment initial cherché.
Puisqu'il n'y a pas de contradiction de type (ii), a < Io< b
et Io est un segment initial de M qui est clos pour successeur , addition et
multiplication; puisqu'il n'y a pas de contradiction de type (iii), on peut
démontrer par récurrence sur la complexité des formules que

Ik O >l O(&)»e R

Quelle que soit la formule 6.Traitons, par exempleyde la clause d'induction pour la
quantification existentielle : d'une part, si Io B 3x O(x,€), on a I0 E 0(d,é&)
pour un d eI° et par 1l'hypothése de récurrence, <<I B O (d,8)»e R; donc par le
choix des questions de 1, et (iii), on a forcément «I k 3x O(x,e)rec R;
réciproquement, $i «I R 3x O(x,8)>» ¢ R, les régles du jeu requiérent
«I ¢ O (d,@)»¢R pour un d<b, et par 1l'ypothése de récurrence, I0 r O (d,8)
et Io = 3Ix O(x,&). Les autres clauses d'induction se traitent exactement de la

iéme .
axiome An

méme fagon. Pour avoir I° I a , il suffit de remarquer que le n
de & doit paraitre dans notre liste comme Om pour m = 2n et que
&l m As»s R parce que 2 doit gagner dans le jeu Jzn(a,b).

Pour finir, il suffit de noter que notre construction fournit une fonction
Ya.(x,y) = z qui est AT dans ®; en effet les énumérations, les fonctions et
les relations qui servent 3 définir les jeux Jz(x,y) les parties de ces jeux et
les stratégies gagnantes sont absolues, et nous venons de voir que Yc1(x’y) =z
définit une fonction totale dans un modéle non-standard arbitraire M de & ;
autrement dit, ®Pr vx,y 3lz Y(x,y) = z et Yel(x,y) = z est bien une fonction

A‘l’ dans @. C.Q.F.D.
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IV. LE THEOREME d'INCOMPLETUDE

Dans ce paragraphe, soient & > ® une théorie récursivement axiomatisable,
Y = Yei une indicatrice pour gl qui est AT dang @, M un modéle dénombrable
non-standard de @4, et S = %1 la classe des segments initiaux de M qui satis-
font & . Nous supposerons, sans perte de généralité, que
MpE VxVy Y(x,y) <y
Ceci est vrai pour les indicatrices ci-dessus et une modification triviale de Y

1'assure pour toute indicatrice Y.

IV.1. PROPOSITION Soient a,b € M tels qu'il existe I ¢ S avec a < I < b.

Alors il existe une infinité de I ¢ S tel que a < I < b.

DEMONSTRATION Il suffira de produire c tel que a<c < b et Y(a,c)> N,
Y(c,b) > N. La proposition suivra par itération de ce processus. Considérons
1'ensemble

X={x:a<x<b et Y(x,b) < Y(a,x)} *
Cet ensemble est non-vide (puisque beX) et il est défini dans M. Soit c¢ le
plus petit élément de X. Alors Y(a,c)>Y(c,b). Si Y(c,b) >N, alors Y(a,c)>WO
ce qui nous suffit. Donc supposons que Y(c,b)e M : c'est-d-dire, qu'il n'existe
pas de I €S entre c et b. Mais il existe un tel gegment entre a et b,

et alors celui-ci se trouve entre a et c; ce segment étant fermé pour successeur,

il se trouve entre a et c¢ - 1; donc Y(a,c-1) >N. Par le méme raisonnement,
il n'y aucun &lément de S entre c-1 et b, donc Y(c-1,b) < N, ce qui implique
que c-1 ¢ X. C'est une contradiction parce que ¢ est 1'élément minimum de X.

IV.2. COROLLAIRE Soit N <be¢ M et supposons que N F & . Il existe alors
I¢ S tel que N< I< b,

DEMONSTRATION En effet, d'aprés la proposition il existe une infinité d'éléments

de S entre O et b parce que IN ¢ S.
IV.3. PROPOSITION Soit a ¢ M; alors il existe I¢ S tel que a< I < M.

DEMONSTRATION Prenons M' <f M, ce qui existe par le théoréme de

Mac Dowell-Specker. Soit n eN. Pour tout c ¢ M' - M, ona M'f Y(a,c)> n
puisque M ¢ ng . Soit <, le plus petit élément de 1'ensemble suivant qui est
défini dans M-{x eM' : M' k Y(a,x) > n} . Alors c,e M (par débordement) et
M= Y(a,co) > n, par l'absoluité de Y. Donc pour tout n ¢ N, ME y(a,y) > n.
Par débordement, il existe e >N tel que M} 3y Y(a,y) >e, ce qui suffit pour

la proposition.
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Aprés ces exemples de résultats sur la structure des classes qui ont des indi-
catrices, nous nous mettons en chemin vers le Théoréme d'Incomplétude. D'abord
notons que, M é&tant arbitraire dans la démonstration de la proposition , on

peut déduire :

IV.4. COROLLAIRE Pour tout n e N, At vx 3y Y(x,y) > n.

Le lemme décisif ressemble 3 la proposition IV.I.

IV.5. LEMME Soient a,b ¢ M tels que Y(a,b) > N. Alors pour tout c>®N il
existe deM tel que a<d¥%b et O <Y(a,d)<c.

DéMONSTRATION Par 1'absurde. Supposons que c>N et que pour tout d<b

Y(a,d) &8 = Y(a,d) 3 c
Prenons le plus petit &lément e de M tel que M = Y(a,e) > c. Alors il existe
I ¢S avec a <1I <e. Le segment initial I &tant fermé pour successeur, on a
I <e <1 et Y(a,e~l) > N. Donc Y(a,e-1) > ¢ ce qui contredit la minimalité

de e.

IV.6. DEFINITION L'index de I est défini par

i(I) = { x e M : Y(a,b) > x quels que soient a e I, be M-I}
L'ensemble i(I) est un segment initial de M qui n'est pas forcément fermé
pour successeur. Nous avons toujours 1i(I) ¢ I parce que Y(a,b)< b pour tout b;

et aussi I ¢ S entraine i(I) >WN. Si N & , alors i(N) = N.

IV.7. COROLLAIRE Soient a,b ¢ M. S'il existe I ¢ S satisfaisant a<1I < b,

alors il existe I ¢ S satisfaisant a < I < b et 1i(I)< I.

DéﬁONSTRATION Dans le lemme nous pouvons prendre c¢ = a-l, en supposant que a

est non-standard.

IV.8. LEMME 11 existe une formule close Hg, disons VY , telle que
i(I) =21l IkRY

quel que soit I € S.

DEMONSTRATION En se rappelant que Y est absolue, il est facile de voir que 1l'on
peut prendre pour Y la formule

Yx Vz dy Y(x,y) 2 z

IV.9. THéOREME (Le Théordme d'Incomplétude de Paris). Soit @ une extension
récursivement axiomatisable de & et soit Y une indicatrice absolue pour @ .
Supposons Q& U =2 est consistante, ol ‘3] dénote l'ensemble des formules

H? satisfaites dans . Alors pour tout n ¢ &, nous avons
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(i) &) Vx 3y Y(x,y) >n et (ii) Nk V¥x 3y ¥Y(x,y) > n
Or, 1'énoncé Vz Vx 3y Y(x,y) 2 z n'est pas dénombrable dans &« U %l'

DEMONSTRATION La partie (i) est le corollaire IV.4.; pour m € N, nous avons

&t 3y Y(m,y) >n quel que soit n € . L'énoncé 3y Y(m,y) > n est ZT et,
parce que &u ‘q est consistante, cette formule est satisfaite dans (. Pour
finir, soit M un modéle dénombrable de & u %’; par IV.3., IV.6., et IV.7.,

il existe I <M, Ipa, Ip 3Ix Vy Y(x,y) < x. Du fait que I < M, on a aussi
Ik .

IV.10. REMARQUE La condition que &u ‘%] soit consistante est analogue 3 la condi-
tion de w-consistance que l'on trouve dans le théoréme d' incomplétude comme
formulé par Godel [Go]. Pour un théoréme d'incomplétude analogue & celui de

Rosser pour les théories axiomatisables en général, voir §III du troisiéme exposé.
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