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EXPOSE 4

PROGRESSIONS TRANSFINIES DE THEORIES AXTOMATIQUES,
FORMES COMBINATOIRES DU THEOREME D'INCOMPLETUDE ET
FONCTIONS RﬁCURSIVES A CROISSANCE RAPIDE

Kenneth Mc Aloon

I - LE CAS INITIAL

Ici nous nous adressons au probléme de trouver des théories axiomatiques autres
que # qui admettent des indicatrices combinatoires. Exploitant le lien établi
dans 1'exposé précédent entre la méthode des indicatrices et la méthode de Godel,
nous définissons une hiérarchie transfinie de théories qui sont axiomatisées 3 la
fois par des schémas affirmant des principes combinatoires et par des schémas af-
firmant des principes métamathématiques; ces théories admettront 3 leur tour des
indicatrices combinatoires.

Dans ce paragraphe nous traitons du cas initial et dans le paragraphe suivant
nous considérons l'itération dans le transfini. Nous terminerons avec quelques re-
marques sur une autre progression transfinie ayant des propriétés analogues et sur
des questions annexes.

Considérons la théorie @ qui est obtenue en ajoutant 3 P le schéma de re-

flection uniforme, c'est-i-dire, le schéma Cons(Tn+ f), ne N. Nous allons voir

ci-dessous que cette théorie admet une axiomatisation "combinatoire'". Soit F : N+N

une fonction totale; on définit une relation [ a,b] -% (m)z en analogie avec e

[a,b] 5 (m): e~ pour toute partition P : [a,b]? -+ k il existe une partie
homogéne H telle que |H| 2m et |H| 2 F(min H).

Soit P* la théorie obtenue en ajoutant & @ le schéma qui exprime que pour cha-

que fonction définissable F : N + N, pour tous m,n,k,s il existe 1 tel que

[m,1] E (k): :

Vul... ) u [¥x 3!y F(x,y,u ...,xk) +V¥x Yy Vu Vv Yz ( [x,z] %_(u)z)] ,

l’
nous avons le

- + - L.
I.1. THEOREME Les systémes d'axiomes @ et ©" axiomatisent la méme théorie.

DEMONSTRATION Fixons n>1 et vérifions que Cons(Tn+ €) est un théoréme de P*.
Soit k wun entier suffisamment grand tel que dans Pk on peut prouver 3.I.3

pour Trn+2(¢ ), donc k 2 s et tel que 1l'on peut aussi y prouver 1'induction

n+2’
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EXPOSE 4

pour les formules Z:+2 , donc k > tn+2 . Alors dans fk on peut définir une fonc-

tion de Skolem F(x) =y qui est Az” et qui jouit de la propriété suivante
k
I.2. I <Mk P, 1 clos pour FM-) Vo ¢ I(1E Trn( e ME Trn( $)).

s
En particulier, si Ik ® (méme € ™), et si I <M E Pk et I est clos pour
M . . k .
F" , alors 1 “n M. Soit m > k tel que @ soit (en forme prénexe) de type n°.
m
Travaillons informellementdans @*. Soit M une extension non-standard n°-
m

élémentaire des entiers de domaine cy»c dont la relation de satisfaction est

AN
A:+2. Posons F(x) = su(p F(y) + x+1; lazfonction F est AZH dans 0k et

Mo = Ok. Alors MO sagi\s)f(ait 1'induction pour les formules Z:)Hl et, donc par
le principe de_débordement, il existe a, B, y non-standard tels que 2y<a et

Mo = [a,B] —E (2y)YY . Définissons dans Mo une partition P :[a,B]Y-> Y

comme dans la démonstration du Théoréme de Paris-Harrington page 34 , en remplagant
le prédicat S par Tr ., et Ag par Ez+2; on trouve alors un ensemble

3 et tel que, par 1.3, les éelé-

ments de l'ensemble tronqué H = {el,...,e E‘Y} sont indiscernables pour les for-

H = {el,...,el} tel que M_ [ 2y <e; A f‘(el) < e

mules $° .. On a évidemment M E sup F(x)se ; donc par 1l'indiscernabilité,
n+2 o X Se 2=y

M, Pk sup F(x) se;,, pour i<f=y . Boit ael @ a<e . un sce N.
X <e o °
Parce que A < L , on a en reprenant la démonstration du Théoréme de Paris-

Pati’.s—Harringzon q:::z I e & et de plus parce que I est clos pour F ° , on a
1 *n MO; or N 4 Mo et donc N J‘n I. Alors I est un modéle de @ + D’n, ce
qui prouve que 1'on a Cons(Tn+ ®) .

Quant 3 la réciproque, l'analyse de la preuve de la forme infinie du théoréme de
Ramsey fournit 1l'information suivante : soit g un nouveau symbole de fonction et
soit O(f) 1'extension de & obtenue en ajoutant le schéma d'induction pour les for-
mules en f . Alors il y a une fonction primitive récursive qui assogie a chaque
n,1l,k une démonstration dans le systéme ®(f) de 1'énoncé 3y(y %(i_) %). Pour
chaque formule arithmétique F(u],uz,il,...,it) qui est de type Vo €0 forme pré-
nexe, il existe pour chaque =n,%,k une_démonstration dans & de 1'énoncé
Vul 3!u2F(u,v,§l,...,§t)~: Iy(y %(i) %) et 1'application qui va de n,l,k i cette

preuve est de nouveau primitive récursive. Alors dans 6 on peut prouver

Vx,...¥x. Yu Yv Vw 3x  Prov(®* aVu, 3!u, F(u,,u,,%,,...,% ), 3z(z E(ﬁ)v))-
1 t 1 2 1772771 t * G

On a donc

]
€+ Cons(Tm+| + £) i'Vx]... x [Vul:'!.uz

Yu,v,w3z(z £ (u)v)] C.Q.F.D.
* w

F(ul,uz,xl,...,x ) »

4
Nous donnons maintenant la définition d'une fonction qui sera une indicatrice
P + . P s . .
pour la théorie # ; cette fonction se définit au moyen d'une notion combinatoire
qui correspond i une "itération" de " e ".

P NPT oo n
Nous écrivons X*: (m): pour signifier que pour toute partition P : [X] -k
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PROGRESSIONS TRANSFINIES

. 2
. . . < . 2. .min"H L. 2
il existe une partie homogéne H telle que H -;(me H) ol min"H
iéme min'H
dénote le min H élément de H.
. . c
Posons Yl(a,b) =c ssi c est le plus grand entier tel que [a,b]*—; (2c)c.
) . . o P
I1 est clair que Y] est une fonction qui est AI dans @ . Nous allons démontrer
. . . + . .
que Y] est une indicatrice pour & . Or dans la suite, nous allons poursuivre
cette itération de % jusque dans le transfini en rapport avec une suite croissante
d'extensions de P ; avant d'introduire toute la machinerie nécessaire pour 1'itéra-

tion transfinie, donnons tout de suite le résultat suivant :

< . . . +
I.3. THEOREME La fonction Y, est une indicatrice pour € ; et on a

1
(i) quel que soit n € N, e Hvx Vy(Yl(x,z)z n);
(1) @' 3 i VxVy 320 (x,2)2 y)

(iii) PF VxVyd2(Y,(x,2)> y) —Cons(T + 29}

- . s + .
DEMONSTRATION Remarquons tout d'abord que l'on peut axiomatiser # en ajoutant

a3 ® le schéma Vvl,...,vk[ 3 %x E(x,vl,...,v ) > (Yu,v,w 3X(X est un ensemble

fini A Vx(xe X » E(x,vl,...,vk)) A X * (u):)] f E une formule. Ce schéma exprime
que chaque ensemble infini d'entiers contient, quels que soient m,n,k, une partie
finie X qui satisfait X + (m): . Pour voir que ce schéma est équivalent au sché-
ma qui définit P*, on utilise les arguments informels suivants : si f : N> N
est une fonction (que l'on peut supposer croissante), on y associe un ensemble infini
A= {f(O),f(f(O)),...,f(n)(O),...} ; étant donnés m,n,k, si X g A et
X g (m)::, alors f I(X) —§ (m)z ; inversement, si A c N est infini, soit f 1la
fonction qui énumére A; si 2 é (m):, alors X ={f(0),...,f(L}c A et X :(m):.
On voit maintenant facilement que pour n ¢ N, d’+P v x az(Yl(x,z) > N), en repre-

nant la démonstration de 2.I.7.

Soit donc M un modéle dénombrable de € et soient a,b,c e M tels que

Mr [a,b] *-;(c+l)z ol c>WN. Parce que c > N, on a 1+2/c> 3(c-1), et par la Pro-
- c-1 . o . .
position 2.II.l, ona Mk[a,b] 2 (ZC)3(c—l)' Soit ¢o, ¢|,... une énumération

récursive des formules I° du langage de 1'arithmétique; soit § ¢ M tel que

2
§>N et MF§ < logz(c—l). On définit dans M, utilisant le prédicat Tr2(¢),

une fonction f(i,<x|,...,x ) : 8§ x [a,b] el {o,1} par

c-1

0 si Tr2(¢i()7,...,$‘('c,))

f(i, < XpseeesX ) >) =

¢ Iosio AT, (4, (%, .. 0% )

Rappelons que pour i<W et (bi = ¢i(v|»""vn)’
ME f(i,<al,..., o >) = 0P ME ¢i(a',..., ozn)

Soit g € M une injection de 26dans c-1; définissons une partition
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P:[a,b ]c—l + 3(c-1)-a par
2(c-1)+g( <f(0,<a],...,ac,> )yeeos£(8,< O psees® 0> )

c
PQ]I""’ac—l) = si a)> 2(c-1)
@ si oy < 2(c-1)
.2
L = - = . 2 min H
Soit H € M un ensemble homogéne pour P tel que M F H z (min"H+1) 2 ¢
min H

Alors, en posant H = {el,...,ei} et & =2 -(c-1), nous avons (i) e > 2(c-1) et
(ii) 1les éléments de H = {el,...,el} sont indiscernables dans M pour les for-
mules zg. Notons par Ag( Z?) 1'ensemble des formules engendrées a partir des

o ces . _ o 2

formules Zl par des quantifications bornées et des combinaisons booléennes. En
o
1

P < o ~ .
équivalente a une formule 22 . Alors en reprenant la démonstration de 2.I.7, on

voit que les éléments de H - {el,...,em} sont indiscernables par rapport aux for-

appliquant l'induction £, 1'on vérifie que dans @ toute formule Az(Z T) est

o o < N .
mules AO( Zl) a paramétres < em. De nouveau soit I ={xe M : x Sem pour un

meN }. De nouveau, on a le lemme de vérité, 2.I1.14, donc I F @ . Nous disons que

m
~ n P
®(v,a],...,am) = Q xl...Q X W(v,xl,...,xn,al,...,am) une formule en forme pré-

*
Ik P( ). Afin de cevérifier, soient aj,...5a3 < e, ref, et soit

nexe qui définit une partie non-bornée de 1I. Donc pour tout p > r, on a
IE 3v > ep ¢(v,al,...,am)
Autrement dit, pour p > r
v n
Ik 3vQ xl...Q X [v >ep A W(v,x],...,xn,a],...,am)]

Par le lemme de vérité, 2.I.14,
' n
II.5 ME 3v <e£_n Q xl<el-(n—l)°"Q X < el [v:>epA W(v,xl,...xn,al,...am)]

D'oli quel que soit py, r <y < &-n,

' n
I1.6 ME 3v <€ 1 Q X< 1-(n-1)"'Q x < e [eu< v <eu*|A W(v,x],...,xn,a],..,am]
Pour s = {eS RN } une suite croissante extraite de H telle que
n+l
ey < es] , posons
= H ' .
B(s) = {v : M E ey <V <e A Q x < e QX < e W(v,xl,...,xn,a],...,am)}

n
1 2 n+l
Par 1'indicernabilité des éléments de H, nous avons quel que soit Yy ,

r+l < y< 8-(n+2),

ME 3Jv <eY+l(eY<v <e

Autrement dit, B(

, n
1A Q X, < el-n"'Q X < el_] W(v,x],...,xn,a],...,am))

)n (ey,ey+l) # ¢. Clairement, on a

‘Y+

Cr+2°€-n" "=l

e
MEH> (2 “ a H=H-{ } . La situa-
FH ( ell)ee —(r+n+2)-c °8 = s a€r iyttt u
1
. = =
tion est alors que H = {er+3""’e2-(n+2)} et B(r+2,e2_n,...,e£_l) {bP”°’bu}
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PROGRESSIONS TRANSFINIES

sont tels que bl <e et pour tout i, r+3<i<f-n-2, il existe A tel que

r+3

e, <b, <e. .. Ilegt alors facile de vérifier que
i A i+1]

e

1 <
I1.7 ME B(er+2’e2-(n-l)’°"’el) 2 (zee])ee-ﬁ ou 6 <el'

1
Rappelons que la relation X 7 (u)z est A? dans P . Rappelons aussi qu'il existe

une relation E(x,X) qui est Ag dans @ et qui exprime que "X code un ensem-
ble fini A x €X" : 3 cause du Lemme Chinois, on peut prendre

E(x,X) = Ju,y,z<X(X = (u+(y+z)2+y)2 +uAdi<cu Ig<y(y = ((i+1).2+1).g+x)).
Parce que I F @ et parce que les éléments de H ont cette propriété d'indiscer-

nabilité, il est aisé de voir que pour tous e v <es i <es < eus ey
1 n+l

II.8 ME 3IX <eu Vx <eu [E(x,X) e xe€ B(s)]

Donc e
e

- PN I
ME VX <e£ [X = B(er+2’el-n""’el-l) (X a (?.eel)ee_(S )]
1

et, pour tous er+2 < et< esl <eos <eSn< em, m ¢ N, .
t
ME VX <e [X-= B(er+2,esl,...,e5n) > (X7 (Zet)et_d)]
Autrement dit, e
- . t
IE VX [X = {v <esl : ¢(v,al,...,am)} -+ (X 2z (Zet)et_ 6)]

et pour tout s, r+l <s <N,

e
- -+ s
IF 3IX(Vv(veX ¢(v,al,...,am)) AX 2 (Zes)es— 6)

or 6 <e par la proposition 2.IL), on obtient le résultat parce que e_ et

]; s
ey - § sont cofinaux dans I. C.Q.F.D.
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II - L'ITERATION TRANSFINIE

Il nous faut tout d'abord de la notation et quelques définitions au sujet des
ordinaux transfinis. On dit qu'un ordinal o est stable pour 1'exponentiation si

BY < o quels que soient g,y <q. On note €, le premier ordinal a > w qui est

stable pour 1'exponentiation, et, plus généralement, on note €g le Bléme ordi-
nal 5>  qui est stable pour 1l'exponentiation. On notera aussi O =€‘_2 et w =e€_,.
On voit facilement que ©
€o = l%m Wn od Wo = wet wn+l Tw "
) N (EB)n
€g+l = lim (EB)n od (EB)0 =g et (EB)nH = €g

et pour )\ limite,
€ = lim €
o <A
La suite des ee est donc une suite strictement croissante et continue; soit

alors n, le plus petit ordinal a tel que €y = O - On voit que

n, = lim (no)n oi (n) =0, (no)n+l = s(no)n

Rappelons le

II.1. THEOREME (Forme Normale de Cantor). Soit o >2. Alors tout ordinal B # O
s'écrit de fagon unique

Yy Y

B=a & +...+ a . Gn o y;>Y, > ...>y et 0< §y< @seee, 0< 8 <a

A 1'aide de la Forme Normale de Cantor, nous allons associer 3 tout ordinal limite
A <n, une suite dite fondamentale A(n) telle que A = I%m A (n). Pour les

ordinaux successeur B = o+l, on pose R(m) = a pour tout m e N; nous posons aussi

w(m) = m. Pour o un ordinal limite, w<a <n,s remarquons qu'il existe pu< a

tel que eu <a <€ et a<p . Nous définissons la suite o(n) par récurrence

p+l
sur o en distinguant trois cas

(1) a=€, A limite. Alors A< a et nous posons o(n) = Ek(n)
_ o(n)_
(2) a = €B+l' Alors nous posons a(0) EB et o(n+l) = EB = (ee)n+]
. Yl Ym
(3) € <Q <€u+1’ W<a . Soit a = eu . 6] +o.t €, Sm la forme normale de
a 3 la base eu . Nous distinguons quatre sous-cas :
Y Ym+1

(a) Yp = 0; alors posons a(n) = eu . 6l +o004 eu . 6m+l + Gm(n)
b - £+, & =g+l; al @ =el s 4w e®gr et e ()
(b) Yo = &1 S = B+1; alors posons a(n €, + 8 et LY

limite; al ()-Y]<S+ +Ym_]6 +e ™. m)
(c) Yo #0, Gm imite; alors posons a(n) = €y ¢ Op reeer ey e O 0
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Y Yp(n)

Yl m
(d) Yo limite, §p =R+1; alors posons n(n) =eu.61 oot eu B+ €

II.2. REMARQUE. Dans le cas (3), la suite fondamentale est déterminée par le dernier

terme € o, <Sm de la forme normale de o & la base € ; plus précisément,
Y Y m- Y
si g = %151 oot eum ! 8p-p et P = eum.Gm ona a((n) =0+ p(n)

quel que soit n €N.

. . . P . n .
Nous définissons ensuite par récurrence sur 0O la relation X a (m)k oi X
est un ensemble fini d'entiers, @«n et m,n,k sont des entiers :
n n
X > (m X 7 (m
y @p e X7 (@)
et pour & >0,
n e n . .
X 3 (m)k e pour toute partition P :[X] + k il existe une
partie homogéne H telle que ]H|;m et

Hoe (2min’m)™in H
o min H

o . 2 . . iéme __ .
ou, de nouveau, min H dénote le min H élément de H.

Aussi, étant donné une fonction f : N * O, nous définissons la relation

£ n e s
X O;*(m)k _ainsi
f n f n
X 5w e X 3 @
et pour @ >0,
f n oo n . .
X o (m)k &9 pour toute partition P :[X] +k il existe une

partie homogéne H SX telle que |Hl>,m et
2 min2H
2

H m (2min“H) et f(min H) » |H|

min"H

. f n . f n
II.3. REMARQUE. Il est clair que XS Y et X a (m)k entrainent Y (—; (m)k .

II.4. REMARQUE Par un argument tout 3 fait analogue i celui donné dans la preuve
de 2.I.7, on démontre par récurrence sur & que pour tout ensemble infini d'entiers

A et tous m,n,k il existe X c A satisfaisant X lf&(m)z , X fini.

Les ordinaux O < n, sont "relativement simples" et peuvent &tre décrits en
termes arithmétiques; dans le chapitre 9 de (S] , par exemple, il est donné un sys-
téme de notations pour ces ordinaux; ainsi pour tout ordinal <ng il existe
un ordre récursif <« qui est A? dans € et qui, sur N, définit un ordre

€
isomorphe 2 ¢ . On dgfinit aussi de fagon A? dans @ les opérations de suc-
cesseur, addition, multiplication et exponentiation sur les éléments o de cet
ordre et de méme pour la fonction (a@,n) *> a(n).
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Le schéma suivant s'abrége TI(eu) :

Vvl,...,Vvk[Vx[Vy Zux(E(y,vl,...,vk)-> E(x,vl,...,vk))]-»Vx E(x,v],...,vk)]] s

Nous énongons une proposition dont la démonstration est laissée au lecteur.

II.5. PROPOSITION Soit -2<uc< ﬂo. Alors

(i) la relation @ <g A Xz (m):: est A“’ dans @+ TI (€);

(ii) 1a relation o < EIJ A X O?(s) (m): est aussi Ac]’ dans f+ TI (Eu).

(iii) la relation @< € AX £ (p est 87(H) dans €(f) + I () (e))

(a), P(a),

Nous considérons deux progressions de théories axiomatiques Q a<n

o

P _ o _ p
p(u“‘l) - p(a)

+ le schéma suivant

Vvl,..., Vvk[\/x Ity F(x,y,vl,...,vk)-' Yu,v,w 32 [ 2L aF (u)::]] F une formule

Q(a+1) - Q(a) + le schéma Cons(Tn+Q(a)), nelN
p()‘) = ozu< )‘(P(a) , A limite
Q()‘) = a‘;’)‘q(a), A limite

Le résultat suivant est bien connu, voir [K,LJ], ou [Sc].

= 0N . +
I1.6. THEOREME (Gentzen-Kreisel-Levy). Pour tout o < no, nous avons Q((Jl D

r TI(g,)
mais Q(a+l)|7¢TI(€a+l).

Nous définissons les fonctions Y (qui seront des indicatrices pour les

a
o KON

théories et Y, (a,b) = le plus grand c tel que [a,b]7 (2c)2 .

Nous allons prouver le résultat suivant.

Y . . E
II. 7. THEOREME Soit @en et soit v tel que B SA<E,

o
(1) Y, est une indicatrice pour P( ) par rapport aux modéles de f+ TI (6\))
o
i) ¥

On aura le corollaire

a . -~ - 3
et P( ) axiomatisent la méme théorie.

II.8. COROLLAIRE Soit @ < T%

@ e 1icey)
(ii) P(a) FVx Yy Ya (x,y) 2 n, tout ne &

i) 0P+ MYz Vx 3y, )z 2)
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DEMONSTRATION (du théor@me). Par induction sur o . D'aprés ce qui précéde le théo-

réme est vérifié pour o = 0,1. De maniére générale, la partie (ii) pour a+l se dé-
duit de la partie (i) pour o comme le théoréme I.l. de cet exposé se déduit du ré-
sultat de Paris-Harrington; or la partie (ii) au niveau o limite est immédiate.
Nous considé@rons alors la situation suivante : on suppose que le théoréme est vérifié
pour tout g ¢ a, et que la partie (ii) est vérifiée au niveau oy Pa ge que

< 2 o
0 < Ng» MOUS avons v + 1< ags donc par 1l'hypothése de récurrence, £ r TI(€v+l)

On va avoir besoin d'une série de lemmes techniques dont les démonstrations sont
données en appendice. L'intérét de ces lemmes provient du fait que pour X fini,

la relation X —E (m): n'entraine pas X ; (m): pour n'importe quel Y < B ; néan-

moins dans des cas od Y "se déduit" de B d'une certaine maniére par des applications
successives de l'opération § ~ 8(n), on a des implications du type en question .

Les lemmes A-G qui suivent sont démontrables dans P+ TI(Cv+1)

II.9. LEMME A. Soit X = {x],...,xs} et Y = {yl,...,yt} deux ensembles finis

. . . n
tels que s 2t et X < y; pour tout 1< t. Si B < €oal et s1 Y § (m)k .

n
alors X E (m)k.

II.10. LEMME B. Soit B < €ve

. . n n'
1 et soit kx 7. Si X g (m)k , alors X E (m)k

pour tout n'<n.

. . . n
II.11. LEMME C. Soit O < €V+l’ soient s < t et 2n,k<m. Si X d?g) (m)k , alors

- n
X as) (m)k

II.12. LEMME D. Supposons que Y<RB < €uorl’ Alors pour tous m, n, k il existe m',
- v

1
n', k' tels que X (m')n entraine X (m)n quel que soit X.
[ K’ B ™y

II.13. LEMME E. Soient a< €v+l et N <V tels que eu S ac< €u+l et soit

m 2 2n,k. Alors X z (m)k entraine X = (m)z quel que soit X.

II.14. LEMME F. Soit s tel que (no)S < Eu< (no)s+|

n . n
m > 2n,k. Alors X E: (m)k entraine X (ﬁ:)s(m)k .

II.15. LEMME G. Soit A<Ey Lo soit s tel que (no)s s a et soient m > 2n,k.

oi U< Vv et soit

Alors X -+ (m)? entraine X =, (m)] quel que soit X.
a k () k
o’s (@)
Vérifions maintenant que Ya est bien une indicatrice pour @ " par rapport
o
). Soit donc M un modéle dénombrable de &+ TI(e

aux modéles de TI(e ) et

v+l V+1

supposons que M Y& (a,b) =e+l avec c > &N. Nous disons que

o
M¥ [a,b] i (2c)§c ; en effet, c > N entraine que c+l2> (1+2 /3c) et par 2.II.1,
o
a toute partition P: [a,b]%+ 3c on peut associer une partition P : [a,b] e+l c+l

telle que toute partie homogéne pour P ayant au moins ¢ + 2 éléments est aussi

homogéne pour P ; ensuite, puisque nous avons la relation
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(a,b] (ZC*Z)EI: il existe une telle partie homogéne K telle que
[}

.2 .2
K - (2min21()mm K et par le Lemme C ona K —3 (Zminzl()mln K
o (c+l) . 2 a (e) . 2
o min K o min K
Cela étant, on peut trouver comme pour le Théoréme I.3. un ensemble He La,n] ,

H= {g],...,qx} avec L > 2c tel que les éléments de 1l'ensemble tronqué

H = {el,...,el} , oi &= £ -c, sont indiscernables pour les formules I ; et

tel que,

e
1
—
MEH 5 (2ee )
[ l e -c
e
1
Or, les éléments de H - {el,...,em} , m € N, sont indiscernables pour les formules
Az( Z?) ad paramétres < e Soit, comme d'habitude, I={xeM:x Sen pour
un n e®} . D'aprés les remarques faites au début de la démonstration du Théoréme

I1.3., pour a, successeur il suffit de démontrer que
(%) Ik TI(ev+l)
et
(x%) IR Vvl... A [3% E(x,v],...,vk) +VYu,v,w 3X [X est un ensemble fini
v
AVx(x eX—»E(x,vl,...,vk)) AX c;(‘)c) (n)w 1]
Or, si o est un ordinal limite, on a Mo ] ao(n) < ao(c) quel que soit n
standard; donc par le Lemme C, si on démontre (i) et (ii) on a aussi
IE Vvl...Vvk X
A Vx(xe X+ E(x,vl,...,vk)) A X &;?n) (n)w 1]

[3%x E(x,vl,...,vk) +Yu,v,w 3X [X est un ensemble fini

ce qui entraine
Ik p((!(n))

quel que soit n standard

ce qui donne la conclusiom cherchée pour o limite.

Vérifions donc que l'on a (*) et (xx). Nous savons déja que I F & . Soit n,
le plus grand entier n satisfaisant (no)n S o Considérons le tableau a rebours

suivant

e
t
—
11.16. M B(er+2,esl,-o-,esm) “o(c) (2et)et'6

e
t
r+2’esl""’es ) — (Zet)et‘6

I1.17. M B(e
m €v

e
IL.17.(n) Mk B(e ) Wy (2et:)e“_(S
t

e veege
+2°78.° ’s
r 1 m o
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e
t

IL.17.(n-) Mk B(er+2’esl’°°"es ) - (Zet)et_(s

m (no)no—l
. .,
II.17(no-(no-1)) ME B(er+2,es],...,es ) (H;jl <2et)et—6

m
e

t
I1.17(0) ME B(er+2,es],...,es ) -??(Zet)e -5
m t
Chaque entrée du tableau peut &tre vérifiée utilisant les Lemmes E, F et G. En remon-
tant le tableau, on a par les Lemmes A et B, par la méthode de démonstration du

Théoréme I.3. et le cas initial a = 1, que

(n (n

II.18(0) Ire® 7, IR Q °, Ik TI((n),)

Continuant inductivement et invoquant 1'hypothése de récurrence on a

() +D (), +1)
II.18(1) I =0 °©° , IEQ , TF TI(n,),)

(), +1) (g, +
II.18.(n) Ik ) » Il TI((n‘o)no*l)

Puisque (no)n Se, S Qo< e

< (no) 42 On a bien (x) et en méme temps on a ()
n
o
par 1'absoluité entre I et M de la relation ;zz) qui est assurée par la
Proposition II.5.

Réciproquement, pour finir cette partie de la démonstration il faut prouver que
(@)
P °F vVx3y Y, (x,y) 2 n, tout =n M.
o
Ceci se vérifie facilement par la méthode de démonstration de 2.I.8. et 3.I.10,

c'est-a-dire par un argument de compacité et une application de la forme infinie du
Théoréme de Ramsey.

Nous avons remarqué au début de cette démonstration que la partie (ii) au niveau
ao+l se déduit de la partie (i) au niveau a4 Pour voir ceci, il faut noter que,
pour o  limite, la série d'équivalences e@u)E'Q(a), a<a , est elle-méme prouva-

@) ® 2 o ® ®

bie dans @ et aussi que l'équivalence & est prouvable dans P

quand Go = B+]. A partir de celd, la démonstration est tout-d-fait analogue & celle

du Théoréme I.3. et nous la laissons aux soins du lecteur. C.Q.F.D.
Quant au. corollaire, la partie (i) est conséquence du théoréme et de II.6., la

partie (ii) a &té notée au cours de la démonstration du théoréme. Naturellement, la

partie (iii) découle des résultats du premier exposé.
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Les méthodes du troisiéme exposé donnent le

II1.19. COROLLAIRE. Soit a < n,- Alors
(@ (o
P ) I-—Cons(T] + P )) «—> Vx V2 3y (Ya(x,y) > z).

On peut extraire d'autres renseignements de la démonstration du théoréme. Définis-—

sons une troisiéme progression de théories en posant
®° - @
®o+! R% + le schéma suivant
4 Viseees Y vk[ 3 x E(x,vl,...,vk) > Yu, v, w JIX
X est un ensemble fini, ¥ x(x € X » E(x,vl,...,vk)),

v
et X » (U)w]
o

a}l) - U db(a)

a<A

On a alors le

I1.20. COROLLAIRE. Pour o < n,» @g(a), Q(a) et (P(a) axiomatisent la méme théorie.

III.- REMARQUES ET QUESTIONS CONNEXES

Notons tout d'abord que 1'on peut faire une série de remarques analogues i
celle du § 2.1I. Par exemple, posons pour a < n o’

o
oa(n) = le plus petit entier m tel que [1,m] + (n + I):

. . . ~ . P (o)
Alors la fonction Ua majore toute fonction récursive prouvable de la théorie dp( )
3 un nombre fini d'arguments prés. On peut également remplacer o, Par T ol

a
Ty (n) = le plus petit m tel que [1,m] > (n + l); .

I1 est aussi possible de continuer 1'itération transfinie au dela de Ngs voir
[Mc,ter]. Récemment, H. Friedman a annoncé la découverte de théorémes combinatoires

indépendant s de diverses théories des ensembles, voir [Fr].

-

Pour finir, notons une autre fagon naturelle d'itérer a partir de la formule de

Paris-Harrington.
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o o o
De maniére générale, pour la théorie ) + ¥V x(F(x + 1) > f(x)), la fonction
o

f
Z(a,b) = c ssi c'est le plus grand entier tel que [a,b]~—:» (2c)2

est une indicatrice pour les segments initiaux saC1sfa1sant 6’(f) par rapport aux
modéles (M,f) de 5’(f) En effet, si (M,f) F= é’(f) et si pour ¢ > N

M,£) = z(a,b) =

alors, en reprenant les démonstrations du théoréme 2.I.7 et du théoréme I.3 de cet
expose, on trouve une suite SERERTLAFEEE d'indiscernables forts pour les formules

A (f) telle que (M,f) F:: f(e ) < e el Cette suite détermine alors un modéle de
o).

Pour a < €,» nous définissons une suite transfinie de fonctions récursives
ainsi :
. n
fo(n) = le plus petit m tel que [l,m] — (n+|)n
f

_ . a n
fa+l(n) = le plus petit m tel que [1,m] —_ (n+l)n

f (n) = sup f A limite

m<n

A(m) (m),

ce qui améne i poser

Zo(a,b) = c ssi c'est le plus grand entier tel que [a,b] —» (2c)z
*

f
Zu+l(a’b) = c ssi c'est le plus grand entier tel que [a,b] __g, (ZC)E

Z (a,b) = c ssi c'est le plus grand entier tel que [a,b] __Aﬁfl. (2c)§
et 3@ introduire trois progressions de théories

AR

R+ _ @ (@) + v x Iy¢ (x)

&(}\) = u “’(0«)
a<A
/5(0) .

@D _ 4@ L yyy, ayza(x}')=z

40, 4@

a<A
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ACN

L) @, Cons(T, + % (@)

&()\) = u 6((1)
a<A

Nous avons alors :
III.1. THEOREME. Pour a < €,

(i) Q,(a), 4(0‘) et ﬁ(a) axiomatisent la méme théorie

(o)

(ii) 2 est une indicatrice pour R,(a) par rapport aux modéles de db(a)

(iii) &(a) — ¥ x Vz 3y (Za(x y) 2 2) &> Cons(Tl + db(aﬂ))

(iv) Toute fonction récursive prouvable de “’(a) est majorée 3 un nombre fini

d'arguments prés par fa'

Nous omettons la démonstration. Toutefois, nous remarquons que pour a < €59 il
existe une fonction récursive prouvable ¢ = ?(x de deux arguments telle que pour

B<y<oaona fg(n) < £ (n) pour tout n > ¢(B,Y).

L'existence de @ assure que pour les indiscernables forts, M l== f (e ) < e,
entraine M |= f (e ) < e, et que M }= fk( )(e ) < e, avec ¢ > N entralne
M'= )‘()(e)<e2pourne]N et A <

Pour calculer ¢, on procéde de la fagon suivante : pour tout B < a on définit

pour B < Yy < a un ensemble fini d'entiers E(B,Y) par récurrence sur y :
{o} si B =
E(B,Y) ={ E(B,Y(0)) si B < y(o)
E(B,Y(n+1))u {n+1} si y(n) < B < y(n+l)

Et on pose @(B,y) = sup E(B,Y).

Remarquons une différence qui apparait entre cette itération et celle du pa-
+
ragraphe précédent : 13 on avait € (o l)[— TI (e ) alors qu'ici on n'a apparemment
pas O (a+1) | TI, (e ) pour aucun a < €,s Ce qui emp@che 1'itération au-deld de
€, étapes.
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. " . n
DEMONSTRATION A  Par récurrence sur B . Pour B > O, étant donnés P : [X ] -k

on définit B [Y:]n+ K : (¥, seeesy: ) > P(x. ,...,x, ). Soit
i i i i

1 n 12 n
~ ~ ~ .2*' i 1t .
H homogéne pour P tel que H -—? (2min H)mln H . Soit H={x, : y.¢ 1.
g (n) . 2§ i 1
min L2~
Alors, par 1l'hypothése de récurrence, H —Ezn) (Zminzﬁ)m1n ? , et comme pour I.4
min H
. . P . 2 in‘H
du deuxiéme exposé, on en déduit que H —., (2min H)mln2 .
B (n) min H

DEMONSTRATION B Le lemme est évident d'aprés la Proposition II.l. du deuxiéme

exposé.

DEMONSTRATION C Nous abrégeons @(n)))(ny) par a(n))(ny), @(n))(ny))(ny)

par a(nl)(nZ)(HB) etc. Nous aurons besoin d'un sous-lemme.

SOUS-LEMME Soit s <t] . Si a(tl)...(tk)s a(s), alors il existe i<k tel

que a(tl)---(ti) = 0.(5)-

DEMONSTRATION Par récurrence sur o. Sio =0 ou si o est successeur, la véri-
fication est immédiate. Pour o limite # O, il y a trois cas qui correspondent
aux clauses (1), (2), (3) de la définition de la suite fondamentale. On traite

d'abord du troisiéme cas ou gus a< € . Posons

u+l
Y Ym-1 Y Ym
= cen = . +o..t . .
[} eu dl+ + eu dm—l ol o eu Gl EU Gm I1 y a alors
Ym
quatre sous-cas selon le terme gu . Gm :

a/ Ici Yp = 0O et o =g+ 6m, a(s) =g + Gm(s). Parce que 93. Gm est le terme
du plus petit exposant de ¢ dans la forme normale de o , il est clair que

si a(t])...(ck) < g , alors a(tl)...(tk.) =g pour k'< k . On peut donc
supposer que a(tl)...(tk)zo et qu'on a a(tl)...(ti) =0 + 6m(t])...(ti) quel
que soit i g k. Alors, g + 6m(s)> o + Gm(tl)...(tk) entraine Gm(s)> Gm(tl)..(tk%
par l'hypothése de récurrence, il existe i <k tel que Gm(s) = Gm(t])...(ti)

et als) =0 * 8 (t) ... (t) = () (e)

b/ Ici Yp = g+l et 6m = R+l. Si £ = 0, la chose devient tout-a-fait

analogue au cas que l'on vient de traiter. Si § # 0, posons T =0+ ezm.B .
Nous avons que «a(t) =T + eg . eu(t) pour tout te N. Alors a(s)>T et
a(tl)z T ; or eﬁ . eu(tl) est le terme du plus petit exposant de eu dans

la forme normale de a(tl). Ici, donc, on peut supposer que a(tl)...(tk) 2T
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et que pour 1 <k, q (t])...(ti) = T+ (eg .eu )(tl)'°'(ti)' On peut aussi
supposer que g (tl)...(tk_l) o (s) et, méme o (t])...(tk_l)> o (s). Nous
disons aussi que l'on peut également supposer que

o (cl)...(tk_l)
suite fondamentale, tant que € (¢)... (), i=1,2,...1est un ordinal limite,

= T+ eﬁ L eu (t;)...(ti)] . En effet, par la définition de la

’ -— g . . . 1
ona a 't )'°'(ti) T+ eu . eu (t])...(ti). Soit lo le premier entier, s'il

en existe, tel que eu (tl)"'(tl ) soit un ordinal successeur, disons 7 + 1I.
o

Alors, Zo < k et a(s)<a (tl)...(t 9 ). A ce moment 13,
o

(2 _ .8 - &
(eu 'Eu)(tl)”'(tlo) € 'Eu(tl)”'(tlo) t—:u(l;+l) et
13 _ &
(eu 'eu)(tl)”'(tlo) eu.y + v
(t )
EE Lo+l si & est limite
ol Vv =
en.e(t ) si & = n+l
u "] £o+1
Nous avons a(s) < T + eﬁ(y+l) et alors, parce que 0a(s) = T+ sﬁ . eu(s), nous

avons eu(s) < Y . Parce que Vv est le terme du plus petit exposant de Eu dans

la forme normale de o (tl)"'(t 9 ), il existe p,£o+l < p< k tel que

o
(x(tl)...(tp) = T+ EE.Y , autrement dit, .
[ =
(eu'eu(tl)"'(tlo))(tloﬂ)”'(tp) Eu .Y

Nous avons donc, parce que Y+l(tp) =Y,
£ _ & .
( eu. eu)(tl)...(tp) eu ( eu(tl)...(t 1°)(tp)), ce qui donne

ot(tl)...(tp) = T+ eﬁ

Continuant ainsi, on se raméne au cas ou

alt)...(t ) = 1+ eﬁ . eu(t;)...(ti,).

. ( eu(tl)...(t lo)(tp)).

D'ailleurs, puisque a(s) < a(tl)...(tk_l), 1'ordinal eu(t;)...(tk,) ne
peut @tre successeur, car sinon on aurait, comme ti-dessus,
€ ' J = ' [

als) < 1+ eu (eu(tl)...(tk,))(tk) G(tl)...(tk). Donc, eu(tl)...(tk,)

. ~ : : : = L ]
doit @tre un ordinal limite et a(tl)...(tk) T+ ( eu eu(tl)...(tk)(tk)).
Cependant, eu(t;)...(ti,) > eu(s) entraine par 1'hypothése de récurrence, que

! ! i i =a .

eu(s) < eu(tl)...(tk.)(tk) ce qui entraine u(tl) (tk) (s)
c/ Ce sous-cas est tout 3 fait analogue a3 b/.
d/ La situation est analogue aux précédentes moyennant le sous—Sous-lemme suivant :

§ +1 §
€

- - i i e S €
SOUS-SOUS-LEMME  Soit & < & - $i € (tl) (tk) U , alors
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§ 8+1 s .
€ € (t])...(ti) pour un 1 < k.

DEMONSTRATION On procéde par induction sur § , 1< §< eu pour montrer que
§ . 8 8 .
. el (t)) = <
( eu . E)(tl)...(tk) < eu entraine ( eu E)(tl) (tl) eu pour un 1<k
Pour £ =1 et £ limite, le résultat est clair. Pour § = n +l, nous avons

§

( 63 (n+l))(tl) = eu .n+ eS (tl); le terme CS (t) étant du plus petit exposant

de € dans la forme normale de ES .n + eS (t]) 3 la base eu , 11 est clair
que 63 (n+|)(tl)...(ck) < ES entraine la conclusion souhaitée.

Nous arrivons aux cas (1) et (2). De nouveau, moyennant le sous-sous—lemme qui
vient d'@tre &tabli, ces cas se traitent de la méme fagon que le sous-cas b/.

Le sous-lemme ayant été démontré, remarquons que si X Bzz)(m)z , m22n,k,
alors il existe une partition P: [X] "ok tel que, si H est homogéne pour P
ayant au moins m-éléments alors minZH > m. Il existe donc une suite décroissante

X=X 2 X, 2 ... 2X avec minZX 2 m telle que pour

1 k 1~
1<1<k X. — (ZminZX.)min Xi ol t, = n t = minzx. pour
’ i B(t)...(t,) 17 . 1 ’ i+l i
o 1 min Xj

i1 et B(to)...(tk)s B(s). Par le sous-lemme, alors, B(to)...(tp) = B (s)

pour un p<k et Xp ‘E?E? (m)£ par la Proposition 2.II.1.

DEMONSTRATION D Par induction sur B . Si o = R(m), le lemme est évident par

le lemme C; si 0 + m = B, c'est évident d'aprés les définitions. Si o < Bf(m),
"
par l'hypothése d'induction, il existe m", n", k" tels que X Bfm)(m"):"
. n
>
entraine X 3 (m)k
pour assurer l'existence d'une partition pour lequel toute partie homogéne H

. Alors il suffit de prendre m', n', k' suffisamment grands

. . . . 2
doit satisfaire min“H 2m", n", k".

DEMONSTRATIONS E, F, G La démonstration de E est implicite dans celle de C;

les démonstrations de F et de G sont analogues 3 celle de C.
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