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APPLICATION AUX TESTS DE RUPTURE DE RÉGRESSION 

Jean DESHAYES, Dominique PICARD. 

I - VITESSE EXPONENTIELLE DES TESTS utilisés pour déceler une rupture de 

régression . 

Nous reprenons brièvement l'exposé du problème et les tests proposés dans [ljj . 

Soit le modèle : 

yk = xk 3k + uk k = 1, 2, ..., n 

où x^ désigne le vecteur sur lequel on régresse. 

3̂ . est le vecteur des paramètres de régression au temps k . 

u^ est l'erreur : les u^ sont supposées indépendantes et de loi normale 

centrée de variance o\2 . 
k 

L'hypothèse à tester est qu'il n'y a pas de rupture : 

Ho={B1=B2=....=Bn 
et a, - a 2 = ... = an} . 

En fait, mus n'envisagerons ici les propriétés des tests que dans le cas d'une 

contrehypothèse du type {3j = $2 = * * * = ^ r ^ 1 ~ * * * = n̂ et 

<jj = 0̂  = • • • = crn} et du point de vue asymptot ique ; nous supposerons observer 

r i k le processus Y sur |_0, 1J aux instants — (k = 1, 2, . . . , n) donc en des 

instants de plus en plus rapprochés. Sous l'alternative, nous supposons par con­

séquent qu'il existe t Q e Jo,l£ tel que pour : 

k 
n < to yk,n suit 

N(xk,n Bo ; o2 

k 
n 

> to Yk,n suit 
N(xk,n B1 ; o2) , B0#B1 

Aucun caractère d'optimalité ne se dégage de chacun des tests proposés, ceci 

étant dû, d'une part à 1' étendue de l'alternative, d'autre part au fait que t Q 

est mal estimable, même si on restreint l'alternative comme ci-dessous. 

Les tests proposés dans £l] sont construits à partir des résidus rëcursifs 

(ceux-ci sont obtenus à partir des résidus habituels par orthogonalisation) 
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EXPOSE 5 

wk 

yk - x'k V i 

' + Xk ( Xk-! X k - I

) _ 1 Xk 

avec \ - <*k xk>"' K \ et \ -

X P 
X2 

Xk 

Yk= 

y i 
y2 

yk 

Nous allons étudier du point de vue asymptotique, le test basé sur les sommes 

cumulées de résidus puis celui basé sur les sommes cumulées des carrés de résidus. 

Pour les deux tests, nous distinguerons les cas o connu et a inconnu et nous 

nous limiterons au cas unidimensionnel (rupture de moyenne). 

I - 1) Test construit sur les sommes cumulées de résidus 

I__I_l̂ _i_!2_2_ĉ nnu 

Les variables y, suivent une loi normale k/ (m,,a2) pour k < nt et ^ k, n ni >• i > ' r o 

une loi normale (/* (m̂ , a 2) pour pour k >̂  nt Q . 

Sous H , on a t = 0 ou m, = m„ o o 1 2 

sous Hj , on a t e l o , 1 T et 
O J ' u 

m j - m 2 = d ̂  0 . 

Les résidus récursifs valent "k = 

-k-1 
y k - y 

1 + 1 
k-1 

k = 2, ..., n où 

-k-1 
y 

k-1 

i-1 
yi 

k-1 

Le test basé sur les sommes cumulées de résidus consiste à rejeter l'hypothèse H Q 

s'il existe t dans ] o , 1 [_ tel que l s

n - i ^ t ^ l > avec g(t) = at + y 

pour un a > 0 . 

s

n_j(") désigne la ligne polygonale partant de 0 et joignant les points 

k-1 
n-1 

k 

i=2 
00 . 

n-1 
k = 2, 3, ..., n . 
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TESTS DE RUPTURE 

I.1.1. a) Calcul_du_niveau 

Sous H q , les 0)̂  sont des variables aléatoires indépendantes |^(0,cr2) , 

leur transformée de Cramer est h(u) u 2 

2a2 

DT après le chapitre n° iv ( [ôj ) , on a 

V a > 0 , ~ Log P R (3 t, |sn_,(t) | > at + y) • - inf t. h 
n t" 

at + a 
2̂  

t 
13-

2 
a 2 

ce qui signifie en particulier que ce test a toujours un niveau exponentiel. 

îjLl^ij._^i_2êl£yl_ËË_I^ÉIIËHI_ËË_2ème_es£èce 

Sous Hj , les n suivent une loi normale de variance a 2 et de moyenne 

égale à m̂  pour k < nt Q et égale à m^ pour k > nt Q . Alors les résidus ré-

cursifs sont indépendants et de loi ^*(Ea)^,a2) où : 

E u = 0 k pour k < nt 
o 

E a), k 

[nto] 

k-1 (m2~m1 ) 

1 + 1 
k-I 

K l 
n 

d 

' k 
n 

,k 
n 

1, 
n' 

t .d 
o 
k 
n 

pour k > nt . 

D'après le chapitre n° IV ( [è] ) , l'erreur de 2ème espèce se calcule ainsi : 

lim 
n->oo 

1 
n 

Log P R (|sn-,(t) | < at + | , Vt) 

lim 
n-x» 

1 
n 

L°S PH ( Sn-l ( t ) < a t + I " told|-L°g T"' 't>t • V t ) 

O O O 
= - u)(g*) en utilisant les notations du chapitre n°rv ( [ô] , §111. 3°) . 

Pour avoir une décroissance exponentielle, il faut déjà que : 

Inf g(t) soit négatif. En particulier 
t 

g'(t) = a 
t |d| o1 1 . 
t >to 

doit être négatif en t , ce qui nécessite : a < |d | . 

o Si t < a 
|d| 

< 1 alors g' s'annule au point T 
o 

t I d l 
o1 1 

a eE [to,1] 
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EXPOSÉ 5 

ce qui donne inf 
t 

g(t) = g(TQ) = a (to ld[ 
a 

+1/2 - t 
o 

|d| 

a 
Log ..Ilk 

a 

o Si 
a 

|d| 
< t 

O 
alors inf g(t) = g(l) = a(4 + t î -L Log t ) . 

t 2. o a ° oy 

Trois cas 

seront à distinguer pour lé calcul explicite : 

cosi) C03 Lù \ 
cos iii) 

o Si Idi ^ a , pas de décroissance exponentielle de l'erreur . 

. si to <a/|d| <1 et 
a 

F T 

i 

Zt 
o 

+ 1 + Log a 
|d| 

> o pas de décroissance 

exponentielle de l'erreur. 

o Cas i) o ̂  
a 

|d| 
< i et a 

|d| 
1 

2t 
o 

+ 1 + Log a 
|d| 

< 0 , la deuxième 

inégalité peut s'écrire a 
|d| 

< u(tQ) avec y(tQ) solution de u 
2t 
o 

+ 1 + Log y = 0. 

Cette valeur T-̂ ô̂  est supérieure à t Q si et seulement si est inférieur 

-3/2 . • • à e . Par conséquent, le cas i) ne se produit pas si t Q est supérieur a 

e . Notons T j la racine comprise entre t Q et t Q ^ ̂  ̂  de l'équation 

g'(t) = g(t)/t ; 
est nécessairement inférieur à t dans ce cas puisque la 

o 
fonction g est convexe sur |j: , 1J . On obtient alors : 

T ] 

OJ (g ) = 
1 

o 
h(g*'(t))dt = 

g(T,)2 

o 2 

2a T j 
+ 

T 
o 

0 
g f(t) 2 

2aZ 

dt 

= t 
o 

a 2 

2 

a 

(e 

-(1 + a 
2t d ' 
o1 1 + a 

|d| 
Log a 

|d| 
+ 1 

Zt 
o 

2 

d 2 

-3/2 o Si t > e ' et o to <a/|d|<2/3to Log1/to 
alors g(l) est positif 

et par conséquent, pas de décroissance exponentielle. 

. «_ ^ -3/2 o si t < e o et a 
|d| 

< t 
o 

, • • -3/2 ou bien si t > e o et a 
< K 

Log 1 t ' o 

on est amené à distinguer deux cas suivant que t1 est inférieur à 1 ou non ; 
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TESTS DE RUPTURE 

le cas ii) correspond à Tj << 1 , ce qui se produit si t Q < e
 1 et 

a 
|d| 

< 2tQ(Log 
1 

o 
- 1) cette dernière borne étant plus petite que t Q Log 

o 
. _ -3/2 sx t > e o et plus grande que t dans le cas contraire. Le cas iii) corres­

pond à Tj > 1 , ce qui se produit pour t Q > e ^ ou bien t Q < e ' et 

a 
|d| 

> 2t 
o 
(Log 1 

t 
o 

+1) 

o Cas_ii)̂  t « e" 3 / 2 

O 
et a 

m 
< t 

o 

-3/2 ^ -1 ou e ^ t ^ e o v- et 
a/|d|<2to(Log1/to-1) 

alors w(g ) = 

g(t1)2 

2a2 Tj 

r i 

t1 

8 ?(t) 2 

2a2 

dt = 
t d 2 

o 
a 2 

2 
a 
d Z 

1 
t 
o 

+ e 

"(1 + a 
2t d ' o 1 1 a 

|d| 
Log t -t } 

to o o 

o Cas iii) -1 t > e o et a 
|d| 

2 
* 3 

t 
O 
Log 1 

t 
o 

-3/2 _ -1 ou e ^ t <: e ^ o ̂  et 2tQ(Log -L- - l) 
o 

a 2 T 1 
< Tdf < 3 fco L°8 T" 1 1 o 

alors w(g*) g(D 2 

2a2 

t d 2 

o 

a 2 

9 
L8t 

o 

2 
a 
d 2 

3a 
^df 

Log tQ + 
t 
O 2 

(Log t Q)
2} . 

!d| 

u/|d| 

2t(log1/to-1) 2/3tolog1/to 

e-1/*2 e- 1 1 t. 
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EXPOSE 5 

—-L—Z.2. - inconnu_£_niveau 

La région de rejet est la même que la précédente si ce n'est que a 2 est 

ici estimé par l'estimateur classique des moindres carrés 

i n o i n o ~? 1 / —nN 2 1 ^ 2 
n l k = 1 k n 1 k = 2 k (voir [l]) : 

D = t e [o, l] tel que 
|sn_,(t)| 

CT 
> bt + !> 

Du point de vue fonctionnel , D peut s'écrire 

D = {f telle que 3 t e C0»1] » 
|f(t)| 

^ o 
f (t) 2 d t ) 1 / 2 

> ht + |> . 

C'est un exemple d'ensemble fonctionnel où la théorie exposée au chapitre n°iv 

([ôj ) ne donne aucune précision : en effet, l'intérieur de D est vide et sa 

fermeture contient 0 de sorte que W(D) = +» et W(D) = 0 . 

o étant donné l'aspect homogène de la contrainte, il est évident que si D 

n'est pas vide, alors D contient la fonction identiquement nulle. 

/2 

- si b < -y , alors il existe t2 compris entre O et 1 tel que 

/rT, > bx2 + y alors toute fonction f linéaire sur [p»T2-I e t c o n s t a n t e e n ~ 

suite appartient à D f(t) = C.t.lt + C-T2*1t>x d o n c D n e sera pas vide . 
/2 G ^ t . 

- si b > ~2~ » alors D est vide : il est clair envqu'il suffit de s'inté­

resser aux fonctions linéaires sur tp»Tol c a r s^ u n e fonction f appartient à D , il existe T tel que f (T) 

1 
0 f-( t)

2dt) 1 / 2 

> bx + b 
2 

alors la fonction 

linéaire f (T) 
T 

•t-.t<T + f(x).lt>T 
est à fortiori dans D. D étant vide, 

D et D le sont aussi. 

o Même dans le cas où b < 2/2 , on constate immédiatement que D° est vide 

car dans tout e-tube construit autour de f , il existe des fonctions qui "oscil­

lent" trop pour appartenir à D. 
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TESTS DE RUPTURE 

Néanmoins , P (D) décroît exponentiellement comme le montre l'encadrement H o 
- T. 1 suivant dans le cas ou b < : 

/2 

o V e > 0 , P H (D) < P H H t, 
o o 

|s„.,(t)| 

a(l-e) 
> bt + + P H {5 < a(l-e) } 

o 

or : 1 Log P H ( 3 t , 
O 

|sn-1(t)| 

a 
> (l-e)bt + (l-e)b-

2 
-> - b2(1-e)2 

^ Log P R {9 < a(l-e)} • -
o 

(1-e)2 - 1 - Log(l-e)2 

2 

lim - Log P u (D) < - inf{b 20-e) 2 , n H n o 

(l-e)
2-l-Log(l-e)2, 
2 

o V e > 0 , P H (D) > P H {3 t, 
o o 

|sn_,(t)| 

a(l+e) 
> bt + -|} - P R {9 > a(l+e)} 

o 

ïï L o g ph { i t-
O 

|sn_.(t)| 

a 
> (l+e)bt + (l+e)b, 

2 
2 2 - b Z(l +e)

Z 

± Log P H {5 > a(l+e)} • -n ri o 

(l + e)2-l-Log(l+e:)2 

2 

sup 

e 

(l+e)2-l-Log(l+e)2 

2(l+e)2 
•1 > b 2 

donc 3 2 2 
£ 0 > 0 tel que b (1 + ec) < 

(l+e0)
2 - 1 - Log(l+e0)

2 

2 

on en déduit que : lim 1 Log P R (D) 
n o 

2 2 
> - b (l+£o) • 

1.2. Test construit sur les sommes des carrés de résidus - o~ connu 

Î 2̂ J_)__Niveau 

La région de rejet s'écrit : (3 k e {2,3,...,n} tel que 

1 
(n-l)az 

k 

i=2 

2 03 . î 
k-1 

n- i 
+ c} soit finalement : (3 t e [p>3 te^- cl u e s s

n j (t) > t + c ) 

avec c > 0 , où ssn_j(») désigne la ligne polygonale joignant l'origine 0 et 

les points rk-1 
n- 1 

1 
55-1 

k 

i=2 
4 ï pour k = 2, ...,n. 
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EXPOSÉ 5 

On a vu dans le chapitre n° IV ( ̂6̂j ) que : 

^ Log P R Q t , ss^jCt) > t+c) y - inf t.hQ(-^) 
o t 

2 où h est la transformée de Cramer d'une variable suivant une loi x, soit ; o 1 

ho(x) = x-1 - Log x 
2 

x > 1 . 

Donc Vc > 0 , ̂  Log P (3 t, ssn (t) > t+c) y -

n n n — 1 

c - Log(l+c) 
2 

=-Ho(c) 

On remarque, c'est la même vitesse que pour le test admettant pour région de 

rejet seulement 16 

(n-l)a 

n 

i=2 

2 
î 

> 1+c} . 

I^2^2^_Erreur_de_2ème_esDèce 

Sous Hj, les variables o)̂. sont indépendantes et suivant des lois normales 

de variance a 2 et d'espérance : 

E o), k 

t d 
o 

n n 

L k>nt ' o 

On a donc à évaluer ÌLog P (Vk , 1 

(n-l)a2 

k 

i=2 

2 k-1 
n-1 

+ c) .Ce 

problème n'a pas été traité explicitement dans le chapitre n° iv ( \p\)» c a r l a 

suite (̂iP > k = 2, n n'est plus stationnaire. Toutefois, on a de même 

(cf. [2]) : 

l Log P H ^ k , 1 

(n-l)a2 

k 

i=2 

2 k-1 
n-1 

+ c) -> - inf 
f eD 

1 

o 
ht(f'(t))dt 

où D = {f telle que V t e [o, l] , f(t) < t+c et f(0) = 0} 

et ht(.) désigne la transformée de Cramer de la variable 1 
2 
a 

[nt] 
, soit ici : 

n

t(x) = sup (xu + y Log(l-2u) -
u 

t

2 d 2 

o 2 2 a t 

u 
l-2u t>to) 

On est amené à résoudre le problème suivant : 
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TESTS DE RUPTURE 

Trouver inf 
f 

•1 

o 
h (t, f'(t))dt sous la contrainte : 

f(0) = 0 et f(t) -< C , Y t e [O, f] si on note h (t,v) = h (v+1 ) . On 

utilisera le fait que ĥ  est décroissante en t et convexe en v . Ce problème 

est équivalent au suivant : 

"Trouver inf. 
g 

1 

o 

Y(t) 

g(t) 
u(t,v)dv sous la contrainte 

1 

o 
g(t)dt < c , 

e [o, l] , avec : 

u(t,v) 
3h, 

3v 
(t,v) 

y(t) étant défini par u(t,y(t)) = 0 **=3> y(t) = 
t d

2 

o 2 2 a t 'c>t • 
o 

Remarque 1 : Il est évident que la décroissance de l'erreur ne sera pas exponen­

tielle si la fonction y(*) respecte la contrainte : 
1 

t 
o 

y(t)dt ^ c soit si t (1-t ) 
o o 

d2 

z 
CT 

< c . 

Pour c e 10 , t (1-t ) J o o 
d 2 

2 
£ , on va exhiber la fonction g réalisant 

1'inf imum. 

Remarque 2 : A t fixé, la convexité de ĥ  par rapport à v implique que 

u(t,v) est une fonction décroissante de v et que les courbes 

de niveau g^(t) définies par : v = g^(t) < > u(t,v) = X > 0 

sont des fonctions décroissantes de t sur [[^»0 * ̂ n a : 

gx(t) -
-2A 
1+2A 

+ 
t 2 d 2 

n 2 2 a t 

1 

(1+2A)2 

]t>t 
o 

Remarque 3 : Il suffit de considérer les fonctions g inférieures à y car 

pour toute fonction g réalisant la contrainte, la fonction 

inf (g,y) réalise aussi la contrainte (car y 0) et donne une 

intégrale plus petite. 
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EXPOSÉ 5 

Nous serons amenés à distinguer deux cas selon que la courbe de niveau ĝ  

réalisant g^(t)dt = c vérifie : S^^) > 0 Pour t e Ĉ q»!! ou non 
* o 

Cas_i) la courbe de niveau g^(t) = -2A 
1+2A 

+ 
t 2 a 2 

o 2 2 o t 

1 

(1+2À)2 

1 t>t o 
telle 

que 
•1 

o 
5x(t)dt = c vérifie ĝ  > 0 sur [J t o , f ] . 

Alors nontrons que ĝ  est meilleure que toute fonction g inférieure à y 

r1 

et réalisant g(t)dt >< c . 
o 

r1 

o 
dt 

Y(t) 

g(t) 
u(t,v)dv = 

1 

o 
dt 

'Y(t) 

g v g x ( t ) 
u(t,v)dv + 

r 1 

o 
dt 

, g x ( t V g 

g(t) 
u(t,v)dv 

> 
1 

o 
dt 

Y(t) 

gvgx(t) 
u(t,v)dv + A 

1 

o 
dt 

gA(t) V g 

g(t) 
dv 

= 

o 
It 

Y(t) 

g v g x ( t ) 
u(t,v)dv + A[ 

o 
g v g x ( t ) d t -

1 

o 
g(t)dt] 

> 1 
0 dt 

Y(t) 

gvgx(t) 
u(t,v)dv + A [_ 

1 

o 
»xvg(t)dt -

1 

o 

t(t)dt] 

> 
o I 

Y(t) 

g v g x ( t ) 
u(t,v)dv + 

1 

o 

g ( t V g 

gx(t; 
u(t,v)dv 

= 1 

o 
it 

V(t) 

gx(t) 
u(t,v)dv . 

On est dans ce cas si r\ ) 

OU SÌ t < --7 e t 

o 2 

4t (l-2t ) 

o oJ 

d 2 

2 

o 
(I + 1 + 

4 t p 2 ^ 

2 
a 

,< c * t (i-t ; 
^ o o 

d 2 

2 
a 

on obtient inf 
f eD 

1 

o 
h (f»(t))dt = 2 Xog A -

A-l 
A 

toO-t0)d
2 

2 
a 

"2}A 

avec A = 1 + 2A = 
1 + 1 + 4to(l-to) 

a1 

2 
o 

: i+c) 

2(l+c) 
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TESTS DE RUPTURE 

r1 

Cas_ii2 la courbe de niveau réalisant g^(t)dt = c est telle que 
^ o 

g (1) < 0 . Nous allons montrer que la courbe réalisant l'infimum est g défi-
A A 

nie par : 

g (t) = g A(t)(l t < t + 1 n ( t ) ï 0 ) . X étant tel que { £ (t)dt = c 

o o &A ' Jo 

Si g est une fonction réalisant l'infimum, nécessairement g réalise l'égalité 

dans la contrainte : g(t)dt ,< c pour tout x ; posons alors : 
' o 

x = inf {T , [ g(t)dt = c} . 
g J o 

Nécessairement g est nulle pour t supérieur à T .En effet, sur [j , f] , 
g g 

toute "arche de type g > 0" sera précédée d'une ou plusieurs "arches de type 
fg fX 

g < 0" de surface au moins égale car & g(t)dt = c et g(t)dt ^ c pour 
' o ' o 

tout x . Ces deux arches sont alors séparées par une courbe de niveau g,, , A'>0 ; 
A 

par un raisonnement analogue au cas i) , on obtient : 

C 
g 

it 
rY(t) 

'g(t) 
u(t,v)dv 

1 

T 
dt 

Y(t) 

o 
u(t,v)dv , 

La fonction g étant optimale, elle est donc nulle sur L~Tg> 0 • 

o Un argument analogue permet d'affirmer que g est nécessairement positive 

sur [t , T I . u 0> gJ 

o Pour achever la démonstration, il suffit de faire la même démonstration que 

dans le cas i) 

fl (Y(t) 
dt u(t,v)dv = 

Jo jg(t) 

fl fY(t) r\ fg^gA 

dt ^ u(t,v)dv + dt u(t,v)dv 
o &v&\ S 

f 1 f Y ( t ) Z 1 ^ r 1 

> dt ^ u(t,v)dv + X (I gvgx(t)dt - g(t)dt) 
Ô §Vêx 

r 1 r Y ( t ) r 1 ^ r 1 ^ 
= dt % u(t,v)dv + À( gvgA(t)dt - I g (t)dt) 

J o J gvg^ ^ o J o 
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EXPOSÉ 5 

D' où 
1 

o 
dt 

Y(t) 

g(t) 
u(t, v)dv > 

ri 

o 
dt 

T(t) 

gt(t) 
u(t,v)dv . 

On est dans ce cas si t < et 0 < c < 
o 2 

4t (l-2t ) o o 
d2 

2 
a 

1 + 
r 2 l+4t o 

d2 
2' 
a 

2 

on obtient ainsi : inf 
feD 

1 

o 
ht(f'(t))dt = \ Log 

l+i 1 + 4t2 

o 

"d2 

z 
2 

+ 1 -
t2 d2 

o 
o 2 

2a 

+ t M . 
o a 

A2-l 

'A(A-l) 

' 2 1 + 4t o 
dz 

a 
+ 
t d2 

o 
2c/ 

^ ) 2 + 

t |d| 
o 1 1 

2a 
. Log 

2t Idi , 
o-1—+ a 

> t0J d 2 

2/A(A-l)+(2A-l) 

avec A = 1 + 2À solution de [л2 
С 
О 2 

а 

2 - 4 - A(A-l) = 0 . 
a 

II - ÉTUDE D'UN AUTRE TEST POUR DÉCELER UNE RUPTURE DANS UN MODÈLE 

Nous avons supposé que les ^ n » k = 1 , . . . , n sont indépendantes et 

suivent une loi F, pour k < nt et une loi F„ pour k nt . Notre problème 1 o 2 ^ o ^ 

est toujours de déterminer s'il y a une rupture effective (t ^ 0 , et F ^ F 2) 

ou non. On a vu dans le paragraphe précédent qu'une des difficultés sous-jacentes 

était la mauvaise estimabilité de t Q pour de telles observations. On va essayer 

de contourner cette difficulté en "randomisant" les instants d'observations. 
k Au lieu d'observer le phénomène à des instants — fixes, on va tirer au sort n 

les instants d'observation, par exemple avec une loi n ̂ n sur [p>l]n » de sor­

te qu'on obtient un n-échantillon (X , X , X ) avec X. = Y.y où 
J j 

(Uj, U 2, U n) est un n-échantillon de la loi ïï sur [o, l] et les variables 
Y suivent la loi F, si u. < t et la loi F„ si u. > t . Si II est une 
u_.,n 1 J o 2 J ° 

loi absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur [b,Q et si on 

note TT = IT(U < t ) , alors (X. , X 0, ...,X ) est un n-ëchantil Ion de la loi o v o 1 2 ' ' n / 

mélange : TT̂  F ̂  + ( 1 - Tr

0)^2 dont les deux premiers moments sont : 

TT m, + ( 1-TT )m0 et a 2 + ir ( 1-TT )d (on a noté mt et a 2 les moments de F,, o 1 o 2 o o I i 

m^ et a 2 les moments de F^ et d = -m^) . 
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Sous cette forme, l'hypothèse naturelle à tester est : 

H = {TT C 1 "TT )d2 = 0} o o o 

et la méthode des moments amène à comparer l'estimateur classique de la variance 

à a2- . 

On va étudier ce test d'un point de vue asymptotique dans le cas très simple 

où Fj - t^T (nij,a2) et = l\f (m^,o2) . Pour faciliter l'exposition, on conser­

vera la randomisât ion, sous la forme Jl®U , des temps d'observation. En réalité, 

aussi bien au niveau théorique que pratique, on procédera un peu différemment 

(l'équivalence des deux procédures étant montrée en appendice) : n étant fixé, 

nous supposons disposer de N(n) (avec N^ n^ * temps possibles d'obser­

vations disposés sur K), lj : U, , U„ , . . . , ILT et leurs observations associées 

f 1 2 N 
Y u , ..., Y y avec Y y suit la loi Fj si < t Q et la loi F 2 si 

1 N i 
U. > t ; et on va effectuer un tirage uniforme et sans remise des n instants i o 

parmi les N(n) . L'arbitraire dans la loi II se retrouvant ici dans le choix 

arbitraire des instants JJ > , . . . ,U possibles. 

On verra que la loi II peut être choisie de façon plus ou moins appropriée 

et qu'on aura intérêt à utiliser l'éventuelle information à priori sur l'instant 

de rupture t . 
o 

II.1. Définition du test 

II^l^O a_connu 

La région de rejet sera du type : D = l 1 

Cn-l)a2 

n 

i=l 
(X i-X)

2 > 1+c} avec 

c > 0 déterminé par le niveau a du test P H (D) = a. 
o 

IÎ_]_̂__[)_ a_inconnu 

Dans ce cas, on conserve le même principe de test mais on remplace a 2 par 

une estimation faite à l'aide d'un deuxième échantillon de taille n : 

V,, V 0, V réalisé suivant la même procédure que X., X„, X mais les 1 2 n 1 2 n 

instants d'observation étant cette fois tiré selon une loi IT'^11 , II' ayant 
n n 
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pour support Q),aJ avec a^ : suite décroissante vers 0 . Ce second échan­

tillon est supposé indépendant du premier et forme un n-échantillon de la loi 

IT ' F. + (1 ~n ' )F0 : il est clair que pour t > 0 , ir ' vaut 1 pour n n,o 1 n,o 2 n r o ' n,o ^ 

assez grand. D'un point de vue plus pratique, si on présume que la rupture se 

produit après un instant tj ou avant un instant > on prend alors II ̂  = n' 

loi chargeant uniquement [jO, t ou [ĵ jl] respectivement. 

On pourra donc tester l'hypothèse H q à l'aide de la région de rejet 

n 

i=l 
(X. - x) 2 

n 

i=l 
(Vj_ - v)

2 

> 1 + c 

avec c > 0 déterminé par le niveau du test. 

II.2. Propriétés asymptotiques 

Soit maintenant un n-échantillon (X^,X^,...,Xn) de loi F = F^ , nous 

noterons : 

on(t)= (...) 
n _ 2 

tig1(xi-x) 
e dF(Xj) ... dF(xn) 

On suppose que : ^ Log 4)

n(
t) converge vers une fonction notée Log <p(t) 

en tout point sauf éventuellement à la frontière du domaine de définition de 

Log <f> . On suppose de plus que O est un point intérieur à ce domaine. Si on note 

h(-) La duale de Young de Log $(•) , d'après le chapitre n° x ( E^J) , on a : 

lim 
n̂ °° 

I Log P 

n — 2 
i£,<V x ) 

(n-l)a2 

> 1+c) = - h((l+c)a2) , Vc > 0 

lim 1 Log P( 
n-x» 

n _ 2 
i£,(V x> 

(n-l)a2 

< 1+c) = - h((l+c)a2) , Vc < 0 

II.2.1) Application à des lois particulières 

a) F est la loi m, a 2) 

On a dans ce cas (J> (t) = n 
1 

1 - 2cr2t 

n-1 , ce qui donne : 
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lim — Log P n to 

n-x» 

n — ? 
X.-X) 
i 

(n-1)a2 

> 1 + c) = - H (c) , c > 0 

avec Ho(c) -
c - Log(1+c) 

2 

b) F ^^_^_^2L-^-^^L^2\^kl.^Ìi-^J^^L^^^L^ TTQ 

Cette loi F a l'intérêt de montrer que 
n 

i=l 
(x i-x)

2 ne se comporte pas 

forcément comme 
n 

i=l 
[Xi - E(X)]

2 ; elle introduira d'autre part plus facilement 

la loi mélange de deux gaussiennes. 

* (t> -
n 

k=o 
C k wk(l - w ) n _ k e n t rrO-rO 
n o o 

Il est facile de montrer que tout t réel , la limite de ^ Log (j)̂  n(t) existe 

et vaut : 

Log 4>(t) = a Log 
TT 
o a 
+ (l-a)Log 

1-TT 
o 

1-a 
+ t a(1-a) 

avec a = a(t) égal à l'unique solution comprise entre 0 et 1 de l'équation : 

Log 1-a 
a 

TT 
o 1-TT 
' o 

+ t(l-2a) = 0 . 

Toutefois, plutôt que de chercher la duale de Young de Log 4> ( • ) , il est 

plus simple de calculer directement : 

n - 2 P( z (X.-X) 
i=l 1 

< (n-l)a2(1+c)) (-1 < c < 0) 

= p[x(i-x) < n-1 

n 
TT (1-TT )(l+c)l o o J 

Pour 0 < TT (1-TT )(l+c) < -J- » o o 4 notons u la plus petite racine de l'équation : 

u(l-u) = TT (1-TT )( 1+c) o o 

On obtient alors, par application simple des théorèmes de grandes déviations 

sur les loi de Bernouilli (cf. par exemple [5]) , en désignant par 

TT = inf(fT , 1 - TT ) o o' o 
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P (X(l-X) < (1-u)) = P (X < u) + P (X > 1-u) TT TT IT o o o 
x 2 P— (X < u) * TT o 

lim — Log P (X(l-X) < u(l-u))= lim — Log P— (X < u) 
n-X» O n-X» O 

= u Log 
7T 
O u + (1-u)Log 

1 -TT 
o 1 -u 

Ce résultat appelle les deux remarques suivantes : 

i) pour c > 0 , n 
i=l 

(X. - X ) 2 > (n-l)a2(l+c) n'est pas une queue exponentielle 

ii) pour c < 0 

I n 2 lim — Log P ( E (X.-TT ) < n ir ( 1 -ir )(l+c)) II Ö TT ... i o o o n-x» o i= 1 

= lim — Log P— (X < TT + n TT o n-x» o 
C TT ( 1 -ir ) n n 

1-27T 
o 

= (TT + C o 
TT ( 1 —TT ) o o 
1 - 2TT 

o 

) Log 1 
1+c ( l - v 

1-2TT ) o 

+ ( 1 -TT - C o 
TT ( 1 —TT ) 
o o 
1-2TT 

o 

> Log 1 
1-c TT 

o 
1-2-rr 

o 
Les deux vitesses exponentielles sont strictement différentes pour 

n - 2 E (X. - X) 
i=l 1 

et 
n 
E (X.-EX) 
i=l 1 

dans le cas de variables de Bernouilli : 

pour c < 0 5 lim — Log P( Z(Xi-X)2<(n-l)TT (1-TT )(l+c)) > 
n-x» 

1 11 

lim — Log P( E (X.-TT ) < (n-l)TT (1-TT )(1+C)) n & . t i o o o 
n-x» i= 1 

c) F est le mélange de deux gaussiennes 

irij,a2) avec probabilité TT q et $f (m^, cr2 ) avec probabilité ( 1 — T T Q ) 

On note d = m-m 0 et u(t) = t.d2 

l-2a2t 
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4>n(t)= (l-2cr
2t) 

n-1 
2 

n 

k=c 

. . , n.u(t) .-(1 --) k k., .n-k n n C TT ( 1 -TT ) e n o o 

On déduit du paragraphe précédent que pour tout t inférieur à I 

2a2 

la 

fonction -i- Log (̂ (t) converge vers Log $(t) définie par : 

log <f>(t) = - 2 Log(l-2a2t) + et Log + (l-a)Log {_^ + u(t) a(l-a) 

avec a = a(t) solution de : Log 1-a 
a 

TT 
o 1-TT 
o 

+ u(t)(l-2a) = 0 . 

On peut écrire sa duale de Young : 

1 ^_Tr 

h(x) = x T + — Log(l-2o"2x) - a Log - (l-a)Log -y-̂ — - u(x) a(l-a) 

avec x = 
2x - a2 - a14 + 4a ( 1 -a)d x 

4x a 2 

et a(x) solution de : Log 
TT 
o 
a 

1-a 
1-TT 

o 

+ (l-2a) d
2 

2a2 

2x-a2-. 2 
a2+4a(l-a)d x 

a 2 + a4+4a(l-a)d x 
= 0 

II.3. Vitesse exponentielle des erreurs pour ce test 

11^2 ._J_̂  Ç[_Ç2ïHiy 

d 2 

On déduit des paragraphes précédents que pour : 0 < C < T T ( 1 - T T ) , 
a 2 

lim ~ Log P H 

n-*» o 

n 
<x.-x)2 

(n-1)a2 
> 1+c) = - H

Q (
C ) 

H0(c) -
c - Log(l+c) 

2 

lim 1 Log P 
n-x» 1 

n 
(x r x )

2 

(n-1)a2 

< 1 + c) = - Hj(c) 

avec Hj(c) = c+1 
2 

1-
1 + 1 + 4a(l-a)^r(c+l) 

2(c+l) 

a d 

2a2 

2(c+l) 

*1 + 
' h2  

l+4a(l-a)—(c+1) 
a 2 

- 1 + 

J Log 
1 + l+4a(l-aW(c+l) 

a_ 
2(c+l) 

- Log 
1-TT 

o 
1-a 
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où a = a(c) est la solution de : 

TT 
t 0 

Log — 

1-a 
1-TT 

o 

+ (l-2a) d
2 

2a2 

2(c+l) 

"ì+v +4a(l-a)—(c+1) 
CT2 

- 1 = 0 

On remarque que dépend de la loi II choisie pour échantillonner les 

instants d'observations seulement par l'intermédiaire ce "n" = n(t < t ) ; et il 

est facile de montrer que : 

H 1 ( C ) ( T T Q ) < HjCCXTT) < Hj(c)(^) 

pour toute valeur de TT située entre TTq et y et pour toute valeur de c posi-

d2 ° 
tive et inférieure à TT ( 1-TT ) . On constate ainsi qu'on aura intérêt à choisir O O o n 

az 

la loi 1T la plus simple possible mais en essayant de se rapprocher de la valeur 

TT̂  = y : dans la mesure où l'on peut pressentir l'instant de la rupture éven­

tuelle, il faudra faire autant d'observation avant qu'après. Un choix optimal mais 

théorique de serait une loi chargeant équitablement les intervalles [6,aJ 

et [̂ l-â jl] avec n-+co—y ® ' Pl u s pratiquement, une rupture présumée dans 

une plage [[t̂ jt̂ ]] conduira à prendre une loi n chargeant équi tablement les 

intervalles [p,tjj et E t2'^* ^ v e c I e m e i H e u r échantillonnage, on obtiendrait : 

H1(c)(1/2)=c+1/2(1 1+1 rrH1+d2/o2(c+1)1 

2(c+l) 

d 2 

8a2 

2(c+l) 

1 + 'l+^Cc+l) 
a2 

" 1 ) 

+ j Log 
1 + I +-̂ 2-(c+l) 

a 
2(c+l) 

11^3^2^ a_inconnu 

Par une simple application, dans R 2 cette fois, du chapitre n° I ( [3"! ) > o n 

montre que : 

lim 1 Log P H 

n-x» O 

n 
X - x ) 2 

n 
E 
i=l 

(v.-v)2 

> c+1) = - inf 
;x,y)eRZ 

x>(c+1)y 

( H (x) + il (y)) si c > 0 

où HQ(x) = HQ(x-l) = 
x-1 - Log x 

2 
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lim ± Log P 
n-*» 1 

n 
(x.-x)2 

n 
E 
L=l 

(v.-v)2 

< c+1) = - inf 
(x,y)eR 
(c+1)y 

( HQ(x) + H j(y)) si с<тт ( 1 -тт ) о er 
¿2 

où H,(y) = Hj(y-i) = y 
2 
1 - 1+v f d 

1 +4a ( 1 -et)—n- y 
2y 

2 a 2 

a d 

2a2 

2y 

1 + / d 2 

l+4a(l-a) y 
a 2 

- 1 

+ y Log 
1 + ' d 2 

1 +4a(1-a)—2 y 

2y 
- Log 

1-TT 
o 1-a 

avec a(y) solution de : 

Log 
7T 

O 
a 

1-a 

1 -77 
O 

+ (l-2a) 
d 2 

a 2 

2y 

1 + • d2 

1 +4a ( 1 -a) y 
a 2 

- 1 = 0 

Les calculs effectués donnent les résultats suivants : 

lim I Log P H 

n-+°° o 

n 
:x.-x)2 

1 
n 
E 
i=l 

(v.-v)2 

> 1+c) = - Log 
1 + f 

/T+c" 
, c > 0 

lim ± Log P 
n-*» 1 

n — 2 
^5, (x.-x) 

n - 2 
I (v.-v)z 

i=l 1 

< 1+c) = 

TT 1 — TT 

- j { Log(l-T) - 2a Log - 2(l-a)Log - a(l-a) 
4 -

1 - T 

+ Log(l + (c+1) T ) } 

avec T=2a2x = 

â2 
(3c+2)+a(l-a)-^(c+l) + 

2 2 
c+2) 2+6a ( 1 -a)-̂ 2-(c+ 1 ) (c+2) + (a ( 1 "cO^K c + 1 ) ) 2 

4(c+l) 

et a(T) solution de : 
TT 

t 0 

Log 
a 

1-a 

i —TT 

o 

+ (l-2a) d
2 

2a2 

[T/1-T]=0 

Remarque 1 : Comme dans le cas où a est connu, le résultat sera asymptotique-

ment meilleur si on se rapproche de la proposition TTQ = -̂

Remarque 2 : Pour un seuil donné (1+c) , on peut améliorer le niveau asymptoti--

que du test en prenant un nombre différent dTobservâtion au numérateur et au déno-
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minateur . En faisant comme ci-dessus 2n observations au total, nous pouvons 

en faire 2n-6 pour la statistique du test et 2n(l-9) pour estimer la variance 

a 2 , 8 e]o,l£ . On obtient alors : 

lim 1 Log P H 

n̂ °° o 

2n. e 
1/oi=1 :x.-x) 

2n(i-e) 1 
î-e L 

i=l 

_ ? 
'V.-V) 
i 

> 1+c) = - inf 29- H (x) + ?0-Ô) H (y) , - v o z o J 

x>(l+c)y 

Le niveau le plus petit est atteint avec e(c) = 1 
Log(l+c) 

1 
c 

ce qui donne : 

lim 1 Log P H 

n-x» o 

2n0(c) 

. i-e(c) 
6(c) 

Z 
i = l 

(x.-x)2 

2nd-e(c)) 

i=l 
(v.-v)" 

. rLog 1+c , T Log c + 1 , > 1+c) = - { è 1 - Log ê } c c 

Il faut d'autant mieux estimer la variance (0 petit) qu'on se fixe un seuil 

grand (0(c) y 0) . 
c-x» 

III - COMPARAISON DES 2 METHODES DE TESTS 

III.1. Comparaison du test base sur les sommes partielles des carrés de  

résidus avec le test global introduit par échantillonnage du temps (a connu). 

La comparaison de ces deux tests se justifie à de nombreux points de vue : 

o d'abord dans leur concept ion même : le premier consiste en une investigation 

k 2 k —k 2 
de toutes les sommes E m . = E (y. ~ y ) ,k = 2, ...,n alors que le second 

i=2 1 i=l 1 

est fondé uniquement sur la dernière somme : 
n _ 2 

E (X.-X) 
i=l L 

o sous H , les variables X. et Y. ont même loi et nous remarquons, que 
0 1 1 

pour un seuil donné, les deux tests ont même niveau asymptotique. 

o sous Ht , les variables X. et Y. n'ont plus même loi mais les erreurs de 
1 i i r 

deuxième espèce asymptotiques ont des expression semblables : 
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1 . 1 - si t ^ - ou si t < et o < 2 o 2 

4t (l-2t ) o o 
d 2 

a 2 

1 + l+4t 
o 

d2, 

a2 

2 
£ c < t (1-t ) v o o 

d 2 

J 2 

, alors 

lim - Log PTT (Kk , 
n ri 

1 

(n-1)a2 

k 
E 
i=l 

2 
03 . 1 

k-1 
n-1 

+ c) = - hj (c) 

avec hl ̂  = 1 { L o g A ~ 
A-l 
A 

+ t (1-t ) o o 
d 2 

a 2 

,A-1, 
A 

} 

et At -

1 + r 
1 + 4t (1-t ) -5- (1+c) 

o o a2 2(l+c) 

- pour 0<C < T T(1—rr) 
o o 

d 2 

a 2 

lim 1 Log P H 

n-*» 1 

n 
E 
i=l 

(x.-x)2 

(n-1)a2 

< 1+c) = - H j(c) 

avec H. (c)=4r {(c+1) (1-A) -a d 

a 2 

: j ~ O + Log A - 2 Log 
1-TT 

o 1-a 

et A = 
a 

1 + / d 2 

l+4a(l-a)—(l+c) 
a 2 

2(l+c) 
, a étant toujours la solution 

Log 
TT 

n a 
1-a 
1-TT 

o 

+ (l-2a) d
2 

2a2 
: i - o - o 

Pour t Q (inconnu) et c fixés , parmi toutes les lois II possibles, on peut 

regarder ce qu'on obtient avec celles qui donnent : a(c) = t 

(cela revient à prendre TT = 
o,c 

t 
o 

(l- 2t) 2(c+l) 

1+v 
/ d 2 

l+4t (i-t )̂ -(l+c) O O çyZ 

• - 1) 

t + (1-t )e O o 

Hl ( c ) (%,c> - h l ( c ) = 1 • 

to-1 

to 
d 2 

a 2 

t0(2to-l) - Log 
1-TT 

o, c 
1-t 

o 
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Or Ato >1 < £ = > C < t (1-t ) 

o o 

d 2 

a 2 

o a était toujours compris entre TT et i , donc ici t sera 
r o 2 o 

toujours compris entre TT̂  ̂  et -i-

de sorte que pour t > o 2 TT > t 
o, c o 

donc H1(c)(IIo,c)>h1(c) 

pour t < 2 TT < t 
o, c o 

donc Hj (c) (TTq c) < hj (c) , 

il suffit dans ce dernier cas de prendre II de sorte que a(c) = 1 - , cela 

revient à prendre 1 - TT au lieu de TT : 
o , c o , c 

H^cMl-ir^-h.Cc) 2 

A t -1 
o 

o 

d 2 

a 2 

(l-to)(l-2to) - Log 
TT 
o,c 
t 
o 

donc H1(C)(1-TTQ c) > hjCc) . 

On déduit des inégalités précédentes et du fait que H J ( C ) ( T T ) = HJ(C)(1-TT), 

que pour toute loi II telle que TT soit compris entre TT et 1-TT » le ^ ^ o ^ o, c o, c 

test global est meilleur que celui basé sur la somme des carrés des résidus ; 

c'est vrai en particulier pour la loi ÏT uniforme sur |jO,f] . On améliorera 

encore le résultat pourvu qu'on ait assez d'information à priori sur l'instant t 

de rupture pour "dilater" ou "contracter" l'intervalle [jDjtJ pour se rapprocher 

de [O, -i] : situation optimale . Dans les autres cas, le test basé sur la somme 

des carrés des résidus est meilleur. 

Cette comparaison n'est valable que pour les grandes valeurs de c si 

t < -i- : en effet si : o 2 

0 < c < 
4t (1 - 2t ) n x o 

1+ l+4t 
o 

d2 

a 2 

2 

les expressions des erreurs de 2ème espèces rendent la comparaison difficilement 

praticable. 
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III. 2. Comparaison du test basé sur les sommes partielles de résidus avec  

le test global introduit par échantillonnage du temps (a connu) 

Le test basé sur les sommes partielles de résidus a pour niveau : 

2 
lim - Log P (3 t e [0,l] , | S (t) | > at + f) = - — , 
n->°° 1 O G 

a > 0 

Le test basé sur la variance empirique de l'échantillon a pour niveau : 

lim 1 Log P H 

n~x» o 

n 

.1=1 
X.-X) 
i 

(n-l)a2 

> 1+c) = -
c - Log(1+c) 

2 
c > 0 . 

L'ajustement des niveaux se fera donc en prenant a_ 

o 

c - Log(c+l) 

2 
La comparaison des expressions des erreurs de 2ème espèce asymptotiques 

s'avërant difficile, nous tirerons notre information de la comparaison des régions 

où la décroissance des erreurs de 2ème espèce est effectivement exponentielle. 

Pour le test basé sur les sommes partielles de résidus, il faut que : 

o si t e" 3 / 2, 
O 

on ait a < y(t ) avec y(t ) solution de 2t 
o 

+ l+Log u = 0 

-3/2 o si t >. e , on ait : o 
a 2 

K 3 
t Q Log 

1 
t 
o 

Pour le test base sur la variance empirique de l'échantillon, il faut que : 

c < TT (1-TT ) o o 
d2 

a 2 

Pour le premier test, les valeurs de a donnant une décroissance exponen­

tielle vérifient : 

a 

c * 

|d| 

o 
X ^ V - ' t ^e-3/2 + f t Log ±. . , -3/2) 

o o o ' 

Pour le second test, les valeurs de a donnant une décroissance exponen­

tielle vérifient : 

o si TT (1-TT ) o v o 
d 2 

a 2 

est petit a 1 ,, . d 
- -6 -TTT(I-TT) a ^ 2 o o o a z 
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EXPOSÉ 5 

o si TT ( 1 — T T ) 

o o o 2 

est grand 
a 

TT (1 - 7 T ) 

o o 
2 

M 
a 

Afin de faciliter la comparaison, prenons une loi IT telle que T T ^ = t Q 

par exemple la loi uniforme sur t P > 0 * P ° u r ^ e s petites valeurs de » o n 

constante que la région de décroissance exponentielle de l'erreur de 2ème espèce 

est moins étendue pour le test basé sur la variance asymptotique que pour le test 

basé sur les sommes de résidus : ce dernier serait donc plus puissant. Pour les 

grandes valeurs de ^ ̂  ̂  , on obtient : 

o u(t o) < 
t (1-t ) 
o o 

2 
< = = > 

t (1-t ) 
o o y 

2 

2t 
o 

+ 1 + Log 
t (1-t ) 
o o 

2 
> 0 

<==> 
1 - t 

o 
2t 

o 

+ 2 + Log 
t (1-t ) 
o o 

2 
> 0 

Cette dernière inégalité est réalisée pour t Q inférieur à e - 3 / 2 c a r la 

fonction qui intervient est décroissante sur [o, -^J et est positive en . 

0 ! t o L o g _ L < 

O 

t (1-t ) 

O o 2 
<==> 

1-t 
o 

t 
o 

+ 
2/2 

3 
Log t > 0 

° o 

Cette dernière inégalité est réalisée pour t supérieur à e-3/2 car la 

fonction qui intervient est décroissante sur [p, f] et est nulle en 1 . 

En résumé pour les grande valeurs de ^ ̂  ̂  , la région de décroissance 

exponentielle est plus étendue pour le test basé sur la variance empirique : 

celui-ci serait donc plus puissant que le test basé sur les sommes de résidus. 
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TESTS DE RUPTURE 

APPENDICE 

On va montrer qu'asymptotiquement, pour le problème qui nous concerne il est 

équivalent de faire un échantillonnage de type ïï^n ou de faire un tirage sans 

remise de n instants parmi N(n) possibles . La solution de ce problème clas­

sique en échantillonnage repose sur la convergence de la loi hypergéométrique vers 

la loi binomiale. 

Notons Uj, U^, les N(n) instants possibles sur [p,l] et 

Yy , Yy les observations associées, les variables Y^ étant indépendantes 
1 N i 

et de loi N(m. , a 2) si U. < t et fV(ni0, a
2) si U. ^ t .On fait un 

1 L O i \ 2 ' ' i o 

tirage de n instants parmi les N(n) de façon uniforme et sans remise : on ob­

tient les observations (X,, X ) = (YTT , . . . , YTT ) . Il nous suffit alors de 
1 n U, U 1 n 

montrer que Log <j> (t) converge vers la même fonction limite qu'avec l'échan­

tillonnage de type IT^n : 

4> (t) = E e*1  

n 

n _ o 
iS,<xrx> n 

E 
k=o 

C7T N 
o 

n-k 
(1-TT )N 

c n 

N 

(l-2a2t; 

n-
"~2 

e 

,2 nt d 

l-2a2t 
'-( 1 - -) n n 

n 

k=o 

Pour n grand , 2 
n 
Log 4)

n(
t) ̂  — Log (Max A k) 

k 
^ — Log A n ° an avec : 

a = a(t) solution de Log 
TT 
o 
a 

1-a 
1 —TT 

o 

+ (1 - 2a) t d 2 

l-2a2t 
= 0 

ce qui donne , en utilisant la formule de Stirling : 

1 1 71 

- Log <f>n(t) > - y Log(l - 2a2t) + a Log + (l-a)Log 
1-TT 

o 1-a 
+ a(l-a) t d 2 

l-2a2t 
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