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GRANDES ET MOYENNES DEVIATIONS POUR LES

MARCHES ALEATOIRES.

D. PICARD - J. DESHAYES.

On considére une suite de vecteurs aléatoires indépendants et

équidistribués : El,..., in de 1l'espace euclidien Rk (toutes les normes étant
équivalentes, on pourra utiliser la norme : p(x) = Sup] xil
i=1,..k
Eg = 0
EEE' = B avec dét B # O.

On pose S0 =0

On définit la ligne polygonale sn(t), te BL]] dans Rk construite

. S.
sur les points (ﬁy X‘L)) pour j = 0, 1, ..., n ; od x(n) désigne une suite de
nombres positifs telle que x(n) TS o et x(n) = 0(n).
va "

On s'intéressera au comportement asymptotique de sn(t) ; pour cela

on se place dans 1l'espace E?k[b,lj des fonctions continues de [b,l] dans Rk muni

de la norme uniforme notée || . ||; et on &tudiera P(s_(.) €G) ol G est un
borélien de @ [0,1].

Dans la partie I, on introduit la fonctionnelle w qui joue pour
les marches aléatoires le rdle de la transformée de Cramer dans les théorémes de
grandes déviations. En premiére lecture, on pourra omettre les propriétés de w.
Aprés avoir énoncé les théorémes dans la partie II, des exemples d'applications
sont mis en évidence dans la partie III. La partie IV est consacrée aux démonstra-—
tions et dans la partie V, on envisage le cas ol la transformée de Laplace de &

existe seulement dans un voisinage de O.

Cet exposé a &té construit d'aprés des résultats de Borovkov [ 2] et

Mogulskii [3].
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EXPOSE 4

1. PRELIMINAIRES ET NOTATIONS.

On désigne par qjg(.) la transformée de Laplace de la variable aléa-

toire £ et par hg(.) sa transformée de Cramer

e<A,g>

VeRY s ) = E

@ €RS > ho(e) = Sup { <a> - loggp, () )
rerK
On note? 1l'ensemble des fonctions de E’k[O,ll partant de 0 en t=0
o
et I' 1'ensemble des lignes polygonales (ayant un nombre fini de sommets) de € ,
o
ces deux ensembles étant munis de la topologie trace.
Les propriétés asymptotiques seront énoncées a l'aide de la fonction-
nelle wE définie par :
1
feT ~ e (f) =J‘ hg (£'(t))de f dérivable presque partout.
o

Proposition. we est une fonctionnelle semi-continue inférieurement sur I.

démonstration : soit fcT' de sommets (ti’ f(t)), i =0, 1, ..., j.
Pour un nombre € positif, on notera B(f,c) 1l'ensemble des fonctions g de f&[o,lj
telles que ||g - £]| < ¢

La fonction h &tant s.c.i. (cf[1]), on en déduit que v n > o,

£ e - sy £(e) - £t )
§€>0 tel que gc B(f,e)nl“, hg (—t——‘:—t‘—“——‘)zhg (——t—-——_———t————— )-— T »
i il i i-1
pour i = 1, 2, ..., j. Par intégration, on obtient We (E) > wg(f) - n, ol
E désigne la ligne polygonale de sommets (ti, g(ti)), i=0, ly.ec., 3.

La fonction h, étant convexe, on peut appliquer 1'inégalité de
g g(t) - g(t,_))
©rTi 8Lt

£ ( P ———— ) ce qui donne
i i-1

Jensen : ——— J* hg (g'(t) dt > h

“

A 3%

LR R %

1
[ b (g'(e))dt > w, & > we (£) =

' [y

L
La fonctionnelle wg étant s.c.i. sur 1l'ensemble I' qui est dense dans
f%, on la prolonge naturellement en une fonction s.c.i. surt% en posant
£ Ef% ~—y (f) = inf lim we (fn)
{fn}e r

£, - £l o0
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MARCHES ALEATOIRES

Remarque 1 : Si ¢ n'existe pas partout mais seulement dans un voisinage de O,
. . > 1 .
wg(f) coincide avecJ h?; (£'(t)) dt pour toutes les fonctions f de ’C% telles
o

que f' soit continue & valeurs 3 l'intérieur du domaine de définition de h, .

€

Remarque 2 : Si ¢, existe partout, alors la fonctionﬁ‘;elle wg coincide
avec Vg définie sur ¥, par v.(f) = j ° h(f'(t))dt pour f absolument

céntinue
VE (f) = + ®© sinon.
Nous allons le montrer i l'aide des deux lemmes suivants
lemme 1 : Vféeo, Wg(f) < Vg(f)
démonstration : si Vi(f) =+ © c'est trivial.
si f est absolument continue, elle admet un module de

"
continuité uniforme 8. Désignons par fn la ligne polygonale de sommets

il dyys -
(;l‘ 5 f(;))] =0, ..., n

n L
. > =
On a : vg(f) > vé(fn) wi(fn) car hgest convexe.
n N
e, - €11 = sup plf (©) = £() ]
te 10,1

< sup {o[f, () —%;(&§jn+o G;(L§ﬂ> - £(0)]}
t

< sup {o[?n(ﬁﬂ—n—u) -t ([“Tt]n +p [f(%—l) - f]F 2 5D
t

o n
- { >
an £l] ~0 = ve(f) 2 Lim ve(£) 2 ve(f).
lemme 2 : si P existe partout, V& est s.c.i. Alors on en déduit que pour f¢ CO
— &

vg(f) < inf _1i_rb,1v‘E (fn) < inf lim vg (fn) = wg(f).
(£ Je€, £ Jerl
[1£,- £I] >0 e, - €11 >0
ce qui prouve, avec le lemme 1, 1'identité de we et V-
démonstration : Pour montrer que Ve est s.c.i., on va prouver que pour
tout K positif, les ensembles AK = {fe(,’o, vg(f)f K} sont fermés. Soit fn une

suite de AK telle an - f|| »> 0 ; montrons que f ¢ AK

n >

1 h, (x)
' h, (f'_(t))dt < K et lim £ . + © entrainent que la suite f'_ est
n N
Iy e Sse P n
équiintégrable ; donc elle est relativement compacte pour la topologie O(L], L) -

Soient Yy et v, deux valeurs d'adhérence de la suite f'n pour G(L], L, on a
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t t
alors : f(t) = fo v, (w)du = fo ¥,(Wdu, ce qui implique que f est absolument
continue et Y| =Y, = f'. Donc f'n > £' pour O(Ll, L ). En effet pour toute
1 o]
fonction n, f hg(n(t))dt <K
o

1 1
J  <e®,n >de - [ Log g (g()de £ K, v gel”.
o o
Montrons le sens non trivial
1 1
Remarquons d'abord que [ < g, n > dt - [ Log q)g(g(t))dt SK,vg¢€ L”
1

o o
implique : J' [<g(t)ﬁ(t)> - Log q)g[g(t)1]+ dt < K, vgeL .
o 1

et par suite | |<g(t),n(t)> —Log$£(g(t))|+dt <K, vg
(o]
Prenons g(t) = 68 (n(t)) avec 6€ défini par
<% 0.G) > - Log g [0,60] = (1 -8) h. () implique
. - +
J [ a _'E)hg Lnft)]] ¢ K , et € @étant arbitraire
o
J’o hg ()] ae < k.

Proposition. Siqu existe partout, 1l'ensemble AK ={ feg E%, wE (f) £ K } est
de plus compact dans f%.
demonstration : il suffit de trouver un module d'équicontinuité.

Ayant supposé 1'existence decpg partout, nous pouvons considérer sa restriction

a toutes les ''diagonales™ de RX

Pour u croissant de O a + <, LOgcpg (u,8) est une fonction

. - < ~ . k
croissante en u de 0 4 + ©, ol § désigne 1'un des 2k vecteurs de R dont les

composantes valent +1 ou -1 ; nous pouvons alors considérer la fonction wS(u)
1
Lo :
Boeg &)
tendant vers O en 0.Y

inverse de elle est définie pour u E]O,“[. , Croissante et

Soit Y(u) =L wé (u) définie pour u > 0, croissante et tendant
S

vers 0 en O.

Considérons maintenant une fonction g quelconque de A

" K
osysxs 1l pls(x -gw] < | k L et - gt =<8, g(x) - 5(y)> pour
1'un des §.
1
- = "(e) 1 (t) dt
g(x) - gy J"O ' (0 1p, (0
1 §.1 (t)
ple(x) - g(y)] <8, g(x) - g(y)>_ . . ¥, %]
UG S T - J,oo# s yaey T
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Comme hF, et Logq)g sont en dualité de Young
Vo, VA, <o, A> < hy (0) + Loggp, (M)
1 IE . (t) & 1 1 1 . (t)
' > ? v * Log - P d
donc jo < g'(t), § —L‘L—J——w‘s(x_y) > dt < jo he (g'(©))de + jo (‘g\ng—[Z——-]—w‘S(X_y) Jat

X
1
“vgle) fy L°g“’£[w6_<x—y>‘] at

A

x 1
K+ dt = K + 1
y 77

Nous obtenons p[g(x) - g(y)l <K+ 1)y (x-vy), Vgc Ay, ce qui montre que

(K + 1) (.) est un module d'équicontinuité.
Y q

Pour G borélien de € _[0,1], on pose W, (&) = inf w,(g) si GNTE#P
k e KGN ¢ %
= + ™ sinon.

Des remarques et propositions précédentes, on déduit que
i) si G est ouvert, WE(G) = WE(GHF)
ii) erg, wg[B(f,e)l el wg(f) lorsque € W O.
iii) siq) existe partout, WE[B(G’E)] A WE(E) pour tous les boré-
liens G vérifiant wg(a) < o , G désignant 1'adhérence de G dans q{ [O,l]
Lorsque & suit la loi normale :c}/(’O, B), sa transformée de Laplace existe
partout et on obtient les formes particuliéres suivantes

_ 1 v gl
h (a) =5a" B o

1

w, () =3 [ @ BT () du
(o]
W (G) = inf w (g) si GNE # @ et +  sinon.
8GN

ENONCES DES THEOREMES.

1. Grandes déviations.

On suppose que les variables & ont une transformée de Laplace

sur Rk. Soit x(n) une suite telle que x@® 1, alors VG borélien de ek
lim 1 Log P(s _(.)EG) 2 - W (5) (°3 étant 1l'intérieur de G
n>© n n’ - g ’ '

1im ;—Log P (s,()€6) £ ~W(0)  si W(E) <o

n>° _ °
Finalement,pour les boréliens G vérifiant W§ (G)= Wg (G) ,on a
1
Py Log P (sn(.)e G) > - Wg(G).
n >
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2. Moyennes déviations

On suppose que les variables & ont une transformée de Laplace

dans un voisinage de 0. Soit x(n) une suite telle que Eﬁﬂl >0 et;;ég;_+ .
n
Alors yG borélien de 1%0

. o
Lim D Log P (s (.)€6) 2 - W_(G)
n o]
n-ooo x(n)
Tim L 5 Log P (s (.)€G) £ - W (G) si W (G) < =
n (o] (o]
x(n)
n—)oo
Finalement, pour les boréliens G vérifiant WO(E) = WO(G), on a
I 5 Log P (s (.)€6) > = W _(G)
n (o]
x(n)
Remarques : 1) si les variables ne sont pas centrées mais E§ = a, il suffit

de remplacer G par G, dans les seconds membres des inégalités

G, = {g(t) - a.t , g&G}
.. . . x(n) . .
ii) si la suite x(n) est telle que =~ > B # 1, il suffit de
remplacer G par BG dans les seconds membres.
iii)wO(E) = 0 & G contient la fonction nulle.

Les deux théoré&mes seront démontrés parallélement, il sera donc
commode d'utiliser les notations h, w, W, pour désigner respectivement hg,

w W, dans les cas de grandes déviations et ho’ W wo dans les cas de moyennes

£ g

déviations.

111. EXEMPLES D'APPLICATION.

1. Interprétation de w(f)

Si w(f) < oo, w(f) = 1lim 1im _ n L P
ey 22 5 Log P(s_(.)EB(E,e))
x(n)
= lim 1lim n

Log P (s_(.)EB(f, .
eN0 n o x(m)? n &)

En effet, nous avons vu que Vf EE;, W (B(f,e)) A w(f) quand ¢ Yy 0 et d'autre
part, le théoréme de grandes déviations permet d'écrire

lim

S Log P (s (.) € B(f,e)) 2 -W_(B(f,e))
x(n)
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1im n 5 Log P (s ()¢ B(f,e)) £ - W (B(f, 2¢))
x(n)
et on fait tendre € vers 0

Remarque : Comme e existe partout, W (B(f,€)) est une fonction continue en €

(suffisamment petit) pour toutes les fonctions f satisfaisant 3 la condition

f' continue 3 valeurs a l1l'intérieur du domaine de définition de h.
Cela permet d'en déduire : W(B(f,e)) = W (B(f,e))
et par suite : L 5 Log P (sn(.) € B(f,e)) » - W (B(f,e))
x(n)
et
1im  lim 2 Log P (s _(.) €B(f,e)) = - w(f).

Y0 n x(n)

2. Franchissement de la barriére. (k = 1)

On prend G = {f EGTO 1] telles que 3 af[O,ﬂ, £(t) > g(o)} ,
’
ol g une fonction continue sur fO,l] telle que g(t) > 0, Vvt (le cas contraire
serait trivial : %~Log P (sn(.)e G) - 0).

Etudions d'abord les grandes déviations.

ler cas : Si 555) > ess sup £, V¥Vt ou si gét) > ess sup & dans le cas od

P(§ = ess sup £) = 0 , on a directement

P(sn(.) € G) =0

2e cas : si gEt) > ess sup £, v t dans le cas ol P(§ = ess sup &) > 0

et Eto € ]0,]] (le plus petit) tel que Eéﬁg) = ess sup &£. On obtient directement

P(s (.) € G) = P(s_ (t ) = t_ ess sup &)
= [P(E = ess supg)]btol + 1

= % Log P (sn(.)e G) —~ t . Log P(§ = ess sup &) = vy (8ty) = WE(G)

Dans ce cas, la minoration donnée par le théoréme serait sans

intérét : W (G) = = h %/
|

I v+ +¢qu
|

§
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3e cas : si 3 I:O€ [0,1], E—E—tﬁ < ess sup £&.
o
Pour f€G, posons u = inf {t€ @,ﬂ, f(t) = g(t)} . La fonction

A

g(uw)
u

8y définie par gu(t) = [inf (t,u)] appartient aussi a G et w(f) > w(gu)

donc W(G) = inf w(g,) = inf u.h [%)]
. g(t )
>t

°
G est &viderment fermé et de plus W(G) = W(G). En effet,V t < ess sup &

donc la fonction hg est continue au point Eéil .

VE > 0,31n >0tel que he [ +m Eﬁ%_)i < hg[gég—li (1 + €)
. no_ . n
la fonction g, = (1 +n) g vérifie wg (gt ) < g (g, ) [1 + €]et
o o
g?EG done W.(G) § W(E) (1 + 1), ¥ n > o0.
S'il existe ug unique réalisant inf w (gu), alors on peut
u

interpréter g, ~comme la trajectoire la plus probable conditionnellement au fait
o

que 1l'on franchit la barriére (cf5[ 7] ).

Pour les moyennes déviations, ho est une fonction continue sur R

pour toute fonction g continue sur [b,l], on aura alors

s 2
5. Log P (3t E[O,l], sn(t) > g(e)} » - WO(G) = —inf ui&iﬂ__
x(n) t 207 t
3. Non franchissement de barriéres : k = 1.

On prend G = {£€€[0,1] telle que £(t) < g(t), v t} ol g
de classe C1 et telle qu'il existe t € ]O,l] tel que g(t ) < O (les autres

cas ne sont pas intéressants :-% Log P (Sn(’) € G) > 0 ou = «).

ler cas : Si 3t tel que gét) < ess inf & ou si 3t tel que git) = ess inf §
dans le cas ol P(§ = ess inf §) = 0 on a directement :

P (sn(.) € G) =0

g(to)
to

2e cas : Sto c ]O,l] (le plus grand) tel que = ess inf & dans le cas
oi P (£ = ess inf &) > 0. Ce cas sera traité avec le suivant car hE est
continue sur [ess inf &, Q].

§§£l-> ess inf &, vyt.

3e cas :
s . . e .
Considérons d'abord la fonction g, enveloppe convexe inférieure

de {(0,0)} U {(t,y), y > g(t)} ; en vertu des propriétés g, B est continue sur
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[0,1] et g(0) = 0.
Considérons maintenant t, = inf {t, g(t) = inf g(u)}, en vertu

N
des propriétés de g, g(to) = g(to) < O.

. * v
Notons gx la fonction : g (t) = g(t), t £t

g(to), t 2 to

o
Nous allons montrer que W(G) = w(g*). D'abord w(gx) <t -h [8(0)] <
d'aprés les propriétés de h et de g. La fonctionnelle w étant s.c.i., elle
atteint son minimum sur le compact {f&GFH%, w(f) < w(g®)} pour une fonction
notée g :
— *
W(G) = w(g) < w(g™)
Supposons que w(g) < w(gx).

Si il existe t, tel que g(t]) < gx(tl), considérons une tangente

1

PO . - . - *
a ghau point t, ; elle rencontre g en un point ty < t, car g(0) = g (0) = 0 et
g* est convexe. Deux cas se présentent

ler cas : Cette tangente rencontre g en un point d'abscisse ty > tl’ alors on

v — ) R . t, b, &
aurait w(g) < w(g), ce qui est impossible : 6 v 1 3 1;;
( g(t), t €ty ettty ,%*
v T !
%(t) = ( :
(t3—t t-t, 3
( = &8(t,) + ——  g(ty), t, € t £ ¢t %
( t3-t, 2 t3-t, 3 2 3
2e cas : Cette tangente ne rencontre pas g pour t > t], alors on aurait w(g) <
r
w(g), ce qui est impossible: b, by 4
Q ! . f
~ (8(t), t st ‘ o
g(t) = ( 2 Y}( ‘%‘k
( 1-t t-ty RS :
T 8(ty) + g(1), t >t s ~o
(1=t z 1 -t 2 3 b
ce qui prouve que 3 > g*. 2 A ‘
PSS %

Considérons maintenant 1'ensemble {Qg[O,l], g(t) > gx(t)}
c'est un ouvert donc réunion au plus dénombrable d'intervalles

3 |l n n
Pour un intervalle du type ]t P n[ avec t" <1, on a

*x - * PP
g (£' ) =g (') et g (t" ) = g(t" ) ; d'autre part gx est linéaire sur
n n n n

lt'n, t”n[ car elle est strictement inférieure @ g donc a g sur cet intervalle.
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e s " _
La convexité stricte de h impliquerait que j n oy (gx (t))dt < It n h(g'(t))dt,

t' t!
n n

ce qui contredit 1'optimalité de g.

Pour un intervalle du type ]t', 1[, nécessairement t' > t et

1 1
on aurait 0 = I h (gx'(t)dt {f h (g'(t))dt. Ce qui prouve que g = gx.
t' t'

o
() G est évidemment fermé et de plus W(G) = W(G) si g(0) > 0, et si
gf——»> ess inf §,Vt. ° %
Considérons la fonction de G définie a partir de g par

(= [gx'(o) - e]t sur [0,51, € petit de sorte que gx'(o) - €> ess
- ( .
p ( inf g
Co g™+ 5o - g*6) surfe].
= *
On a : 0 < w(g) - w(g)
£ 1 e . N
RS i < IhE®e)) - n (g% ) - o lde
) ' 0
N N © o %100y lat o] neg®
‘ -3 sjo [h(g™ (£)) = h(g™'(0) [dt +e| n(g"'(0) -
h(g* ) - ol.

. . . x .
arbitrairement petit car g continue en 0 et h

est continue en gx'(O).
Dans ces exemples, gx peut &tre interprétée comme la trajectoire
la plus probable de G, au sens suivant : asymptotiquement la probabilité pour sn(.)

. - P . ~ . e *x
d'appartenir & G est '"équivalente'" A celle d'@tre au voisinage de g’ .

Tv.DEMONSTRATIONS DES THEOREMES

Comme nous le verrons ces résultats sont obtenus par discrétisation

et les outils essentiels sont les théorémes sur les grandes et moyennes déviations

sur Rk ; de fagon plus précise, nous utiliserons les deux théorémes suivants
Théoréme 1. Grandes déviations (cf [1]).

Si les variables aléatoires Ei ont une transformée de Laplace

.. PUR k
définie dans un voisinage de O, alpys pour tout borélien Z de R

1i 1 S .

—%E 3 Log P (;? ¢ Z) = - in§ hE (z)
zcZ

lim

Lrogp B¢ 2) 2 - inf hg (2), ye> 0
n n
zeBp(Z,e)
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°
ol Z désigne l'intérieur de Z dans RK muni de la métrique p et Bp(Z,e)

désigne {y € RK, 32¢ Z tel que p(z-y) < e}.
Théoréme 2.(moyennes déviations).
Si les variables aléatoires Ei ont une transformée de Laplace

.. P k
définie dans un voisinage de 0O, alors pour tout borélien Z de R

lim n Sn .
- . )2 Log P (ETE) c z) > - 1n£ ho(z)
x(n 2cz
lim " _1og P 32 ¢ Z) < - inf h (2), ye > o
n 2 x(n) ~ o ’
x(n)

zeBp(Z,e)

Ce théoréme découle directement du théoréme de moyennes déviations sur R (cf[4])
que l'on étend a Rk, de fagon analogue aux grandes déviations.
En suivant la démarche de [3], nous ferons la démonstration en 3 é&tapes ;

— nous montrons d'abord l'existence d'un ¢- précompact (voisinage
d'ordre € d'un compact) dont la probabilité du complémentaire est négligeable
pour le probléme

- nous établissons ensuite les théorémes dans le cas ol G est une
boule centrée sur une ligne polygonale.

- nous étendons enfin les résultats aux boréliens G, G €, # @.

Lemme 1.

Si les variables aléatoires §; admettent une transformée de Laplace au voisinage

de O (resp. partout) dans le cas de moyennes (resp. grandes) déviationms,

vC > 0,¥ye > 0, il existe un nombre fini de lignes polygonales f‘, I fd c T
d
telles que 1lim Log P (s_(.) ¢ U B(f., €)) < - C
XZ(n) n L2 i’ <
~ ]
Demonstration
Des nombres € > O et 1 N étant fixés, considérons 1'ensemble
1 .
-1
K(e,1) = 0 { fe€, sup o[£ - £()]< e }
i=1
i-1 i
< <=
T St 1
En prenant les lignes polygonales fj a sommets d'abscisses O, %,
d
2 . .
Toeeo 1, il est clair que K (g,1) ¢ U B(fj,e), d = Zk'l

j 1
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1 i =1
P(s (.) € K(e, 1) =P ( U {s_(.), sup plsn(l . ) —.ﬂI(t)‘ > g)
n i =1 n i-1_ .1
1 ~ \1
1 .
ST N ] Sup ols T - s (0] > e}
1 - 1
i=1 1 s tsy
< 1. P (sup i psn()] > &
0<tg~
1
< 1.p (  Max dsi| > e x(n) )
i=7T

De 1'inégalité bien connue sur R (par exemple cf [5])
P (Max [Sj]>0) s 2 (|| > A - 20 /D

igN
On tire : P(s_ (.) ¢ K(g,1))

k .
1 5 P (Max [S;] > g .x(n))
i=

IN

js

=]

< 2kl Sup P ( [SEn]] >e.x(n) - /é_oi /T§§)

i 1

el E® 4 /2 )

<2kl P (p[s

)’

En appliquant les théorémes de moyennes et grandes déviations sur Rk, ol xin)joue

le rdle de x ([%J ), on obtient
Log P (s,(.) ¢ K (e,1)) € = 1 inf h(z)

z ¢ Bp(O,(l-l)ﬁ)

lim
n x (n)
La fonction h étant la transformée de Cramer d'une variable ayant une

h(z)
—— o (c£[1])
p(z) 0 (z)>m

transformée de Laplace définie partout, elle vérifie

On en déduit donc le lemme :

ve>0, ¥C>0, 31 tel que lim
n x"(n)

Log P (sn(.) ¢ K(e,1) ¢ - C

Nous allons maintenant montrer que les théorémes sont vrais
lorsque G est une boule centrée sur une ligne polygonale f de I'. La démonstra-
tion consiste a4 discrétiser le probléme : au lieu de calculer P (p[sn(t) —f(t)]
< €, V¥t), on va étudier le comportement asymptotique de 1l'expression

P (n  {pls (@) - £(@] < b

a€qQ
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yee e , 1)

L
r r

ot Q est un ensemble discret (r étant f£ix&, on prendra Qr = {o,
I1 y aura donc deux parties
— écrire un théoréme de grandes ou moyennes déviations pour évaluer

P (g Tr [sp(@ - £(@] < e).

— approcher P (sn(.)e B (f,e)) par densité en faisant tendre r vers l'infini. Il

sera commode d'utiliser les notations suivantes

pour geg, soit F (g) ={ g(%), g(%) - g(j—;‘->,..., g(1) - g(r;_'>}
a . . n
w, ., kel ir7l G-n 2] r[2]
Fr (g)—{g(n),---, g(—;—)- (T),..., g( 1’1)_
(r=1) 7]
g (——‘—77——)

L'application F de E% dans rK-T consiste a4 mettre dans un vecteur de taille k.r
r
. -1 j ' . . (n) .
les accroissements de g sur les segments [—;~ s ;] et l'application Fr approxime

. . . . . i
F, de sorte que les accroissements soient pris en des points d'abscisse -

Lemme 2.
Pour tout borélien Z de Rk'r
lim —2%— Log P{F™ (s) ¢z} > - inf H_(2)
— (n)2 r n - s T
n x ez
lim X
a Log P { Fin) (sn) € 2y < - inf Hr(z)’VE > 0
*(m) 2B (2, €)
r
i H (2) =~ £  h(rz,) siz-=(z z ) e RHT
r r i 1> """ “r
i =1
Démonstrhation.
C'est une application directe des thécrémes de moyennes et grandes
e . k-r
déviations dans R , en effet
€ 4 +E 3
PR n i n + + .. n
Fin) (s ) =« ! ) s G-Drgg+ ! 7] )
x(n = () s s
X1 + X2 +... + X 21
[
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ol X. = (£.,€] +n-, «.., £. + (r—-1) ) est une variable aléatoire de er
i J [F] b | "
admettant pour transformée de Cramer au point z : > h(zi)
i=1
Montrons d'abord la majoration dans le cas ol G est une boule :
Tim —% Log P (s_(.) €B(f,e)) £ Tim —2— Log P (F{™ (s )e 7™ [B(£,)]}
2 n 2 r n r
x(n) n x(n)
< - inf Hr(z) R VS > o.
zEBp[Fr(B(f,e)), 8]
Mais Bp[Fr(B(f,E)),(S] =F, [B(f,e+8]
Lot g - g -
et H_|F_(g) = — r r - .
r[ r ] ro. E 1 h [ T ]= w(gr) ou g est la ligne
T
polygonale de sommets (%y g(%)), i=0,1,2, ... r.
Comme h est convexe, on a w(gr) < w(g) et comme w est s.c.i., lim w(gr) = w(g)
T-r0
et on en déduit : lim inf w(gr) < inf lim w(gr) = inf w(g)
e geB(f, €+§) geB(f, €+5) r>e geB(f,e+8)
d'ol la majoration : lim n Log P (sn(.)e B(f,e)) £ - inf w(g), ¥& >0
x(n)2 geB(f,e+S)

Pour la minoration, on peut écrire

P (s (€ B(f, e x P (P (s) ¢ 7 [B(r, £)])

(n) (n)

-P {F (s.) €F B(f, ©)] n s_(.) ¢B(f,e)}
r n r 3 n

Le deuxiéme terme est négligeable devant le ler car dans cet ensemble s, est

nécessairement ''agitée' entre les points %-, plus précisément

(8 e r™Y e, S 0 fs ()¢ B(EE) a kK&, 1) = ¢ pour t > R,

oli R défini a partir du module de continuité de f : wf (%) < %.

Nous venons de montrer que

ve > 0, vC,3 r tel que lim n . Log P {Fin) (sn)e Fin) [B(f, %er]sng
n x(n)
B(f,e) }& - C

alors que d'autre part
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e e G e r [ace, 5 )
TR egr (7Y spen FY g, D2 - u[F (0] 2 -
n x(n)2 r n p-r > 3 - r-'r -

I1 ne reste plus qu'ad gtendre les théorémes a des boréliens G quelconques. La

minoration est immédiate

lim n
=0 Log P (s_(.)¢c G) > lim °
x(n) n o Log P (sn(.)eG)
2
x(n)
. ° o
>1lim n Log P(sn(.)eB(f,e))’Vf 'n G, ¢ étant choisi tel que B (f,c) < G
n x(n)z
- w(f), V£ € NG
o o
donc lim n Log P(sn(.) G) 2 -W (I'n G) = - W(G)
n
x(n)
Pour la majoration on a : ve > O,

€ €
P(s €6) € P(s €GNKG, 1)) + P(s, ¢ KG 1))
¢ étant fixé, 1 est choisi suffisamment grand pour que le 2e terme soit négligeable

devant le 1

B (fj, %—): qk &, 1) < U B(f; £) tels que B (£, %) nG#o0

er
d
U
=1 1 3

KG1) <
1

R € . € €
1im n Log P {s (.)eGnK (3, D} < -inf W [B(f;, 5+ 3P|, indices i

x(n) i
tels que B (fi’ %Orl G # @.
soit finalement, 1;m n 5 Log P (sn(.)e G) £ - W [B(G,g)] ,ye > O.
x(n)

. RESULTATS DANS LE CAS OfJCpE N'EXISTE PAS PARTOUT

On suppose queq;)E existe dans un voisinage de 0. Donc tous les
résultats sur les moyennes déviations restent vrais.

En ce qui concerne les grandes déviations, on est confronté avec
deux types de problémes

- les problémes liés a la définition et aux propriétés de wg.
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— les problémes plus spécifiques a la convergence.

1. Propriétés de w,

h,_(a)
Les principaux ennuis viennent essentiellement du fait que —%?;5
ne tend plus vers l'infini dans toutes les directions. En particulier, les
ensembles AK = {f(EG, wg(f) < K} ne sont plus compacts. De méme, la convergence
de WF(B(G,E)) vers wg(éd, dans le cas ou wg(éj < o, n'est plus assurée.
exemple : soit £ une variable aléatoire réelle admettant la densité.
¢ e_‘x‘ sur R.
1 + x
Elle admet clairement une transformée de Laplace sur [—], + ]1
m'g(l) A
Posons —=— = a (< =)
P g(l) |
Pour o ¢ [-a, + a] s hE est linéaire
h, (@) = |a| -a + h_(a)
g€ g€
g hg(a)
donc > 1.
o o >+ ™
L'ensemble A] = {fe f;, wg(f) < 1 n'est pas compact car il contient la suite
{f } suivante - :Eéii)
n 1 +
n > h_(a) n
€
n+ a — hg(a)
£ (t) = inf [, ¢t (n+a—h£(a)):|
w(f) =2 h. [n+a-h (] =1sinzh.(a).
£ n n £ g€ 2
c ' _
Considérons l'ensemble G {gn} n > sup (2, hg(a))
ol gn(t) = fn(t) sur [0, %J et est formée d'oscillations polygonales de pente * a

d'amplitude En‘x 0

ol 4
b % £
yn > sup [2, hg(a)], wg(gn)= 1+ —5 = Wg(ﬁ) =W, (G) =1 +

h, (a)
2

En revanche, ve > 0 pour n assez grand, €, S € = (G,e) 5B (G, €n)3 fn'

doncye > O, wg(B(G,E)) < 1.
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2. Résultats de convergence.

Les résultats restent vrais pour les boules centrées sur les lignes
polygonales.
Lemme . Soit f €T, telle que f' prenne ses valeurs dans l'intérieur du domaine
de définition de hg. Pour expliciter cette contrainte, on rappelle que l'intérieur

de ce domaine est 1'intérieur de 1'enveloppe convexe du support de & (voir [ 6]).

Tim 1 Log P (s (.) B(f,e)) £ - W, [B(f, e+ 8)] ,¥6 > 0.
~ n

lim 1 Log P (sn(.)e B(f,e)) = —wg(f)

n n

Demonstrnation.

La
. . A P P . k
majoration utilise seulement le théoréme de grandes déviations sur R et donc seule-
ment 1'existence de P au voisinage de 0.
Pour la minoration nous tronquons les variables aléatoires £ de sorte
que leur transformée de Laplace existe partout et nous pouvons alors utiliser les

résultats précédents.

P (s () €B(£,6)) 2 P(s () ¢ B(f,e) | p( &) <M, ). P(o(&)g "

done L Log P(s (-) eB(f,e)) 3 L Log P (s,() ¢ B(E,0) lpC e <, )+

Log P( p(&) < M.

Si on note wE M la fonctionnelle w correspondant 3 la variable
s

aléatoire & tronquée par p(§) < M, les résultats précédents donnent

¥vM, lim 1 Log P (s, e B(f,e)) > (£) + Log P [p(&) < M].
n

n

T VeM

Lorsque M - o, (£) » w(f) (cf[6]) et P(p (§) < M) > 1 ce qui permet

w
EQM
d'en déduire immédiatement le

Théoréme.

Siopg existe dans un voisinage de 0O, on a

PO . 1 °
¥G borélien de ‘ekEO, 1], lim = TLog P(s (.) €G) > _WE(G)
P — 1
¥G e-précompact, y§ > £, lim o Log P (s (Vg G 5~ W€[B(G,65].
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Demonstration.
P(s (.) €G) 2 P(s (.)€ G)

=3 o
> P(sn(.) €B(f,€)),vf€ GNT , ¢ déterminé de sorte que B(f,e) < G.

Si f est tel que f' prend ses valeurs dans l'intérieur domaine de définition

de h,_,
¢ g

alors d'aprés le lemme précédent 1lim %»Log P (sn(.) €G) > - w

E;(f)

. D'autre part si f' prend des valeurs sur la frontiére du domaine de définition
de hg, il suffit de remarquer qu'il existe n > 0 et f, polygonale telle que f'l

prend toutes ses valeurs a l'intérieur du domaine de h et B(fl,n)c: B(f,e)

2

et wi(fl) < wg(f). (Convexité du domaine de définition de h_).

I1 semble par ailleurs, qu'on ne puisse limiter l'agitation de
Sn(') comme dans le paragraphe précédent, les queues de § n'étant plus
suffisamment petites. (C'est du moins, ce que donne & penser la non-compacité

des ensembles AK).
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