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MAJORATIONS DE CHERNOFF ET STATISTIQUE SÉQUENTIELLE POUR DES CHAÎNES DE MARKOV 

RÉCURRENTES AU SENS DE DOEBLIN. 

Nelly MAIGRET. 

Résumé : 

On établit un théorème de grandes déviations pour une chaîne de Markcv 

récurrente Doeblin, semblable aux théorèmes de DONSKER et VARADHAN [5] . On cons­

truit (toujours pour une chaîne récurrente Doeblin) un test analogue à celui de 

Chernoff dans le cas indépendant [ 4] , [1] , [2] , le théorème de grandes déviations 

obtenu permet de montrer que ce test est asymptotiquement le plus économique parmi 

les tests de force au moins égale. 

PREMIERE PARTIE : MAJORATIONS DE CHERNOFF. 

X = (Q,(\, ^Px^x^^ » ^n^nGN^ Une ĉ iâ -ne ̂ e Markov sur un espace dTëtat 

mesurable ( , ^ ) où la tribu est supposée à base dënombrable. On note 

TT le noyau de transition, et TT^ la nieme itérée de TT^ . ^ désigne la tri­

bu des événements antérieurs à n : (\K = Ç y ( X , . . . X ) . On note \j 1T ensemble des 
^ n ^ o n 

probabilités sur ( ̂ if,, ̂ ) . Lorsque ( , *^¡L ) est métrique, ^ est muni de la 

topologie de la convergence étroite. On note P ̂  la distribution de la chaîne 

et E-̂  1T espérance lorsque X de ̂  est la loi initiale. Pour simplifier, P^ 

et E^ désigneront respectivement P^ et E^ , 6 étant la mesure de Dirac 
x x 

au point x . On notera de la même façon, par || [| , la norme uniforme sur \j et 

sur l'ensemble des variables aléatoires (v.a.) sur Î̂L.x . 

125 



EXPOSÉ 7 

La chaîne de Markov X est supposée récurrente Doeblin, apériodique, 

de probabilité invariante \i ,c1 est-à-dire : il existe c > 0, il existe p , 

0 < p < 1 , tels que pour tout n, sup ||n (x, . ) - JJ. ( . )|| ^ c pn (cf. [ 7] ) . 

Sauf précision contraire, les espaces topologiques seront munis de leur 

tribu borélienne, et les espaces produit de la tribu produit associée. 

Enfin, pour tout n de N, on notera JJ. <g) la mesure sur îjd 

définie par 

(^<g>nn) (A) = J 1A (xQ,...xn) 4i (xQ) n (Xq, dx,) ... n (xn_j, dxn) 

Théorème 1 

Soit g une v.a. bornée sur H X H,m, g et g définis respective­

ment par g à,Ji ® n , \j. ® n - ess sup g, JJ. ̂ ) n ess inf g. On note h 

la transformée de Cramer de g(ja <3>TT) définie sur [g,g] . Pour tout 

réel a strictement supérieur à m, on a : 

^ ïï l0g S"&p Px ( ̂  (S (XP' V l } _ 3) * 0> < ° n xt^t p=0 

En particulier si a est élément de ]m,gll > le terme ci-dessus est 

majoré par le nombre négatif inf log (bp^ + e ^^a-^)] ou ^ est 
k k 

une constante dépendant de c, de g et de a. 

Démonstration : 

Supposons que a est élément de ]m,g[ . 

Alors Uq = h?(a) est strictement positif et vérifie 

, / \ (g(X ,X1)-a)u 
-h(a) f V6V o* l7 oN 
e = E (e ) 

H 

Pour tout x de , pour tout k entier naturel, on a 
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STATISTIQUE SÉQUENTIELLE 

|E (e(nk(
x>dy> ~n(dy))|) - e(nk(

x>dy> ~n(dy))|1 = | J e(n(qcppakx>dy> ~ n ( d y ) ) | ( n k ( x > d y > ~ n ( d y ) ) | 

A l i e

u ° ( 8 ~ a ) l l ! l n k ( x , . ) - u (.)|| 

, i| e

Uo ( g- a )|| lie P k - b p k 

c'est-à-dire, pour tout k entier naturel 

u (g(X k,X )-a) 
sup E (e(nk(

x>dy> ~n(dy))| ) <> e(nk(
x>dy> ~n(dy))|+ bp 

x 

Soient k et n des entiers naturels fixes quelconques. Pour tout a, 

on a : 

o * ^ p ^ p + l ^ 
E (e P 

x 
n-1 

u o
 E, ̂ ^ p ' V + l ^ ^ ( n k ( x > d y > ~n(dy))| u (g(X, ,X, +,)-a) 

= E e P = 1 ( n k (
x > d y > ~n(dy))| E (e ° n ̂ n + 1 ( n k (

x > d y > ~n( / <£> ,, + | ) x(nk(
x>dy> ~n(dy))| .(nk(

x>dy> ~n(dy))| xv(nk(
x>dy> ~n(dy))| k(n-l)+l 

n-1 
u o f ( g ( X k ̂ p - a ) ( n k ( x > d y > ~n(dy))| u ( g ( x ^ ) 

= E (e(nk(
x>dy> ~n(dy))|(nk(

x>dy> ~n(dy))| E v ( e o k Tc+I )) 

U

En appliquant la relation démontrée ci-dessus, cette expression est ma­

jorée par , 

n-1 
U o S ( g ( X k p > X k p + 1 ) - a ) 

t = l(nk(
x>dy> ~n(dy))| F F(nk(

x>dy> ~n(dy))| -h(a) k 
E^ (e ^(nk(

x>dy> ~n(dy))| ) (e + b p ) et en itérant on trouve 

"o £ ^ p ' ^ W ^ 
s u p E ( p = 1 ( n k (

x > d y > ~n(dy))| ) =£ ( e " h ( a ) + b p k ) n 

Soit r entier naturel, 1 ̂  r ̂  k-1. Pour tout x, 

% 2 ( g ( X p k + r , X p k + r + 1 ) - a ) ( n k (
x > d y > ~n(dy))| u o Z C g C X ^ X ^ - a ) 

E x (e
 P = 1 ( n k (

x > d y > ~n(dy))|= E x ( E x ( e

 P = 1 ( n k (
x > d y > ~n(dy))|(nk(

x>dy>)) 
r 

La dernière relation démontrée entraîne : 

n 
u [ S (g(X . ,X . ) - a ) ] 
o L , & pk+r pk+r+1 J , , . 

„ , p=l(nk(
x>dy> ~n(dy))|v ^ -h(a) , , k.n 

sup E ( e ^(nk(
x>dy> ~ n ( d y ) ) | ) ^ e + b p ) 

x 

Puisque a est strictement supérieur à m, U q est strictement positif 

et on peut écrire : 
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EXPOSÉ 7 

nk-1 k-1 n-1 
Px ( Z (g(X X >-a}*(* S Px ( E (X X )-a) * O) 

p=k ^ r=0 p=1 ^ p 

k- l "o ̂  (S(V+r>Xpk+r+I>-a) 

= ^ Ex(e P=1 ) 
r=0 

sup P ( E (gCX.X^J-a) ̂  0) <: k (e"h(a) + b pk)n_1 
x X p=k P P 1 

D'autre part, pour tout e strictement positif et pour tout a 

nk=l 

p x ( J 0 ( g ( W ' ) - a ) a n e ) 2 p x *l0 ( « < V V i ) _ a ) * ^ 

nk=l] 

+ Px ( S (g(X X )-a) * 0 ) + Px ( E (g(X X )-a) * ̂ ) 

P=k [£]k 

où pour tout réel s, [s] désigne sa partie entière. 

g étant une v.a. bonrëe sur ( <rf x ^£), il existe (k,e), tel que 

Vn ^n , 
o 

k-l 
sup P ( E (g(X X )-a) * ^ ) = 0 
x X p=0 P P 1 Z 

n 
et sup Px ( E (g(X X )-a) * ^ ) = 0 

X r n-i 

(cette dernière égalité étant vraie puisque E comprend au plus k termes). 

De plus,sup Px ( E (g(X ,X +])-a) ̂  0) ̂  k (e h(a) + b pk) k 
x X p=k P P 

Par conséquent, il existe nQ(k,e), tel que pour tout n ̂  nQ , 

n-1 ( . v [?•]-! 
sup^ Pv ( E (g(X ,X )-a) ̂  ne) ̂  k (e nKaJ + b pK) 
*eHL x P=o p p+1 

[N/K]k-1 
[N/K]k-1 

p=[N/K]k-1 

^ Log sup P^ ( V (g(X ,X.)-a) ̂  ne) ̂Log k/n + I ([^-l) Log (e~h(a)+bpk) 
n x £ ^ X p=0 P P+1 n n k 

ce qui entraîne 
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STATISTIQUE SÉQUENTIEIIE 

lim - Log sup P ( 2 (g(X ,X ^.)-SL) ^ ne ) ^ ]- Log (e h(a) + bpk) 
x p=0 

Cette dernière relation étant vraie pour tout k, on en déduit 

Tïm" - Log sup P ( S (g(X ,X ̂ J-a) <> ne) ̂  inf (1 Log (e"h(a)+ bpk)) . 
n n x(E& X p=0 P P+1 kGN k 

.. Soit maintenant e > 0 tel que : a-e > m. (On a bien sûr a-e < g). 

Appliquons alors la dernière inégalité démontrée à a-e, en notant la 

constante b correspondant à un réel a, b^. On obtient : 

Tïm - Log sup P ( E (g(X ,X ,)-a) ̂  0) ̂  inf (J- Log (e~h(a_e) + b pk) ) 
n ^-.A x ° p p+i k a-e 

n x̂ tft p=0 ^ ^ kGN 

Faisons tendre e vers 0. 

h est une fonction convexe donc continue : lim h(a-e) = h(a). 
e->0 

On a : ba_g - c i| e*' (a-e ) . (g-a+e 

h' est continue donc : lim b = b 
n a-e a 

On en déduit que pour tout a, m < a < g : 

Tïm" - Log sup P ( S (g(X ,X .)-a)^0) £ inf (/-Log (e~h(a)+ b pk)) 
n n x€lt X P=0 P P ' k€N k a 

Cet inf est strictement négatif puisque b(a) étant strictement posi­

tif (a ̂  m) et p strictement inférieur à 1, il existe k de N tel que 
k ° , -h(a) , os . . ^_ . _ , (e + p ) soit strictement inférieur a 1. 

Ceci termine la démonstration de la 4ème partie du théorème. Le résultat 

de la 1ère se déduit immédiatement puisque la fonction 

1 n_1 
a -» lim — Log sup P (S (g(X ,X ,,)-a) ̂  0 est croissante. • 

n n x€lt X P=0 P P 1 

Remarque : Soit a € ]m,g[ . Si g et c vérifient : || g|| ̂  a et c ̂  1 , la 
u (g-a),, ^ ^ . ^ , . _ 1 _ , -h(a) , k. , M o i est supérieure a 1 et m f r- Log (e + b p ) constante b = c ie " , k & a a " k€N 

est minorée par Log p. Donc en général cet inf ne sera pas - oo même si 

|[ g|| ̂  a > g. L'exemple suivant met en évidence cette minoration par Log p . 
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EXPOSÉ 7 

Soit la chaîne markovienne à 2 états 0 et 1 de probabilité de tran­

sition : (0,0) = p, n (1,1) = 1. Sa mesure invariante pi est ôj. Supposons 

p > y, alors les constantes c et p sont respectivement 1 et sup (p,l-p)=p. 

La v.a. g définie par : g(l) = 0, g(0) = 1 est telle que g = 0 et 

on a : 

n-1 
Po ( E g(X ) ;> n) = pn . 

p=0 

n-1 n-1 
- Log P ( E g(X ) 2> n) = Log p = - Log P ( E (g(X )-l) ^ 0) . 

p=0 P n o p==0 p 

DEUXIÈME PARTIE : STATISTIQUE. 

Maintenant, le noyau n dépend d'un paramètre. L'espace des paramètres 

( 0 x Q ) est un espace topologique muni de sa tribu borélienne. La transition 

TT est une transition de O x H dans H. Le processus des observations 

Q 

X = (Q, CL , (PQ x^x^M^' ^Xn^n€N eSt une ĉ â -ne markovienne récurrente Doeblin, 

apériodique, de probabilité invariante pi„ . On se pose des problèmes d'estima-

tion et de test d'un point de vue séquentiel. 

I. ESTIMATION 

1. Définitions. Exemples. 

Q 

Ce paragraphe reste valable si la chaîne X est seulement récurrente 

Harris positive (cadre 1). 

1.1. Fonction_de contraste : la définition est celle de Gansler [6]. 

Une v.af. sur $ x xî}^ est une fonction de contraste si 

J dpiQ(x) n(9,x,dy) f(8,x,y) est fini et J* dpiQ (x) n (Q ,x,dy) (f (cp ,x,y) -f (9 ,x,y) > 0 

l'égalité n'ayant lieu que lorsque cp= Q. 
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STATISTIQUE SÉQUENTIELLE 

On notera h(9,cp,x,y) = f(cp,x,y) - f(9,x,y) 

et K(9,cp) = S djaQ(x) n (9 ,x,dy) h(9,cp,x,y) 

Exemp 1 e : On suppose qu'il existe une v.a. p sur Q x x (ji. , strictement 

positive et une transition X de dans ̂  telles que pour x € t et T € U , 

n(9,x;D = J1 p(9,x,y) X(x,dy) lr(y) 

On suppose aussi que si cp est différent de G , l'événement 

[x;TT (cp,x,.) ̂  TT (9,x,.)} n'est pas négligeable pour . 

Sous ces hypothèses, la v.a. f : f(cp,x,y) = - Log p(cp,x,y) est une fonc­

tion de contraste dès que les propriétés d'intégrabilité sont vraies. En outre, 

p étant strictement positive, pour tout x de ̂ £ , l'ensemble 

[n (cp,x; •)} € g est un ensemble de probabilités équivalentes. Aussi, si p est 

bornée, 

I(9,cp,x) - J" Log n(9,x;dy) = I n ( 9 ; X n ( 9 , x ; d y ) =In(9;X)..) ( n O , * ; . ) , 

où I (v) est l'information de Kullback de V par rapport à ¡j. . Pour simpli­

fier, on note I , 9 . (fj (9 ,x; . ) , I(9,cp,x) , et on définit 1(9 ,cp) par 

J I(9,cp,x) dp.Q (x) . Dès que cp est différent de 9 , 1(9 ,cp) est strictement po­

sitif . 

1.2. Estimateur_du_minimum de contraste: 

A l'instant n, un estimateur de 9 est une fonction mesurable 9 de 
n 

(p., QS ) dans Q , c'est-à-dire que 9 = 9 (X.,... X ) pour une fonction me-NJ-J n ^ n n i n ^ 

surable 9 de ov dans & . On confondra 9 et 9 t n n 

Etant donnée f une fonction de contraste on pose : 

Ln (a) = n-1E/k=0 n(9;Xn(9,x;dy) 

A l'instant n, un estimateur 9^, (Bn mesurable est un estimateur du 

minimum de contraste s'il vérifie : 

L (9) = inf L (a) 
a € O 
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EXPOSÉ 7 

Dans l'exemple précédent cet estimateur est l'estimateur du maximum de 

vraisemblance. Le théorème de sélection de BROWN [3] assure l'existence d'une 

suite d'estimateurs du minimum de contraste si ^ est polonais, si Q est un 

espace métrique compact, et si l'application a -» f(a,x,y) est semi continue 

inférieurement de 0 dans R pour tout x,y de . 

On pose : 

Sn(a,cp) = V ( f C c p.X^X^,) - f C a . X ^ X ^ , ) ) = V h t a ^ . X ^ , ) 
k=0 k=0 

2. Consistance exponentielle. 

Si X est la loi de probabilité initiale de la chaîne, une suite 
o 

[9 } d'estimateurs du minimum de contraste est dite consistante si pour tout L nJ n€N 

voisinage U(9) de 9 , PQ , ps, il existe n , tel que pour tout n ^ n , 
b,AQ O O 

9^ appartient à U ( 9 ) . Dans [ 6] on trouve des hypothèses sous lesquelles 

une suite d'estimateurs du minimum de contraste est consistante dans le cadre 1. 

Le but est d'établir ici, la consistance exponentielle de toute suite 

(9 ) s— -»T d'estimateurs du minimum de contraste lorsque 0 est fini, et la forie­
ri ntN 

tion de contraste bornée. 

On définit : Tn= inf (n; Vp ^ n, 9 = 9 } 9 p 

Théorème 2 : Lorsque 6 est fini, et la fonction de contraste bornée, toute 

suite (9 ) d'estimateurs du minimum de contraste est exponentiel-
n n£N 

lenient consistante : 

lim — Log sup Pn (Tn > n) < 0. 
n n xèft 9'X 9 

Démonstration : 

Pour tout x de *âL PU <X > n) <• E E PQ (S (9 ,cp) ^ 0) U , x o ^ /o. o , x m m ^ n cp?9 

Soit cp différent de 9 . 

m-1 

p e , x ( V e * > s 0) = pe,x ( ^ ^ V W s o) 
k=0 
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STATISTIQUE SÉQUENTIEILE 

Le théorème 1.1. du paragraphe I, appliqué à la fonction bornée 

- h(9,cp,x,y) entraîne que pour tout e > 0, il existe k > 0 et b > 0, tels 

que pour tout m de N , 

m-1 
sup V ( E £h(9>cp,2L ,3L ) - (K(9,cp) - e )} <. o) k e 
x U 'X k=0 k k 1 

-bm 

Pour e = K(9 ,cp) > 0, il existe k > 0 et b > 0, tels que pour tout 

m de N, 

m-1 

k=0 

ce qui entraîne qu'il existe k' > 0 et b > 0 tels que pour tout n de N, 

sup P ( Z h(9,cp,X X ) ̂  0) ̂  k e bm 

sup PQ (T. > n) <. kf e bn 
x £ & 9'X 9 

c'est-à-dire : lim — Log sup P~ (T~ > n) < 0 
n n ^ a , x e 

II. TEST SEQUENTIEL DU RAPPORT DE VRAISEMBLANCE. 

0. Introduction : 

L'idée de ce paragraphe est inspirée du problème de test résolu par 

CHERNOFF dans le cas indépendant avec choix d'expériences. Ici, l'espace des 

paramètres Q est fini (on notera q sont cardinal). Le processus des obser-
q 

vations X est une chaîne markovienne, récurrente Doeblin, apériodique, de 

probabilité invariante t-LQ , de loi initiale X . On suppose qu'il existe une 

v.a. sur Q x^x^Jt, strictement positive p, bornée, et une transition A. de 

dans , telles que pour tout x de ̂  , pour tout '£ de ^£ , 

n(9 ,x;r) = J* p(9,x,y) X(x,dy) lr(y) . 

On suppose aussi que dès que cp est différent de 9 , l'événement 

[x,n(9,x,.) ^n(cp,x,.)} n'est pas négligeable. 

C'est le cadre de l'exemple du paragraphe I, dont on reprend les nota 

tions : Pour tout x de , pour tout 9 et cp de ̂  : 
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EXPOSÉ 7 

Kü,cp,x) = ; Log l^lllyY] n o ^ . d y ) 

et K9 ,cp) = J I(9,cp,x) ̂ (dx) 

On définira de plus : 1(9) = inf 1(9 ,cp) . 

cp€a(9) 

Sous les hypothèses ci-dessus, f(9,.,.) = - Log p ( 9 , . , . ) est une fonc­

tion de contraste bornée. On désigne dans la suite par (9 ) une suite d'es-
n n£N 

timateurs du minimum de contraste ; d'après le théorème 2.1 précédent, elle est 
exponentiellement consistante : lim -̂ Log sup PQ ̂  (TQ > n) < 0. On se pose 

n x ' 

le problème de test suivant : ( Q j, 6 ^) étant une partition de 0 , on veut 

savoir à quel élément de la partition appartient la vraie valeur du paramètre, 

c est le coût commun à chaque expérience, 0 < c < 1, et r(.) la perte due 

à l'erreur de décision. 

On note : h (9) = 0 . si 9 appartient à (9 ± (i=l ou 2 ) , et a (9 ) = & -h(9 ) . 

(9^)n£N désigne alors une suite d'estimateurs, telle que pour tout n, 9^ soit 

(Jj) n mesurable et soit défini par : 

V Log p d ^ v W = sup. X L°s p ̂ V W • 

k=0 a£a (9 ) k=0 
n 

Les résultats obtenus ne dépendent pas de la loi initiale A.q : on 

notera PQ , (respectivement Eg ̂  ) PQ (EQ)* 
* o ' o 

La théorie développée ici est une théorie asymptotique, pour des va­

leurs de c petites. 

1. Etude d'un temps d'arrêt. 

Soit b positif, 9 et cp de & . On définit : 

Cb = inf [n; Sn(ên,ln) > b} 

Q m = inf £i; Vp s: n,S (8,cp) > b] 

On a la relation : Q ^ max (TQ, max G ) 
b 8 cpea(8) h'Qp 
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STATISTIQUE SÉQUENTIELLE 

la suite (8 ) m étant exponentiellement consistante, il existe k > 0 et n ntN 

b > 0, tels que pour tout n de N, on ait : PQ (Tg > n) <. ke donc 

P Q(T Q = oo) = 0. 

La chaîne étant récurrente Harris positive et Log P ̂  ' * 9 ' ̂  JJ.Q I\Q 

integrable, un théorème dTergodicitë implique : 

_1_ 
n 

n-1 
E 
k=0 

Log 
p(cp,x,y)p(cp 

p(cp,x,y)p(cp 

P e Ps PS 

nî CD S L°g 
p (e,x, y) 
p(cp,x,y) n(9,x,dy)l_LQ(dx)=I(8 ,cp) 

donc pour tout cp différent de 9 , puisque 1(9 ,cp) est positif non nul, 

S n (9 ,cp) 
P E ps 

nî oo 
oo 

ce qui entraîne P Q ( ^ ^ ^ = O O ) = 0 

Finalement : PQ ( Ç ^ = oo ) = 0. Le temps dTarrêt est fini PQ près 

que sûrement. • 

2. Définition d'un test <b c 

On note Vc le temps d'arrêt ^-Log c défini dans le paragraphe précé­

dent. De la même façon on note V le temps d'arrêt C T 

* c,cp Log c,cp 
On définit le test de Chernoff, noté (f> , ainsi : 

c 

sa règle d'arrêt est V 
to c 

si n = V , on arrêt et on décide que 9 est élément de h(9 ) c ^ n 

si n < V , on continue, c'est-à-dire on refait une expérience et on c ^ 

regarde à nouveau dans quelle situation on se trouve. 

Le test é est clos pour toute valeur c du coût, c 

3 c ( 9 ) et R_ c(9) désigneront respectivement la probabilité d'erreur et 

le risque associés au test de Chernoff (f>^ . 
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EXPOSÉ 7 

3. Propriétés du test. 

Le but est de montrer que le test éc possède une propriété droptimalité 

analogue à celle obtenue par Chernoff dans le cas indépendant avec contrôle. 

3.a. La_£robabilite_d^erreur 

Théorème 3.a : Pour tout 9 de Q , (card G = q), la probabilité d'erreur 

3 (9) associée au test <¡> vérifie : 3 O ) ̂  qc . c c e 

Démonstration : Soit Q de Q . 

Pour cp élément de a ( 9 ) , on définit : Q = [9 = cp, v = nj ^ v ' » n ,cp L n ^ c J 

GO 
Alors : 3 (9) = Il £ P Q (Q ) avec : 

C . r ra\ 9 n,CÛ 

n=l cp€a(9) ^ 
n-1 p ( 0 , X ^ ) 

P a (Q ) = P Q ( n - 7 — v v \ ^ c H V = n) e n,cp Q £ Q pCcp.X^X^) 

Mais pour toute fonction g mesurable : 

n-1 p(0,X.,X ) 

E^(g(Xo... > X T I _ P - E (g(X X^,) n p ( q ? > x . > x . y 
i=0 r ^ i î + l 

n-i P ( e , x i , x i + 1 ) 
c'est-à-dire P Q = n —7 r- P sur (SX 

D'où : P Q (Q ) = E il 
9 n,cpy cp L n-1 

1 n 
k=0 

p ( 9,X k,X k + 1)X k + 1) 

p(9,Xk,Xk+1)Xk+1) 
* cl 

1 (v=n) 

n-1 

n 
k=0 

p(9,Xk,Xk+1)Xk+1) 

p(9,Xk,Xk+1)Xk+1) 

p Q (a ) ̂  c p 
9 n ,cp cp 

n-1 
n 
k=0 

p(9,Xk,Xk+1)Xk+1) 

p(9,Xk,Xk+1)Xk+1) 
^ c, a v = n) 

œ 

i=l 

P n (Q ) ^ c 
0 n,qr 

Par conséquent : ¿3 (9) ^ cq 
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3.b. La_durée_moyenne_du_test. 

Théorème 3.b. : Pour tout Q de Q , EQ (Vc> <> ~(1+i(Q) L°g ° 

Démonstration : Soit e > 0 et Q un élément de 0. 

Dfaprès le théorème 2.1, il existe b^ > 0 et kj > 0 tels que pour 

tout n de N, pour tout cp de a(Q), on ait : 

PQ (Sn ( 8 ,9 ) s ) * k, " n 1 ( 9 ) 

1 + l 

De la relation : PQ (y^ ̂ =n^ ^ PQ (Sn_i ̂ » 9 ) ^ ~ LOS c) » on déduit qu'il 

existe kj > 0 et bj > 0 , tels que pour tout cp de a ( 9 ) , pour tout 

-(1 + |) Log c 
, on ait : n >> K 9 ) 

-b. n 
P_ (v = n) ^ k. e 9 c,cp 1 

Ce résultat d'une part, la consistance exponentielle de la suite 

(Gn)n£N d'autre part, et la relation : 

[v = n} c [T > n} U [ U v = n] 
0 cpGa(8) CïCp 

-(1+ |) Log c 
entraîne qu'il existe k > 0 et b > 0 tels que pour tout n ̂  1 (Q) 

on ait : 

PQ (v„ = n) ̂  k e~bn 

Soit alors : N = 
-(1+ |) Log c 

Î(Q) 

W = E9 (Vc ' ( v ^ N )} + E9 (Vc ] (v > N )> 
c e c e 

E9 (Vc} ̂  Nr + S n Pfì (Vc = n) 
ö n>N ° 

c 

EQ(V ) ̂  N + k E n e~bn 
n>N 

c 
Comme E n e bn = § tend vers 0 quand c tend vers 0, il existe 

n>N C 
c _ 

cQ(e) tel que pour c < CQ(e), on ait : ^ 2k 1(9)— 
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Aussi, il existe CQ(e), tel que pour tout c < CQ(e), 

p C\> \ < log c/ Io Log c 

Corollaire : Pour tout 9 de Q , R (9 ) ^ ~( 1+CTC 1 >> c Log c 
c i. ) 

Démonstration 

R c(8) = c E e(V c) + 3 c(Q) r(0) 

Les 2 théorèmes précédents permettent de conclure facilement. 

З.с. Optimalité asymptotique de la procédure фc 

On note (T,ô) une procédure séquentielle de temps d'arrêt T et de 

règle de décision 6. e(9) sera la probabilité d'erreur de la procédure (T , 6 ) . 

Lemme 3.a : Soit b, 0 < b < 1 et 9 de Q . Soit (T,6) une procédure 

telle que pour tout cp, e (cp ) soit un £T (-b Log b) . Pour tout cp de a ( 9 ) , 

pour tout e , 0 < e < 1, on a : 

P Q (ST(9,cp) < -(1-e) Log b) = O (-be Log b) . 

Démonstration : Soit 9 de Q , cp appartenant à a ( 9 ) , et e, CKê I . 

On définit : Q = [T=n, S (9 ,cp) < -(1-e) Log b, 6 accepte h (9 ) } . 
n n T 

oo 
Alors : e(cp) ^ E P (Q ) 

i cp n n=l ^ 
oo n-1 p(cp,Xk,2L .) 

* E P m ({ n P r e x x ) > b 3n{T=n}n{"h(9)"3) 
n=l <P k = 0 P ( 8' Xk' Xk+l ) 

où "h (9 ) " signifie : la règle de décision décide h ( 9 ) . 

n-1 p(cp,X k,X k + !) 

Comme = ^ pffi,^,^,) P8 S u r &n > ° n 3 = 
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е(ф) ̂  оо 
E 

п=1 Е9 ° п-1 
1 П к=0 

Р(Ф,хк,х ) 
Р(е,хк>хк+1) • ь1_е} 

'{т=п} Ч "hCQ)"3x n-1 
rr к=0 

р(Ф,хк,хк+]) 
р(Ф,хк,хк+]) 

CO 
e(cp) ^ b E PQ (Qn) 

b£ e(cp) ;> E Pfl (Q ) 
n=l 

co 
E Pft ) = CT (-bG Log b) , 9 v n n=l 

Comme 

PG(ST(9,cp) < -(l-e)Log b = PQ ( U (T=n,Sn(9,cp) < -(l-ne)Log b)) 
n= 1 

oo 
^ E Pfi (P) + e(9) 

n= 1 

On conclut : Pe(ST(9,cp) < -(l-e)Log b) = O (-be log b) • 

Lemme 3.b. : Ve > 0, PQ ( max min Sm(9 ,cp) ̂  n(I(9) + e)) > 0 
0^ m ̂  n cp £ a(9) nî co 

Démonstration : Soient e et r\ positifs non nuls. 

La chaîne étant récurrente Harris positive, d'après un théorème ergodique 

on a : 

Vp, n Sn̂ ô,cp̂  nî co Î 9'CP̂  sur (Q* (X ,PQ) en probabilité. 

Il existe donc tel que pour tout n ̂  ; 

PQ ( max min Sm(9 ,cp) 2> n(I(9) + e)) ^ r\ 
n r̂n̂ n cp€a(9 ) o ^ 

Pour tout m, 5^(9 ,cp) est fini. Il existe donc nj tel que pour tout 

n >>n1 : 

Pfl ( max min S (9 ,cp) ̂  n(I(9) + e)) = 0 
Ô rn̂ n cp£a(9) m 
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DToù , il existe n2 tel que pour tout n supérieur à n : : 

Pft ( max min S(8 , c p);>n(I(9)+e))^r¡ • 
ü CKrn̂ n cp£a(9) m 

Lemme 3 . c. : Soit b, 0 < b < 1. Si (T,û) est une procédure telle que pour 

tout cp , la probabilité d'erreur e(cp) soit un Q (-b Log b) , elle vérifie : 

F CTÏ > -n+aO)) Log b 

Démonstration : Soit e > 0, 0 < b < 1 et soit (T,6) une procédure vérifiant 

l'hypothèse du lemme. On définit les constantes e', e" et n^ par : 

et = mi (1-e")2 - (1-e') et n - -Q^"> Lo§ b 
e 1+e + 1(9) ' U e ; U-e ; et nfc I(Q) +£ f 

On a : 

Pfi (T ̂  n^) ^ Pft(T ̂  nK et pour tout cp de a(9), ST(8 ,cp) ^ -(l-e")Log b) 

+ P Q (il existe cp de a(Q), S T (9 ,cp) < -(l-€M)Log b) 

Notons I(Q) +£ f le 1er \_ 2^me[] terme du membre de gauche. 

I(Q) +£ f max min S (9 ,cp) ^ n, (1(9) + e')) 
!<; m ^n^ cp € a (9 ) 

D'après le leirane 3.b , tend vers 0 quand n^ tend vers l'infini, 

c'est-à-dire quand b tend vers 0. 

Quant au lemme 3.a, il permet de conclure que Kb 2tend vers 0 quand 

b tend vers 0. 

Par conséquent, il existe b Q(e), tel que pour tout b ^ b Q(e), on ait : 

Pe (T s nb) s << e". 

oo 
Comme : E n (T) = E P Q (Tn > n) ;> n, P Q (T > n u) , pour tout b ^ b (e ) , 

t) O • D O D O n=0 

on a : 
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EQ(T) ̂  nb (1-£M) ̂  -(1 - G " ) 2 Log b 
K G ) + e ' 

-(1-e T) Log b 
1 ( 9 ) + e' 

-(1+G) Log b 
1 ( 9 ) 

Tous ces résultats permettent de montrer la propriété d' optimal!té 

asymptotique suivante. 

Théorème 3.c. : Le test 4>^ est asymptotiquement le plus économique parmi les 

tests de force au moins égale. 

Démonstration : Soit (T,6) une procédure telle que la probabilité d'erreur 

e(cp) soit un (f (-c Log c) pour tout cp . D'après le lemme 3.3.3, elle vé­

rifie : 

EQ(T) ^ 
-(l+q(l) Log c 

K 8 ) 

Ce résultat, comparé aux résultats des théorèmes 3.a et 3.b précédents 

permet de conclure que d> est asymptotiquement le plus économique parmi les 

tests de force au moins égale. 
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