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APPENDICE : SPINES DES VARIETES DE DIMENSION 2

par V. POENARU

Soit N une variété de dimension 2 compacte, connexe, a bord non vide. Si
N est triangulée et si L1 c L2 C N sont deux sous-complexes, on dit qufon passe de
L1 a L2 par une dilatation de dimension n s'il existe un n-simplexe T de N et

une face 7' de T tels que

= — i [ 1
L2 L1 intT Uint 1

(int. désigne la cellule ouverte). Le passage inverse est un collapsing. Si l'on passe
de L' a L" par une suite de dilatations, alors on peut le faire de facon ordonnée, en
sorte que la suite des dimensions respectives soit non décroissante.

Un glissement est une suite composée de collapsings et de dilatations :

— 1
(%) L" = €, D, CpqyDyyq +-- Cq Dy(LY

ou dimL" =dim L' =1, dim C.1 =dim D; =2, et support C; = support D, . Plus
généralement, si L' et L" ¢ N sont deux complexes de dimension 1, on va parler
d'un glissement L' = L" s'il existe une triangulation de N dans laquelle (%) est
réalisée.

Un sous-polyedre L © N est un spine si, pour une certaine triangulation,

N collapse sur L .

Théoreme. Soient 21, EZ deux 1-complexes de N n'ayant pas de bouts libres. Si
E1 et 2‘2 sont deux spines de N , on peut passer de 21 a 22 par une suite de

glissements et d'isotopies.

Démonstration. Elle se décompose dans les lemmes suivants.

Lemme 1. Des isotopies et des glissements transforment un spine en un spine.

Lemme 2. Soient L un spinede N et L un arc simple de N ne rencontrant Z
qu'en ses extrémités. Il existe une application continue ¢ : D2 + N et une décompo-
sition de oD% en deux segments : 3D°=AUB , 9A=23B, intANintB=¢ ,
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telles que

1) o \A soit un homéomorphisme sur L ;

(]
2) o |D2 - B soit un plongement lisse dans N - & ;

3) oB)cZ

Les démonstrations de ces deux lemmes sont laissées en exercice.

Lemme 3. Pour une triangulation de N , on considere deux suites de sous-complexes

xc xTe ... cx?

Yo ylc ... cy"

ayant les propriétés suivantes

0

1) X et Y° sont des spines de N ;

2) les passages Xi_1 cxt , Yl—1 c Y sont des dilatations de dimension 2 ;
3) X" est le méme sous-complexe de N que Y" .

1

Alors il existe une suite de sous-complexes ZO cZ c...cC Zn_1

telle que
4) 2~ s'obtienue a partir de lU par glissement (en particulier ZO est un spine) ;
5) zh=1 _ xn-l ;

6) les passages Z1_1 < 2" soient des dilatations de dimension 2 .

Démonstration. Soient ¢ le 2-simplexe de N qui correspond a la dilatation
n-1

X c x" et 04s 0y O3 sS€s trois faces. Disons que Pi est le sommet opposé a
o - Disons aussi que oy est la face libre du collapsing X"~ }{n"1 et que 0. estla
. . J
i io-
face libre du collapsing Y 0 NY o-1
iO i-1
Y " -Y = int o U int ch.

Si j=1, lelemme estimmédiat ; on suppose donc j=2.

n-1

collapsing x".x
I
e,

- i -1
~ collapsing Y N Y 0
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1 est ‘une1 face libre dans Y" = X", cette aréte n'est dans le bord d* aucun
1 —

2-simplexe de Y 0 . Donc ¢, < Y0 . De méme d'apres 2), le O-squelette de

X" = Y" est contenu dans XO et dans Y0 . 11 en résulte que

Puisque ©

o,Uo
aoﬁYO:J. 1ou3
cr1L‘P1

Soit ZO=(YO—int 01) U02 . Si d0 N YO: o, UCB , C'est évident qu'on peut

passer de YO a ZO par glissement. Si 20 M Y0 = o, uUP on peut appliquer le

‘] 2
lemme 2 avec T = YO et L= 03 . Ceci nous permet encore de conclure, dans ce
cas, que le passage YO = z0 est un glissement. Ainsi le point 4) est vérifié.

La construction de Z1 C...C Zn_1 pour assurer 5) et 6) est laissée au lecteur. O

Lemme 4. Soient L_, L deux complexes de dimension 1 de N, sans bouts libres.

1772
Soient L; , L; qui s'obtiennent respectivement par dilatation de dimension 1 a partir
de L1 et L2 . Sil'on peut passer de L; a L'2 par glissements et isotopies, la

méme chose est vraie pour L 1 et L, .

Ceci est un exercice facile. A partir de ces quatre lemmes, on déduit sans

peine le théoreme.
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