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EXPOSÉ 1 2 

THEOREMES D'UNICIT E 

DES DIFFEOMORPHISME S PSEUDO-ANOSO V 

par A . FATH I e t V . POENAR U 

§ I. -  Énonc é de s résultat s 

§ II. -  Rappel s 

§ III . -  Démonstratio n d u théorèm e I  (uniqu e ergodicité ) 

§ IV. -  Démonstratio n d u théorème I I e t d e se s corollaire s 

§ V. -  Démonstratio n d u théorèm e II I (unicit é de s pseudo-Anosov ) 

§ I . -  ÉNONCÉ DE S RÉSULTAT S 

Dans l a suite , M  es t un e surfac e compact e orientabl e san s bor d d e genr e 
g > 1  .  O n s e donn e u n difféomorphisme pseudo-Anoso v ç :  M  M  ; i l exist e don c 
deux feuilletage s mesuré s transverse s (3S,^S ) e t (^u,^u ) e t u n nombre X > 1  ,  tel s 
que v(3 S,/iS ) =  (o;S,  ̂ iis) e t ç(Z U, = (5 u, X y.u) ( i .e . (p contract e le s distance s A ^ 
entre le s feuille s d e 3 U ave c u n facteur -r) . 

A 

Théorème I  (unique ergodicité ). Le s feuilletage s stable s e t instable s d'u n difféomor -
phisme pseudo-Anosov son t uniquemen t ergodiques . 

Rappelons c e qu e signifi e l'uniqu e ergodicité . D'abord , un e "mesure " / x invariant e 
par 5 S es t l a donné e su r chaqu e transversal e T  d e (l a parti e régulièr e de ) 3 S d'un e 
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EXPOSÉ 12 

mesure borélienn e fini e su r chaqu e compact , tell e qu e ce s mesure s soien t inva -
riantes pa r le s germe s d'holonomi e d e 3  . L e feuilletag e d  es t uniquemen t ergodi -
que s ' i l exist e un e seul e mesur e invariant e pa r 3  a  multiplication pa r u n scalair e 
près, i  .e. : 
1° I l exist e un e mesur e / i invariant e pa r 3 

2° S i v es t un e autr e mesur e invariant e pa r à 3 y i l exist e u n scalair e X €  ] R te l 
que y  =  Àjx pou r tout e transversal e T  . 

Le théorèm e I  es t u n ca s particulie r d'u n résulta t d e Bovve n e t Marcu s [ l j  . 

Rappelons qu'u n difféomorphism e pseudo-Anoso v a  un e mesur e positiv e invariant e 
naturelle, déterminé e à  un e constant e >  0  près ; ell e es t donné e localemen t pa r l e pro -
duit d e pc S e t /i U .  Quitt e à  change r jiS (o u /xU ) e n l a multiplian t pa r un e constante , 
on peu t suppose r qu e ^ S & es t un e mesur e d e probabilit é i . e . yS ^  /iU(M ) -  1  . 

Théorème II . Soi t ç u n difféomorphisme pseudo-Anosov , supposon s qu e /iSè>/LX U(M) = 1  . 
Si a, fi €  J ,  o n a  : 

i(<pno:,i3) wr S S  \T/-L i U  N , lim '  n  =  l^ > M ;  ,/ x ;  /3) . 
oc À 

Corollaire II . 1 .  S i tx £ j  e t s i [ a ] , [̂ "5>MS ^ e t u./i U ^ son t le s image s d e 
a ,  (^s,/l.S ) e t {ZU,iiU) dan s Pr n 5 ,  o n a  : 

r n  -  -  . u U  ~; 
lim np a  v  =  > M J 
n->or, 

r - n -  rr . S  S  -
lim a_ y ?r i 

En fait , l e résulta t d e Thursto n es t plu s for t :  s i [ o ,pL j  €  e t s i 
>̂  ] +  S?^ S j >  alor s li m <p n [° , M J =  U  >MU _i •  H  est possibl e qu e l a démons -

tration d u théorème I I ,  qu e nou s donnons , permett e auss i d e démontre r c e résulta t e n 
faisant de s estimation s uniforme s d e convergenc e su r le s compact s d e P " c -{[o s ,fxS] } . 

Corollaire II .2 . Le s seul s point s fixe s d e l'action d e < p su r l e compactifi é d e l'espac e 
de Teichmlille r o M son t U,^ u _  e t [5S,^S _ . 

Théorème II I ( unicité de s pseudo-Anosov ). Deu x difféornorphisme s pseudo-Anoso v 
hornotopes son t conjugué s pa r u n difféomorphisme isotop e à  l'identité . 
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THÉORÈMES D'UNICITÉ 

§ II . -  RAPPELS 

A) Le théorèm e d e Perron-Frobeniu s ([2 ] chap . 1 3 ,  ou [3 ] appendice) . 

Théorème d e Perron-Frobenius . Soi t A  = (a..) un e matric e n  x n  à  coefficient s ^  0  . 
On note a . le s coefficient s d e A  l a puissanc e k-ièm e d e A  .  S'i l exist e £  >  1 
tel qu e tous le s coefficient s a \ j d e A  soien t strictemen t positifs , o n a  les propriété s 
suivantes : 

1) L a matric e A  adme t un e valeur propr e X  > 0  qu i es t strictemen t supérieur e à  l a 
valeur absolu e d e toute autr e valeu r propre . 

2) I l exist e u n x  = (x ,  . . . ,x^) 6  IR n ave c tou s le s x ^ > 0  e t qu i es t u n vecteur propr e 
de valeu r propr e X  pou r A  : 

n 
X x. =  E  a . .x. ,  i  =  1, . . . ,n . 

1 1  1  1 1 1 

3) L e sous-espac e propr e d e A  associ é à  la valeu r propr e X  es t d e dimension 1  . 

4) S i y  = (y^, .  . . ,yn) €  ]R n es t u n vecteur propr e d e valeur propr e X  pou r * A : 
n 

Xy. -  Z  y . a. . ,  i  =  1 , . . . ,n , 

alors, tou s le s y. , son t • > 0 .  S i y  es t normalis é pa r : 

n 
<x,y> =  S  x . y . =  1  , 

i=1 
on a  : 

Ak 
lim —  =  <  ,y > x 
k-*00 X c ' est-à-dire (k) a . . 
lim —r^ - =  x . y 

B) Partition d e Markov (voi r exposé s 9  et 10 ) 

On va considére r ft = {  R ^, . . . , R̂ T} un e partition d e Markov pour < p .  O n pose 

x. =  us (3u-fibr e d e R . ) 

y.. =  ̂ U (3s-fibr e d e R^ ) 
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EXPOSÉ 12 

Figure 1 

On a  fai t l'hypothès e qu e / J (M ) -  1  ;  cec i es t équivalen t à  L  x . y. =  1  . 
i 1  1  1 

Soit A  = (a )  l a matric e d'incidenc e d e k pou r c p ,  don c a ^ ^  (nombr e d e foi s qu e 
cp (int R. ) travers e in t H. ) . O n a  : 

v. 
1 ì X x . =  E a. . x. , 

1 . ) 1  L J J 

v. 
1 ì 

N 
X y. =  S  y  . a. . 1 •  1  J J1 

On a  vu dans l'expos é 1 0 (fi n d u §  IV) qu e X  es t e n fai t l a plu s grand e valeu r 
propre d e A  .  D e plus , toujour s dan s l'expos é 1 0 ( § VI lernrn a 1 ) ,  o n a  montr é qu'i l 
existe u n entier Z > 0 te l qu e l a matric e A ^ ai t tou s se s coefficient s >  0  .  O n peut 
appliquer alor s l e théorèm e d e Perron-Frobenius , c e qu i nou s donn e : 

Lernme 1  .  Ave c le s notation s introduite s au-dessu s : 
v. 
1 ì a . 

lim = x  y 

§ III. -  DÉMONSTRATION D U THÉORÈM E I  ( UNIQUE ERGQDICITE ) 

Soit v un e mesur e invariant e pou r 3 U .  Puisqu e 3 U n' a pa s d e feuill e fer -
mée dans M - s i n g 3 u ,  l a mesur e v n ' a pa s d'atomes . Pou r chaqu e R ^ ,  choisis -
sons un e 5;S-fibr e d e R . qu i pass e pa r u n point p . -  R ^ ;  noton s F . cett e fibr e 
(figure 2 ) . 

Figure 2 
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THÉORÈMES D'UNICITÉ 

Lemrne 2 . Soi t v un e mesur e invariant e pou r 3 U .  I i exist e un e constant e C  tell e 
que v (F.) =  C /iU(F.) ,  i  =  1 , . . . , N  . 

Démonstration. O n peut suppose r v > 0  .  Donnons-nou s k  > 0  e t fixon s i  .  O n a  : 

F. -  U  [  <p (in t R. ) H  F.) ] I L 
j=1 J 

{un nombre fin i d e points } . 

Ceci nou s donne , puisqu e v n ' a pa s d'atome s e t puisqu e le s in t R . son t deu x à  deux 
disjoints : N 

* (F) ---Tv \ ç (int R  ) Pi F. ] . 
j=1 J 

Par ailleurs , d'aprè s le s propriété s de s partition s markoviennes , <pk(ln t R^ ) r  F ^ es t 
réunion disjoint e d'u n certai n nombr e d'intervalle s qu i s e déduisen t tou s pa r holonorni e 
de <pk(F. ) priv é d e se s extrémité s ;  d e plus , l e nombr e d e ce s intervalle s es t éga l a u 

J k  v  (k ) nombre d e foi s qu e < p (in t R. ) travers e In t R . ,  c 'est-à-dir e a  .  ,  d'o ù : 
J i  J i 

(*) v{F.) = S  a(k ) v <pk(F .r • 1 j= 1 J i J 

<pk(RJ) Figure 3 

a(k) 
On obtient e n particulie r qu e i^(F.) ^ a ^ y [ <pk(F. ) "i .  Comm e — ^ ten d ver s 

1 J 1 J  X k 
la limit e fini e no n null e x  quan d k  ten d ver s l'infini , i l e n résult e qu e 
Àk^[<pk(Fj) j  rest e born é quan d k  ten d ver s l'infini , e t e n particulie r : 

a(k) 
lim ( - J i - -  x  y  )Xki/[-(pk(Fi) ] =  0  . 

En combinant cec i ave c l'égalit é (-* ) ,  o n obtien t : 

N ^ v 
*(F) =  li m E x^y X%[< p (F.) ] 

N 
= y . li m (  S  X  x  ^ [ / ( F ) ] )  . 

k+oc j= i J  J 

Ceci termin e l a démonstratio n d u lemrne puisque y . =  / ^ ( F^ e t qu e 
lim £  X k x. ^[(pk(F.) ] es t un e constant e indépendant e d e i  .  G 
k->oo j= i J  J 
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EXPOSÉ 12 

Démonstration d u théorème I . 

Pour chaqu e m  ^ 0  ,  o n considèr e l a partitio n d e Marko v {JT ^ .  . } donné e 
par l a fermetur e de s composante s connexe s d e < p (R^ ) HR^. .  L e lemm e 2  montr e qu e 
pour m  fixé , i l exist e un e constant e tell e qu e : 

V k, i ,j ,  v (F. ~  rk .  . ) =  C  ^U(F .nrK .  . ) . 
J rn , i , j ' m   ̂j  m,i, y 

Si o n fixe j  dan s le s dernière s égalité s e t s i o n somm e su r k  e t i  ,  o n obtien t : 
^ (F.) =  C iiU(F. ) ;  don c C  es t indépendan t d e m  .  O n a  ains i montr é l'existenc e j m  j  m  K 
d'une constant e C  tell e qu e : 

(**) V m , k , i , j , v(F.r-Tk . . ) =  CMU(F .rrk .  . ) . 
J m,i, j J  ni,i, j 

Pour m  fixé , le s F . PT' ^ .  .  donnen t u n recouvrement d e F . pa r de s inter -J m,i, j j 
valles qu i n e s e touchen t qu'e n leur s extrémités , d e plus chaqu e F . P P .  .  .  es t 

k, 4  k  J  m+1'^ J 
inclus dan s u n F . P  T  . . . e t l e diamètr e de s F . (  T . .  ten d ver s zér o quan d J ni , i ' , j j  m,i, j u 
m ten d ver s l'infini . A  partir d e ce s propriété s e t d u fai t qu e v e t ^  son t san s 
masse atomique , le s égalité s (*--* ) impliquen t : 

v lF . =  C  jiU|F. ,  j  =  1, .  . . , N . 
J J 

Il e n résult e qu e v = C /iU ,  puisqu e tout e feuill e coup e le s .  C 

§ IV. -  DÉMONSTRATION D U THÉORÈM E I I ET D E SE S COROLLAIRE S 

Nous commençon s pa r quelque s généralités . Nou s considéron s un e surfac e 
orientable san s bor d N  (compact e o u non ) e t 5  u n feuilletage mesur é su r N  .  Nou s 
appellerons courb e (fermée ) immergé e quasi-tranvers e à  3  , un e immersion S  A >  N 
qui a  les propriété s suivante s : 

i) Ell e es t limit e d e plongernent s ; 
ii) Ell e n ' a qu'u n nombr e fin i d e points double s e t d e plu s ce s point s double s 

sont inclu s dan s sin g 5  ; 
iii) Ell e es t quasi-transvers e à  3  (cf . expos é 5 , ^  I) . 

Figure 4 
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THÉORÈMES D'UNICITÉ 

Proposition 3 . Soi t a u n chemin quasi-transvers e à  3  don t l'origin e es t égal e à 
l'extrémité e t qu i n ' a pa s d'autr e poin t doubl e e t supposon s qu'i l part e e t qu'i l 
arrive transversalemen t à  3  .  Alor s l a courb e fermé e défini e pa r a n'es t pa s horno -
tope à  zéro . 

Démonstration. Appelon s x Q l'origin e ( = l'extrémité) d e a . Considéron s l e ca s où 
XQ es t u n point régulie r d e 3  .  L a situatio n d e a  a u voisinag e es t l'un e de s deu x 
indiquées su r l a figur e 5 . 

Figure 5 

Dans l e premie r cas , o n a  une courbe quasi-tranvers e qu i d'aprè s expos é 5 , § 1 . 7 , 
ne peut êtr e homotop e à  zéro . Dan s l e secon d cas , o n fabrique un e courbe homotop e à 
a. ave c u n morceau d e a e t u n petit morcea u d e feuill e ;  cett e courb e n e peut pa s êtr e 
homotope à  zér o toujour s d'aprè s expos é 5 , §  1 .7 . 

Considérons l e ca s x n £  sing 3 ,  o n a  trois configuration s possible s (figur e 6 ) 

Figure ó 

Le premie r ca s nou s fourni t un e courb e plongé e quasi-transverse . Dan s l e secon d e t l e 
troisième cas , o n fai t le s modification s d e la figur e 7  . 

Figure 7 

On obtient, toujour s d'aprè s expos é 5 , §  1 .7, qu e a n 'es t pa s homotop e à 
zéro. • 
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Corollaire 4 . Supposon s d e plu s qu e N  es t simplemen t connexe . Alor s tout e immersio n 
1R N  quasi-transvers e à  2  es t san s poin t double . 

Démonstration. S i cett e immersio n a  des point s doubles , o n peu t trouve r u n chemi n 
quasi-transverse à  3  comm e dans le s hypothèse s d u lernrn e précédent e t qu i es t horno -
tope a  zér o puisqu e N  es t simplemen t connexe . C 

Proposition 5 . Supposon s qu e N   ̂S ^ X  1R ,  e t soi t a un e courb e immergé e quasi -
transverse à  3  e t hornotop e à  l'âme d u cylindr e S  X  (0} .  Alors , oc est un e courb e 
simple. 

Démonstration. Soi t JR ^ -  N  > N =  S ^ X  ]R l e revêtemen t universe l d e N  .  Con -
sidérons a comm e un e applicatio n J R — > N qu i es t ^-périodique . Soi t a :  ]R -> N 
un relevé d e a .  Puisqu e a es t hornotop e à  l'âme d u cylindre , o n peut voi r qu e 
p (a(0) ) -  {  a(n ) |n G  Z} ,  e t e n déduir e qu e p  (ce) - ot{JR) .  Pa r l e corollair e 4 , 
a(]R) = p (a) n ' a pa s d e point double , d'o ù i l résult e qu e a n ' a pa s d e point double , 
puisque p  \oc) —£--- > a es t u n revêtemen t .  i Z 

Dans l a suit e d e c e paragraphe , nou s considéron s u n difféomorphisme pseudo -
Anosov; nou s noton s (3s,/iS ) e t (o;U,^u ) se s feuilletage s invariant s e t X > 1  so n 
coefficient d e dilatation . 

Lernrne 6 . Soi t y un e courb e plongé e dan s M  no n hornotop e à  zéro . O n peut trouve r 
une courb e immergé e y ' (resp.y" ) quasi-transvers e à  3 S (resp . ZU), hornotop e à  y . 

Démonstration. Rappelon s qu e 3  s n ' a pa s d e liaiso n entr e le s singularités . Pa r 
l'exposé 5 , §11.6 , o n peu t trouve r u n feuilletage 3S équivalen t à  3  s e t un e courb e 
plongée y ^ transvers e a  3  ^ e t isotop e a  y .  Quan d on revien t a  3  ,  e n écrasan t 
les liaison s entr e le s singularités , o n transforme l a courb e e n l a courb e y ' 

cherchée. • 

On muni t M  d e l a métriqu e plat e e n dehor s de s singularité s ds ^ =  (d/x S)^ + (d/x11)̂ . 
Les considération s d'angl e faite s plu s ba s s e rapporten t à  cett e métriqu e e t bie n sû r 
n'ont d e sen s qu'e n dehor s d e sing 5 -- . sing 3 .  Remarquon s qu e pour cett e métriqu e 
les feuilletage s 3  s e t 3 u son t orthogonau x e n tou t poin t (régulier) . 

Lernrne 7 . Soi t a un e courbe immergé e quasi-transvers e à  5 s (resp . 5U ) .  L'angl e 
de çn a ave c 3 U (resp . d e < p na ave c £s ) ten d ver s zér o quan d n  ten d ver s 1  'infini. 
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THÉORÈMES D'UNICITE 

La démonstratio n d e ce lemm e es t laissé e a u lecteur . 

Proposition 8 . Considéron s dan s M  l e revêtemen t universe l d e iV l , le s deu x feuille -
tages (3 s?juS) y (3 U,/ÏU) e t l a métriqu e plat e ds 2 -  (d/iS) 2 +  (d^U)2 .  Soi t y u n 
arc simpl e quasi-transvers e à  3 U don t l'angl e ave c ZS es t <  ^  ,  e t 5  u n ar c simpl e 
quasi-transverse à  3  don t 1  ' angle ave c 3  es t <  ^  .  Alor s y  U  ô n e peu t êtr e 
une courbe fermé e simple . 

Démonstration. Supposon s qu e y U  Ô soi t un e courb e fermé e simpl e ;  comm e 
M =  ]R ,  ell e bord e u n disque A  .  S i 5  pass e pa r un e singularit é s ^ ,  alor s un e 
isotopie local e fai t coihcide r ô  ave c de s arc s d e séparatrice s d e &• U a u voisinag e d e 
SQ ;  o n peu t fair e l'opératio n e n conservan t le s condition s d'angle s e t e n laissan t 
y U  <3 plongé . Maintenant , grâc e à  la conditio n d'angl e su r u  ,  l e cham p de droite s 
tangent à  oU l e lon g d e Ô  peu t êtr e tourn é san s ambiguït é jusqu' à deveni r tangen t à 
ô ;  l a conditio n d'angl e su r y perme t d e prolonger c e cham p e n u n champ quasi-trans -
versal à  y ,  e t coihcidan t ave c 5 U a u voisinag e de s singularité s e t hor s d'u n voisi -
nage d e ô  .  L e nouvea u feuilletag e obten u n ' a qu e des singularité s d u type permis , c e 
qui nou s donn e un e contradictio n ave c l a formule  d ' Euler-Poincaré. G 

Corollaire 9 . Soien t a e t ß deux courbe s immergée s quasi-transverse s respecti -
vement à  3 S e t 3 U e t telle s qu e l'angle d e a ave c oü ( r esp . ß avec o  S) soi t 
< j  .  Deu x relevé s a e t ß dans M  s e coupen t e n a u plus u n point . 

Démonstration. Pa r l e corollair e 4 , le s immersion s u. e t ß sont de s plongements . 
Si card(a : M  ß) ^ 2  ,  o n peu t trouve r u n disque A  ave c öA = y L  ô  o ù y c  ß et 
ô c  a ,  c e qu i es t absurd e d'aprè s l a propositio n précédente . • 

Soient a e t ß deux courbe s simple s dan s M  no n hornotope s à  zéro . Noton s 
a ' (resp . /3' ) un e immersion quasi-transvers e à  3 S (resp . 3U ) e t homotop e à 
a (resp . ß ) .  Nou s noton s P(a ' ) (resp . P(/3 ' )) l e nombr e d e passages d e a ' (resp . £' ) 
par de s singularités . Noton s in t (a ' ,ß}) le nombr e d e points d'intersectio n d e a ' e t 
ßi comptés ave c multiplicité s d e l a manièr e suivant e :  soi t { p ,  . . . ,p }  =  a' H  ß} 

(avec p . ^  p. ,  i  ^  j) ;  affecton s à  p . l a multiplicit é m . =  (nombre d e passages d e /3 ' 
par p. ) X  (nombre d e passages d e a] pa r p. ) ;  pa r définition , in t (a1 ,ß]) =  £  m . . 

Proposition 10 . O n a , pou r tou t 0  e t tou t k  ^ 0  asse z grand s : 
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| i(<pn(a),< p k(fi)) - i n t (cprV),c p V ) ) l <  P(a ' )P(/3 ' ) . 

Démonstration. Remarquon s qu e P(cpn(a') ) -  P( a '  ) e t P(^~k(j8') ) P(/3' ) .  Pa r l e 
lemrne 7, l 'angl e d e (pn{a}) ave c 5 U (resp . )  avec o  S) es t < ^ pou r 
n (resp . k ) suffisammen t grand . I l suffi t alor s d e montre r qu e \  i (a ,fi ) -  in t ( a ' ,fi] ) \ < 

< P(a ' )P( /3 ' ) ,  s i l 'angl e d e a ' ave c 3 u ( r e s p . / 3 ' ave c 5 s) es t <  j  . 

Appelons alor s M  —> M  , l e revêtemen t d e M te l qu e p  (7 7 (M)) soi t l e grou -
pe cycliqu e engendr é pa r a1 .  Comm e M  es t orientable , o n a  M  =  S1 X  1R .  Soi t a1 

un relev é ferm é d e a ' dan s M  ; puisqu e et ' es t quasi-transvers e à  5 s p  ^(5S ) e t 
qu'il es t hornotop e à  l'âm e d u cylindre , a ' es t e n fai t un e courb e simple d 'aprè s l a 
proposition Nou s considéron s /3 ' comm e un e applicatio n ^-périodiqu e 3 R — > M ; 
un relev é d e /3 ' dan s M  es t pa r définitio n u n relèvemen t fi '  :  1 R *• M d e l'applicatio n 

: ] R M  . Nou s allon s montre r qu'u n relev é / 3 ' d e fi] coup e a] e n a u plu s 
un poin t (u n poin t £  a ' H /3 ' es t compt é ave c multiplicit é s i ¡ 3 ' pass e plusieur s 
fois pa r c e point , e t u n seu l poin t signifie : car d (a ' P  / 3 ') =  1  e t /3 ' n e pass e qu'un e 
seule foi s pa r a ' n  / 3 ' ) . Pou r voi r cela , supposon s qu e ¡ 3 '(a) €  a ' e t ¡ 3 !(b) €  a ' 
avec a  ^  b . Comm e t t (M ) es t engendr é pa r a1 , i l es t facil e d e trouve r u n chemi n 
y: [ a ,b ] - > M te l qu e y([a, b J ) c  a 1 ,  y (a) = fi ] (a) , y (b) -  fi 1  (b) e t te l qu e 
fi ' |  [a, b j  soi t hornotop e à  y  ! [a,b ]  à  extrémité s fixées . S i o n remont e a u revête -
ment universe l M  , o n trouv e u n relev é a ' d e a ' e t u n relev é fi 1  d e fi 1  dan s 
M tel s qu e car d (a ' r fi '  ) > 2  ;  o r cec i es t impossibl e d 'aprè s l e corollair e 9 . I l 
est facil e d e voi r alor s qu e in t (a1 ,j3!) es t éga l a u nombr e d e relevé s d e fi] dan s M 
qui coupen t a ' .  Le s relevé s fi '  qu i coupen t a ' s e répartissen t e n deu x catégories , 
la premièr e catégori e consist e e n le s relevé s qu i son t situé s d'u n seu l côt é d e a ' ,  l a 
seconde catégori e consist e e n le s relevé s qu i joignen t le s 2  infinis d u cylindr e M 
(figure 8 ) . 

Première 
catégorie 

Deuxième 
catégorie 

Figure 5 
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Vu que a ' e t /3 ' son t transverse s e n dehor s de s singularité s d e 3  (o u 3  ) , 
il es t facil e d e voi r qu e l e poin t d e contac t pou r l a premièr e catégori e es t un e singula -
r i té . O n en conclu t qu e l e nombr e d e relevé s d e ß] qui coupen t a '  e t qu i son t dan s 
la premièr e catégori e es t <  P(&]) P{ßl) . L e lecteu r montrer a aisémen t qu e le nombr e 
de relevé s d e ßl qui coupen t a 1  e t qu i son t dan s l a second e catégori e es t e n fai t trè s 
exactement i(a,ß) . • 

Considérons maintenan t un e partition markovienn e ft = {R^ , .  .. ,Rj^ } pou r < p 
(voir §  II.B). O n peut toujour s pa r petit e perturbatio n d e a 1 (resp . ß]) , suppose r 
que a ' es t transvers e à  m  Ô  n R. (resp . m  ö R.) .  Comm e < p \{J ö R.) c 

i 1  * 1  i= 1 5 1 i= 1 *  1 
c U  ö u R. ,  l a courb e (p^(a]) es t auss i transvers e à  U  ô  u  R. pou r l ^  0  ;  d e 

i=1 3 1  i-' l 5  1 

même < p (£>' ) es t transvers e à  M  à ~  R. . 
i 1  - s 1 

Pour £  >  0  ,  noton s a . l e nombr e d e composante s connexe s d e l a préimag e 
de R  pa r u n paramétrage d e <p c(a') .  Pou r chacun e d e ce s composantes , l'imag e ser a 
appelée u n passage d e çT (af) dan s R . .  O n di t qu'u n passag e es t bon s ' i l n e rencontr e 
pas ô_u R ;  sino n o n di t qu'i l es t mauvais . O n note a . l e nombr e d e bons passage s 
de <pß(a') dans R. . . 

bon passag e 

mauvais 
passages V i 

Figure 9 

— £ £ 
Remarquons qu e a . - a . es t major é pa r l e nombr e d e foi s (ave c multiplicité ) 

£ ^  ^  —  £ N où 9  (a' ) coup e ô  R . .  Comm e < p (  l. i à  R, ) c  U  ô  NR . ,  s i C . désign e l e 
3U 1  Tv - '  i= 1 3 U i  i  3 U i  1 lNl £  —  £ £ nombre d e foi s o ù a ' coup e L  ci^R . ,  o n trouv e :  a . <  a  .  <  a  .  +  C .  D e l a i-1 1  1  1  i  1 

même manière , o n défini t ¡3^ e t /3 ^ e n remplaçan t < p (a1) pa r < p (/]' ) e t 5 U pa r 
s £  —  £ £ 3" .  O n trouve auss i un e constant e tell e qu e :  B . ^ 3 . ^  B. + C^ ,  V  i -  1..... N , 2 i  î  ^ i 2 

V £  ^ 0  .  O n pose pou r l a suit e C  = max (C , C )  . 
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N N  N  A 
Puisque cp H( lJ Ô  u H . )C I . Ô  R . e t cpn ( I  À  « R . )C 1  À  R . pou r n > 0 

i 1  3  1  i  1  ^  i  1  ^ 1  i l ^  1 
il es t facil e d e voi r qu e s i P  es t u n bo n passag e d o ç  '  (cA ) dan s R . ,  alor s 

(n) £  1 '  ^ (p (.f3 ) H  R. es t compos é d e a . .  bon s passage s d o cp ^ (cA ) ,  o u A  (a . .) es t l a 
J f  } $ n  (n ) X J 

matrice d'incidenc e associé e à  l a partitio n markovienn e e t A  ( a .  . ) .  D'u n autr e 
p i. J n 

côté, s i P ' es t u n passage quelconqu e d e <p"(cA ) dan s R . ,  alor s ( p (P ' K R - e^ t 
(n) €+n - 1  ^ composé d'a u plu s a. , passage s d e ( p (a ' ) dan s R . (ic i o n utilis e qu e a ' es t 

quasi-transverse à  3S ) .  O n a  donc le s inégalité s suivante s : 

v! ^  (n ) ^  £+ n .  —  2- m ^  ~  -  -  (n ) ^  ~  /  T  .. . (n ) E a. a  A .  ^  a  .  <  .  <  L a .  a \ ' - r E  (a . +  C) a  A  . 
1=1 J  J  J  1 .-1 J  1 -1 J 

Rappelons qu e x  S( ^ U - fibre d e R. ) e t y . /̂ U(o ; S - fibre d e R^ ) . 

N x . cA 
Lemrne 11 . a ) li m E  1  p 1 1  (o ;  a ) 

p 
n y . £ : 

b) li m E  I (^U,M U ;  i 3 )  • 
e->oc j  1  x 

Démonstration. l(3s ,yLS ; (p (a) ) - À ' I ( o S , / I S ;  a ) n  ' est autr e qu e l a ^- longueu r 
de <p (̂oA ) puisqu e <p^(a' ) es t quas i transvers e à  5  s e t homotop e a  c p ' (a) .  D'u n 
autre côt é : 

N £  ^ 2 x  -  e  N  p  A 
E x . a . <  u  [cp ^ (c A )  I  <  E  x . a. c -  ( E x . G A ) +  C  E  x . ; 
i=1 i- 1 i l i l 

d'où : 
N X  A 
E x . a  <  À  " I s , s ;  a ) <  (  E x . a  )  -r C E  x . . 

1 1 \  >  r- >  /  1 1 1 
i l 1 i  I  1 1 

Le a ) résult e aisémen t d e cett e inégalité . L e b ) s'obtien t e n échangean t le s rôles , L 

A 
Remarquons qu e l'on a  :  E  a ¡1 . in t (o 1: (oc1 ) ,cp 1/3') ) .  Pa r l e lemrn e 7 

.) 1  1  1 
et l e corollair e S ) ,  pou r ï asse z gran d e t n  :> 0 ,  o n a  : 

int (<p"+'(a'),tf>"'03"J ) S  A  , 

d'où pa r le s inégalité s écrite s ci-dessu s : 

S A  a(n ) A  * in t (<pn+A') ,«A(/3 ' ) ) ^  S  ( A c | a ( J ( A c ) . 
i , j 1  J  J  i, j J 
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Par l a propositio n 10 , o n a , pou r e assez s/ran d e t n  > 0  : 

(cr+C) dj'f^'+C) + P(a') p(/3')(ww ;a;:) - P(a ' ) P(/3' ) . 

On a  auss i bie n sû r :  i (cpn+ê (a), <p 8  (0 )) -  i  (<pn+2 ' (w), [Ì ) . 

En combinan t c e qu i précède , o n obtien t pou r '<  gran d : 

( S 
i , j 

o:ea(n)i3€) -  P(a' ) P(0' ) < i ^ n + 2 ? ( a ) ^ ) 

< 
1,1 

e (cr+C) d j ' f ^ ' + C ) +  P(a') p(/3' ) . 

En divisan t ce s inégalité s pa r A  e t e n appliquan t l e lemm e 1  ,  o n ob-
tient quan d on fai t tendr e n  ver s l'infin i e t pou r *  fix é asse z gran d : 

yt 

a. x . y . 0  . 
i 1  J  J . . 2 e 

A 

< lim inf i(cpk(a),i3) ^ 

< lim su p 
k 

+ P(a') p(/3') . 
ada 

< 1*1 
qd 

(a*+C) x . y . (/3 ê + C) 

x2£ 

Par l e lemme 11 ,  s i o n fai t tendr e e vers l'infini , o n obtien t : 

lim 
k->oc 

i(cpk(o:),^) 
xk 

- I(3S,^ S ;  a ) I(3U,/2 U ;  /3 ) . 

Ceci termin e l a démonstratio n d u théorème II . G 

Le corollair e II . 1  es t un e conséquence immédiat e d u théorème I I . 

Démonstration d u corollair e II . 2 . 
Comme on l ' a v u dans l'expos é 9  (théorèm e à  la fi n d u &  V) , l'actio n d e ç 

ne peut pa s avoi r d e poin t fix e dan s l'espac e d e Teichmiille r Ï M ,  e t d e plus aucun e 
puissance no n triviale d e < p n e peut conserve r un e classe d'isotopie de courbe s sim -
ples. Supposon s alor s qu e l'on a  un point fix e d e 1'action d e ç dan s 3" M ,  c e poin t 
fixe es t u n élément [ 5 ,/x ] dan s PiO(M ) .  Autremen t dit , i l exist e p  > 0 te l qu e 
<0,li) ^m (5 ,p/i). D'aprè s c e qu i a  ét é di t plu s haut , 3  est arationnel , ca r dan s l e ca s 
contraire un e puissance no n trivial e d e < p préserverai t un e classe d'isotopie de cour -
bes. D e plus, p  es t différen t d e 1  , ca r dan s l e ca s contrair e c p serai t isotop e à  un 
difféomorphisrne périodiqu e (voi r expos é 9 , §  IV). Supposon s p  >  1  ; l e ca s p  <  1 
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se trait e d e l a mêm e manière . O n peut alors , d 1 après l 1 exposé 9 , §  V, isotope r c p 
par u n difféomorphisrn e pseudo-Anoso v c p 1 qu i adme t (3 ,^ ) pou r feuilletag e instable . 
Le corollair e 11. 1 appliqu é à  c p e t à  cp 1 donn e V  a ^ • 

lim [cp% ] =  [^U,M L1J dan s PIT.3(M ) 
n->oc 

lim [cp ' n a ] -  [ 5 ,  /x ] dan s Pï n 3 (M) . 
n->oo 

Comme c p e t cp ' son t isotopes , o n obtien t [3U,^U J =  1^,^ ] •  L e ca s p  <  1  donne -
rait [ ^ S , M S ] =  [ 3 ,/ t J  .  • 

§ V . -  DEMONSTRATION D U THÉORÈM E II I ( UNICITÉ DE S  

PSEUDO-ANOSOV) 

Nous commençon s pa r démontre r deu x lemmes . 

Le mine 12 . Soien t M  un e surfac e orientabl e fermé e d e genr e g > 1  e t c p u n difféo -
morphisrne d e M  isotop e à  l ' identité . S i c p es t périodique , alor s c p es t l ' identité . 

Démonstration. O n a  v u (remarqu e à  l a fi n d u §  IV d e 1 ' exposé 9 ) qu e l e théorèm e 
d'uniformisation impliquai t qu e c p es t un e isornétri e pou r un e métriqu e hyperbolique . 
Puisque c p es t isotop e à  l 'identité , c p es t e n fai t l'identit é (expos é 3 , §  IV, 
théorème 18) . G 

Lemme 13 . Soien t (3U,^U ) u n feuilletag e arationne l d e M  e t c p u n difféomorphisrn e 
de M  , isotop e à  l 'identité , qu i préserv e (3U,^U ) .  Alor s c p es t isotop e à  l'identit é 
à traver s le s difféomorphisme s qu i préserven t ( 3 u ,/xU) . 

Démonstration. L e lemm e 7  de l'expos é 9  di t qu e c p es t isotop e à  u n difféomorphisrn e 
<f> ' périodique , à  traver s le s difféomorphisme s qu i préserven t (5U,^U ) .  L e lemm e 
précédent montr e qu e cp ' es t l ' identité . G 

Soient cp ^ e t cp ^ deu x difféomorphisme s pseudo-Anoso v isotopes . Noton s 
(3u,fi^) ( resp. (^^M2 ^ l e feuilleta^ e instabl e d e cp ^ (resp. cp2 ) ,  e t (3^,p^ ) 
(resp. (3^,-i^) ) l e feuilletag e stabl e d e cp ^ (resp.cp^) .  D'aprè s l e corollair e II .2 , o n 
a [ 3 ^ , / ^ ] ^ [ ^ ^ M ^ dan s P(lR^ ) .  Quitt e à  multiplie r (3 U ,/*") pa r un e constant e 
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positive no n nulle , o n peu t don c suppose r qu e ( qlmqsl ) = JM^ ) dan s ^  •  Puisqu e 
ces feuilletage s n'on t pa s d e liaison entr e le s singularités , i l exist e u n difféomorphism e 
h isotop e à  l'identit é te l qu e (3 u,jxu) =  h ^ ^ / i ^) o ù l'égalit é veu t dir e ic i mêm e feuil -
letage dan s M  e t mêm e mesure transverse . Quitt e à  remplace r pa r hç^h 1  ,  o n 
est ramen é a u ca s o ù <p ^ e t on t l e mêm e feuilletage instabl e (3u,/iu ) .  Remarquon s 
aussi qu e la constant e d'expansio n X (> 1  )  es t l a mêm e pour <p ^ e t cp ^ ;  cec i résult e 
par exempl e d u fai t qu e cp.^u,/iU ) =  (p^{&u,^u) dans lîi3 ; .  I l e n résult e qu e cp^ (p^ 
préserve (3u,/iU ) .  D'aprè s l e lemm e 13 , ^ 2 ^ 1 es^ isotope à  l'identit é à  traver s  
les difféomorphisrne s qu i préserven t (3 u,/xU) ;  désignon s pa r un e telle isotopie . 
En particulier , pou r tou t x  dan s M  , ç ^ ç (x ) e t x  son t su r l a mêm e 3u-feuill e ; 
nous noton s pa r [x,ç < p (x) ] l e segmen t d e la 3  -feuill e d e x  qu i joint x  à 
MJrLX^-l^(x) 

Lemme 14 . O n a  :  D  - sup {/i2([x,<p~ <p,j(x )J)|x€ M } <  +° ° . 

Démonstration. Soi t ; . . .,U^ u n recouvrement d e M  pa r de s carte s pou r l e feuille -
tage £ u .  O n désigne pa r A  l e sous-ensembl e d e M  x  M défin i pa r ( x j j €  A  s ' i l 
existe un e plaque d e o<u contenue dan s u n des e t qu i contien t x  e t y  (e n particu -
lier puisqu e l a "plaque " d'u n poin t singulie r es t réduit e à  c e point , s i (x,y ) €  A  e t 
x (o u y) es t u n point singulie r d e 3 U ,  x  = y) .  S i ( x ,y) €  A  ,  nou s désignon s pa r 
[x,yj l e segmen t d e la plaqu e qu i contien t x  e t y  e t qu i v a d e x  à  y  ;  l a fonctio n 
(x,y) - > /Lt^C[x,y 1 ) es t continu e su r A  .  Considéron s alor s l'isotopi e h ^ d e ^ ' ^ i a 

1 ' identité, à  travers de s hornéomorphisrne s qu i préserven t 5L l .  O n peut trouve r u n 
ô >  0  te l que,s i | t -  t ' |  <  5  ,  alor s (h^(x) , ht,(x) ) €  A  ;  pa r l a compacit é d e M 
et c e qu i es t di t plu s haut , o n a  : 

Dtjt, =  sup {/i^([ht(x),ht,(x)])|x e M} <  o o . 

Considérons alor s un e suit e t ~ -  0  < t  <  .  . . <  t  <  t  =  1  ,  tell e qu e t . .  -  t . <  6  . 
on a  pou r tou t x  €  M  : 

MJrLX^-l^(x)J) < n-1 

i=0 
M2(tht(x),h (x)J ) ; 

i i+ 1 

d'où : D < 
n-1 

i=0 Y, t . , i ' i+ 1 
<T +  oc . 

Lemme 15 . L a suit e d'hornéomorphisrne s {çncp}) converg e uniformément . 
^ i  n^O 
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Démonstration .  Soi t d  l a métriqu e obtenu e à  parti r d e l'élémen t ds 2 - - (d^ )2 + (d/iU)2 . 
Remarquons qu e s i x  e t y  son t su r l a mêm e 3u-feuille , e t s i " x , y désign e l e seg -
ment d e cett e feuill e qu i v a d e x  à  y  ,  o n a  d(. \ ,\ )  < r x , v ' ) (o n n ' a pas égalit é 
en général , car , le s feuille s ayan t d e l a récurrence , deu x point s peuven t êtr e proche s 

dans M  sans qu e l e segmen t d e feuill e qu i v a d e l'u n à  l'autr e soi t petit) . L a convergenc e 
uniforme d e l a suit e résult e aisémen t d e l'inégalit é suivant e qu e nou s allon s établi r : 

, / -(n+1 ) (n+1) / ,  - n ri / v . ^  .- n .. . sup d(c p v  cp v J(x), ç ç  (x) ) <  À  D  . 

Considérons l e segmen t d e 3u-feuill e ^c " (< Ê (̂X)) ? ^ ( X) J  ;  s a mesur e 
est <  D  .  L'imag e d e c e segmen t pa r <p2 n n'es t autr e qu e l e segmen t d e 3  u-feuille 
r -(n+1 ) (n+1) / x  - n n( ^  T  r  i i rr J ;  - n s 
Lĉ2 '  (x) , ç 2 ç^xJ J .  V u l'effet d e <p 2 su r ^ 2 ,  o n a  : 

S/r -(n+1 ) (n+1) / v  - n ri / r , , .  . - n S/ ~ - 1 /  11 / u  11 / v  -  v .  .  -n 

M2( L<P2 V , (x) , <P2 cp^x) j) <  X  /i2 ( cp 2 cp^e^x)) , ç^x) J  <  X  D  ; 

d ' où : 
,/ -(n+1 ) (n+1) / ,  - n n / u  .  .  -il r. d(<p2v ^  '(x) , <p 2 ç^x) ) <  X  D  . 

Désignons pa r h  l a limit e uniform e d e ( c " ç" ) .  Remarquon s qu e h  es t 
inversible puisqu e l'o n montr e d e l a mêm e manièr e qu e l a suit e de s inverse s 
(<p n (pl) converg e uniformément . Remarquon s auss i qu e h  es t isotop e à  l'identit é 

1 ^  n>0 - n n puisque chaqu e cp ^ < p 2  es t isotop e a  l'identité . 
Considérons alor s h(p ^ ;  o n a  : 

-n Пч .. ._ / - n (n-t-l) x /  -(n+1 ) (n+lk , hç =  (lir n uni f <p 2 «Éŷ -j = lim unif v<p ?  v 1  )  =  lirn uni f (cp2 (<P2 ^  ') ) = 

/ -(n+1 ) (n+1) , , = cp 2 lim unif (ĉ 2 (p 1 )  - ç 2 h  , 

ou encor e hcp ^ =  <p2 h ,  c e qu i montr e qu e h  es t un e conjugaiso n entr e e t <p 2 . 

Il nou s rest e à  voi r qu e h  es t différentiable . Avan t d e fair e cela , nou s de -
vons précise r l a définitio n d e pseudo-Anosov . Cett e précisio n consist e à  demander qu e 

s u 0 0 
les feuilletage s 3  ,  d- soien t donné s dan s un e cart e C  a u voi sinage d'u ne singula -
rité pa r le s valeur s absolue s de s partie s réell e e t imaginair e d e y4^~ ^ dz ^ ( p ^ 3 ) . 

Lemme 16 . Un e conjugaison entr e deu x difféomorphisme s pseudo-Anoso v es t automati -
oo 

quernent C  différentiable . 

Démonstration (esquisse) . Noton s h  cett e conjugaison , cp ^ e t <p 2 le s deu x difféo -
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morphismes pseudo-Anoso v ;  don c hcp ^ h~ -  <p 2 .  L a premièr e chos e qu e l'on remar -
que c'es t qu e h  envoi e l e feuilletag e (in)-stabl e d e cp 1 su r l e feuilletag e (in)-stabl e 
de ç (san s parle r pou r l'instan t d e mesur e transverse) . Cec i résult e pa r exempl e d u 
fait qu e W S (ç.) -  { y €  M  I  lim d(cpn(x ) ,çn(y)) -  0} es t l a feuill e d e o ^ qu i pass e 

par x  s i cett e feuill e n ' aboutit pa s a  un e singularit é et,s i l a feuill e d e x  abouti t a 
une singularit é x  d e 3 S (o u s i x - x ) ,  WS(cp. ) es t l a réunio n d e x  e t de s feuille s 
de 3 S qu i aboutissen t à  x „ .  Déplus , comm e S'ÎMresp . 3  )  es t uniquemen t ergodiqu e i ^ 0  ¿ ¿ 
(théorème I ) ,  h  envoi e auss i (resp . ^ ) su r (resp . ^ ) ,  quitt e a  diviser le s 
mesures pa r de s constante s convenables . Considéron s alor s u n point r n régulie r pou r 
3 ^ e t 3   ̂,  so n imag e h(m ) es t u n poin t régulie r pou r 3 ^ e t 3 ^ .  O n peut trouve r 
une cart e lisse J- e ,  e [ X ]-e ,  p >  M , tell e qu e v(0 ) m  e t qu e l e feuilletag e 
(3^,/x^) (resp . ( O ^ , ^ ) ) soi t défin i dan s cett e cart e pa r l a 1-form e d x (resp . dy ) .  D e 
même, o n trouv e un e tell e cart e autou r d e h(m ) .  Quan d o n li t h  dan s ce s cartes , i l 
apparaît comm e u n homéomorphisme d e ]- e ,  e [ x  j - e ,  ç [ su r u n voisinage ouver t d e 
0 dan s 1 R ,  qu i envoi e 0  su r 0  ,  le s horizontale s dan s le s horizontales , le s verti -
cales dan s le s verticales , e t qu i préservent 1  ' écarternent entr e deu x horizontale s o u deu x 
verticales. I l es t facil e d e voi r qu e h  es t la  restrictio n à  j - e , e ' _ x j - e ,  e d'un e 
des quatr e application s linéaire s suivante s d e J R :  Identité , symétri e orthogonal e pa r 
rapport a u premie r (resp . second ) axe , symétri e pa r rappor t à  l 'origine . I l e n résult e 
que h  es t C  e n tou t poin t régulie r d e 5 ^ e t 3   ̂.  O n peut fair e u n raisonnemen t 
analogue e n u n point singulier . Rappelon s qu e l'o n a  précisé plu s hau t l a définitio n d e 
pseudo-Anosov. Cett e précisio n impliqu e qu e dan s de s carte s convenables , h  apparaî t 
comme un germe d'homéomorphis me e n 0  Ç € qu i préserv e le s valeur s absolue s de s 
parties réell e e t imaginair e d e \Jz^~2 dz 2 ( p > 3 ) .  L e lecteu r vérifier a qu e d e tel s 
germes, qu i préserven t l'orientation , son t de s rotation s d'angle s ,  le s germe s 
qui renversen t l'orientatio n son t donné s pa r de s symétrie s pa r rappor t a  des droite s 
qui contiennen t l a réunio n d e deux séparatrices . C 

Remarque. O n peut s e demande r quelle s son t le s condition s nécessaire s e t suffisante s 
pour qu'u n feuilletag e arationnel , uniquemen t ergodique , soi t l e feuilletag e stabl e d'u n 
pseudo-Anosov. 
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