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EXPOSE 12

THEOREMES D'UNICITE

DES DIFFEOMORPHISMES PSEUDO-ANOSOV

par A. FATHI et V. POENARU

§ 1. - Enoncé des résultats

§II. - Rappels

§ III. - Démonstration du théoreme I (unique ergodicité)
§ IV. - Démonstration du théoreme II et de ses corvllaires
§ V. - Démonstration du théoreme III (unicité des pseudo-Anosov)

§1.- ENONCE DES RESULTATS

Dans la suite, M est une surface compacte orientable sans bord de genre
g > 1. On se donne un difféomorphisine pseudo-Anosov ¢ : M = M ; il existe donc
deux feuilletages mesurés transverses ('J*S,ps) et (a‘u,pu) et un nombre A > 1

, tels
~ S ~-s 1 s
que  ¢(E%,u%) = T k)

et <,c(8u,pu) - (5Y, )\;,zu) (i.e. ¢ contracte les distances
entre les feuilles de §Y avec un facteur %) .

Théoreme I (unique ergodicité). Les feuilletages stables et instables d'un difféomor-

phisme pseudo-Anosov sont uniquement ergodiques.

Rappelons ce que signifie 1'unique ergodicité. D'abord, une "mesure" u invariante

par & S est la donnée sur chaque transversale T de (la partie réguliére de) 5% d'une
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mesure borélienne B finie sur chaque compact, telle que ces mesures soient inva-
riantes par les germes d'holonomie de & S Le feuilletage < S est uniquement ergodi-
que s'il existe une seule mesure invariante par % 2 multiplication par un scalaire
pres, i.e. :

. . . ~S
1° Il existe une mesure g invariante par J

2° Si v est une autre mesure invariante par o , il existe un scalaire X € IR tel

que V., = )\pT pour toute transversale T .

T
Le théoréme 1 est un cas particulier d'un résultat de Bowen et Marcus [17] .

Rappelons qu'un difféomorphisme pseudo-Anosov a une mesure positive invariante
naturelle, déterminde a une constante > 0 pres: elle est donnée localement par le pro-
. s u o~ . s u C
duit de p~ et p~ . Quitte a changer p~ (ou g ) en la multipliant par une constante,

on peut supposer que us BN uu est une mesure de probabiiité i.e. us & pu(‘\l) =1

Théoreme II. Soit ¢ un difféomorphisme pseudo-Anosov, supposons que ps‘o ,uu(M) = 1.
Si a,8€ 5 , ona :
Coon .
lim 5—-"9—[&]*@) S 1E% LT w1 et )

b
n-oc A

Corollaire 11.1. Si «€ § etsi [al, [67,4% et Y7 sont les images de

a, (55,5 et (au,,uu) dans PT& . ona

lim [o"al = [sY,4%
L® I K
n-—+«

. -n_ - LS S-
lim ":Q [ R AV
n-+ «

En fait, le résultat de Thurston est plus fort : si [0 ,u] € PT3 et si
(6,0l # r_SS,pS] , alors lim "o ,pT = Y u"7 . 1l est possible que la démons-
n—o

tration du théoreme II , que nous donnons, perinette aussi de démontrer ce résultat en

. N A — -5 S5
faisant des estimations niformes de convergence sur les compacts de Pro ={[c~,u~ ]}

Corollaire II.2. Les seuls points fixes de 1'action de ¢ sur le compactifié de 1'espace
u  u- =S S-
’

de Teichmiiller SM sont [& ,u . et [57,u

Théoréme III (unicité des pseudo-Anosov). Deux difféomorphismes pseudo=Anosov

homotopes sont conjugués par un difféomorphisme isotope a 1'identité.
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THEOREMES D'UNICITE

§ II. - RAPPELS

A) Le théoreme de Perron-Frobenius ([2] chap. 13 , ou [3] appendice).

Théoreme de Perron-Frobenius. Soit A = (aij) une matrice n x n a coefficients = 0 .
K la puissance k-ieme de A . S'il existe ¢ = 1

On note a(;) les coefficients de A
tel que tous les coefficients a(;J) de Ae soient strictement positifs, on a les propriétés
sulvantes

1) La matrice A admet une valeur propre X > 0 qui est strictement supérieure a la
valeur absolue de toute autre valeur propre.

2) Il existeun x = (x1 e ,xn) € R" avec tous les X; > 0 et qui est un vecteur propre

de valeur propre A pour A

s
~

)\xi = aiA .
j=1 M

3) Le sous-espace propre de A associé a la valeur propre A est de dimension 1 .

4) Si y-= (y1 e ,yn) € R" est un vecteur propre de valeur propre X pour A
n
kyj .Z yiaij , J=1,...,n ,

i=1

alors, tous les yj sont >0 . Si y estnormalisé par

n
\ _ -
<X,Y/ = E lel - 1’
i=1
ona : Ak
lim — = ( ,y)x
k2o X
| et .
c'est-a-dire : a(lf)
lim —kl*]— = X,V
kveo A +

B) Partition de Markov (voir exposés 9 et 10)

On va considérer R® = {R1 e ,RN} une partition de Markov pour ¢ . On pose :

X, = ps (Ju—ﬁbre de Ri)

y. = " (5°-tibre de R;)
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35
(
Figure 1 yi "\i\
1 —
{
N
AN
Z Xy =1.

On a fait 1'hypothese que uS @ p;u(M) -1 ; ceci est équivalent a i
i
Soit A = (ai ) la matrice d'incidence de % pour ¢ , donc aij - (nombre de fois que

¢ (int 1e.l) traverse int R].)‘ . Ona

N
(+) /\xi = a. X
i1 J ]
(*#) s
¥ Ay, = X y.a.
i i J g

On a vu dans 1'exposé 10 (fin du § IV) que A est en fait la plus grande valeur
propre de A . De plus, toujours dans l'exposé 10 (¢ VI lemma 1) , on a montré qu'il
2
existe un entier ¢ > 0 tel que la matrice A~ ait tous ses coefficients > 0 . On peut

appliquer alors le théoreme de Perron-Frobenius, ce qui nous donne

Avec les notations introduites au-dessus
LK)
i
lim -—-—-J-k XL Y.
1]
k&0

Lemme 1.

§ 1II. - DEMONSTRATION DU THEOREME I (UNIQUE ERGODLCITE)

. . . u . u )
Soit v une mesure invariante pour &~ . Puisque & n'a pas de feuille fer-

¢ R | i .
mée dans M - sing ¥ , lamesure v n'apas d'atomes. Pour chaque Ri , choisis-

sons une § -fibre de R, qui passe par un point p; € Ri ; notons I cette fibre
(figure 2) . oS
S
]
Figure 2 F, - 1D U
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. . . u .
Lemme 2. Soit v une mesure invariante pour & . Il existe une constante C telle

que V(Fi):Cpu(Fi), i=1,...,N.

Démonstration. On peut supposer v = 0 . Donnons-nous k > 0 et fixons i . On a
r N
F, = i U le (Int R. ) NF, ) _l U {un nombre fini de points; .
=1
Ceci nous donne, puisque v n'a pas d'atomes et puisque les Int RJ. sont deux a deux
disjoints : N
K
V(Fi) = T vie (Int RJ) N Fi] .

Par ailleurs, d'apres les propriétés des partitions markoviennes, Qk(lnt Rj) r Fi est
réurlion disjointe d'un certain nombre d'intervalles qui se déduisent tous par holonomie

de o (F ) privé de ses extrémités ; de plus, le nombre de ces intervalles est égal au

nombre de fois que ¢ (Int RJ) traverse Int Rl , C'est-a-dire a(:(l) , d'ou
N
(+) vE) - £ a® uleRE);
i . Ji N
j=1
Pz Z
K
© (RJ) < Figure 3
\\
L Y,
(k)
. . (k) K, - a5
On obtient en particulier que V(Fi) Z a i v[go (F‘J.) , . Comme -——k'L tend vers
A
la limite finie non nulle x. ¥ quand k tend vers 1'infini, il en résulte que
)xkv[qok(FJ):i reste borné quand k tend vers l'infini, et en particulier

2k

lim (—Jk—-xy)K vie (F)J =0
koo A J

En combinant ceci avec 1'égalité (%) , on obtient

N N K K
V(Fi) = lim T «x, Y 2K V[(p F)" =y, lim (Z x"x.vig(F.)))
koo j=1 J i koo j=1 J J

Cec1 termine la démonstration du lemme puisque Yi pu(Fi) et que

lim E >\ X, v[go ) ] est une constante indépendante de i . C
koo J 1 J J )
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Démonstration du théoreme 1.

Pour chaque m= 0, on considere la paI‘tlthll de Markov {Im i J} donnée
par la fermeture des composantes connexes de qo ( i) ORJ. . Le lemme 2 montre que

pour m fixé, il existe une constante Cm telle que

. ~ K .
VLT, U(Fj‘ Iﬁm,i,j) - (’m (F r 1Hm 1,])

Si on fixe j dans les dernieres égalités et si on somme sur k et i, on obtient
V(F) (, L H (}* ) ; donc C est indépendant de m . On a ainsi montré 1'existence
d'une conbtante (, telle que

- K u ~ K
< ~ = [ P
(%) vV m,k,i,j, V(F‘J. { rm,i,j) Cu (Fj rln,l,J

: o, o k .
Pour m fixé, les I*.Fl' i donnent un recouvrement de F. par des inter-

n,1i,

valles qui ne se touchent qu' en leurb extrémités, de plus chaque F m rﬁm i, est
inclus dans un F M P m,i',j et le diametre des F a Ph} i, tend vers zéro quand

m tend vers 1'1n£ml A partir de ces propriétés et du fait que v et ,.L sont sans

masse atomique, les dgalités (%) impliquent

VEFJ f'Cuu'gFJ . i=1,...,N.

Il en résulte que v =C #u , puisque toute feuille coupe les FJ . C

§IV. - DEMONSTRATION DU THEOREME 1I ET DE SES COROLLAIRES

Nous commengons par quelques généralités. Nous considérons une surface
orientable sans bord N (compacte ou non) et & un feuilletage mesuré sur N . Nous
appellerons courbe (fermée) immergée quasi-tranverse a &, une immersion ‘:31 J o N
qui a les propriétés suivantes

i) Elie est limite de plongements ;

ii) Elle n'a qu'un nombre fini de points doubles et de plus ces points doubles
sont inclus dans sing ¢

iii) Elle est quasi-transverse a 5 (cf. exposé 5, §1) .

Figure 4
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Proposition 3. Soit « un chemin quasi-transverse a 3 dont 1'origine est égale a
lextrémité et qui n'a pas d'autre point double et supposons qu'il parte et qu'il
arrive transversalement a & . Alors la courbe fermée définie par a n'est pas homo-

tope a zéro.

Démonstration. Appelons Xy 1'origine (= 1'extrémité) de « . Considérons le cas ol
X0 est un point régulier de & . La situation de « au voisinage est 1'une des deux

indiquées sur la figure 5.

Figure 5 I~

Dans le premier cas, on a une courbe quasi-tranverse qui d'aprés exposé 5, 91.7,
ne peut &étre homotope a zéro. Dans le second cas, on fabrique une courbe homotope a
o avec un morceau de « et un petit morceau de feuille ; cette courbe ne peut pas étre

homotope a zéro toujours d'apres exposé 5, §1.7.

Considérons le cas X € sing 3 , on a trois configurations possibles (figure 6)
|

Le premier cas nous fournit une courbe plongée quasi-transverse. Dans le second et le

troisieme cas, on fait les modifications de la figure 7 .

Figure 7

On obtient, toujours d'apres exposé 5, § 1.7, que « n'est pas homotope a

—
|

z8ro.
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Corollaire 4. Supposons de plus que N est simplement connexe. Alors toute immersion

R » N quasi-transverse a § est sans point double.

Démonstration. Si cette immersion a des points doubles, on peut trouver un chemin

quasi-transverse a & comme dans les hypotheses du lemme précédent et qui est homo-

tope a zéro puisque N est simplement connexe. C

L . A . . . .
Proposition 5. Supposons que N S' xR, et soit o une courbe immergée quasi-

1

N

transverse a & et homotope a 1'4me du cylindre S' x {0} . Alors, « est une courbe

simple.

27gp P

Démonstration. Soit IR SN % S xR le revétement universel de N . Con-

sidérons o comme une application IR BN qui est Z-périodique. Soit o :R~ N
un relevé de « . Puisque « est homotope a l'ame du cylindre, on peut voir que
p—1(a(0)) ~{a(n)|n€ Z} , eten déduire que [)—1(01) ~a(R) . Par le corollaire 4,
Z(IR) - p—1(a) n'a pas de point double, d'ou il résulte que « n'a pas de point double,

puisque p_](oc) P& estun revétement . C

Dans la suite de ce paragraphe, nous considérons un difféomorphisme pseudo-

~S s u u o . )
Anosov; nous notons (F7,u7) et (5§ ,x ) ses feuilletages invariants et X > 1 son

coefficient de dilatation.

Lemme 6. Soit y une courbe plongée dans M non homotope a zéro. On peut trouver

-

) . . N ~Uu .
une courbe immergée y' (resp.y") quasi-transverse a §~ (resp. §°), homotope a ¥ .

Démonstration. Rappelons que 3~ n'a pas de liaison entre les singularités. Par

1'exposé 5, § I1.6, on peut trouver un feuilletage 3 S équivalent a & S et une courbe

( ) N . . ! . . S .
plongée Y4 transverse a ] et isotope a y . Quand on revient a &~ , en écrasant
les liaisons entre les singularités, on transforme la courbe v, en la courbe y'!

cherchée. O

On munit M de la métrique plate en dehors des singularités ds® - (dy S)2+(duu)2.
Les considérations d'angle faites plus bas se rapportent a cette métrique et bien slr
n'ont de sens qu'en dehors de sing & S sing Y. Remarquons que pour cette métrique

les feuilletages & S et 59 sont orthogonaux en tout point (régulier).

. . ‘ . . =S ~u
Lemme 7. Soit « une courbe immergée quasi-transverse a &° (resp. & ) . L'angle

n ~ U -n ~S ‘ P
de o a avec 3 (resp.de ¢ «avec &~) tend vers zéro quand n tend vers l'infini.
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La démonstration de ce lemme est laissée au lecteur.

Proposition 8. Considérons dans M le revétement universel de M , les deux feuille-
tages (5°,5°) R (3Y,5Y) et la métrique plate ds? - (dP/IS)2 + (d;fu)2 . Soit y un
arc simple quasi-transverse a 3Y dont 1'angle avec T est < g , et § un arc simple
quasi-transverse a 55 dont 1'angle avec FY est < 42 . Alors y '_ 6 ne peut étre

une courbe fermée simple.

Démonstration. Supposons que y U 6 soit une courbe fermée simple ; comme
'ICIZ‘]RZ , elle borde un disque A . Si 6 passe par une singularité S alors une
isotopie locale fait coihcider & avec des arcs de séparatrices de g4 au voisinage de
Sp 3 on peut faire 1'opération en conservant les conditions d'angles et en laissant

y U & plongé. Maintenant, grace a la condition d'angle sur ¢ , le champ de droites
tangent a 7Y le long de & peut &tre tournéd sans ambiguité jusqu'a devenir tangent a

5 ; la condition d'angle sur y permet de prolonger ce champ en un champ quasi-trans-
versal a y , et coihcidant avec Y au voisinage des singularités et hors d'un voisi-
nage de 6 . Le nouveau feuilletage obtenu n'a que des singularités du type permis, ce

qui nous donne une contradiction avec la formule d'Euler-Poincaré. C

Corollaire 9. Soient « et B deux courbes immergées quasi-transverses respecti-

vement a 3° et 3" et telles que l'angle de « avec g! (resp. g8 avec os) soit

i P ~ ~ .
< i Deux relevés a et B8 dans M se coupent en au plus un point.

Démonstration. Par le corollaire 4, les immersions « et 5 sont des plongements.
Si card(« 7 f«f) = 2, on peut trouver un disque A avec A=y _ 6§ ou y < § et

5 cu , Cce qui est absurde d'apres la proposition précédente. o

Soient o et B deux courbes simples dans M non homotopes a zéro. Notons
, , ) . ) . 45 ~u .
o' (resp. ') une immersion quasi-transverse a ¢~ (resp. 5 ) et homotope a
a (resp. B) . Nous notons P{a') (resp. P(8')) le nombre de passages de a' (resp. g')

par des singularités. Notons int (a',3') le nombre de points d'intersection de «' et

B' comptés avec multiplicités de la maniére suivante : soit {p1 e ,pk} =a' B
(avec P, # pJ. , i#]j); affectons a p; la multiplicité m; = (nombre de passages de B
par pi) x (nombre de passages de «' par pi) ; par définition, int(a',8') = ‘§ m, .

i=1

Proposition 10. On a, pour tout n2 0 ettout k& 0 assez grands
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i), 0™™@)) - int (™), e™K@)) ! = P(a) P@g')

Démonstration. Remarquons que Pl Ma') = Pla') ot P(go—k(ﬁ')) -~ P(8') . Parle
-k
(

-

lemme 7, l'angle de gon(a‘) avec Eu(r‘esp. ¢ (B') avec 5%) est <% pour

n (resp. k) suffisamment grand. Il suffit alors de montrer que 1i(«,8) - int (a',8')| <

< P(a') P(8") , sil'angle de «' avec &'u(resp.ﬁ‘ avec §°) est <%

Appelons alors MPw , le revétement de M tel que E)*(ﬂ1(1\_l)) soit le grou-

pe cyclique engendré par «' . Comme M est orientable, ona M=S1T xR . Soit a'
’ , - . — . =S _ =1~

un relevé fermé de a«' dans M ; puisque «' est quasi-transversea & -p (¢7) et

qu'il est homotope a 1'@me du cylindre, «' est en fait une courbe simple d'apres la

1
proposition 5. Nous considérons B' comme une application Z-périodique IR B > M ;

un relevé de B' dans M est par définition un relevement 3': R = M de I'application

B8' : IR~ M. Nous allons montrer qu'un relevé 3' de B' coupe &' en au plus

un point  (un point € @' 7™ B! est compté avec multiplicité si B' passe plusieurs

fois par ce point, et un seul point signifie: card (a' ™ 5') = 1 et B' ne passe qu'une

seule fois par &' 7 J3'). Pour voir cela, supposons que g'(a) € a' et f'(b) € '

avec a # b. Comme 171(!\_1) est engendré par «' , il est facile de trouver un chemin
fa,b] » M tel que y([a,b])c o', ¥(a)=B"(a), y(b) - B'(b) et tel que

b2
B' [a,b] soit homotope a ¥ | [a,b] a extrémités fixdes. Si on remonte au revidte-

ment universel M , on trouve un relevé o' de o' et un relevé E' de B' dans

M tels que card (E' e E’) > 2 ; or ceci est impossible d'apres le corollaire 9. 1l
est facile de voir alors que int(a',8') est égal au nombre de relevés de g8' dans M
qui coupent &' . Les relevés B' qui coupent &' se répartissent en deux catégories,
la premiere catégorie consiste en les relevés qui sont situds d'un seul c6té de «' , la
seconde catégorie consiste en les relevés qui joignent les 2 infinis du cylindre M

(figure 8) .

Premiere <
catégorie Lo
Figure 5
Deuxieme /
catégorie @ 00— ———— = — = — —_—— -
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Vu que o' et B' sont transverses en dehors des singularités de 35 (ou & ),
il est facile de voir que le point de contact pour la premicre catégorie est une singula-
rité. On en conclut que le nombre de relevés de B' qui coupent «' et qui sont dans
la premiére catégorie est < P(a')P(8') . Le lecteur montrera aisément que le nombre
de relevés de B' qui coupent o' et qui sont dans la seconde catégorie est en fait tres

exactement i(w«,8) . O

Considérons maintenant une partition markovienne R = {R1 e ,RN} pour ¢
(voir § II.B). On peut toujours par petite perturbation de «' (resp. 8') , supposer

que a' est transverse a Q\ 5.y R (resp. P 3_¢ R) . Comme ¢-1(@ 3 yR)<
i=1 4 i=1 ¢ 1 i=1 ¢ 1
« N e y . N
U 9.y Ri , la courbe ¢ (a') est aussi transversea [ d_ Ri pour ¢ = 0 ; de
i=1 ¢ i-1 ¢

R

~ -2 N '
méme ¢ (B8') est transverse a IG O g i
J

i=1

Pour & = 0, notons c_x"' le nombre de composantes connexes de la préimage
de R par un par dmetrd,g_,e de © (a . Pour chacune de ces composantes, 1'image sera
appelee un passage de @ (a') dans R]. . On dit qu'un passage est bon s'il ne rencontre
pas i“r_u Ri ¢ sinon on dit qu'il est mauvais. On note ai le nombre de bons passages

o3
de ©(a') dans Ri .

bon passage ~..
NG - - ~
A \‘\' ————— - 7 — ™~
mauvais T _ - 4 S 9.4 Ri
acSRoeS = \\\\\E* — — o
passages = o~ 7 -
- ( \ —

Figure 9

- € . , . 4 a s
Remarquons que oz1 - ozi est majoré par le nombre de fois (avec multiplicité)

o o (a) coupe ¢ R, . Comme o (U a,_uR,l) L‘o uRy s si C, désigne le
3 .

N N eg e 21
nombre de fois o &' coupe L ¢, Ri , on trouve : oy =< al < o, + (;1 . Dela
i=1 ¢
a . fei s, SE e -
méme maniére, on définit Bi et Bl en remplacant <p( ') par ¢ (') et s par
- . =0 .
5° . On trouve aussi une constante C2 telle que : Bi = 8 i = ,Bei + (22 , Vi=1,.,N,

¥V ¢2= 0. On pose pour la suite C = max ((;1,(;2) .

89}
w
w
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Puisque (p_n(k‘ d yR) T 2 Rl gc”(‘ o ¢R)<C L 2GR pour nz0,
e S Tgu CTEc !

il est facile de voir que si P est un bon passage de ¢ i(a‘) dans Rl . alors
@n(P) M R. est composé de a(in.) bons passages de w; “(a') , o A (a ) estla
matrice d‘Jincidence associée iiJla partition markovienne et ;’\“ (¢ (“)) . D'un autre
cdté, si P' est un passage quelconque de (,oz (¢') dans RI , alors ¢ (P') ! R]. est

) e e+

composé d'au plus a, .’ puassages de (c') dans R (ici on utilise que a' est
quasi-transverse a F5) . Ona dom, les indgalités suivantes

N R N N\

T af d(lll) < M TN 1 El‘ ”) T (a. +C)a 1)

i1 J ) . i ) i1 J

Rappelons que x; u>(s Y - fibre de Ri) et y; p@® - fibre de Ri) .

S M Ql s s

Lemme 11. a) lim = > 167,675 w

?
NOvh, u u
b) lim E—J—EJ- L5 w5 8)
b o1 A

Démonstration. [(F°,0° ;¢ (@) - A 1,17 1 @ n'est autre que la ps—longueur
2 . . .S B
de ¢ (&') puisque ¢ “(a') est quasi transverse a ° ot homotope a ¢ (a) . D'un

autre coté

o N\ _ N\ ; N
X oo = pb[q;‘(a')i < I xa = (Z x o« )+C Z x5
1 1 - . 1 1 . 1 1 . 1
i=1 1-1 L1 11
d'ou
N . 0 s s N N
Zx a < A IE ;e s (2N« )+C 2 x
ii . i
i=1 i-1 i

Le a) rdésulte aisément de cette indgalité. e b) s'obtient en échangeant les rdles. T

N
Remarquons que 1'on a = a';k"” B e int (0" (a'),0” (8Y) . Par le lemme 7
J=l
et le corollaire 9 , pour ¥ assez grandet n = 0, ona:
) N+ = oy N -l e
int (" (a'),0 (8") Toe Ay

d'ou par les inégalités écrites ci-dessus

n+-

¢ (n) o2& o . A =Ty e = (e (n)
1,2;1&1 ay By = int(@ " (c¢'), 0 "(B') = i’_«j(aiﬂa) (ﬁ L)
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Par la proposition 10, on a, pour ? assez grandet nz 0

lint (@™ (a"), 0™ (8") = i@ (0), 0 My~ Pla') 1(8Y)

~ . -2 . 27
On a aussi bien siir : 1(<pn+e(a), ¢ (B8)) - l(tp“+2 (), B) .

En combinant ce qui précede, on obtient pour “ grand

2 12 . n+2¢
(20/a)8") - P@) Plg) = 1" (@), 8)
i,]
< T (af+ <) u(;') (B°+C)+pla) P@")
i,] J J
En divisant ces inégalités par /\”+2/' et en appliquant le lemme 1, on ob-

tient quand on fait tendre n vers l'infini et pour ¢ fixé assez grand

2 2
@ X. y.fB. ok
s L1 1 JJ 122 < lim inf il (a), B) éa, ) -
i,] A K=o A
oMo (& +C) x, vy (81 +C)
< lim sup ——-'O———LMK < Z 22“’ N
A

K o A i,J

Par le lemme 11, sion fait tendre 2 vers l'infini, on obtient :

ok i
R (EA N SR PICREY )
K—oe A
Ceci termine la démonstration du théoreme II. =

Le corollaire II. 1 est une conséquence immédiate du théoreme II .

Démonstration du corollaire 1I.2.
Comme on 1'a vu dans 1'exposé 9 (théoréme a la fin du § V), 1'action de ¢

ne peut pas avoir de point fixe dans 1'espace de Teichmiiller M , et de plus aucune
puissance non triviale de ¢ ne peut conserver une classe d'isotopie de courbes sim-
ples. Supposons alors que l'on a un point fixe de 1'action de ¢ dans TM, ce point
fixe est un élément [F ,u ] dans PM3(M) . Autrement dit, il existe p >0 tel que
o(F, 1) 5, (3,pu). D'apres ce qui a été dit plus haut, F est arationnel, car dans le cas
contraire une puissance non triviale de ¢ préserverait une classe d'isotopie de cour-
bes. De plus, p est différent de 1, car dans le cas contraire ¢ serait isotope a un

difféomorphisme périodique (voir exposé 9, § IV). Supposons p > 1; le cas p <1
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se traite de la méme maniere. On peut alors, d'apres lYexposé 9, § V', isotoper ¢
par un difféomorphisme pseudo-Anosov @' qui admet (F,u) pour feuilletage instable.
Le corollaire .1 appliqué a ¢ eta o' donne % a - A(M)

lim [o"al = [3%,0Y] dans Pro(M)

n-=ec

lim [o"e]) - [5,u

n—o«

dans P& (M)

Comme ¢ et @' sont isotopes, on obtient [Su,puj =[8,u]. Lecas p < 1 donne-

rait [3%,6%) S5 0] . C

§ V. - DEMONSTRATION DU THEOREME III (UNICITE DES

PSEUDO - ANOSOV)

Nous commengons par démontrer deux lemmes.

Lemme 12. Soient M une surface orientable fermée de genre g > 1 et ¢ un difféo-

morphisine de M isotope a l'identité. Si ¢ est périodique, alors ¢ est l'identité.

Démonstration. On a vu (remarque a la fin du § IV de 1'exposé 9) que le théoreme
d'uniformisation impliquait que ¢ est une isométrie pour une métrique hyperbolique.
Puisque ¢ est isotope a l'identité, ¢ est en fait 1'identité (exposé 3, § IV,
théoreme 18). O

Lemme 13. Soient (‘Ju,pu) un feuilletage arationnel de M et ¢ un difféomorphisme
de M, isotope a l'identité, qui préserve (Eu,p.u) . Alors ¢ est isotope a l'identité

N ez . . ‘ ~u u
a travers les difféomorphismes qui préservent (5 ,u ) .

Dédmonstration. Le lemme 7 de l'exposé 9 dit que ¢ est isotope a un difféomorphisme
©' périodique, a travers les difféomorphismes qui préservent (Ju,yu) . Le lemme

précédent montre que ¢©' est l'identité. -

Soient @1 et ¢>2 deux difféomorphismes pseudo-Anosov isotopes. Notons
s

1)

(resp. (32,,;‘3)) le feuilletage stable de ¢ (resp.cpz) . D'aprés le corollaire II.2, on

v

(3‘11,“21) (resp.(é?;,p;)) le feuilletage instable de @, (resp. cpz) , et (a?,,u

a [3‘11,;&11] = [Sg,pgj dans P(]Rf) . Quitte a multiplier (El:,pl;) par une constante
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positive non nulle, on peut donc supposer que (3':,;;:‘) = (Kg,y;) dans Mm& . Puisque
ces feuilletages n'ont pas de liaison entre les singularités, il existe un difféomorphisme
h isotope a l'identité tel que (3';,;11) h(32,uz) ou 1'égalité veut dire ici méme feuil-
letage dans M et m@éme mesure transverse. Quitte a remplacer q:z par hcp2 h™ -1 , on
est ramené au cas ou <,o1 et ¢2 ont le méme feuilletage instable (3u,uu) . Remarquons
aussi que la constante d'expan51on X (> 1) est la méme pour @1 et (,92 ; cecl resulte

par exemple du fait que ¢ t=e ) Y - <p2( R Y dans MmF . Il en résulte que goz ¢

1
préserve (3u,pu) . D'apres le lemme 13, <p51 ¢y est isotope a l'identité a travers

les difféomorphismes qui préservent (3Y,p") ; désignons par h, une telle isotopie.

En particulier, pour tout x dans M, ¢£1¢1(x) et x sont sur la méme & “-feuille ;
nous notons par [x,¢51¢1(x)] le segment de la 3"-feuille de x qui joint x a

-1 ,
¢, oK) .
Lenime 14. On a : D =sup {ug([x,<p51<p](x)_])|x6 M} < 4o

Démonstration. Soit U1 ye e .,Uk un recouvrement de M par des cartes pour le feuille-
tage 4. on désigne par A le sous-ensemble de M x M défini par (x,y) € A s'il
existe une plaque de 5" contenue dans un des UA1 et qui contient x et y (en particu-
lier puisque la "plaque'" d'un point singulier est réduite a ce point, si (x,y) € A et

x (ouy) estun point singulier de &%, x = y) . Si (x,y) € A, nous désignons par
[x,y_ le segment de la plaque qui contient x et y etquivade x a y ; la fonction
(x,v 2(3_\’}; 1) est continue sur A . Considérons alors 1'isotopie h, de qo; : @, a

1'identité, a travers des homéomorphismes qui préservent 3. On peut trouver un
& >0 tel quesi [t-t'| < S , alors (ht(x), ht,(x)) € A ; par la compacité de M

et ce qui est dit plus haut, on a

s
Dy = sup {us(Th(x), by () D Ix € M} < e
Considérons alors une suite t.=0<t < ... <t <t =1, telleque t. ., -t. <6 .
0 1 n-1 n i+1 i
on a pour tout x € M :
s -1 -1
oo e () = = wilh ),h (0] ;
2 2 71 ; PARE # t.
i=0 1 i+1
n-1
d'ou : D<s Z D, ., < 4o, O

i-0 Gt

Lemme 15. La suite d'homéomorphismes (¢5n qo?) >0 converge uniformément.
— n=

239
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Démonstration. Soit d la métrique obtenue a partir de 1'élément d 52 - (dp §)2+ (dy,u)z.
. ~ ~u . .o , .-
Remarquons que si x et y sont sur la méme o -feuille, et si [ x,y_ désigne le seg-

;(ix,y 1) (onn'a pas égalité

en général, car, les feuilles ayant de la récurrence, deux points peuvent étre proches

ment de cette feuille qui vade x a y . ona d(x,yv)< g

dans M sans que le segment de feuille qui va de 1Yun a 1fautre soit petit). La convergence

uniforme de la suite résulte aisément de 1'inégalité suivante que nous allons établir

sup dw;(m—l) ¢(111+1)(x), ¢;n ¢l]1(x)) -

XeEM

Considérons le segment de Su—feuille fc;‘qo1(¢‘;(x)), ¢n(>\)_3 5 Sa mesure

1

est < D . L'image de ce segment par c,:;n n'est autre que le segment de 5 feuille
-(n+1) (n+1) NNy , , -n s )
(¢2 < (x), ¢, q,](x)j . Vu l'effet dc @, sur po, ona
S =(n+1) (n+1),y -nne - -ns- =1 o0 Ny o~ 4N .
B, T 0 T ), 05 0 () ) < AT sl e () () 0) = ATTD
d'ou
d(q);(“'”) ¢>(1"+1)(.\), ¢;n (p';([\)) < 2p .

-r
2
inversible puisque L'on montre de la iméme maniere que la suite des inverses

Désignons par h la limite uniforme de (¢ ](;,11]) 50" Remarquons que h est
Nn=

-n n . . ) ) N .
(<p1n @2)20 converge uniformément. Remarquons aussi que h est isotope a l'identité
puisque chaque @;n [ 2 est isotope a l'identité.

Considérons alors h(p1 ; ona

he, = (limunif ¢"¢De, - lim uni[(o—n@(nﬂ)) = lim unif (¢ (¢—(n+1)¢(n+1)>) =
1 i 2 "1™ 2 - 272 1
n-oc n-=*oc n=o
= @, lim unif (¢;(n+1) cp(nﬂ));, ¢,h
ou encore hto1 = <02h , Ce qui montre que h est une conjugaison entre ¢ et @, -

11 nous reste a voir que h est différentiable. Avant de faire cela, nous de-
vons préciser la définition de pseudo-Anosov. Cette précision consiste a demander que
. ~S  ~U . . e o .
les feuilletages 3~ , &~ soient donnés dans une carte C  au voisinage d'une singula-

Zp—2 2

rité par les valeurs absolues des parties réelle et imaginaire de dz= (p= 3).

Lemme 16. Une conjugaison entre deux difféomorphismes pseudo-Anosov est automati-

quement Cc” différentiable.

Démonstration (esquisse). Notons h cette conjugaison, ?, et @, les deux difféo-
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morphismes pseudo-Anosov ; donc htp1 h_1 E ¢2 . La premiere chose que 1'on remar-

que c'est que h envoie le feuilletage (in) staole de ¢, sur le feuilletage (in)-stable

de q:z (sans parler pour linstant de mesure transversd . Ceci résulte par exemple du

fait que WS (¢.) - {y € M|lim d(q;ril(x),gcrl.l(y)) -~ 0} estla feuille de & , qQui passe
X n-»+o° ‘

par x si cette feuille n'aboutit pas a une singularité et,si la feuille de x aboutit a

est la réunion de XU et des feuilles

. L .S . s

une singularité x  de 37 (ou si x .xo) , WX(((,A
U : .

(resp. & 2) est uniquetent ergodique

0 1
S . . . i -
de Ji qui aboutissent a Xy - De plus, comme &

N0 —

(théoreme I) , h envoie aussi p? (resp. ul;) sur' u; (resp. u;) , quitte a diviser les

mesures par des constantes convenables. Considérons alors un point n régulier pour

3;’ et 5[; , son image h(m) est un point régulier pour u: et 33 . On peut trouver
une carte lisse J-¢,e[ x j~e,a[ ¥, M, telle que ¢(0) m et que le feuilletage

s s . ~Uu
(375, m7) (resp. (2]

méme, on trouve une telle carte autour de h(m) . Quand on lit h dans ces cartes, il

,,ul;)) soit défini dans cette carte par la 1-forme dx (1‘@5]). dy) . De

apparait comme un homéomorphisme ae ]—e ,ei X j-e ,c | sur un voisinage ouvert de

0 dans PZ , qui envoie 0 sur 0O, les horizontales dans les horizontales, les verti-
cales dans les verticales, et qui préservent 1'écartement entre deux horizontales ou deux
verticales. Il est facile de voir que h est la restriction a ]—e , € — X j—s ,ei d'une
des quatre applications linéaires suivantes de JR2 . Identité, symétrie orthogonale par
rapport au premier (resp. second) axe, symétrie par rapport a l'origine. Il en résulte
que h est ™ en tout point régulier de &? et 83 . On peut faire un raisonnement
analogue en un point singulier. Rappelons que 1'on a précisé plus haut la définition de
pseudo-Anosov. Cette précision implique que dans des cartes convenables, h apparait
comme un germe d'homéomorphisme en 0 € € qui préserve les valeurs absolues des

\ /Zp-Z 2

parties rdéelle et imaginaire de dz® (p =z 3) . Le lecteur vérifiera que de tels

. . . . . 2k7
germes, qui préservent l'orientation, sont des rotations d'angles i les geries
qui renversent l'orientation sont donnés par des symétries par rapport a des droites

—

qui contiennent la réunion de deux séparatrices. c
Remarque. On peut se demander quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes

pour qu'un feuilletage arationnel, uniquement ergodique, soit le feuilletage stable d'un

pseudo-Anosov .
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