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EXTENSIONS ABELIENNES ET REPARTITION MODULO 1
par R, GILLARD

Je me propose d'exposer les importants résultats de B, Ferrero et
L. Washington, cf. [2] et [13]. Pour les détails et les démonstrations com-
plétes, je renvoie & leurs articles. Par ailleurs, ceux-ci rappellent les preu-
ves de la plupart des préliminaires utilisés. La différence principale avec la
conférence donnée & Luminy est l'unification des démonstrations & 1l'aide d'un

résultat de [13].

§ 1. - RESULTATS.
Soient p (resp. &) un nombre premier et k un corps de nombres de
degré fini sur @ . Désignons par km/k une Zp—extension, i.e. une exten-

sion galoisienne avec Gal(kw/k) >~ Zp . Ainsi on peut écrire

— . n
k= ng]N kn avec Gal(kn/k) Z/p Z .
Notons hn le nombre de classes de kn et er(]e) l'exposant de ¢ dans
hn ; si ¢ =p, K. Iwasawa a démontré :
THEOREME 1, [4]. - Il existe des entiers A , & , Vv avec A=0 ,
u =0 tels que el(_lp) = upn +\n+V pour tout n assez grand.
Exemple fondamental : k = , k= ( ) , k. = U k_,
Lxemp.€_londamenta! Q(C‘p) n @ C’pn+l ® n€N N
avec p#2 , ol pour mé€N , €y désigne une racine primitive miéme 4o

l'unité, On savait que u est nul dans les cas suivants :
, 1i.e., p est régulier,

" p=<4000, cf [5].

m p=<8000, cf [7].

» p=<30000, cf [8].

" p =< 125000, cf, [11].
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u est >0, cf. [6].

Remarque : Iwasawa a construit des Zp-extensions dont 1l'invariant

Désignons par Qw 1'unique Zp—extension de @ . Dans la suite,
nous supposons que k est une extension abélienne de @ et que ko: est

l'extension composée k.Qm . Notons (k) l'invariant y pour cette Zp-

extension de k .

THEOREME 2, [1]. -

1) Si eép) =0 et k contient gp , alors w(k) =0 .

2) S8i p=2po0u3ld, alors uk) =0 .

La partie 2) résulte du fait qu'on a & considérer (cf. plus loin) des
sommes sur un 1/2 systdme de racines de l'unité dans Zp . Ainsi, pour
p=2 ou 3 ces sommes se réduisent & un seul terme et cette simplification

permet de conclure.

THEOREME 3, [2]. - Pour tout k , ona wu(k) =0,

La démonstration de ce théoréme, comme celle de la partie 1) du
théoréme 2, utilise des arguments de répartition modulo 1 ; ceux employés

dans [2] sont plus forts et plus naturels que ceux de [1].

Soient S un ensemble d'idéaux premiers de k contenant les divi-
seurs premiers de p et kS la p-extension de k non ramifiée en dehors
de S maximale : kS contient km et en est une extension galoisienne,

COROLIAIRE. - Si k contient gp ({,4 si p=2), Gal(ks/km)

est un pro-p-groupe libre.

En effet, on sait, [10], que ceci est une conséquence de (k) =0 .

THEOREME 4, [13]. - Pour k et ¢ fixés, avec & #p , la suite

eff) est stationnaire.
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Remarquons que pour p =2 ou 3 , ce résultat est déja dans [12] qui

utilise la méme simplification que pour la partie 2) du théoréme 2.

Signalons enfin que les démonstrations des résultats précédents peu-
vent étre rendues effectives (cf, [2] § 4) et peuvent donner pour k , ¢ , p
fixés des bornes pour l'invariant )\ du théoréme 1 et pour le plus petit

(2) ()

indice n_ tel que e =en +
o ng ot

CDp (resp. QE) et par P (resp. 2) son idéal maximal. Désignons par R
un systéme de représentants des racines de l'unité de Zp modulo +1 , On
iéme

suppose dans la suite p#2 . Si o € Zp , on note tm(a) le m coef-

ficient de son développement p-adique et sn(on) la nitme gomme partielle :

(-]
m
a = Eotm(a)p avec 0 =< tm(cx) <p ,

n 1

= m VA n+ - n+l
sn(a) = %)tm(cx)p d'od 0 < sn(on) <p et sn(cx) = o modp

§ 2. - REPARTITION MODULO 1 DES p_n_lsn(an) , a ez: , MER-.

2.1, Introduisons le concept clef de 2] :

DEFINITION. - Des entiers p-adiques Yl""’Yr sont dits conjoin-

tement normaux si et seulement si la_suite (p'n_lsn(yl),.,.,p—n—lsn(@)
3

est uniformément répartie dans ([0,1[)" .

Cette définition transpose aux nombres p-adiques une définition clas-
sique ([9] chap. I, § 8, notes) en répartition modulo 1 pour les nombres

réels ; il faut remplacer 1/p par p dans les développements p-adiques.

A

Pour k € n* , soit Emk l'ensemble des matrices ¢ & r lignes
et k colonnes dont les coefficients cij sont des entiers vérifiant

0 < cij < p . Pour toute matrice c¢ dans ‘le , désignons par S(c) Il'en-

semble des entiers n > 1 vérifiant

t c pour tout i=1,...,r et j=1,..,%k.

n+ (Yi) =y
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En traduisant sur les chiffres du développement p-adique la condition

-n-1 -N -
P sn(vi) € [p 3, + P N(ai+1)[ , pour NeN" ,

on trouve :

PROPOSITION 1. - Les entiers p-adiques Yyreer Y, sont conjointe-

ment normaux si et seulement si pour tout k € IN* et tout c EM
-rk

k ’
S(c) admet une densité égale & p

En s'inspirant d'une démonstration classique (cf. [9], théoréme 4.1),

Ferrero et Washington démontrent :

PROPOSITION 2. - Soient Yy Yy des entiers p-adiques @-linéaire-

ment indépendants, alors pour presque tout o € Zp (au_sens de la

mesure de Haar), les nombres OLYI,...,OLYr sont _conjointement normaux.

2.2. On peut renforcer 1'énoncé précédent :

PROPOSITION 3, [13]. - Soient B ....,B  des entiers p-adiques

Q-linéairement indépendants, Donnons-nous un nombre réel ¢ >0 ,

des entiers m,d,gl,...,gr vérifiant m>0 , d>0 , d premier a

p , et des nombres réels X reenr Xy appartenant a8 [0,1] . Alors

pour tout n entier assez grand, il existe un entier p-adique «

vérifiant :

(1) o =1 mod pm

(2) sn(aBj) = gj modd , pour tout j=1,...,r

@ |p

lsn(qu) - le < e pour tout j=1,...,r

Pour démontrer la proposition 3, Washington utilise la proposition 2
pour trouver un élément B de Zp congru & 1 modulo pm , tels que les
nombres Yj =,BBj soient conjointement normaux ; si ¢ € ﬁth pour k
assez grand, choisissons no € S(c) . Avec les données de la proposition 3,

soit n entier supérieur ou égal a ng + k + m . Washington construit une
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matrice c¢ telle que pour un entier convenable q , nO <q s nO +k ,

l'entier p-adique a = B(1 +pn—q) vérifie les conditions (1), (2) et (3).
2.3. Nous utiliserons les résultats de 2.1 et 2.2 sous la forme sui-
vante (cf. [13]) dont 1'énoncé suppose R convenablement choisi :

PROPOSITION 4., - Soient m et d des entiers >0 , d premier

4 p . Pour tout n assez grand, on peut trouver deux entiers

R m 1z
p-adiques %y et cx,z , congrus-d 1 modulo p et un élément

Mo de R tels que :

(4) sn+m(a1n) = sn(aln) =0 modd pour tout n € R

(5) sn+m(a2n) = sn(azn) =0 modd pour tout m € R—{no}
_ n+1 -

(6) sn+m(a2no) = sn(azno) + p =0 modd .

Démonstration : Soient “1""'”(p-1)/2 les éléments de R ordon-

nés de fagon & ce que nl,...,nr soient @Q-linéairement indépendants

(r=w(p-1) , o fonction d'Euler). Pour j=1,...,(p-1)/2 , on a

r
.= 2 a,.n. our des a,, entiers.,
n] i=1 ]1n1 P ji

Soient ¢y >,..> c, des éléments de ]0,1] et posons

r
¢y = i§1 a;;0; pour j =r+1,..,(p-1)/2 .

On peut choisir, cf. [2] ou [13], ¢, puis cg puis ... puis c_ suffisam-

ment petits pour qu'il existe jO tel que

0 < cj < cjo pour tout j # jo ,
si R a été convenablement choisi. Choisissons X; dans ]p_m,Zp_m[
o -
et posons x, = ¢,x, /c; . Supposons X, suffisamment proche de p m
j j jo J0 ]0

pour avoir x, € ]0,p ™[ si J‘#jo . Posons 9y = 0 et prenons € suf-

j
fisamment petit pour la suite. Soit a, un entier p-adique vérifiant les
conditions de la proposition 3 avec Bj = nj si j=1,...,r ol n est

remplacé par n+m : la condition (3) implique alors
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r
0 < Z (a "‘i) < prl+1 si j=1,..,(p-1)/2 et j#i

ji n+m" 2 o

n+ +1

P < Z) aj isn+m(°‘2"'1 ) < 2p"
On en déduit les égalités

Spem(BgNy) = Z) s (an) = sylapny) st §# 3

ji"n+m
r
1
a, = 2 a, ; ) = + ot
Sn+m( ano) 1=1ajolsn+m(azn1) Sn(aznjo) P

Ainsi @, vérifie (5) et (6) avec Mo = Ny - Pour o, on procéde de mé-

me, mais en choisissant X, dans ]0,p ™[ . Dans la proposition 4, on
o
peut donc choisir Mo indépendant de n .

§ 3. - DEMONSTRATION DU THEOREME 3 (& = p)

3.1. Supposons k = CD(C,D) . Rappelons le résultat de [3] §3 :

PROPOSITION 5. - (k) est non nul si et seulement s'il existe

a € N, a impair, tel que pour tout OLEZ'; et n € IN , on ait

(7) (an).na =0 modP .

2t
nexR ntl

La démonstration d'Iwasawa utilise le théoréme de Stickelberger sur
I'annulation du groupe des classes. On peut aussi (cf. [2]) utiliser la for-
mule analytique du nombre de classes en interprétant les nombres de Bernoulli

avec les séries d'Iwasawa.

En regroupant les termes correspondants & m et -m , (7) s'écrit :

2 Lt (a'q).na - (p-1) Z 'qa =0 mod P.
mer nt+l meR

Ainsi si u(k) est #0 , il existe a impair tel que

a
n+1(a2n)n mod P

8 b2 d= 3
(8) ek t e 1n)ﬂ ﬂERt

pour tout n € IN et tout 0.1 , tout a, € Z; . Mais en choisissant al

et a, comme dans la proposition 4, on trouve
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tn+1(a1n) =0 pour tout n € R

tn+1(cx,2n) =0 pour tout m € R—{no} , tn+1(o.2'qo) =1,

En reportant dans (8), on obtient la contradiction

0

]

a
o mod3,

d'ol le théoréme 3 pour k = CD(C,p) .

3.2. Rappelons le résultat de [1] §1.8 et 2.4 :

PROPOSITION 6, - Si u(G)(gp)) = 0 , alors il existe une extension

abélienne finie k de @ avec u(k) # 0 si et seulement si on

peut trouver un caractére de Dirichlet (#) ¥ , impair, tel que

(9) le conducteur f de x est égald d ou d.p avec un entier

d=22, d premierd p.

(10) Pour tout OLEZ'; et n €N ona:
d-1

1

T 2 ix(s (am)+p™

neR 120 XN TR

i) =

1]
o

mod P .

La démonstration de Ferrero consiste & :
1) remarquer (cf. [12] lemme 1), que sans changer kn pour n assez
2 \ N
grand on peut supposer que P ne divise pas le conducteur de k d'ou la

condition (9) ci-dessus (sachant que k n'est pas inclus dans q)(gp) ).

2) Montrer (cf. [1] §1.7), en utilisant 1'inégalité "du miroir"
(Spiegelungsatz de H. Leopoldt) qu'on peut se limiter aux classes "relatives"

i.e. aux caractéres de Dirichlet impairs.

3) Utiliser la formule analytique du nombre de classes, en interprétant

les nombres de Bernoulli en termes de série d'Iwasawa.

(*) & valeurs dans Qp
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Démonstration du théoréme 3 : Soit ¥ un caractére de Dirichlet

impair vérifiant (9) et (10). Choisissons n assez grand et vérifiant

prl = 1 modd . Considérons alors la congruence (10) pour al et az
comme dans la proposition 4 : seuls les termes relatifs 8 n = Mo différent ;

en comparant on obtient :
d-1 d-1

(11) '20 ix(a+ip) = 'ZO ix(a-p+ip) mod P ,
i= i=

oll a désigne un entier multiple de d et congru & o modulo p . Or,
d-1

(12) 2 x(a+ip) =0 .,
i=0

Ceci est clair si tous les termes de la somme sont nuls ou si le conducteur

A

de x est égal @ d . Sinon on se raméne & montrer que
d-1
Z x(1+ip) =0 ;
i=0

la somme porte en fait sur le noyau de l'homomorphisme (Z/fZ)* — (Z/pZ)* :
sur ce groupe ¥ est #1 car son conducteur est #p . En utilisant (12),

on peut réécrire (11) sous la forme
d-1 d-1
1?0 (i+1)x(a+ip) = iZ_}oi)((a+(i—1)p) mod P .

Aprés simplification, il ne reste que le terme correspondant 8 i =d-1

dans la somme de gauche, i.e.
(13) dyx(@a-p) =0 mod P .

Comme a-p est congru @ =-p modulo d et & R modulo p , ce nombre
est premier & f=d ou dp ; x(a-p) , non nul, est donc une racine de

1'unité : (13) est donc absurde.

§ 4. - DEMONSTRATION DU THEOREME 4 (2#p) .

4,1, Pour m € IN , soit Dm l'ensemble des caractéres de Dirichlet

a valeurs dans Q: dont le conducteur et l'ordre valent respectivement pm

et pm-'-1 . Les éléments de Dm peuvent é&tre prolongés en des fonctions

continues de Zp dans Qe . Si | appartient a Dn+m et o a Zp , le
-1 n+1) m

nombre wm(a) = {(1+a p est une racine de 1 d'ordre divisant p

et ne dépendant de o que modulo pm .
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PROPOSITION 7, [12]. - Supposons qu'il existe une extension abélien-

ne finie k de @ avec lim el(,le)

n-e

caractére de Dirichlet (#) ¥ , impair, tel que

= + o ; alors on peut trouver un

(14) le conducteur de x est égald d ou d.p avec d € IN ,
d premier 8 p ,

(15) pour tout m entier assez grand, il existe une infinité de

n € N tels que pour au moins un élément | de Dn+m , on
ait : i
— d-1 _ ¥_(an)
vaeZ: 2 (o 's (an N x(s (onn)+ipn+1) = T— =0 mod 8
P n€R i=0 n n v (am) -1
m

En effet, avec l'hypothése de la proposition 7, avec la formule analy-
tique du nombre de classes, on peut montrer, [12], qu'il existe un caractére

de Dirichlet impair ¥y vérifiant (14) tel que pour une infinité de n dans

IN , on ait
(16) L B =0 mod ¢

2 71,xy
pour un élément { au moins de Dn+m ; dci Bl,x\b désigne le nombre de
Bernoulli

n+m+1
1 dpz

W azl alxy)(@) .
Désignons par Fn le corps engendré sur CDe par l'image de y et ( n °
On suppose dans la suite m assez grand pour avoir Fm # F‘m+1 . Si
(16) est vérifié, on obtient (15) pour a € Z¥ et n=2m en calculant la

-1

trace entre Fn+m et Pm de (o )Bl,X‘lI/Z .

4,2, Soit ¥ un caractdre de Dirichlet impair vérifiant (14) et (15).

Pour n assez grand, choisissons 0L1 et az comme dans la proposition 4.

Comparons la congruence de (15) pour o = a et a = a, seuls les ter-

mes relatifs &8 n = o différent ; en simplifiant, on obtient :

(*) & valeurs dans Qz .
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1
d-1  _ ¥_(a.m)

1§o w(“1lsn(“1"o))x(sn(°‘1“o) +1p™Y) 'm_ldo_'
\bm(alno) -1

i
d-1 V(o n)
-1
- Eowaz sn(az“o))x(sn(“z"o)“pnﬂ)"_m‘ido—' mod ¢ .

‘”m(“z”o) -1

Comme a, =a, =1 modp , ona \hm(alno) \lim(azno) 'bm(no) .

Soit a un entier multiple de d et congru a o modulo p . En remarquant

que
\lJ(aIlsn(_alno)) = W(a;lsn+m(a1no)) - ‘V('f'\o) =1
et w(ay's (@) = ¥leyts , (a,n)-ate™) = wn - arte™h
= W(no)\b(l-nc_,laglpnﬂ) = ‘km(no)—l .
on déduit

a-1 a-1 ]
et 1™y ()t = T xtar -0p™ e )"

Aprés simplification, il ne reste que le terme correspondant & i =0 (resp.

i=d-1) dans le terme de droite (resp. de gauche) c'est-a-dire
n+1 d-1 _ _ n+l -1
x(@+p (d-l))wm(no) = xla-p )\um(no) mod 8

ou encore

1

(wm(no)d-l)x(a-p"+) =0 mod g .

+
Comme a-pn+1 est congru a - pn 1 modulo d et & no modulo p ,

+1
%Yy est # 0 donc est une racine

+
a—pnl est premier & dp donc ¥x(a-p
de 1 ., La contradiction provient du fait que wm(no)d -1 %0 mod?@,

puisque \IJm('no)d est une racine de 1 d'ordre p™ . Le théoréme 4 résulte

alors du fait que la suite e‘(le) est croissante.
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