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ANALOGUES p-ADIQUES DES FONCTIONS I'-MULTIPLES
par

Pierrette CASSOU-NOGULES

Soit M une extension abélienne, réelle, finie d'un corps de nombres K to-
talement réel, de conducteur { . Soit Kf l'ensemble des éléments a de K

qui sont totalement positifs et congrus & 1 modulo ! (c'est-a-dire que

vp(o.-l) 2 vp(T) pour tout idéal p divisant T).

Notons I, le groupe des idéaux fractionnaires de K , engendré par les idé-

aux premiersfne divisant pas 1 et PT le sous-groupe des idéaux principaux en-
gendrés par les éléments de Kr . Le groupe quotient IT /Pt est appelé le groupe
des classes de rayon | et est noté RT . D'apres la théorie du corps de classes,
l'application d'Artin : (161T — CaeG(M/K) induit un homomorphisme surjectif

de R sur G(M/K), le groupe de Galois de M sur K . Soit X l'ensemble

!

des caracteres primitifs associés aux caracteéres du groupe de Galois de M sur

K.
Pour x¢ %, de conducteur f(x), on définit :

*]

(a, F(x))=1

ol la sommation est prise sur les idéaux entiers @ de K, premiersa f(y).

L(x,s) = E x(o ) Na ° pour Re(s)>1

On a encore :
L(x,s) = g x(0) €, (0. 8)
oe G(M/K)

ol CM(U, s) est la fonction z&ta partielle associée 3 ¢ définie par

43



P. CASSOU-NOGUES

CM(O,S) = Na™® pour Re(s)>1
(i P=1

0'0-0

ol la sommation est prise sur les idéaux @ entiers, premiersa { , tels que
Oa =0. Si M estle corps de classes de rayon | on notera

1

Cylal0) = Cylo o)

Shintani [13] a montré que 1l'on pouvait écrire

(1) C'(0_1,3)=Nas g Z(NLj,x,s)
T

Jrx
oules L, % sont en nombre fini et de la forme
’

(2) Lj,x(Y) =x+vj,1y1+"'+vj,r(j)yr(j) ,

(Vj,iea,f ’ Vj'i>>0,x=2 xiyj’i,xieQ,0<xi51, et xea,x=1 mod })

© ©

et
(3) Z(NLj’x,s) = E E N(Lj’x(m))-s )

= m ., =0
1 x(j)
On peut montrer [13] que les fonctions s+ Z(NLj <’ s) se prolongenta
tout le plan complexe en des fonctions méromorphes dont les valeurs aux entiers

1, -k) pour tout

négatifs sont rationnelles, ce qui prouve la rationnalité de CT(Q-
entier k positif ou nul. Ce résultat avait déja été démontré par Klingen [9] et

Siegel [12] en utilisant la théorie des formes modulaires.

Soit ¢ un idéal entier de K possédant la propriété suivante

(i) (e,1)=1; (¢,®)=1 oh D désigne la différente de K
(4) (ii) (c,(vj i))=1 pour tout jeJ ettout ie{1,2,...,r(j)}
(iii) OK/c ~ Z/cZ si c estun générateur positif de ¢NZ .

Considérons

(5) gt(n'l, ¢,s)= Nel™® CT(a'lc'l, 5) 'CY(°-1’ 5) .

Soit V un élément de K tel que Tr (V)=§ ot (b,c)=1. On peut alors mon-

K/Q

trer que
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FONCTIONS r-MULTIPLES

c-1
(6) CT(O-I, ¢,s) =Na° éz L-Z-' (exp 2mi TrK/Q(u\)x))Z(NLj’x,gu, s)
um
N M E z r(j) -5
ol Z(NLj,x’ gr, .. J,r(_] NL’x(m) et

i g

sont des racines pr1m1t1ves c-iémes de 1 .

S017 7 55, x(j)
Nous allons étudier une classe de séries de Dirichlet qui contient les fonc-
tions Z(NLj,x' gu, s) . Ceci nous permet, en particulier, de retrouver (cor. 3) le

théoréme de Deligne et Ribet [6], sur l'existence d'une fonction p-adique
1l(ct ,c s) telle que pour tout entier k20, k=-1 mod & ou 0|(p-1)
T(a , ¢, -k) = C (a , €, -k). On peut aussi obtenir l'existence d'analogues p-

adlques des fonctlons I'-multiples et une formule remarquable (th. 6), générali-

sant celle de Ferrero [8], qui exprime L'p(x,O) 3 l'aide de ces fonctions.

I.- Théorédmes généraux sur les séries de Dirichlet

Soit K un sous-corps de IR .

DEFINITION. - On dira que le polyndme PEK[XI, vees Xr] possede la propriété
*), si
(%), si o, .
P(X) = (P (X)+a;) =~ ..o (B(X)+a,)

i) les Pi sont des polyndmes homogenes, de méme degré strictement posi-

tifs, a r variables, & coefficients dans K positifs ou nuls,

ii) les a, sont des éléments de K strictement positifs,

iii) les (11 sont des nombres entiers positifs ou nuls tels que & ai%O .

Considérons un polyndme PEK[XI, ey Xr] possédant la propriété (%) et
g =(§1, cees §r) un r-uple formé de racines de 1'unité différentes de 1 . Posons
n n
z(P, §,s)=z P(n)"® gll... grr )
ngINT

I1 existe un 00 tel que cette série converge dans le demi-plan Re(s)> o, et on
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P. CASSOU-NOGUES

se propose d'étudier son prolongement. Le résultat est le suivant :

s

THEOREME 1.- La fonction s Z(P,&,s) se prolonge 3 tout le plan complexe

en une fonction holomorphe et pour tout entier k=20,

Z(P, €, -k) = R(P")(£)

o R(Pk)(T)eK(Tl,...,T) et REN)T)= & P@)T".
r nemr

Remarques. - 1) R(Pk)(T) est une fraction rationnelle de la forme [3]

I X (k)
R(P )T) = & :
: . fini (1.7)’
. i i
ol (1-T)1=(1-T1) 1...(1-Tr) ToA(k)EK .
Elle est donc bien définie pour T =§ et R(Pk)(§ )GK(gl, vy §r) .

2) En fait si 1'un des §i est égala 1, Z(P,§,s) admet un prolongement
méromorphe 3 L. Les valeurs aux entiers négatifs appartiennent encore a

K(EI, RN gr) mais ne s'expriment plus de la méme facon.

On suppose en outre que K est un corps de nombres.

11 est aisé de déduire de ce qui précede le théoreme suivant :

THEOREME 2. - Si p est un nombre premier, tel que les gi ne soient pas des

racines de l'unité d'ordre une puissance de p, alors :

k
,Z(P' g, 'k) lps sup ,P(n) ,p

pour tout premier p de K(gl, cees §r) au-dessus de p .

Soit p un nombre premier impair, Qp le corps p-adique élémentaire et
Zp son anneau de valuation. On note F 1l'algebre des fonctions sur Z , a va-
leurs dans un anneau complet @CCP , et U

1
entiers p-adiques u tels que u=1 (mod p). Si ueUl, on note fu la fonction

le sous-groupe de Z; formé des

s—u’. Les fu lu eUl) engendrent un sous O-module L de F . Ils forment
méme une base de L et l'on peut identifier L 2a l'algebre @[Ul] du groupe U1 .
On définit maintenant L. comme étant 1'adhérence de L dans F pour la topolo-
gie de la convergence uniforme. Les éléments de L sont appelés fonctions

d'Iwasawa.
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FONCTIONS TI'- MULTIPLES

2 le sous-groupe de Z; , formé des

entiers 2-adiques tels que u=1 mod4 . L estl'algébre engendré par les fonc-

Supposons maintenant p=2 . Notons U

. s
tions f, : s u avec ugeU

4 2°

Soit p un nombre premier et p un idéal premier de K au-dessus de p .

DEFINITION. - On dira que P poss&de la propriété %p si

i) P posséde la propriété *

ii) les coefficients des polyndmes Pi appartiennent 3 p

iii) les a, sont congrus 3 1 mod p .

THEOREME 3. - Soit P un nombre premier tel que les gi ne soient pas des ra-

cines de 1'unité d'ordre une puissance de p . Soit p un idéal premier de K au-

dessus de p et P un polyndme de K[XI""’Xr] possédant la propriété %p .

Alors il existe une fonction d'Iwasawa unique Zp (P, §,s) telle que pour tout

entier k0

ZP(P’ €,-k) =2(P,§,-k) .

II. - Applications arithmétiques

On reprend ici les notations de 1l'introduction.

Soient K un corps de nombres totalement réel et f un idéal entier de K .

Soit @ un idéal entier de K, premiera f . On rappelle qu'il existe un nombre

fini de L, telles que
Jy X
c.(a’l, s)=Ng® Z(NL, ,s)
t jrx
L,
N Jx
L, =xtv, +...+v, . .
Js «) 1”1 5 r(3) Y x(5)

= < =
(vj,iear’vj,i»o’x Iinvj,i,xieﬂ),0<xi 1, et x€ca , x=1 mod 1)

Z(NL, s)=§ N(Lj’x(m))-s )

me N°
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1) Fonctions L p-adiques [3]

Soit ¢ un idéal entier de K, possédant la propriété (4). On considere

et o= N T g (a7 e o) - ¢ (a7 s
alors
c-1
Cr(a-l, ¢,s)= Nao® E E (exp 2mitr(pMvx)) Z(NLj,x’ g;,‘, s)
ol : . Lj'x

um .
r(j) -8
Z(NL’ ,g E E J 1 ---§j,r(j) N(Lj,x(m))

mOm—O

et les € _ sont des racines primitives c-iémes de l'unité. Les propriétés de
Js1

L, ermettent alors de dire que le polyndme NL, X)eK[X.,...,X ,..] oS -
ix P q polyn J’x( ) €KX, £G)? P

’

sede la propriété (%), avec des polyndmes P1 homogenes du premier degré et

des o, égaux a 1 . Alors le théoréme 1 permet d'écrire

COROLLAIRE 1. - La fonction s+ Z(NLj <’ g“, s) se prolonge a £ en une

fonction holomorphe et l'on a :

Z(NL, _, g™, k)= R(NL )(5“

Js
_ k k _n
R(NLj’x)(T) = E NLj’x(n) T .
ncIN

Remarque. - Shintani [13] a montré que s+ Z(NLj <’ §u, s) admettait un pro-
longement méromorphe 3 €, mais il a exprimé les valeurs aux entiers négatifs a
l'aide de valeurs de polyndmes de Bernoulli, sous une forme qui est directement

inutilisable pour l'arithmétique.

On peut donc écrire

c-1
(7 c,(il,c,-k):Na'kE § (exp 2mitr(uv) RINL; )" (&)
m=l L.

Le théoreme 2 donne le résultat suivant :

COROLLAIRE 2.-Si p ne divise pas c, C'(a-l, ¢,-k) est p-entier pour tout
k20 .
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FONCTIONS r-MULTIPLES

Supposons que p s0it un nombre premier de Z et que ! soit divisible par
tous les idéaux premiers p], e by de K au-dessus de p, alors NLj % pos-

sede la propriété %¥p pour tous les idéaux premiers p , pf(p). On en déduit :

COROLLAIRE 3.- Si p est un nombre premier et si | est divisible par tous les

les idéaux premiers de K au-dessus de p , il existe une fonction d'Iwasawa

unique ZP(NLj <’ €, s) telle que pour tout nombre entier k , k20

Z (NL, , €,-k)= Z(NL, _,&,-k) .
pNL; o+ 8, -k) = Z(NL, _,§, -k)

Posons exp 2TMitr(vx)=§ . Alors on peut définir :

X
c-1
-1 i sE E u W
(8) CP, T(a » €y S) =<Na> gx Zp(NLj,X’ gJ ) S)
p=1 L.
jyx

qui est une fonction d'Iwasawa (on écrit, si anp-pr,a =<a> g(a) ol

<a>©=1 modp et ep_](a)=1).

Soit ¥ un caractere primitif de conducteur ¥, on pose :

1 -1 -1
(9) LP(X,S) — E x(a )¢ T(a ,¢,8)
1-x(e)<N P,
aeR
i
Soit % wun caractere de conducteur Tl et soit f =ppcm(1’1, Ppoees ps) et

x' le caracteére induit par ¥ sur RY . On définit Lp(x,s) par

Lp(x, s) = Lp(x',s) .

2) Analogues des fonctions I-multiples

Rappelons tout d'abord ce que sont les fonctions I'-multiples complexes [1],

[14].

Pour un r-uple v= (v1, cees vr) de nombres positifs et pour un nombre po-

sitif a, on note :
- -s N -
Z(La,s) = E La(m) ol La(m)—a+m1v1+...+mrvr .
meINT
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On définit alors :

I‘r(a,v) d
(11) -Log pr(v) ah%[ Z(L ,s)] =0+Loga ; Log—p—r(—\Tzztz(La’s)]Sﬂ'

. -1 . .5
On montre que, en tant que fonction de a , Tr(a, v) est une fonction entiere

1 1 V. - -
d'ordre r . D'autre part, posons v(i) (vl, Vg Viggr ,vr) . Alors la fonc
tion TI'-multiple satisfait :

\
r(aty,v)  T(av) T (a %)

LB T v T T (v TR T )

si r>1. Pour r=1

T, (a,v)

1 T(a/v) a 1

L —_— =1, + (—-=
°og 0, o

Soit ¥ un caractere fidele pair, de conducteur t du groupe de Galois d'une ex-
tension abélienne de @ . On sait que la fonction T, estliée da L(y,s) dans les

1

formules suivantes

£ T, (a,f)
(12) L'(x,0) =Z X(a) Log W
a=1
et £
4 T, (z, f)
(13)  L(x,1) =Z x(@) 47 [L gplT)]z:a
a=1

Shintani a généralisé (12) de la maniere suivante :

Soient (v )(1<1Sr , 1=jSn) des nombres réels positifs et soit x=(x1, X )

un r- uple de nombres réels positifs. On pose :

et

Pour chaque r-uple 4 = (L L

Li-l = L 1 du
E J‘ 1’ (v +vk,iu) -’] ,i o

ol la sommation sur (j,k est prise sur toutes les paires (j,k) d'entiers posi-

tifs avec 1<j, kSn et j#k.

d'entiers non négatifs, on pose :

Alors :
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i= p(v) n 4 i=1

ol la sommation sur { est prise sur tous les r-uples d'entiers non négatifs qui

n_ .n_ T (x v,v) } (x)
(14) Ed;Z(! L, x,s)=Log{j,=l 1 } Ll) E C(A) ’ | _L:'_

satisfont {,1+ LZ+ +L =r etou x. vJ by XV, Ii

Soient K un corps de nombres totalement réel et ! un idéal entier de K .

Soit @ un idéal entier de K, premier a [ .

On a vu qu'il existait un nombre fini de L, x telles que :

’

gf(a'l, s)= No® E Z(NL, o) .
L

Jrx
Ici, on ne va pas définir un analogue p-adique des fonctions I-multiples pour
chaque x , mais on va directement associer une fonction I’ i 1'idéal a (pour
la construction des fonctions I'-multiples, associées & x , voir [4]). Posons,

pour tout 0¢€S ou S est l'ensemble des n plongements de K dans IR .

Bc;(a-l,c,s =i E E l-l ( ,ns)

(¢

_ o, ¢©
j’x(y)— X +ygyyt

VO'
i r(G) ()

Cette fonction se prolonge en une fonction holomorphe sur € et pour tout entier

k20 ,
Byl e, ) =lw 'kg E 6 R(LT (8 .

On sait aussi que si p ne divise pas ¢, nBT (o 1, ¢,k) est p-entier et que si }
-1

est d1v1s1b1e par (p), il existe une fonction B T(u ,€,8) unique telle que,

nﬁ T(cx , 6,8) soit une fonction d'Iwasawa, et pour tout entier k=20,

=-1 mod p-1 o) -1 1y = a%(a" 1 .
BP,T(Q , ¢, -k) Br(a , ¢, -k) .

PROPOSITION 4..
4 -1 _ -2_ d o -1
ds Cp’r(a 3’ C)s)] _ = [ds Bp’t(a ,Crs)]
s =l - s=0
ceS

Voes (a 1, 0) nsgr(a'l,c,o).
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Preuve. - Par définition :
c-1
-1 _ s M s M
Cp,f(a ,€,-8)=<Ng> E E ng(NLj,x)(gj)'
u=1 Lj,x
D'ou :
4 -1 _ -1
13 Cp,T(a ,c,-s)] = Log <Na> QP"(Q ,¢,0)
s=0
c-1
M M
+ € R(Log NL, ) .
E _S_ o R{Log NL, ) (5%)
pu=1 L,
Donc : Jx

d -1 _ -1
_[ds Cp,f(a ,c,s)]s:O—Log<Na> QP:T(Q ,¢,0)

c-1
S S S M o M
+ g, R(Log Lj'x)(§j) .
u=1 L, g
J X

D'autre part :

c-1
[} -1 _1 S M O ns V)
sp’ fro ¢, -s)= L <Na> E gx R(Lj,x )(f;j ) .
u=1 L_],x
Alors :
d4d o -1 _ o) -1
'[ds Bp,‘l‘(n ,c,-s)] = Log <Na> Bp"(ﬁ ,€,0)

8=0

c-1
+ g E g} R(Log L7 )(8}) .
b= Lj,x
D'autre part, on a::
c-1
S " H
¢, g0 e,0) = > g g, R(1)(8])
u=1 Lj,x

et

c-1
o -1 21 M M
BP:T(Q ;e,0) == E E §XR(1)(§j)-
u=1 L

i x
Donc la proposition 4 est démontrée.

Supposons maintenant que I'idéal ¢, qui vérifie (4) soit tel que ¢ =(a)

a=1(t) et a>0 .
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FONCTIONS T-MULTIPLES

Puisque
R N N T RO
on a
Cr(°-1’5)=QT(c-l,c,s)/(Ncl's_U
et
Qp,r(anl,s)= Qp’f(a_l, ¢,s)/ (Ncl's-1) .

Cette fonction ne dépend plus de 1'idéal ¢ =(a) ni de 1'idéal a dans sa classe

de rayon mod f .

PROPOSITION 5.-

o] -1
[—d- ¢ ! s)] - Z [i——‘b—t————s - ’c's)]
ds “p, T 5 =0 e welti1) ls=o

oesS
Preuve. -
d -1 _N¢ LogNe -1 1 rd -1
- (a ,s)] = C ¢(a ",¢,0)+ — C L(a ,c,s)]
[ds P:' s =0 (NC-I)Z p’r Ne-1 Lds P;T s =
8 (ale,s)
d[ < > ] _Ne¢ LogNe o© -1 1 d o -1
d = 8 (a ,c,0)+————[—5 (a ,c,si‘
debnelely) s=0 (Ne-1)% P Ne-1 Lds "p, !t 60
(o] -1
[i BP,T(a ,c,s)'[ _Ne¢ Log Ne¢ (!¢ 0)
. ds (Nnd 1) Lo (Ne-1)2 P

1 z [g_ o , -1 ]
*Neol ds Bp,7<° ,c,s)szo.
o

On déduit donc de la proposition 5 que :

o -1
Z [d_e I(a ,c,s)]

ds 1-s
Ne -1 8=0
ogeS ( )

ne dépend plus de ¢ et ne dépend que de la classe de rayon de ¢ mod | .

DEFINITION. - On pose :

-1 4 Bcf(a'l,c,S)
ey [
P" 8 (NC -5_1) g =
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P. CASSOU-NOGUES

THEOREME 6. - Soient ¥ un caractre et ! le ppcm du conducteur de X et

de Pyr e Bg - Soit X' le caractére induit par ¥ sur RT . Alors :

L'p(x,0)= E x'(a) Ll‘p’,(a) .

R
067
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