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ANALOGUES p-ADIQUES DES FONCTIONS r-MULTIPLES 

par 

Pierrette CASSOU-NOGUÈS 

Soit M une extension abélienne, réelle, finie d'un corps de nombres K to­

talement réel, de conducteur f . Soit l'ensemble des éléments a de K 

qui sont totalement positifs et congrus à 1 modulo f (c'est-à-dire que 

v ( a - l ) ^ v ( f ) pour tout idéal p divisant f ). 
P P 

Notons 1̂  le groupe des idéaux fractionnaires de K , engendré par les idé­

aux premiers ne divisant pas f et le sous-groupe des idéaux principaux en­

gendrés par les éléments de . Le groupe quotient I^/P^ est appelé le groupe 

des classes de rayon f et est noté Rj . D'après la théorie du corps de classes, 

l'application d'Artin : QÇl^*—* a^çG(M/K) induit un homomorphisme surjectif 

de Rj sur G(M/K) , le groupe de Galois de M sur K . Soit 36 l'ensemble 

des caractères primitifs associés aux caractères du groupe de Galois de M sur 

K . 

Pour XÇ % » de conducteur f ( x ) » o n définit : 

L (X, s )= ^ X ( a

Q ) N o _ S P°ur Re(s)>l 

( 0 , T(X))=1 

où la sommation est prise sur les idéaux entiers et de K , premiers à f ( x ) • 

On a encore : 

L(X.e) 

gçG(M/K) 

\(o) C M ( o . e ) 

où Cĵ C0*» s ) e s t l a fonction zêta partielle associée à a définie par 

43 



P. CASSOU-NOGUÈS 

C M ( o , s ) = \ N o " 8 pour Re(s)>l 

a0 = a 

où la sommation est prise sur les idéaux Q entiers, premiers à f , tels que 

= O . Si M est le corps de classes de rayon f on notera 

C T ( « " 1 . - ) = C M ( o . 1 . . ) 

Shintani [13] a montré que l'on pouvait écrire 

(1) C T ( û ~ \ s ) = N Q S V " Z(NL. x , s ) 

où les L. sont en nombre fini et de la forme 

(2) L. (y) =x + v. -y- + . . .+v . / < x y , 

(v. .Éû , f » v. . » 0 , x = E x.v. . , x . ç Q , 0 < x . ^ l , et xç o , x = 1 mod T ) 
J,i J.i i j . i i i 

et 0 0 0 0 

(3) Z ( N L . x , s ) = V " N ( L j , x ( m ) ) " S • 

rïï^O m r ( j ) =0 

On peut montrer [13] que les fonctions si—• Z(NL. , s) se prolongent à 

j» x 

tout le plan complexe en des fonctions méromorphes dont les valeurs aux entiers 

négatifs sont rationnelles, ce qui prouve la rationnalité de C j ( ° ~k) pour tout 

entier k positif ou nul. Ce résultat avait déjà été démontré par Klingen [9] et 

Siegel [12] en utilisant la théorie des formes modulaires. 
Soit C un idéal entier de K possédant la propriété suivante 

(4) 

(i) ( C , T ) = 1 ; ( c , $ ) = l où 5) désigne la différente de K 

(ii) ( c , ( v ^ i ) ) = l pour tout jÇJ et tout iç { 1 , 2, ... , r(j) } 

(iii) O /c Z / c Z si c est un générateur positif de c HZ . 

Considérons 

(5) C T ( û " \ C , s ) = N c 1 " S C T ( û " 1 c " 1 , s ) - C î ( o " 1 , s ) . 

Soit V un élément de K tel que T I " K / / Q ( v ) = ~ o u (b, c) = 1 . On peut alors mon­

trer que 
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FONCTIONS r- MULTIPLES 

(6) 

c-1 

C t ( Q _ 1 , C , S ) = N Q S ^ ^ 2 ( e x P 2 n i T r K / Q ( M V x ) ) Z ( N L j j X , § M , s ) 

V 1 " V ~ M m i M m r ( i ) -s 
où Z ( N L . x , ^ , s ) = ^ _ . . . ^ ^ l - ^ r j ) N L j , x ^ e t 

m, =0 m ,. =0 
1 r(j) 

- > • • • » § . /.x sont des racines primitives c-ièmes de 1 . 
J>1 J>r(j) 

Nous allons étudier une classe de séries de Dirichlet qui contient les fonc­
tions Z(NL. , Ç^,s) . Ceci nous permet, en particulier, de retrouver (cor. 3) le 

J» x 

théorème de Deligne et Ribet [6 ] , sur l'existence d'une fonction p-adique 

£ • (o \ C , s) telle que pour tout entier k>:0 , k = -1 mod ô où b|(p-l) , 

C • (o » C , -k) = £_ (o , C , -k) . On peut aussi obtenir l'existence d'analogues p-
P> T T 

adiques des fonctions T-multiples et une formule remarquable (th. 6) , générali­

sant celle de Ferrero [ 8 ] , qui exprime L'^(x»0) à l'aide de ces fonctions. 

I. - Théorèmes généraux sur les séries de Dirichlet  

Soit K un sous-corps de IR . 

DÉFINITION. - On dira que le polynôme Pç K [ X , ... , ] possède la propriété 

(*•), si 
— OL a 

P(X)-= (P^Xj + aj) (P t (X)+a t )
 t 

où 

i) les P̂  sont des polynômes homogènes, de même degré strictement posi­

tifs, à r variables, à coefficients dans K positifs ou nuls, 

ii) les â  sont des éléments de K strictement positifs, 

iii) les cl sont des nombres entiers positifs ou nuls tels que ZI 0(^/0 . 

Considérons un polynôme P ç K [ X ^ , ... , X^ ] possédant la propriété (-*) et 

§ =(§j» § r ) un r-uple formé de racines de l'unité différentes de 1 . Posons : 

Z ( P , § , s ) ^ 2 ^ ) ' S ^ 1

1 - Ç ' 
nç]N r 

Il existe un a tel que cette série converge dans le demi-plan Re(s)> Q q et on 
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P. CASSOU-NOGUÈS 

se propose d'étudier son prolongement. Le résultat est le suivant : 

THÉORÈME 1. - La fonction s *—• Z ( P , § , s ) se prolonge à tout le plan complexe  

en une fonction holomorphe et pour tout entier k^O , 

Z ( P . g . - k ) = R ( P k ) ( § ) 

où R ( P k ) ( T ) ç K ( T 1 > . . . , T ) et R(P k )(T)= S P k(n) T n . 

1 r n € K r 

Remarques. - 1) R(P )(T) est une fraction rationnelle de la forme [3] 

R(P K )(T) = S ~ -

fini ( ^ x ) 1 

i, i 
où ( l - T ^ d - T ) . . . (1 -T r )

 r , X.(k)gK . 
Elle est donc bien définie pour T=§ et R(P ) (§ ) ç K( § , ... , §^ ) . 

2) En fait si l'un des §̂  est égal à 1 , Z(P, §, s) admet un prolongement 

méromorphe à C . Les valeurs aux entiers négatifs appartiennent encore à 

K(§j> • • » ? r ) mais ne s'expriment plus de la même façon. 

On suppose en outre que K est un corps de nombres. 

Il est aisé de déduire de ce qui précède le théorème suivant : 

THÉORÈME 2. - Si p est un nombre premier, tel que les §. ne soient pas des  

racines de l'unité d'ordre une puissance de p , alors : 

|Z(P, § , - k ) | Ssup (P(n) k | 
P P 

pour tout premier p de K(§^, ... , Ç )̂ au-dessus de p . 

Soit p un nombre premier impair, le corps p-adique élémentaire et 

7L son anneau de valuation. On note F l'algèbre des fonctions sur 2£ , à va-

leurs dans un anneau complet ^ c C p , et le sous-groupe de formé des 

entiers p-adiques u tels que u =1 (mod p) . Si uçU^, on note f̂  la fonction 

S H U S . Les f (uf UJ engendrent un sous ^-module L de F . Ils forment 
u 1 

même une base de L et l'on peut identifier L à l'algèbre &[U^ ] du groupe . 

On définit maintenant L comme étant l'adhérence de L dans F pour la topolo­

gie de la convergence uniforme. Les éléments de L sont appelés fonctions  

d'Iwasawa. 
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FONCTIONS r-MULTIPLES 

Supposons maintenant p = 2 . Notons le sous-groupe de , formé des 

entiers 2-adiques tels que u = 1 mod 4 . L est l'algèbre engendré par les fonc­
tions f» : s»—• u S avec . 

u 2 
Soit p un nombre premier et p un idéal premier de K au-dessus de p . 

DÉFINITION. - On dira que P possède la propriété *p sù : 

i) P possède la propriété 

ii) les coefficients des polynômes P^ appartiennent à p 

iii) les â  sont congrus à 1 mod p . 

THÉORÈME 3. - Soit p un nombre premier tel que les ?. ne soient pas des ra­

cines de l'unité d'ordre une puissance de p . Soit p un idéal premier de K au-

dessus de p et P un polynôme de K [X^, ... , X^] possédant la propriété # p . 

Alors il existe une fonction d'Iwasawa unique Z^(P, § ,s) telle que pour tout  

entier k*>0 

Z (P, S . -k) =Z(P, 5,-k) . 

II. - Applications arithmétiques 

On reprend ici les notations de l'introduction. 

Soient K un corps de nombres totalement réel et f un idéal entier de K . 

Soit Q un idéal entier de K, premier à f . On rappelle qu'il existe un nombre 

fini de L». telles que 

C j ( û - 1 , s)=No S ^ Z ( N L j x* S ) 

L. 
ou J 

L. (y)=x+v. i y i + . . .+v . , . .y j , x w / j , l '1 j , r ( j ) r(j) 

(v. .ç Q f , v. ^>0 , x = £ x.v. . , x.£<Q , 0<x.S 1 , et xç o , x = 1 mod f ) 
J,i J,i i j , i i i 

Z(NL s ) = V ~ N(L (m))" 8 . 
J> -X- / J> x 

mç!N r 
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1) Fonctions L p-adiques [3] 

Soit C un idéal entier de K, possédant la propriété (4). On considère : 

C^a" 1 , c , s ) = N c 1 _ s C i f o ' V ^ s J - C ^ o " 1 , ^ ) 

alors : 

c-1 

C j U " 1 , C , s )= N Q S ^ > ^> (exp 2TTitr(^lvx)) Z(NL. x > gj 1, s) 

M^T L. 
J, x 

ou : 
00 00 

V ^ Mm-, (jm , 
Z(NL. , § M , s ) = > ... \ S. / . . . S . ^ J , N ( L . (m))" S 

J»x J ^ ^ / j , l j ,r(j) j,X 
m. =0 m ,.x=0 

1 r(j) 
et les §. . sont des racines primitives c-ièmes de l'unité. Les propriétés de 
L. permettent alors de dire que le polynôme NL. (X) çK[X , . .., X , ] pos-

J» x J>x 1 r u ) 
sède la propriété ("#), avec des polynômes homogènes du premier degré et 

des a. égaux à 1 . Alors le théorème 1 permet d'écrire : 

COROLLAIRE 1.- La fonction s •—• Z(NL. , Ç^, s) se prolonge à C en une 
J> x 

fonction holomorphe et l'on a : 

Z(NL. , S M . -k )=R(NL k ) ( & ) 

où 

R(NL k )(T) NL ( n ) k T n . 

Remarque. - Shintani [13] a montré que s»—> Z(NL. , 1^, s) admettait un pro-

longement méromorphe à C , mais il a exprimé les valeurs aux entiers négatifs à 

l'aide de valeurs de polynômes de Bernoulli, sous une forme qui est directement 

inutilisable pour l'arithmétique. 

On peut donc écrire : 

c-1 

(7) C^o" 1. c,-k) = No"k S ~ ( e x P 2 n i t r ( M V x ) ) R ( ( N L j j X ) k ) ( ? J X ) . 

M=T L. 

Le théorème 2 donne le résultat suivant : 

COROLLAIRE 2. - Si p ne divise pas c , £ (̂û c, -k) est p-entier pour tout 

k£0 . 
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Supposons que p soit un nombre premier de Z et que f soit divisible par 

tous les idéaux premiers b - , . . . , b de K au-dessus de p , alors NL. pos-
1 s j , x 

sède la propriété #p pour tous les idéaux premiers p , pj(p) . On en déduit : 

COROLLAIRE 3. - Si p est un nombre premier et si f est divisible par tous les 

les idéaux premiers de K au-dessus de p , il existe une fonction d'Iwasawa  

unique Z^NLj x> ?> s ) telle que pour tout nombre entier k , k^O 

Z (NL. , §, -k) = Z(NL. , Ç, -k) . 

Posons exp 2rritr(Vx)= ? x . Alors on peut définir : 

c-1 

(8) C ^ f ^ C s l W ^ ^ ^ Z p ( N L j > x , ^ , s ) 

L j , x 

qui est une fonction d'Iwasawa (on écrit, si açZ^-pZ^,a = <a> 0(a) où 

< a > ^ l mod p et 9P~\a) = l ) . 

Soit x u n caractère primitif de conducteur f , on pose : 

(9) L ( X . B ) = - - — Y ~ x ( û " 1 ) C T ( û _ 1 , C , s ) 
P 1 - X (C ) < N 0 1 " S Z p ' T 

Q çR^ 

Soit x un caractère de conducteur f et soit f = ppcm ( f , p , ... , p ) et 
1 I l s 

X' le caractère induit par x s u r • ^ n définit L (x» s) par 
T P 

L ( X , s ) = L ( x ' . s ) . 
ir ir 

2) Analogues des fonctions r-multiple s 

Rappelons tout d'abord ce que sont les fonctions T-multiples complexes [1 ] , 

[14]. 

Pour un r-uple v = (Vj , ... , v j de nombres positifs et pour un nombre po­

sitif a , on note : 

Z(L , s) = ) L (m) 8 où L (m) = a+m- v„ +.. .+m v a / ax ' av ' 1 1 r r 
mçTRr 
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On définit alors : 

(11) - lx ,gp r (v)= a Um C ^ Z ( L a , 8 ) ] 8 = o + I - g a ; Log = £ W L , s ) ] g < 

On montre que, en tant que fonction de a , r (a, v) * est une fonction entière 

d'ordre r . D'autre part, posons v(i) = (v„ , ... , v. „ , v. v ) . Alors la fonc-
1 î-l î+l r' 

tion T-multiple satisfait : 
r(a+v.,v) T(a ,v ) T Ja.vfi)) r î r r-1 _ 

L ° g P r(v) • L ° g - L ° g P r . j W i ) ) 

si r> 1 . Pour r = 1 

j r i ( a ' Y )

 T r(a/v) , ,a 1. 
L o g T ^ T = L o g T ^ r + ( ; " z ' L o g v -

Soit x u n caractère fidèle pair, de conducteur f du groupe de Galois d'une ex­

tension abélienne de (Q . On sait que la fonction 1̂  est liée à L()(, s) dans les 

formules suivantes : 

(12) L ' ( x . 0 ) O X(a) Log * ( f )  

a = 1 1 

et 

(13) L ( x . l ) = > X ( a ) ^ L ° g 7 7 ? T 
L 1 J z = a 

Shintani a généralisé (12) de la manière suivante : 

Soient (v. . ) ( l ^ i ^ r , 1^j ^n) des nombres réels positifs et soit x = (x^, ... , x^) 

un r-uple de nombres réels positifs. On pose : 

L. (y) = v. 1 ( y 1 + x 1 ) + . . . + v . (y +x ) J , x w / j , 1 1 1' J , r w r r' 
et 

j = l J ' X Z _ j = l J ' x 

mçlN 

Pour chaque r-uple t = (t^, ... , t^) d'entiers non négatifs, on pose : 

c ^ A , C ( f Û < v - ^ ' ° , v ' - Û v } ^ 

où la sommation sur (j,k) est prise sur toutes les paires (j,k) d'entiers posi­

tifs avec l^ j , k^n et j / k . 

Alors : 
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j .JL. (JL- r (x. v , v ) \ , r^- B £ . ( X : ) 

J = l lj = l r v J J ^ 1=1 1 

où la sommation sur t est prise sur tous les r-uples d'entiers non négatifs qui 

satisfont + ¿«4- ... +t = r et où x.v.= X]x.v. . . 

1 2 r j î j , i 

Soient K un corps de nombres totalement réel et f un idéal entier de K . 

Soit o un idéal entier de K , premier à f . 
On a vu qu'il existait un nombre fini de L. telles que : 

J» x 

£j(cf *, s)= Net8 ^> z (NLj x > s) . 

L. 

Ici, on ne va pas définir un analogue p-adique des fonctions T-multiples pour 

chaque x , mais on va directement associer une fonction T à l'idéal û (pour 

la construction des fonctions T-multiples, associées à x , voir [4 ] ) . Posons, 

pour tout (J£S où S est l'ensemble des n plongements de K dans R . 
c-1 

P ? ( o - 1 . C . B ) = i N « B y " > § M Z ( L

Œ , ^ , n s ) T n ^_ /_ x j ,x j 
U=l L. 

ou : j , x 

L. (y) - x + v - y + ... + v. /.x y ,.x • j , x w / ^ l 7 ! j , r ( j 'r j 

Cette fonction se prolonge en une fonction holomorphe sur C et pour tout entier 

k£0 , 

P J ( a - 1 . c ) - k ) = l N a - k ^ ^ < f R ( ^ . f ) ( S ? - <fR(^.f)(S? -

On sait aussi que si p ne divise pas c , ng (̂o c , k) est p-entier et que si f 

est divisible par (p) , il existe une fonction -(et *,C,s) unique telle que, 
a -1 ^ n|B «(o , C, s) soit une fonction d'Iwasawa, et pour tout entier k^O , 
P» T 

k = -1 mod p-1 P p ^ t » " 1 . e , - k ) = B r ° ( o _ 1 , c , -k) . 

PROPOSITION 4.-

d 
ds 

-1 
Q С , S 

s=0 

d 
ds ID Ct -1 

s=0 
et 

С . (û" 1 , C , 0 ) = n ß n

a ( о " 1 , С ,0) . 
P> T P» T 

51 



P. CASSOU-NOGUÈS 

Preuve. - Par définition : 

C . ( o " 1 , C, -s) =<NQ> 
P» T 

c-1 

U=l L. 
x j , x 7 X i >j 

D'où 

a „ , -1 N 

. i 7 c P , T ( 0 ' c ' " s ) 

s=0 
Log <Nû> a"1, c ,0 

c-1 

U=l L. 

ÇMR(Log NL. 
x °p j , x ' j 

Donc : 

d 
.ds 

-1 
Q , C , s 

s =0 

Log <NQ> £ . 0 , C , 0 

c-1 

U=l L. a 

ÇMR(Log NL. 

D'autre part : 

BQ «vQ 1 , C , -s) = — <Nû> 
Pi T n 

c-1 

L. 

^ R ( L a n S ) ( ^ ) 
x j , x j 

Alors 

d a , -1 
ÏÏ7 f ( Q ' c ' " s > 

s=0 

Log <N0> p Œ . (<f , C ,0) 
P» T 

r-1 

L. 

D'autre part, on a:: 

C_ • (» . e . O ) 

c-1 

M=l L. 

?ï R(D( ih 
x J 

et 

p a . ( o ^ . e . o ) ^ 
P» T n 

c-1 

L. 
N0> Œ . (< 

Donc la proposition 4 est démontrée. 

Supposons maintenant que 1'idéal c, qui vérifie (4) soit tel que C=(o t ) avec 

a = l ( f ) et a » 0 . 
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Puisque 

CT(a~\ c ,s) = Nc 1 " s Cji*'1*'1.*)-C^O^.B) 

on a : 
C T(a"\s)= c T ( o _ 1 . e . s j A N e 1 " 8 - ! ) 

et 
Cp ) T(o"1,6)= Cp^o" 1 , C , s ) / ( N e 1 - 8 - ! ) . 

Cette fonctionne dépend plus de l'idéal c = ( a ) ni de l'idéal Q dans sa classe 

de rayon mod f . 

PROPOSITION 5.-

i r , - 1 J V " !" d C f ( a " - C ' S ) " 
CP'Î {° , S )Js=o" 2 - L d S (NO 1 " 8 -!) Js=0 

Preuve. 
Г d , / -1 Л Ne Log Ne r , -1 п л ,_1 Г а . , -1 Л 

^ [ ^ T

1

( B " 1 ' C " ) ] = £ . С " 1 , с о ) ^ [ ¿ ß° . С " 1 . e . . ¡ | 
^ ( N c 1 - D Js=0 (Nc-1) 2 P * T N c - l L d s p , T J g = 0 

U < T ( 8 " 1 ' C " ) ] . а с ь о я ж ^ ( а - 1 , с > 0 ) 

L d S (Ne 1" 8-!) Js=0 (Nc -1) 2 P ' f 

+ н Ь > L t £ , < • - ' • • • • ! ! • 

On déduit donc de la proposition 5 que : 

[ O" / -1 n 

d W ' C ' 5 >  
d s (Ne 1" 8-!) Js=o ne dépend plus de c et ne dépend que de la classe de rayon de Q mod f . 

DÉFINITION. - On pose : 

p,T Z _ L d s (Ne 1 " 8 -!) Js=0 
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P. CASSOU-NOGUÊS 

THÉORÈME 6. - Soient x un caractère et f le ppcm du conducteur de x 

de p , ... , p . Soit x ' le caractère induit par x sur R f . Alors : 
1 s 7 

L ' P ( x ' q ) ^ ) ~ x ' ( Q ) L r p , ï ( o ) * 
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