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L'EQUATION FONCTIONNELLE DE LA FONCTION ZETA DE SELBERG  

DU GROUPE MODULAIRE PSL(2,2) 

par 

Marie-France VIGNERAS 

1 - Cette équation est contenue dans la formule des traces de Selberg [21] et l'ob­

tenir nécessite seulement de l'habileté dans le maniement d'intégrales, en suivant 

les méthodes données par Hejhal [17] pour obtenir l'équation fonctionnelle de la 

fonction zêta de Selberg des groupes cocompacts, sans éléments elliptiques. La fonc­

tion double-gamma définie et étudiée par Barnes [3] , [U] , [5] » [6] joue un rôle 

essentiel, analogue à celui de la fonction gamma dans l'équation fonctionnelle de la 

fonction zêta de Riemann. Guidé par le modèle des fonctions L d'Artin, à chaque 

classe de conjugaison primitive de PSL(2,2'), on associe un facteur : 

Z (s) = TT (1 - Nj S" k) 
P k>o 

pour une classe hyperbolique primitive p, de norme Np, 

Z e (s) =[1 + t g ( f - £ ) ] 1 / 2  

e2 d 4 

pour la classe elliptique primitive e^ d'ordre 2 

Z (8) = [1 + V ^ t g ( f - | ) ] 2 / 3 

e^ 3 6 

pour la classe elliptique primitive e^ d'ordre 3 

Z (s) = Ç(2s - 1) 
par 

où ç(s) est la fonction zêta de Riemann, pour la classe parabolique primitive. On 

introduit ensuite un facteur à l'infini : 

Z > ) = [ r 2 ( s )
2 r(s)" 1 (2TT) 3] 1 / 6 
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M.-F. VIGNÉRAS 

où T (s) est la fonction double gamma de Barnes 
* 2 

1 s/2 " ? S ( S + 1 ) " ? a

 n - s + f ^ 

F 2 ( S + 1 ) n*1 " 

et vérifiant l'équation p (3+1) = (3) e t = 1* 

On définit alors une fonction zêta de Selberg modifiée en posant : 

Z*(s) * n Z (s) Z (a) Z (s) Z (s) Z (s) , Re s > 1 
PÉP P 6 2 e3 P a r 

où P est l'ensemble des classes hyperboliques de PSL(2,3f) ; les facteurs elliptiques 

et paraboliques sont les facteurs exceptionnels. On a alors l'équation fonctionnelle : 

(1) Z*(s) = Z*(1-S). 

Remarques 

Les facteurs sont des fonctions analytiques multiformes, les exposants 1/6, 1/2, 2/3 

apparaissent dans la formule du genre pour PSL(2,5?) et la fonction zêta de Selberg 

modifiée est bien définie. 

Pour un sous-groupe T discret, à covolume fini de PSL(2,R) et une représentation 

X unitaire de dimension finie n de T, on a aussi une formule des traces. Quelle é-

quation fonctionnelle en déduit-on ? Je ne sais donner qu'une réponse partielle : 

La valeur du facteur à l'infini s'obtient sans peine : 

(2) Zjs.x) = [ T 2 ( S )
2 r(s)" 1 <2TT) S] N Y 

où y est le volume de T\H pour la mesure ^ ^ sur le demi-plan supérieur H. Les 

facteurs hyperboliques sont ceux définis par Selberg : 

(3) Z (s,x) = n det (1-X(p) Np" k" S) 
P k>o 

Pour des groupes f cocompacts sans éléments elliptiques, en posant 

Z*(S,Y) A Z (s,Y) II Z (s,Y), on a donc l'équation fonctionnelle 
/\ 00 * "D 

peP * 

Z*(s,x) 3 Z*(1-S,X). Soit x l a contragrédiente de X» définie par X(Y) = X(ï 1 ) ; 

si p est une classe hyperbolique primitive, p 1 l'est aussi et p + p 1 définit une 
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FONCTION ZÊTA DE SELBERG 

bijection de P, comme Z (s,x) = Z _1(s,x)> on en déduit : 
P P 

Z*(s,x) = Z*(s,x) 

L'équation fonctionnelle s'écrit dont aussi : 

(k) Z*(s,X) = Z*(1-S,X) 

écriture préférable, puisqu'elle reste vraie si T contient des éléments elliptiques. 

Le groupe engendré par une classe elliptique primitive e^ d'ordre m, est un groupe 

cyclique d'ordre m, et la représentation X restreinte à ce groupe est une somme de 

caractères (représentations de degré 1) X-» pour 1 <> j ^ n définis par 
—2 i if x * / n ^ 

X - ( e ) = e J , où 0 ^ x. ^ m-1. Le facteur elliptique est égal à 
J m j 

n 1 -1 
(5) Z o (s,X) = n Z o (s+x.) Z (x.+ -) 

e . A e j e j d 
m j = 1 m 0 m 

où Z (s) est le facteur elliptique avec caractère trivial, 
e 
m 

Enfin, pour les facteurs paraboliques apparaissant si T n'est pas cocompact, 

je n'ai aucun résultat, mis à part le cas où X est trivial et T = ^(N) image dans 

PSL(2,2f) de l'ensemble des matrices ( a \) e SL(2,2) telles que c = 0 (mod N), quand 
c a 

N est sans facteurs carrés, où utilisant la forme explicite de la formule des traces 

calculée par Hejhal [151 » [16], on obtient : 

r -o -o« " 1 / 2 1 d ( N ) 

Z ^(s) - (27TN) 3 Ç(2s-1) n (1-p ^ ) 

P a r - p|N J 

où d(N) est le nombre de diviseurs de N. 

Pour des groupes de rang 1, où la formule des traces a été explicitement calcu­

lée par Gangolli [12], [13], le facteur à l'infini est un produit de fonctions 

gamma d'ordre inférieur où égal de l'ordre de la fonction zêta de Selberg, qui se 

calculent explicitement dans chaque cas. 

2 - LA FONCTION DOUBLE GAMMA. 

Cette fonction remarquable étudiée par Barnes vers 1900, ne figurant pas dans 

les tables de fonctions spéciales les plus connues, citée en exercice par Whittaker 

et Watson [2U], a été utilisée récemment par Shintani [23], dans une formule limite 

de Kronecker pour les corps quadratiques réels. Son prolongement analytique p-adi-

que apparait dans une formule de Cassou-Noguès [9] pour les fonctions L^-adiques 
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au point 0. 

Avant Barnes, ces fonctions avaient été introduites sous une forme différente 

par Holder [18], Alexeiewsky [2], Glaisher [1U], Kinkelin [19]. L'exposé de Barnes 

[3] est remarquable, aussi je me contenterai d'indiquer brièvement leurs principales 

propriétés : 

2.1 - Définition par leur produit de WeierstraB (trois formes) : 

r,(z +ir
1 = ( 2 * )

z / 2 e " Z / 2 2 Z H [(1 + ¿ )
k

 e - ^
2 / 2 ¿ ] 

2 k = 1 L k J 

- f a r ) « / 2 - ^ - T * 2 If r ( k ) *M+£*'t*h 
= (2ïï) e IL r / v e 

(Y " - ¿ +1+ Y)z
2/2 r g 2 I 

= C2*) 2 / 2e 2 6 rtz).z fi (1+ — ) e n + m 2 ( n + m ^ 
n>0 L n + m -I 
m>0 
n W O 

r ' 
chaque produit est convergent, Y est la constante d'Euler et ijj(z) = Y (z^* 

2.2 - Formule de Stirling : si x est réel et croit indéfiniment, et a € 

2 2 2 
Logr2(x+a+l)"

1= ^ log 2TT-log A + - - ax + (̂— - + ~- + ax) log x + 0 (̂-) 

où A est une constante définie par Kinkelin [19]> 

2 2 
Log A = lim [Log(l1.22...nn) - + | + Log n + 

n-x» 

dont la valeur numérique est A = 1,28 2k 27 13 ... 

2.3 - Théorème de Gauss 

V V r (z + = K ( 2 T T ) n ( n - l ) z / 2 n _ n 2 z 2 / 2 + n z r ( n z ) _ 1 

r=0 s=0 2 2 

où 

2 ¿ 1 
K = A 1 " n e 1 2 ( 2 n ) - ( n - l ) / 2 n " 5 / 1 2 

r 2(l +z)"
1 

2.U - Formule des compléments : On pose $(z) = p (-|_z)-1 » 
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FONCTION ZÊTA DE SELBERG 

Ф(г) = -т1 Ф(г-1) 
sin TTZ 

2.5 - Relation de Kinkelin 

' ¿2 
Log Ф(г) = z Log 2тт - TTZ cotg TTZ dz 

2.6 - Valeur au point 1/2 

r 2 ( , / 2 ) - 1 = A " 3 / 2 T T - 1 / l 4 e 1 / 8 2 1 / 2 ^ 

2.7 - Formule intégrale : si Re(z+1) > 0, 

Log Г (z+1) = - e 

•o t M - e ' V 

г 2
+

2 л 1 4. z t -zt J X 1 - zt e dt 

+ V ( 1 + Y ) - f b o g f 

Par analogie avec la fonction gamma, on peut donner pour la fonction double-gamma, 
et plus généralement pour des fonctions gamma d'ordre n , n £ 1 une définition  
d'Artin justifiée par la proposition suivante : 

2.8 - Proposition : Pour tout n > 1, il existe une unique fonction G^(z) méromorphe  

telle que : 

(1) G ( z + 1 ) = G , ( z ) G ( z ) pour z e C 
n n-1 n 

(2) G (1) = 1 
n 

dn+1 
(3) pour x > 1, G (x) est indéfiniment derivable et —7 Log G (x) > 0 

n . n-*-1 n 
dx 

(h) G (x) = x 
o 

On reconnait la définition d'Artin de la fonction T(x) pour n = 1. On définit ainsi 

des fonctions gamma d'ordre n en posant 

T (z) = GUV l j 

n n 

Cette proposition est une conséquence immédiate du théorème de Dufresnoy et Pisot 

CTl» [11] qui fournit simultanément l'existence, l'unicité et le développement 
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en série de Weîerstra$. 

Théorème 2.9 (Dufresnoy et Pisot) - Soit <9 (x) une fonction k fois dérivable dont la  
A (k) 

dérivée if (x) d'ordre k , k > 0 , est décroissante pour x > 0 et tend vers 0 quand 

x augmente indéfiniment. L'équation fonctionnelle f(x+l) - f(x) = ^(x) admet comme  

solution la fonction 

k-1 P (x) 
f(x) = f(0) + xM(o)-s(D) + z -^7— (^(h)(o) - S ( h ) ( D ) + S( x) 

h=1 n l 

où 

S(x) = I U(n) + f- cp'(n) + ...+ cf ( k )( n) - cf(n+x) 
n>Û L 1 1 k I J 

où ? h(x) , h > 1 est l'unique polynôme de degré h + 1 , solution de f(x+1) - f(x) = x
h, 

x > 0 et P h ^ ^ = °* Si_ f(0) est donné, cette solution est la seule qui ait une déri-
' i ème 

vee k croissante, pour x > 0. 

Les polynômes figurant dans ce théorème, P. (x) = 1h+...+(x-1)h ont été intro-
n 

duits par Bernoulli. Ce que l'on appelle polynômes de Bernoulli sont les dérivés de 

ceux là (ils vérifient l'équation f(x+l) - f(x) = h x h 1 ) . 

On applique le théorème de Pisot-Dufresnoy en posant (x) = Log(x-M), de 
1 ° . x 

dérivée — — décroissante pour x > 0 et tendant vers 0 quand x croit indéfiniment. 
x+1 

Soit alors f..(x) l'unique solution convexe de l'équation f(x+l) - f(x) = Log(x+l) 
1 fi(x) 

telle que f(0) = 0. On pose T(x+1) = e et on obtient la fonction gamma. On 

remarque que 

f.(x) = - yx + I - - LogO + -) 
1 . . n n 

n>1 

d 2 -2 
et que : — — f (x) = I (n+x) 

dx n*1 

est décroissante pour x > 0 et tend vers 0 quand x croit indéfiniment. Par récurren­

ce, on définit des fonctions f (x) vérifiant : 
n 

(a) f (x+1) - f (x) = f .(x) 
n n n-1 

(b) f (0) = 0 
n 

d n 

(c) f (x) > 0 pour x > 0 
dx 
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FONCTION ZÊTA DE SELBERG 

n-1 P (x) r , k l f k ì I 
(d) f (x) = -xE(l) + I (0) - E ^ ( l ) + E (x) 

n n л ni n-1 n n n= 1 L 

où 

E (x) = Л k^hr)n- - M ï T S T * + - " + ( - 1 ) П " 1 Т 7 ^ Т + ( - 1 ) n b o g ( i + Tf-у)" 
meN n xfl 

où 

L(m) = m +...+m si m = (m.,...,m ) 
1 n i n 

d -n-1 
(e) —^j-j- f (x) = ni y (x + L(m)) n est décroissante pour x ^ O et 

meN *N 
tend vers 0 quand x croit indéfiniment. 

f (x) 

On pose G (x+1) = e n . L a relation (d) donne le produit de Weïerstra{3 de 
n -1 

G (x). La fonction T (x) est une fonction d 1 ordre n, dont tous les zéros sont les 
n n 

entiers négatifs 0, - 1 , - 2 , . . . l'ordre de l'entier négatif -k est égal au nombre de 

solutions de l'équation L(m) = k + 1, m e jNn 1 x jy*. Le nombre de solutions pour 

m e N n est le coefficient de X k + ^ dans le développement en série de Taylor de 

( 1 - X) n , c'est-à-dire Le nombre de solutions avec m e f$n 1 x (N* est égal 

a ) = ( « ). L'ordre du zero au point -k est donc égal a (, — ) • 
k+1 k+1 n-1 n-1 

3 - LA FORMULE DES TRACES DE SELBERG POUR PSL(2,ff) 

Dasn le cas particulier de PSL(2,2 P), on peut écrire la formule des traces 

(sans représentation) sous la forme suivante : 

£ h ( r ) = E E k / ^ ° K g(k Log Np) 
n=o n p € P k>1 N p K / -Np 

-OO 

+ — r h(r) tanh TTr dr 
J —00 

, f L _ L ( e « / 3 + e - " r / 3 ) j > ( r L d r 

; -°° 3/3 e +e 

»oo 

- g(0) Log 27T + i |'(-2ir) h(r) dr 
J —ct»° 

en donnant comme définitions des différents termes : 
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M.-F. VIGNE RAS 

a) les nombres complexes r n sont définis à partir des valeurs propres du spectre 

discret de l'opérateur de Laplace-Beltrami opérant sur l'espace L2(PSL(2,2r)\H) soit 

0 = X £ X, £ ... £ X ...en posant : 
o 1 n 

1 2 TT 
X = y- + r ; Arg (r ) = 0 ou - -
n k n ' & n 2 

En fait, Arg (r ) =-TT/2 ne se produit jamais pour PSL(2,Z), cela se démontre par un 

argument géométrique élégant donné par Roelcke [20]. C'est équivalent au fait que 

X^ > -J- , ce que Cartier a vérifié numériquement [8]. 

b) la formule est valable pour toutes les fonctions paires h(r) holomorphes 

dans une bande |Ims| < ^ - + e , où e > O e t vérifiant dans cette bande la condition 
2 — 1 — G 

de croissance h(r) = 0 (l+|r| ) on pose : 

t \ 1 -îru , / v _ 
g(u) = — e h(r) dr 

J —oo 

en particulier, on a 

•00 

g(0) = h(r) dr 
J —oo 

c) on reconnait quatre types de contribution dans cette formule venant des 

quatres types de classes de conjugaison : hyperbolique, l'unité, et les types ex­

ceptionnels elliptiques et paraboliques. La forme sous laquelle ils figurent coïn­

cide avec celle donnée par Selberg [21] p.lh et p.78, sauf celle de la contribution 

parabolique qui figure dans Selberg sous l'expression : 

.co 
{ Т ^ ф ' (2 + ir) " (1 + ir)} h(r) dr " LOg 2-g(0) 

» —OO ^ 
(2) 

+ i d - Ф ф ) ь ( о ) 

où 

Г(в - \) 
ф(з) = SS ( ) 

z lisi 
c>o с 

On vérifie que l'on a 

Ф(з) = ^ 2 | ( ¡ 3

1 ) , dono ф ф = 1 

où l'on a posé, selon l'habitude usuelle : 

242 
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(3) Ç(s) = i T s / 2 r(s/2) ç(s) 

L'équation fonctionnelle £(1 - s) = Ç(s) ou encore |- (1 - s) = - |- (s) permet de 

transformer la forme (2) en 

{- f'(-2ir) - 7T" ̂ '(1 + ir)} h(r) dr - Log 2. g(0) 
J _ Œ ÏÏ t, 2TT 1 

On vérifie à l'aide de (3) et de la formule des compléments pour T(s) que le terme 

entre accolades est égal à 

_ Log 2TT _ i e + e + 1 V , . } 

2ïï 2 Tir -ïïr TT Ç 
e - e 

En integrant sur toute la droite réelle, la partie impaire disparait et l'on obtient 

finalement la contribution parabolique sous la forme 

- g(0) Log 2ТГ + 1 I (-2ir) 
J -OO ̂  

La démonstration de la formule des traces de Selberg pour PSL(2,20 est devenue 

suffisamment classique pour que nous ne la refaisions pas (Duflo-Labesse [10], 

Hejhal [17], Zagier [25]). 

h - PASSAGE DE LA FORMULE DES TRACES A L'EQUATION FONCTIONNELLE. 

Ce passage est fort bien décrit par Hejhal [17] pour des sous-groupes cocom-

pacts sans éléments elliptiques, de PSL(2,R). C'est grâce à cette rédaction, que 

j'ai fait ce passage pour PSL(2,Z). 

On choisit pour fonction h(r), g(u) les fonctions 

h ( r ) " ~ri - ~i~72 où ^ < Re z < Re B 
r +z r +6 

e-z|u| e-B|u| 

g ( u ) = — w 

qui remplissent les conditions nécessaires ; le terme 1 est indispensable pour 

r + r 

assurer la condition de croissance. La contribution hyperbolique est égale à 

([17] p.66 et p.67 proposition h.2) : 
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z 1 z 1 

2z т. Z 2 ' 23 Z V 2 P / 

peP p p 

Afin de calculer les contributions elliptiques et paraboliques, on utilise les 
fait suivants, qui sont utilises par Hejhal pour obtenir la contribution de la 
classe unité : 

Soit f : tB C une fonction integrable, on a : 

Í
oo -oo #00 

f(r) dr = 0 si f est impaire, et f(r) dr = f(-r) dr 

—00 J —00 J —00 

2) si f(r) se prolonge en une fonction méromorphe dans H, sans aucun pôle sur 

l'axe réel, telle que 

reS+iN f , s 

A) lim 2 2 DR = 0 P ° U R E = 1 1 
S-*» JeS r +z 

r«*iN , v 

B) lim 2 2 dr = 0 * 

en supposant naturellement que les intégrales écrites aient un sens ; en particulier 
2 2 ~ 

S et N tendent vers l'infini de sorte que f(r)/(r + z ) n'ait pas de pôle sur les 

chemins d'intégration. On choisit alors z, tel que Rez > 0 et que iz ne soit pas 

un pôle pour f(r). Le théorème de Cauchy appliqué au chemin décrit ci-dessous 

/*> 

-S+iN iN S+iN 

I * 1 

A 

' * s * 

suivi d'un passage aux limites nous donne : 

f°° W r O TT Res(f X ) 
(k) F(z) = dr = \ f(iz) + 2Í7T 1 — 

*-oor +z xeH z + x 

On suppose être arrivé par cette méthode sur une équation du type : 

00 

I h(r ) - G(z) - G(ß) 
n 
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L'équation fonctionnelle est alors G(z) = G(-z) ; dans cette équation la partie 

paire de G(z) disparait, ceci permet dans (h) appliqué en vue de l'équation fonc­

tionnelle de négliger la somme sur les résidus, ainsi que d'éléminer le terme en 3. 

On laissera la vérification des conditions A) et B) non faite, c'est un exercice de 

routine pour les fonctions simples qui apparaissent dans le cas présent. On décom­

pose G(z) en quatres parties, correspondant à hyperbolique, unité, elliptique, para­

bolique, que l'on ne considère que modulo les fonctions paires. On obtient : 

G (z) 
= 2z 

peP 

V 
-JO 
z 
p 

Goo(z) = if tg ™ 

r (,) , - " r1 . 2 COS(TTZ/3)-1 
G e l l ( z ) = 2z cos TTZ U + 373 J 

<ï (z) = | f ( 2 z ) 
par z £ 

1 

f S~ 2 
On pose alors H(s) = exp 2z G(z) dz, ce qui transforme l'équation fonc-

J o 

tionnelle en H(s) 3 H(1-S). Les différents termes hyperboliques, paraboliques, unité, 

elliptiques donnent respectivement : 

(5) H (s) = n Z (s) 
P p,P P 

(6) Hpar(s) = C(2s - 1) = Zpar(s) 

Hco(s) fs- \ Zjs) 
( T ) i j T s T = exp J0 " I z tg 772 dz = 

fAï e l l ^ S ; f S 2 TT f S 2 U TT CQS(TTZ/3) , 
( 8 ) H „(1-8) = 6 X P 2 cos TTZ D Z X EXP 3 ^ cos TTZ " D Z 

ell 'o ' o 

Z (s) Z (s) 
e 2 e 3 , 

" Z (1-s) Z (1-s) 
6 2 e 3 

Seuls (7) et (8) sont à démontrer. En l'admettant, on obtient alors l'équation fonc­

tionnelle de la fonction zêta de Selberg (1). La relation de Kinkelin 2.5 montre que 

P 1 r ( j + Z ) r 2 ( ï " Z ) 

TTV tg TTV dv = - z Log 2TT + - Log —^- + Log 

J o 2 r ( ^ - z ) r 2

( 2 + z ) 

jet l'on en déduit (7) sachant que : 

245 



M.-F. VIGNÉRAS 

Zjs) = [ r 2 ( s ) 2 r(s) 1 (21T) S] 1 / 6 

Pour obtenir (8), on utilise la formule suivante (Abramowitz-Stegun [1] p.78) : 

dz = 1 
а+Ъ cos z J$~&~ g 

(b-a)tg f + / 2 - а 2 

(Ъ-а) tg I" - Л -а 
si b > a 

d'où on déduit : 

R R 1 + 7 l H t g z " 
[ dz 1 T /b -a 
O 2 2 =

 0 / T - 2 L ° g " a , 
J b cos z-a 2a/b -a 1 ,^ ^ tg z 

/b -a 

On a alors : 

1 - , ^ /1rs TK 1/2 Z s 

f - I TT dz 1 + t 6 ( T - h] e 2 

eXP J 0 2 cos TTZ | ^ _ t g ( M _ * ) J ^ ( - s ) 

Enfin l'on a : 

_ 1 TT, _ K 

f S 2 UTT COS(ÏÏZ/3) , | T S 2;1ITT dz 
xp ' dz = exp — 

J o 3/3 cos TTZ J o /3 4 cos — 3 

"l + * 5 t g ( f - f ) 1 2 / 3 Ze3(3) 

\ l " /3 tg ( f - f ) = Ze3("s) 

5 ~ LE CAS COMPACT. 

Pour un sous-groupe discret T cocompact de PSL(2,P) et une représentation x 

de dimension finie , unitaire de T, la formule des traces (Selberg [21] ) s'écrit, 

avec les mêmes notations que précédemment : 

Z h ( r ) = £ Z tr(X(p )) Los Np g (k Log Np) 

n>o n peP k>1 N p * ^ - Np 

t 
+ ~ r tanh TTr h(r) dr 

J —OO 

m-1 tr x(e ) rz -2 TTkv/m 
+ i JL E . m e dv 

e 2 m k=1 S I N ( K ^ M ) J 0 1+e"2 ÏÏV 
m 
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où p est le volume de T\H pour la mesure d x d v sur le demi plan supérieur H, et e , 
_ d m 
2Try 

d'ordre m parcourt toutes les classes elliptiques primitives de T (m varie). 

Les méthodes précédentes nous donnent sans difficulté une définition convenable pour 

Z (s,x) et Z (s,x)» voir (2) et (3) dans l'introduction. Comme on l'a dit pour cal­ao p 

culer Z (s,x) on peut supposer que x est un caractère 
m 

x 
-2ITT -

^ e m ^ = e 0 < x < m - 1 , x e ( N 

L'introduction de x revient dans (8) écrit pour 

Z ( s ) k 1 
e _ m-1 x (e ) rs- 77 -2iïï kz/m 

/ NN m 2TT A m 2 e , 
Z (1-s) m k7T J -2i7Tz 
e k=1 sin — jo 1+e 
m m 

à remplacer z par z + x sans caractère. 

On peut donc choisir comme définition de Z (s,x) : 

m 

(10) Z e (s,x) = Z e (s+x) Z e (x + ^ ) " " 1 

m m m 

On a alors "l'équation fonctionnelle" 

(11) Z e (s,X) = Z e (1 - s,x) 
m m 

— / x 2i7Tx/m 
puisque X(e m) = e 
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