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DEVISSAGE GEVREY

par

J.P. RAMIS

"Ni vu ni connu
Le temps d'un sein nu
Entre deux chemises"

(Paul VALERY)

On trouvera ci-dessous la rédaction de l'exposé fait a Dijon, dans le
cadre des "Journées Singuliéres" et quelques compléments.
Une rédaction détaillée contenant les démonstrations qui manquent ici paraftra

ultérieurement (RAMIS [26]).

INTRODUCTION.

Il s'agit d'étudier des opérateurs différentiels de la forme

m i

D= am(x) (%;) 4 oeee 4 ai(x)(%;) + oo t+a(x), ou
ai(x) € c{x} ou plus généralement est un genre de fonction méromorphe &
l'origine de C .

Diverses "mesures" de l'irrégularité pour un tel opérateur ont été
introduites; nous utiliserons essentiellement celles de GERARD-LEVELT [10] et
MALGRANGE [22] :

Dans le cas de D les indices de GERARD-LEVELT se définissent
aisément; si k € N, on écrit, pour n€ Z et )\ inversible convenables ,

k+1 d

n m=-1
A X D= (x )™ by (x) (xk+1 %;) +oeee bo(x) » et
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on pose p = Sup (- v(bi)) .
1=0,e00,m=1

On trouvera établi dans GERARD-LEVELT [10] que la nullité de Po
(qui implique celle des Py o kX € N ) équivaut au fait que D est A points
singuliers réguliers.

Par ailleurs MALGRANGE [22] a montré que les opérateurs

c{x} A c{x}] et
cllx1] 2 cllx1

sont des opérateurs 4 indice, d'indices respectifs X' etZ" ; on a de plus

Z" -Z' =

Ainsi l'indice Po de GERARD-LEVELT s'interpréte comme mesure de
la différence entre résolution formelle et résolution analytique, ou dualement
[21] comme mesure de la différence entre solutions distributions & support dans
{0} et solutions hyperfonctions & support dans {0} (dérivées holomorphes

d'ordre fini ou infini de 60) pour l'opérateur adjoint D¥* ,

Ceci m'a conduit & penser qu'il devait exister le méme type d'interpré-

tation pour les indices supérieurs dans le cas irrégulier (i.e. Po f’o).

x
Considérant les choses du point de vue dual (étude de D*) divers exemples et
1'étude de la régularité de D* dans le cas a coefficients réels par

KOMATSU [17] m'ont convaincu du fait que était 1ié A l'existence de

Py
solutions de D¥* a croissance exponentielle d'ordre au plus k en Tir au
voisinage de {0} ; c'est 4 dire (XOMATSU [17]) aux solutions ultradistribu-
tions de D* d'ordre s =1 + % A support dans {0} (dérivées holomorphes
d'ordre infini de 60). Cela améne par dualité & l'étude des solutions formelles
Gevrey d'ordre s de D . C'est & cette étude qu'est consacré l'exposé. Elle
permet de répondre & la question initiale : l'interprétation en termes d'Analyse

des indices et fournit de nombreux autres résultats.

Py

Avant de continuer il est bon d'étudier un exemple simple :
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L'opérateur D = x2 %; + 1 a été étudié par EULER (1760) [7] .
(Cette étude a été reprise ultérieurement par divers auteurs dont LACROIX,

BOREL [2] , HARDY [13] , MALGRANGE [22] ; nous y reviendrons). Posons

£(x) = £ (-1)"n! aal ; EULER a constaté que
n=0
Df = x € C[x]cc{x] et que £ ¢ c{x} . On est ici dans le cas
irrégulier; on vérifie facilement que Po= 1 et Py = 0 ; par ailleurs

x*=-1 et x"=0, d'od x'-x"=1=9p .

1
ona D¥ = -x° %; +1 et g(x) =e ¥ est solution de D¥g = 0 ;

. 1 o s
on constate qu'elle a une croissance au plus d'ordre 1 en au voisinage
q le

de O,

1
Enfin h(x) = e ¥ est solution de Dh = O ; cette fonction a une

décroissance exponentielle d'ordre 1 dans tout secteur fermé strictement
contenu dans Re x < 0 , une croissance exponentielle d'ordre 1 (toujours en
T%T ) dans tout vecteur strictement contenu dans Re x > 0 , les directions
Re x = 0 sont des "rayons de Stokes". Nous verrons que ceci est lié au
phénoméne suivant (analysé en détail par BOREL [2] , III page 89) : a la

al’l n
Ear %

série formelle f£(x) =g a x® on associe la série formelle F(n)

n+1
&t

pour £(x) =3 (-1)% n! la série F(x) obtenue est convergente (de
n20

rayon de convergence 1).

Nos résultats entrainent la généralisation suivante de ceci a toute

équation linéaire analytique :
THEOREME 1(*%).

(*) Pour D & coefficients dans C[x] et "suffisamment général" EVANS donne dans
(8] un résultat du méme genre (plus facile). Il utilise des méthodes d'équations

aux différences et la transformation de Mellin (MILNE-THOMSON [24],p.500.501).
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Soit £= T b e c[[x]] et € c{x]} telle que Df = g € ¢{x} .

I1 existe un nombre réel s > 1 unique tel que la série F(x) = Z(E?)s-1xn

soit convergente, de rayon de convergence fini (i.e. non entiére); de plus

s est rationnel et appartient & un ensemble fini que l'on peut déterminer a

partir du polygone de Newton P*¥(D) de D (cf. ci-dessous).

THEOREME 2 .
On suppose les ai(x) € C[x] ou plus généralement € C(x) (fonctions
rationnelles) ; i =0, eeeym. Soit £=7% b X" € ¢[[x]] et € c[x], telle que

b
Df = 0 . Il existe un nombre réel s unique tel que la série F(x)= p—— o

s=1
(nt)
soit convergente et non entiére; de plus s est rationnel et appartient a
un ensemble fini que 1l'on peut déterminer i partir du polygone de Newton (D) de D

(cf. ci-dessous).

Remarque : 1l'exposé est rédigé dans le cadre d'un opérateur D d'ordre m ; les
résultats s'étendent au cas d'un systéme d'ordre 1 : A = x %; - M

(M matrice (m,m) A& coefficients dans C{x} ou plus généralement méromorphes).
On utilise la correspondance habituelle entre un tel systéme et un opérateur D
d'ordre m ; pour A donné il n'y a pas unicité de D (choix d'un vecteur
cyclique; DELIGNE [5] , MALGRANGE [22]) , mais les invariants que nous

associerons & D (polygone de Newton) ne dépendent que de A (LEVELT ([19]) .

POLYGONE DE NEWTON.

Le polygone de Newton de D surgit naturellement d'un argument pertur-
batif dont je reparlerai plus loin. Le polygone ainsi obtenu est "naturel"” et
plus commode pour les calculs que le polygone traditionnel connu sous le nom de
polygone de Puiseux et employé par divers auteurs (INCE [14] , xomaTsu [16] ,

LEVELT [19] , EVANS (8] (%) . (On verra que les invariants se lisent facilement

(%) Le polynome de Puiseux est df, dans le cas général (non linéaire), & BRIOT et
BOUQUET [4) .
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sur le polygone de Newton.) Nous verrons également que l'on peut prolonger
naturellement l'invariant Py de GERARD-LEVELT & toute valeur réelle de k
et que la connaissance de la fonction Py est équivalente a celle du polygone
de Newton P¥(D) (modulo une transformation de Legendre convenable).
a i .
Soit toujours D = % a.(x) () .onpose a.(x)=c%a,, xI
. i dx i ij
1=0yeeeyMm
_ i _ J _ .
et bi(x) = x ai(x) = T bij x (bij = ai(j-i)) . On associe & D le
sous-ensemble N(D) de [o,m] x Z défini par N(D) = {(i'j)/bij A0} ; N(p)

est fini si et seulement si ai(x) € C(x) (i =0y eaeym)

On considére ensuite la famille suivante de demi-plans fermés,
indexée par k € [~ =, 0-] U [o"' vt @ ]t
Hk'u={(x,y)€R2/y-kx—u>0] si x>0,
H-ku={(x:Y)€R2/y-kx-p<0} si x<o0,
?
B ={(xvY)€R2/X-\)<O] si k=to,

.= {(x,y) € R>/y-u > 0} et By =l(x,y) € Ry < o} .

n

On désigne par P(D) 1la frontiére du convexe fermé N H (intersection
Ky M
étendue aux demi-plans H " O N(D)) ; on appelle P(D) polygone de Newton de D .
1

A i

7

a € c(x)

> i

AN

L'un des a, £ C(x) .
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On notera PY(D) 1a partie de P(D) formée des cStés A pente > O ,
P (D) 1la partie formée des c8tés A pente < O .
Si l'un des a; Z ¢(x) , P (D) est vide. L'opérateur D est & point singulier

régulier si et seulement si P'(D) est vide.

Exemples :

2
a) D= X2 (g—x-) + X %SZ + (x2 -9 (Bessel).

b) D=x ot (Euler).
3 A
)
|

2
c) x(1-x) (-g;) +(c-(a+b+1)x) _cdl_x - ab ; ab c £ 0 (hypergéométrique).

I A

\L

/WL///
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Remarque : notons v(ai) (resp. d(ai)) la valuation (resp. le degré s'il
y a lieu) de a; ; on constate que P*(D) est 1l'"enveloppe" du graphe de

ia v(ai) - i, tandis que $ (D) est 1l'"enveloppe" du graphe de i - d(ai) -i,

b

§i a; € C(x) (i = 0y essym) on peut faire le changement de variables t =
et on obtient 1'équation a 1l'infini D1 ( en t et %E on constate que

P(D1) et P(D) sont symétriques par rapport & l'axe des i .

Pour k fixé 1l'un des Hk " est extrémal (i.e. contient les autres);
?
sa frontiére est la droite d'appui (dk) de pente k , on notera
y - kx - p(k) = 0 son équation ; P(D) N (dk) est l'ensemble d'appui de (dk) :
il est réduit A un point noté (i(s) , v(ai(s)) -~ i(s)) ou a un segment
d'extrémités notées (i1(s) , V(ai1(s)) - i1(s)) et (iz(s) ' V(aie(s))_i2(s))

(avec 11(5) < i2(s)) (s =1+ 1/k) o

Soient 0 < k1 < oo <k, les pentes des cB8tés de P+(D) ; on les

£

appellera valeurs exceptionnelles de k . On posera sj =1+

k"—‘

- ; on appellera
J
les sj ainsi définis valeurs exceptionnelles de s .

On constate facilement que X, est l'invariant de Xatz de D (cf. DELIGNE (5] .

2
GERARD-LEVELT [10]) .

Soient, s'il y a lieu k', < ¢e0 < k'1 < 0 1les pentes des c8tés de
P (D) ; on les appellera valeurs sous exceptionnelles de k . On posera

s'., =1 +—— ; on appellera les 53, ainsi obtenus valeurs sous-exceptionnelles

I1 est clair que kj ’ sj ’ kh, ' 53, € Q . Les ensembles dont il est
question dans les théorémes 1 et 2 sont respectivement {51 ) ees SL} et
{51 reser Sy ' reen sl' } U {1} éventuellement (i.e. si l'ensemble d'appui

des verticales n'est pas réduit A un point),

Si k € J0,4[ U ]==,0[ , il est également clair que l'ensemble d'appui

de (dk) est réduit a un point si et seulement si k n'est ni exceptionnel ni
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sous—-exceptionnel,

Nous sommes maintenant en mesure d'expliquer la relation entre

P*(D) et les invariants de GERARD-LEVELT p, (D) .

Remarquons tout d'abord que si l'on fait un revEtement ramifié a
q feuillets : x = td s+ D est transformé en un opérateur Dq (en t et =)
et P+(Dq) s'obtient & partir de PY(D) par une affinité de rapport q .

On peut étendre la définition de pk(D) 4 k € Q de la fagon suivante :

X = % (pyq € N) , on pose pk(D) = pp(Dq)/h (1e résultat est
indépendant du choix de p et q ). La fonction| k - pk(D)

+ +
Q -9
est affine par morceaux, elle se prolonge de fagon unique en une fonction
continue k - pk(D) .
R - ]

Cette fonction est monotone décroissante affine par morceaux et convexe.

On vérifie sans difficulté que pk(D) = v(am) - (k+1)m = p(x) .

Définition,
On appellera transformation de Legendre de centre (a,b) 1la transforma-

tion de Legendre sur (x-a,y-b) .

Proposition 3 :

La "fonction de GERARD-LEVELT" X - pk(D) est transformée de la

fonction dont le graphe est P+(D) par transformation de Legendre de centre

(m,v(am)-m) .
Remarque : Cette proposition permet d'obtenir inversement P+(D) a partir de
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pk(D) en utilisant 1l'involutivité de la transformation de Legendre (ARNOLD

[13).
Nous donnerons plus loin une interprétation de P+(D) en termes
d'Analyse ; la proposition 3 permet d'en déduire une interprétation de pk(D)

en termes d'Analyse et donc de répondre a la question initiale.

QUELQUES ESPACES FONCTIONNELS.

Soit s € R . On note q_ : cflx]] - cl[x1]

Zanxnuz:'an <

(nt)s=?
Définition :
(i) On notera £ GC[[x]]s , et on appellera Gevrey-Roumieu d'ordre s ,
les séries formelles f =73 a < telles que :ps(f) €c{x}, ou, ce qui

revient au méme, telles qu'il existe C >0 et A > 0, avec :

lan] <cC (n!)s-1 A" .

(ii) On notera £ € C [[x]](s) , et on appellera Gevrey-Beurling
d'ordre s , les séries formelles £ =% a, X" telles que ¢S(£) soit une
fonction entiére, ou, ce qui revient au méme, telles que pour tout réel

a > 0, il existe Cd >0, avec :

la,l <c %" o .

On vérifie facilement que C[[x]] et C[[x]](s) sont des C-algébres. On

a une injection naturelle C[[x]](s) -« c[[x]]s .

Les algébres C[[x]]s et C[[x]](s) croissent avec s . On a les inclusions
c[x] c C[[x]](s) c c:[[x]]5 c c[[x]] ; on remarquera que

cx] £ n cllx]] = n Cllx]]gy et cllx]] A U ellx), = u c((x]](,) i on verra

toutefois que pour l'étude des solutions des équations linéaires "tout se passe
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comme s'il y avait égalité",
Enfin, si s21: f£,9€ C[[x]]s , g(0) = 0 entrafnent g o £ € C[[x]]S et
plus généralement ceci reste vrai si f€ c{x} = Cllx]], . (on a le méme résultat
avec C[[x]](s)) .
Les isomorphismes de (C-espaces vectoriels

Ps Ps

~

cllx]]y, = clx} et cllx]])q) — 6(C)

permettent de transporter respectivement sur C[[x]]S et C[[x]](s) les

structures DFN et FN de C{x} et 6(c) .

Powwr s <1 on a les caractérisations suivantes (C[[x]](s) c C[[x]]s co6(C)) :

£e€ C[[x]](s) o Il existe ¢ >0 et a> o0 tels que:

x| ¥

[ex)] <c X (xec) .

£ € C[[x]]s @ Il existe pour tout réel g > o0 , un <, > o0, tel que :

e <, ™ e .

On a posé k = E%T (-x=|k]) . On a ainsi des caractérisations en fonction de

la croissance exponentielle a l'infini.

Remarque : la terminologie introduite correspond & celle traditionnelle en
Analyse (cf. par exemple KOMATSU [16]) pour s >1 . Lecas s <1 nous sera
utile pour l'étude des équations a coefficients rationnels.

Ce qui suit fait un grand usage des méthodes de développements asymptotiques.
Nous avons donc besoin de l'analogue des filtrations Gevrey en théorie des

développements asymptotiques.

Soient V1 et V2 des secteurs ouverts de sommet O dans C , de rayons respectifs

. On dira que V2 est un sous-secteur strict de V1

< R1 et

R1 et R2 , et on notera

V2<V1 si ¢ VZCV1 ,R2

(v2 n{|x] =r})cc (v1 n{|x] =r}) (0o<r< R2) .
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Définition : s > 1 .
(i) soit £ € 6(v) . On dira que f est Gevrey-Roumieu d'ordre s

si, pour tout W<V, ona
Sup lf(P)(x)’ < cw(p!)s As (pour c,>0 et A >0 convenables,
x€w

indépendants de p € N ).

(ii) soit £ € 6(v) . On dira que £ est Gevrey-Beurling d'ordre s

si, pour tout W<V, ona: pour tout g > o , il existe caw tel que :
swp [P (x)] <c ()P (pEW .
x€w o

Oon note A(v) 1le sous-espace de ©(v) formé des £ admettant un développement
asymptotique £ € C[[x]] en 0 : £~ £ (majorations uniformes sur tout W< V),
On a un homomorphisme d'algébres £ - f dont on note le noyau

- A(V) - c[[x]]
a (V) = {e€a(v)/e=0}.

On note AS(V) = A(V) n {f Gevrey-Roumiex d'ordre s} .

As,o(v)
As) )
A(S)'O (V) = p(st) n AO(V) .

AS(V) N AO(V') .

A(v) n { £ Gevrey-Beurling d'ordre s} .

si £€AS(V) (resp. A(s)(v)) on a ;E C[[x]]s (resp. C[[x]](s)) . On

a une réciproque de cette propriété :

THEOREME 4 : (BOREL-RITT avec condition de Gevrey) .

(i) si f€ C[[x'_]]s et si V est unsecteur d'angle O assez petit,

il existe £€AS(V) tel que £~ £ .

(ii) si fe€ C[[x]](s) et si V est un secteur d'angle 6 assez petit,
il existe £ € A(s)(V) tel que £~ f .,
*
On a les caractérisations utiles suivantes de A (V) et A (V)(:)
0,8 0,(s)
(*) Que 1'on comparera aux espaces Sg de GUELFAND-CHILOV [11] .
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Proposition 5 . Soit s> 1 .

Soit y un secteur ouvert de sommet O dans C . Pour £ € 6(V)

les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) ona £E€A,

W) .

S

(ii) Pour tout secteur W <V :
,825 l‘l/xcl £(x)] < ', (q!)s_1 B': (pour c', >0 et
B'w > 0 convenables, indépendants de q € K) .
(iii) Pour tout secteur W< V:
215 [1/x8 f(p)(x)l <cn (p1)%(at)*™" AP BY (pour ct>o0,
Aw >0 et Bw > 0 convenables, indépendants de p, q € NN ).

(iv) Pour tout secteur W <V , il existe a,>0 tel que,

k
pour tout x €W , on ait : |£(x)] <e a/]z| (x = 1/s-1) .

Proposition 6 . Soit 1>1 .

Soit V un secteur ouvert de sommet O dans C . Pour £ € 6(V) 1les

conditions suivantes sont équivalentes :
i) ona f€A V) .
@ or(s)")

(ii) Pour tout secteur W <V , pour tout B > 0, il existe

’

g

H>O tel que :

sup |1/x% £(x)] <c’y, (@) p? (qew .
xxXw

(iii) Pour tout secteur W < V , pour tout a,8 >0 , il existe

- A LA C R DT S CREL
w
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(iv) Pour tout vecteur W< V , pour tout a >0 , il existe

k
kw>0 tel que : |£(x)] <koN e-a/' ’ , pour tout x€ w (k = 1/s=1) .

Remarque :

Les caractérisations (iv) (propositions 5 et 6) de G, s(v) et
?

G )(v) permettent de trouver des "multiplicateurs" :

0,(s
b, z,k
Soit b € R . On suppose que g(x) € 6(V) , avec [g(x)] <K e

(par exemple g(x) = &/ zk) .
(i) soit fE€ Ao,(s)(V) ,alors g f € Ao'(s)(v) .

(ii) soit £ € A, s(V) . Soit W<V .Alors, si b est assez petit
’

(b<b°;bo>0) :ngAo's(W) .

LES RESULTATS FONDAMENTAUX .

Soient E et F des espaces vectoriels, E E’. F une application linéaire.
On rappelle que L est dit "a indice" ou "d'indice fini" si dimKer L < + @

et dim coker L < + ® ; 1l'indice de L est alors Z(L) = dim Ker L - dim coker L .

THEOREME 7 :
(i) (a) L'opérateur C[[x]]sgc[[x]]s est d'indice fini ZS(D)
pour s € [1,+ =] .
(b) L'opérateur C[[x]](s) 3 C[[x]](s) est d'indice fini Z(s)(D)

pour s € J1,+ =] .
(ii) (a) si s #£ SyreeerS, (valeurs exceptionnelles) , s € J1, + =] ,
onaz: Z(p) =z(s)(n) = i(s) - v(ai(s)) .
(®) si S =5 40005, , 0na:
zs(n) = 11(5) - v(ai1(s)) et x(s)(n) = iz(s) - V(aia(s)) .
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(iii) 1les applications

Cllx]]g - cllx]], / elx} (s € [1,+ =)

et

C[[x]](s) - C([x]](s) /clx} (s €21, +=])

sont surjectives,

(on note C[[x]](+ ) = C[[XJ]+ o = Clx1] «)

La démonstration de ce théoréme utilise divers résultats intermédiaires

(d'ailleurs intéressants en eux-mémes) que nous allons détailler.

Proposition 8 .
(s)

i
soit s € [1, +=] , s ﬁ's1,...,s . On pose alors D = Xxv(ai(s))(%;)

2

(ax v(ai(s)) est le terme de plus bas degré de ai(s) i A€ C(*)) .

On a z(s)(n) = xs(n) =x(DS) .

*
Ceci se voit en montrant que D est une perturbation "compacte"( ) de Ds .

L'indice de D_ est évidemment fini et égal & i(s) - v(a,

1(5)) ; i1 en est donc

de méme de celui de D . Ceci établit le théoréme 7 (i) , (ii) dans le cas

ngénérique" s £ SyresesSy o

On voit apparaftre ici un phénoméne "parabolique" : selon les valeurs

i
. d . . .
de s certains "monomes" ai(a; jouent un r8le prépondérant; les "monomes"

(#) Il n'y a pas vraiment compacité : il faut utiliser un argument de limite
inductive dans un cas, projective dans l'autre, d'espaces de Banach. Argument

analogue & MALGRANGE [22] ou KOMATSU [16] .
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apparaissant effectivement sont ceux correspondants aux sommets du polygone
de Newton P¥(D) (ils jouent en quelque sorte le réle de "sous-symboles
principaux"); les valeurs de s pour lesquelles on "saute" d'un sous-symbole

4 un autre sont les valeurs exceptionnelles SyreeesS, o

Procédant comme MALGRANGE dans [23] on fait un éclatement réel de
* ~
1'origine dans C( ) . On obtient une variété a bord C et une projection 1 :
E -C ; ﬂ-1(0) est un cercle S . Chaque secteur V induit un ouvert de S ;
considérant As(v) ’ Ao,s(v) s A(s)(v) , Ao,(s)(v) comme attachés & ce secteur
on fabrique des préfaisceaux sur S et on désigne par Gs ’ Go,s ’ G(s) ’ Go,(s)

les faisceaux associés.

Le résultat suivant (auquel on peut donner une forme plus précise)

est fondamental :

THEOREME 9 . (Théoréme fondamental des développements asymptotiques avec

conditions de Gevrey).

Les applications

D
Go,s = Go,s (s € [1,y+ =)

D . .
et Go,(s) - Go,(s) (s € J1,+ ®]) sont surjectives.

Pour s = + ® c'est le théoréme fondamental des développements
asymptotiques. Sa démonstration n'est 4 ma connaissance écrite nulle part. On
trouvera l'étude du cas particulier fondamental dans WASON [31] ; pour le
cas général, il s'en déduit en reprenant des arguments développés par

MALGRANGE dans [22] .

(%) On passe en coordonnées polaires !
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L'étude du cas s € ]1,+ o[ est assez différente : dans le cas
particulier traité par WASOW il faut éventuellement modifier le choix des
contours d'intégration (pour 1l'application de la méthode de "variation des
constantes") en utilisant des multiplicateurs; pour le passage au cas général
on ne peut utiliser la méthode de réduction formelle de MALGRANGE : il faut
1'approcher (au sens m-adique) par une "presque-réduction" polynomiale et

conclure par un argument explicite de perturbation.

Ce théoréme a diverses conséquences; citons le

Corollaire 10 .

si g€ Gs , si FE€ c[[x]]s , avec Df =g , il existe
£f~f, f€ Gs tel que Df =g .(On a un énoncé analogue avec G(s) au lieu

de GS o)

On a des suites exactes

LY -0 (s € [1,+=])

0 - Go,s,D - G'o,s 0,s

et 0- GO'(S):D - Goa(s) B Gor(s) -0 (s€ e W]) :

Des arguments analogues & ceux de MALGRANGE [23] permettent de

montrer qu'il y a des isomorphismes canoniques
~ 1 .
cllx1], /c{x}3H (s,Go’s) et
C[[x]](s) /c{x} = H1(S;Go (s)) . Tenant compte de ces isomorphismes
’

et du fait que dim S =1 , les suites exactes longues d'homologie des suites

exactes courtes ci-dessus s'écrivent :
1 D
O-H (S‘Go,s,n) = c[[x]] / cfx} = cllx]), / ¢{x} - 0

et 0~ H1 (S;GO,(S),D) - CE[X]](S) / C{x} B C[[x]](s) / C{X} - 0.

On en déduit le théoréme 7 (i) et (iii) . Plus précisément on a le
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Théoréme 11 .

(i) On a des isomorphismes canoniques

cllx1], / clx} = 8 (siq, )
C[[x]](s) /c{x} 3 H1(S;G°'(s)) .

(ii) On a des suites exactes

0~ H'(siG, _ ) - cllx]], / c{x} 2 c[[x]], / c{x} = D

045,D
et 0~H (s;co,(s)'p) - C[[x]](s) / c{x} 4 C[[x]](s) /C{x} 0.
) ’ dimc H1(S;GO,(S),D) ’ ZS(D) et Z(s) (D) sont

sas . 1
(iii) dim, H (S'Go,s,D

finis (respectivement pour s € [1,+®] et s € J1,+®]) et ona:

ZS(D) - Z1(D) . dimt H1(S;G°,5,D) et Z(s)(D) = Z1(D) + dimc H1(S;Go,(s),D) .

(iv) dim, H1(S;G ) = % var (s; ns(e)) et

0,5,D

dim, H1(S;ao,(s),D) =} Var (S;n(s)(e)) .

si €5 , le germe (G )e (resp. (Go,(s),D)e) est un C-espace vectoriel

0y5,D
de dimension finie < m ; on a noté ns(e) (resp. n(s)(e)) sa dimension. La

fonction ns(e) (resp. n(s)(e)) a un nombre fini de discontinuités sur S ;
Var(s;ns(e)) (resp. var(s;n(s)(e))) est la somme des valeurs absolues de ses

sauts : c'est un entier pair; (iv) s'établit en reprenant une remarque de

DELIGNE [32] .

Il reste A calculer ZS(D) et Z(s)(D) quand s = S;,.e0,S, pOUr
terminer la démonstration du théoréme 7 . Il faut pour cela travailler encore

un peu.

On associe & D des "polynomes" invariants P

(cf. FABRY [9] , INCE [14] , EVANS [8] , LEVELT [19] , JURKAT [15] , ess ) 3
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P(x) = Q(x1/h) (@ étant un polynome de degré p; p,q€ N) .

On dira que P est de degré 9/@ . Les valeurs effectivement prises par
p/q4 sont les valeurs exceptionnelles de k : k1,...,kz .
On connaft depuis FABRY [9] un systéme fondamental de "solutions formelles"

de D; =0 , de la forme.

£ = ef(x) xa(go(x) + oeee # ;n(x) (Log x)™) (o0 les ;i(x) sont des séries
formelles en x1/q ). Nous noterons ;1""’;m un tel systéme fondamental.
Nous poserons d° ;i = d° P(x) correspondant et pour 9 € S , (Ei < 0)e si
la partie réelle du terme de plus haut "degré" de P(x) est négative sur un
petit secteur de "centre" § (i.e. si eP(x) est asymptotique a zéro sur un

tel secteur).

Un théoréme fondamental de la théorie (POINCARE, FABRY, +.., cf.
JURKAT [15]) dit qu'il existe des germes £1,...,£m € GO D asymptotiques
’

(au sens évident) a Eprenerf o

Notons Is(e) (resp. I(s)(e)) c[1y¢eeym] 1l'ensemble des

i€ [1,.0.,m] tels que (fi<0)e et d° £, <Xk (resp. < k) .

THEOREME 12 .
L'ensemble {fi /i€ Is(e)} (resp. I(s)(e)) est une base de

(c )e (resp. (Go,(s),D)e) . 0na:

0,5,D

ns(e) = Card Is(e) et n(s)(e) = Card I(s)(e) .

Corollaire 13 .

(i) Les applications
[1,4 ] = {faisceaux de C(-espaces vectoriels sur s}

S G’o,s,D
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et J1,+ @] - {faisceaux de C-espaces vectoriels sur S}

s = Goo (s),D

sont croissantes (les faisceaux étant ordomés par inclusion)
et constantes respectivement sur [O,Sz[,tsz , 31-1[ y see [51,+ o] et

TP N CAE S I R

ii) Go,s,D = Go,(s),D pour s f’s1 1 +ess s, i les inclusions

c = cos ont strictes.
Go,(s),D Go,s,D pour s =s. , » s, sont stri

. 1 . 1 ..
iii) d1mc H (S'Go,s,D) et d:Lmc H (S’Go,(s),D) sont finies et les

applications

(1, +°] =N et J1, +®] 2N

s v dim, H1(S;G ) s » dimg H1(S;Go,(s),D)

0,5,D

sont croissantes et constantes respectivement sur

[O’SLE ) csey [s1, + @] et ]0,s£] ) eeey ]sl, + @] .

iv) Pour s = Sy s eeer S, OnA

dimg H‘(s;GO'S,D) - aim H1(s;G°'(S)'D) = 1,(s) = i,(s) + v(ai1(s)) - v(aia(s)) .

Le corollaire 13 (i),(ii),(iii) achéve la démonstration du théoréme
7(ii) . L'assertion (iv) permet de retrouver les valeurs "génériques" de Zs
obtenues par perturbation (proposition 8) ; cette assertion s'obtient de la
fagon suivante : on se raméne par rev8tement ramifié (x = tq) au cas ol

les valeurs exceptionnelles k1 ) eeey kz sont entiéres; on remarque ensuite

x
b

que la contribution de e1/' (k entier) A& la variation est 2k .
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THEOREME 14 .
Supposons D A& coefficients rationnels .
(i) (a) L'opérateur C[[x]]s 1] C[[x]]s est d'indice fini
Zs (D) pour s€R.
(b) L'opérateur C[[x]](s) 2 C[[x]](s) est d'indice fini

Z(s)(D) pour s €R .

(ii) On pose z(D) = [51,...,51} U {_s',l,...,s'zl} U éventuellement

{13 si (D) a un cBté vertical.

() si s€R et €3 ona
ZS(D) =Z(s)(D) = i(s) - v(ai(s)) .

(b) si S=5 4 .eys, Ona

% (0) = 1,(s) = vlay () et X)) = 1,(s) - vlay (o) -

(¢) si s=s'1 yeoos SILI on a

% (0) = 15(s) - vy (5)) et E(g)(®P) = 1,() - vz ()

(@) si s=1 (et 1€%) ona

z, (P) =m - v(am) et 1(1)(D) =m - d(am) .

Ce théoréme s'établit par une étude "a 1l'infini" de D et un
argument de dualité que je ne détaillerai pas ici. (On fait opérer D¥* sur
des espaces convenables d'ultradistributions & support dans {0} ; cf£.

MALGRANGE [23]) .
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Pour terminer citons quelques conséquences des résultats précédents.
. . *
(Ces conséquences impliquent facilement les théorémes 1 et 2 ( )) .

Posons : a_ = dim. Ker (cll=1] bt clf=1],) »

b = dim, Coker (C[[x]]s it C[[x]]s) . On définit de fagon

analogue a(s) et b(S) .

Corollaire 15 .

(1) Les fonctions swmZ et swma (resp. Z(s) et a(s))
sont des fonctions monotones croissantes sur [1,+ ®] (resp. ]1,+ «]) ,

continues & gauche (resp. & droite), localement constantes sur [1,+ 0]-{51,...,51}

(resp. ]11,+ =] - {51 ""'SL}) .

La fonction s » bS (resp. S w b(s)) est monotone décroissante
sur [1, + ] (resp. J1, + @]) continue & gauche (resp. & droite),
localement constante sur [1, + ©] - {51 yeaey SL} (respe  J1,+ @] - {51,...,51}).
Les fonctions s »on et s.».z(s) admettent des discontinuités en

51 gecey SL .

(ii) soient o, <o, .

(a) o, 10,€ [1, + ®] . Les conditions suivantes sont équivalentes :

o

(¢) Le morphisme 0 - (:[[x]]w1 (:[[x]]':y1 ~ 0 est

i ) i )

0-cll D¢ -0
(0, 2 ety

un quasi-isomorphisme.

(*) On peut aussi obtenir des renseignements sur la croissance des séries formelles

-~

9; apparaissant dans les solutions de FABRY. Dans le cas des équations algébriques
de telles estimations sont données par EVANS [8] : il se reporte 4 un argument d'équa
tions aux différences de MILNE-THOMSON [24] (utilisant une transformation de Mellin).

Son argument n'est correct que dans un cas "assez générique" .
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(B) Il existe i€ [0,...,4] tel que g, 10, € [si"_1 ’ si[

(so=+°° et s“1=1).

0 %, 0 =%, ) -
(v) o, 10, € J1, + »] . Les conditions suivantes sont équivalentes :
. D
(¢) Le morphisme 0 - C[[x]](c1) bt C[[x]](°1) - 0 est
{ ) ) i
D
(o Jpy - -0
C[[X]](az) C[[x]](az)
un quasi-isomorphisme.
(B) 11 existe i € [0,4] tel que 0, 10,€ '_|si+1 ' ;]
(s,=+= et Spq =1 ).

(v) 7‘(31)(”) =5C(°2)(D) .

(iii) si s € N, + =], s;'fs1 reess S, , le morphisme

0 - C[[x]](s) Po C[[x]](s) - 0 est un
i i ) i

o~cllx]), 2 cllxl), -o

o

quasi-isomorphisme.

(iv) soit s€ )1, +=] .
(a) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(«) Le morphisme 0 - C{x} 4 c{x} -0
i i i )

0 - ¢[[x]3.2e[[x]],~0

est un quasi-isomorphisme.
(8) % (p) =x,(p)

(y) L'invariant de Gérard-Levelt pk(D) (avec X = 1/s-1)

est nul .
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(8) s s .

On dira alors que D est s—corégulier.
(b) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(«) Le morphisme 0 - ¢{x} 2 ¢{x} - 0 est
) ) 1} i
0 — C[Lx]](5)2CLLx1] 4y~0

un quasi-isomorphisme.

(8) Z(s)(D) =%,(p) .
(y) L'invariant de Gérard-Levelt pk(D) est nul pour

variant sur un voisinage de 1/s-1 .

(s) S, <s .

Oa dira alors que D est (s)-corégulier.

(v) soit s € 1, + =] .
(a) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(o) Le morphisme O - C[[x}]s 2 C[[x]]s -0 est
i i ) )
0-cllx1]2¢cllx]] =o0

un quasi-isomorphisme.
(8) %, (p) =x(p) .
) e D) < oy (0) (x = 1/s-1).

(8) s= Sy o

On dira alors que D est s-régulier.

(b) Les conditions suivantes sont équivalentes :

o

(a) Le morphisme 0 - C[[x]](s) 2 cllx]1], - est
i ‘ ) i

0-cllx]] 2¢cllx] -

o
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un quasi-isomorphisme,
(8) Z(s) (p) = x_(p)
(v) p (D) < pk1(D) (k = 1/5-1) .

(8) s> Sy .

EXTENSION D'UN RESULTAT D'E. BOREL.

Nous allons voir que l'on peut étendre dans l'esprit des considérations
ci-dessus la méthode de sommation exponentielle d'E. BOREL [2] (page 89) .
(Le cas traité par E. BOREL correspond avec nos notations & s = 2 ; nous allons
traiter le cas 1 < sj s entier .)

Le "noyau" utilisé par BOREL est fabriqué a partir de

2 n
~t t nt
€ =1 =TTt e ¥k (-1) ot

Nous allons tout d'abord généraliser ce noyau. On remarque que e"t est la

transformée de Mellin inverse de r(z) :

-t _ 1 I r(z) t™% dz ; par ailleurs et vérifie
T 2im Rez=¢c>0
1'équation différentielle ( g; +1)(e*) =0 . Posons

rz) 't % az (1<s) (%)

1 - A
Qs(t)— 2im Iﬁe 22050 Qs(u) est une fonction

entiére de t ; on a Qz(t) =et,

@m vérifie que 1la fonction suivante convient également ¢

2 n %
Gs(t) =1 - %TT75_1+ %5T73_1+ cee + (17 %;Tys_1 + e (x) .)

On constate que Qs(t) a une décroissance exponentielle d'ordre k = 1/s-1 ,
ainsi que toutes ses dérivées, sur tout secteur assez petit de “"centre" la
demi-droite t € RV , quand t -+ @

(*5 Cette expression de @S sous forme de transformée de Mellin inverse nous
a été suggérée par G. SCHIFFMANN.

(**) CEf. SAKS-ZYGMUNG [27] ( exercice 1 , page 247).
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Par ailleurs si s est entier, Qs(t) vérifie 1'équation différentielle

-1

e e ) =0 ()

Reprenons la transformation introduite au début et a

-~

£(x)=ga x" € c[[x]] associons

P00 = g0 -z

si £(x) € C([x]]s » F(x) € ¢{x} . Par analogie avec 1'étude d'E. BOREL

nous allons imposer a Fs(x) une condition plus forte :

Définition :
Nous dirons que F_ € C{x]} est d'espéce (A;) si elle se prolonge
analytiquement 4 un secteur de "centre" la demi-droite t € Rt et si, pour

(p)

tout p , Fs a au plus une croissance exponentielle d'ordre k sur un

tel secteur assez petit (pouvant dépendre de p ).

Remarque : On comparera avec la condition T de HARDY [13] (4.12 page 79)

(avec T = &, , dee. p = (n!)-s+1) .

On constate facilement que les fonctions de type (A;) forment

une C-algébre.

On vérifie facilement que si F_ est d'espice (A;) 1'intégrale
1/z f :m Fs(u) QS(q/z) du existe et définit une fonction analytique £ dans

un secteur de sommet O , asymptotique & f dans ce secteur.

En reprenant la méthode d'E. BOREL on prouve le

) Pour s =3 ona : §3(t) = 7(-t) , od T est la fonction de Bessel

normalisée,
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THEOREME 16 .

Si fE€ C[[x]]s est solution formelle d'une équation différentielle
K3 k3 3 A’
algébrique (linéaire ou non) , si ¢s(f) = F_ est d'espece (A;) y £ vérifie

la méme équation différentielle,

On obtient ainsi une assertion d'unicité (sous certaines conditions)

de £~ ¢ : .
f (dans un certain secteur) si £ vérifie une équation différentielle
algébrique.

PROBLEMES A PLUSIEURS VARIABLES.

On rapprochera avec profit ce qui précéde de RAMIS [25] . La
conception de la régularité dégagée dans cet article peut vraisemblablement
s'interpoler : on interpole entre l'anneau des opérateurs différentiels
d'ordre fini BHet 5 par deux familles d'anneaux BS et ﬁ(s) (cf. par
exemple BOUTET DE MONVEL-KREE [3]) ; il y a lieu de définir des "complétés
Gevrey" le long d'un sous-ensemble analytique complexe Y du faisceau
structural Oy : &(XTY)S et S(XTY)(S) (ce qui est non trivial et doit
nécessiter des arguments "3 la HSrmander" (%) ), une cohomologie s ou
(s)-modérée & support dans Y . On peut alors écrire diverses conjectures
vraisemblablement assez délicates & établir. On peut en tout cas penser qu'a
tout JS-module cohérent holomorne M on peut associer un nombre fini de valeurs
exceptionnelles rationnelles de s généralisant les Sy v ees 1 Sy e
Si M= tVU il n'est peut-8tre pas impossible de lire Ces valeurs sur un

polyédre de Newton convenable.

Signalons pour finir dans le cas d'un opérateur le travail de

TREPREAU [30] .

{*¥) Il y a vraisemblablement lieu de généraliser un argument de DUFRESNOY

[e].
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ECLATEMENTS .

L'interpolation par les espaces C[[x]]s (ou C[[x]](s)) joue 1le

r8le d'un "éclatement" dans le plan (%; 'X) ¢

"x=t %; et s = EET " .

Une étude plus approfondie devrait faire intervenir des "éclatements

d'ordre supérieur" (i.e. des filtrations convenables par des espaces fonctionnels).

La résolution de D dans C[[x]]s. » pour s exceptionnel, permet
de séparer un paquet de "branches" . Une ré;olution dans des espaces fonctionnels
adéquats devrait permettre de séparer ces "branches" entre elles et d'obtenir
des renseignements plus précis sur le comportement asymptotique des solutions
formelles (compte tenu du fait que l'on a une excellente connaissance du

comportement des solutions asymptotiquement nulles dans des secteurs).(¥)

(%) Je remercie J.L. VERDIER et N. A'CAMPO de m'avoir suggéré cette remarque.
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A PROPOS DES E-FONCTIONS

Rappelons d'abord les définitions données par SIEGEL [28],[29] , puis

LANG [18]) des E fonctions :

f(x) =7 cn xn/n! « On suppose que tous les cn appartiennent a un
méme corps algébrique de degré fini sur Q ; on note l ql la borne supérieure

des conjugués de SR

Définition (SIEGEL [28] II.1, page 33 ou [29] p.209-241) .

On dit que £(x) est une E-fonction au sens de SIEGEL si :

i) Pour tout ¢ >0, |c | = 0(n™) , quand n -+ .
n

(ii) I1 existe une suite d'entiers positifs Qg reecrprene tels que

q, soit un dénominateur pour c, (k = Oyeeeyn) et q, = 0(n™€) , quand

L (
n— 42 ,

Définition (LANG [18] VII.1, page 76) .
On dit que £(x) est une E-fonction au sens de LANG si :
(1) I?,:l < A" (pour A >0 convenable),

(ii) Comme précédemment, mais avec q, < A",

PROPOSITION 17 .

soit £(x) = ¢ <, xn/n! vérifiant Df = 0 (o0 D est A coefficients
polynomiaux). Alors si pour tout ¢ >0 on a c, = o(n™) , il existe

A>0 tel que c <A,
En effet si c = 0(n™) , il en résulte que
c, < r(n!)€ A" et cr/n! < I(n!)’:-‘| A" (pour X>0,A>0

convenables). On a donc f € C[[x]]e pour tout ¢ > 0 .
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On sait qu'il existe un réel unique s tel que f € C[[x]]s et
£ g C[[x]]( ss € @) . On a nécessairement s <0 donc £ € C[[x]] , i.e.
s

cn < aA® pour A > 0 convenable.

On est ainsi conduit a la

Conjecture 18.
Toute E-fonction au sens de SIEGEL vérifiant une équation différentielle

linéaire algébrique Df = O vérifie la condition (i) de LANG .

Ceci va dans le sens de la remarque de LANG ([18] note, page 76).
I1 ne semble pas malheureusement que l'on puisse raisonnablement conjecturer
que la condition (ii) de LANG est automatiquement vérifiée dans les mémes

conditions (%).

Il me reste & remercier V. AVANISSIAN, R. GERARD, B. MALGRANGE, G. SCHIFFMANN
des entretiens que j'ai eu avec eux sur les questions évoquées ci-dessus.

Outre & Dijon, le travail que nous venons d'esquisser a été partiellement
exposé (entre janvier et septembre 1977) a Strasbourg (séminaire GERARD-RAMIS),
Paris (Séminaire NORGUET), Bordeaux (Colloquium), Nancy (journées de plusieurs
variables complexes), Santiago de Compostelle (Colloque International de

Géométrie différentielle).

(%) C'est en tout cas la conclusion tirée par le non spécialiste que je
suis d'une correspondance avec D. BERTRAND et de conversations avec

M. MIGNOTTE que je remercie ici chaleureusement,
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