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La topologie des singularités hyperboliques des actions de H 

Nicolaas H. KUIPER 

I. Introduction 

Une action C$ du groupe IRr dans une variété C$ M = M n de dimension n 

est une application C$ 

Q: M x IRr -> M , (x,t1,...,tr) Cp(x,t1,...,tr) , (1) 

telle que pour tout x £ M , T = (t^, . . . , 0 £ 3Rr , T1 = (t j, . . . ,t̂ ) £ TR* , 

cp(x,0) = x , cp(x,T+T') = cp(cp(x,T),T») . (1) 

Le morphisme x -• cp(x,T) possède un inverse, et c'est donc un isomorphisme pour 

tout T £ 3Rr . 

La differentiation de (1) nous donne l'équation différentielle 

dx = j£ _ F.(x)dt. 
J=l J J 

où Fl'" , , , Fr sont r champs de vecteurs commutants, 

(2) 

et (voir (1)) 

V X ) = *t7 c p ( x ' 0 ' " " 0 ) (3) 

oo r 
Une action C infinitésimale Ç£ de ]R dans M est un espace linéaire 
fou F,+•••+& F : (oc.,...,a ) €lRrì de champs de vecteurs commutants. Elle est don-1 1 1 r r 1 r • 
née par une équation différentielle (2). Quoique les intégrales cp(x,T) de (2) 
n'existent pas nécessairement pour tout T ÇlRr, nous dirons encore qu'une telle 

» r 
équation différentielle est une action C de H . On a 

c p : v - > M , M x O c V c M xiRr , cp(x,0) = 0 . (4) 

où V est un voisinage ouvert de M yO , 

Le point x est appelé non-singulier si les vecteurs F^x),.. . jF̂ Cx) sont 

linéairement indépendants. Les intégrales de (2), appelés feuilles, constituent un 

r-feuilletage $ avec singularités. La restriction de ^ à un voisinage convenable 

d'un point non singulier est trivial, c'est-à-dire difféomorphe au modèle de la 
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projection 

__n _,n-r r • n-r 
]R = M ylR. -* TEL (5) 

L'action çp et le feuilletage # sont non-dégénérés si 1'ensemble g des points  

singuliers est nulle part dense dans M . 

Si x est un point singulier d'une action çp , le triple (cp,M,x) (resp. 

(#,M,x)) est appelé une singularité. Deux singularités (#,M,x) et (3?',M',x') 

sont homéomorphes, s'il existe des voisinages U de x dans M et U' de x' 

dans M' , et un homéomorphisme 

h : (U,x) (U',x') 

qui applique chaque feuille de (la restriction) \̂\] sur une feuille de 3' l u ' . 

Les singularités (cp,M,x) ejt (cp',M',x') sont homéomorphes si les singularités 

(3<cp),M,x) et (3<cp'),M',x*) le sont. La singularité (&M,x) est (structurelle-

ment) stable dans un espace de feuilletages avec singularités y , s'il existe pour 

chaque voisinage U de x dans M , un voisinage V de *y dans Y , tel que 

(g',M,x') est homéomorphe à (gf,M,x) pour tout jç' £ V et pour un choix convena

ble de x' £ U . 

Un seul champ de vecteurs : cas r = 1 . Soit (F,M,x) une singularité d'un 

champ de vecteurs F . Alors au point x on a F = 0 et le 1-jet J*(F) est don

né en coordonnées locales par ox où a est une matrice n x n , et x £ ]Rn . 

Notons Xi,X, , . . . X >> £lR les valeurs propres complexes et X X , € 1R les 
i l P P P-""-*- P ""̂  

valeurs propres réelles de a . Ici q = n-2p . 

Définition. La singularité (F,M,x) est hyperbolique si 

Ì (Xj+ Xj) * 0 î J = l,...,P+q ; q - n-2p (6) 

("parties réelles" des valeurs propres) et si a est diagonisable sur Œ : Elle 

est presque hyperbolique, si ces mêmes conditions(6) sont vérifiées pour 

j = l,...,p+q , à l'exception d'au plus une valeur de 

j € fl,...,p+q} (7) 

et si a est diagonisable. Cette dernière définition est utilisée ci-dessous. On 

connaît le 

Théorème 1. La singularité de feuilletage d'une singularité hyperbolique d'un  

champ de vecteurs F dans une variété M est homéomorphe à , i £ {0,1,. .. ,n*>, 

1-feuilletage du champ de vecteurs gradients de la fonction 
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2 2 2 , 2 , 2 
-xl " x2 •'* ~Xi + Xi+1 +''* + Xn (8) 

dans l'espace euclidien ]Rn = E n . L1indice I est le seul invariant topologique. 

Le changement d'orientation des feuilles t -• -t , t £ ]R , échange les indices 

i et n-i . On sait aussi que les singularités hyperboliques sont stables et que 

l'ensemble des champs de vecteurs à singularités hyperboliques est ouvert et dense 

dans l'espace topologique de Whitney des champs C 0 0 de vecteurs sur une variété 

. Ces champs sont donc "génériques". 

Deux champs commutants : le cas r = 2 . Dans le présent article nous étudions les 

singularités des C°°-actions Cp de ]R2 dans M n . L'équation différentielle (2) 

devient 

dx = F1(x)dt1 + F2(x)dt2 (9) 

Définitions : La singularité (cp,M,x) est ponctuelle si F^x) = F2(x) = 0 , et 

réductible autrement : F^(x) et F2(x) sont linéairement dépendants, mais pas 

tous les deux nuls. La singularité ponctuelle (cp,M,x) de (9) est hyperbolique, si 

la singularité de champ de vecteurs ( a ^ + ot2F2jM'x^ est presque hyperbolique 

pour tout (O^JC^) É T R 2 , ( C C ^ C ^ ) ï ( 0 , 0 ) . La singularité réductible (cp,M,x) de 

(9) est hyperbolique, si la singularité du champ de vecteurs (â F^+ ot2F2jM,x) > 

où ( ^ , 0 ^ ) 9e ( 0 , 0 ) et aiF1(x) + o^F^x) = 0 , est presque hyperbolique. 

Soit Bn+*" = ]Rn —^->K n la projection dans le premier facteur. Le 

2-feuilletage de TBP1^ dont les feuilles sont les TT-images inverses des feuilles 

de g£ de ]Rn est noté g£ X 3 R . La droite n~ ( 0 ) est l'ensemble singulier. 

(Voir théorème 1 et (8)). Nous verrons au § 2 le 

Théorème 2. La singularité de feuilletage d'une singularité réductible hyperbolique  

de (9) est homéomorphe à la singularité 

(3n-1 x R, Rn,o) 
0 <; i <; \ (n-1) 

L1indice i est le seul invariant topologique. 

Les singularités réductibles hyperboliques sont (structurellement) stables. 

œ 2 r 
Remarque : Une action C ^ de 1R dans M est dite hyperbolique si toutes ses 

singularités sont hyperboliques réductibles ou ponctuelles. Il est évident que l'en

semble 0 des actions hyperboliques est ouvert dans l'espace Y (topologie C°° 

de Whitney) des actions C°° non dégénérées de ]R2 dans M n . Il est "peu probable" 

que 0 soit dense dans Y . 
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Pour aborder les singularités ponctuelles nous commençons au §3 par l'étude des 

actions linéaires cp̂  de dans TEl? : 

dx = rr1xdt1 + CT2

xdt

2 > 1̂̂ 2 ~ ^2^1 
(10) 

x Ç]Rn , (jĵ Ô  des matrices n x n . 

Nous définissons pour chaque singularité hyperbolique (CD , TEL ,0) une figure 
2 

caractéristique $((& ) clR , qui consiste en p vecteurs v v et 
+ + 1 P 

q = n-2p demi-droites H w H w . Voir les fig.l et 3 ci-dessous. Les 
^ p+1* ' p+q ô 

droites ]Rv̂ ,..., ̂ Wp +q sont distinctes en raison de 1'hyperbolicité. En môme 
temps nous obtenons une forme normale pour chaque action linéaire hyperbolique CD , 

2 

par un changement continu de coordonnées qui préserve l'action de TEL . Nous 

démontrons le 

Théorème 3 (Suffisance de $ ). La configuration caractéristique $(<$̂ ) d'une  

action linéaire hyperbolique cp̂  de dans ]Rn , contient toute l'information 

topologique de l'action cpL et du feuilletage ^(cc^) : Si $(cpL) et $(cp )̂ sont  

égaux modulo GL(2, 1R), alors les actions cp̂  et cc£ sont C -conjuguées et 

(^KQ^), H n,0) et (̂ (cp̂ ), H n,0) , sont donc homéomorphes. 

2 
Notons H(W) l'enveloppe convexe de W aTR 

Au §4 nous rappelons brièvement le 

Théorème 4 (GUCKENHEIMER, CAMACHO [ H ) . SÏ CD est hyperbolique et si ——————— J_j 

o ^ H ( * ( C ^ ) ) , 

alors la singularité (cp^, ]Rn,0) est stable, m6me pour des perturbations non liné 

aires . 

CAMACHO fil a démontré que toutes les singularités ponctuelles hyperboliques 

des actions de 1R pour n £ 4 sont stables. Au §5, un invariant £ ,qui contre

dit la stabilité , est introduit (Théorème 5) pour n = 5. Au §6 nous démontrons 

plus généralement (n ̂  5) le 

Théorème 6 ("Nécessité de $ " ) . Soient cp. et cp' deux actions linéaires hyper-
2 n 

bo ligue s de TEL dans ]R . Notons 

(QL) = (L1,...,vp, R+wp+1,..., R+wp+q) 

Faisons de plus l'une des hypothèses suivantes : 
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soit A : 0 € H(v-,...,v ) 
1 p 

soit B : 0 £ iKvj,. .. ,v ,w ) pour j = p+1,... et, p+q . 

Alors les singularités (cp̂ , ]Rn,0) et (cf£, ]Rn,0) sont homéomorphes si et seule 

ment s'il existe g £ GL(2, 1R) tel que 

= g$(cpL) c m 2 

Les types topologiques.forment donc un espace modulaire de 2p-4+q dimensions. 

L'invariant topo logique A(CO l) est ($(cp^) mod GL(2, ]R)) dans ce cas. 

Nous rappelons que les intégrales des champs de vecteurs holomorphes linéaires 

sur (Cm avec singularité en 0 , forment essentiellement le cas q = 0 , n = 2m . 

Leur topologie est étudiée dans CAMACHO ~ KUI PER-PALI S [ 3 ] et LADIS [ ó] . 

Nous terminons ce paragraphe 6 avec la définition générale de l'invariant topo

logique A CpL

 85 A $(cpL) (Théorème 7). Les théorèmes 4,5 et 6 sont des cas particu

lier de la 

Conjecture. Deux singularités hyperboliques cp' et Cp d'actions linéaires de 
2 n L L 

IR dans ]R sont homéomorphes, si et seulement si 

A *(<¥£) = A * ( c ^ ) . 

Dans le dernier paragraphe nous discutons brièvement les singularités hyperbo

liques ponctuelles non linéaires (cp, lRn,0) "avec 1-jet" l'action linéaire 

(cp L , ]R^,o) . L'invariant A survit (Théorème 8). Nous rappelons les résultats de 

DUMORTIER et ROUSSARIE f 4] et de CAMACHO-KUIPER-PALIS [ 3 1 , qui permettent de 

conjecturer que (cp, ]Rn,0) et (cp , lRn,0) sont toujours homéomorphes. 
L 

2. Les singularités réductibles hyperboliques. 

Supposons que la singularité réductible (cp, !Rn,0) soit donnée localement par 

dx - F1(x)dt1 + F2(x)dt2 , (2.1) 

et F^(0) = 0 , ^ 0 . On peut encore supposer après un changement C°° de 

coordonnées convenables (intégration de dx = F2(x)dt2 ) , que 

F0(x) = e = (0,0,...,0,1) ç i n 

2 n 
(2.2) 
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est constant. Chaque feuille contient donc avec un point x £ ]Rn un ouvert de la 
droite verticale x +ÜRe^ . Le feuilletage ne change pas si on remplace F^(x) par 
sa composante horizontale, c'est-à-dire parallèle à 1'hyperplan X R = 0 . 

En posant 
x = (x1,...,xn) =(u,v) , u = (xx,. .. ,xn_1) , v = x n , 

on trouve pour cp une expression de la forme 

du = F(u)dt1 

dv = dt2 

(2.3) 

et le champ de vecteurs F de ]Rn * est hyperbolique au point singulier 
u - 0 ÇIR11"''" , si et seulement si cp est presque hyperbolique en 0 ̂ 1° . La 
première partie du théorème 2 est donc évidente, pour montrer la stabilité nous sup
posons que la singularité cp de (2.1) est réductible hyperbolique et que 
F2(0) = (0,0,. . . ,0,1) , F1(0) = 0 . Pour x dans le plan horizontal m 1 1" 1 yO , 
x n = 0 , nous notons F(x) la composante horizontale de F^(x) par rapport à la 
droite non-horizontale ]R F 2 ( X) . Le champ F'(x) sera défini d'une manière ana
logue pour l'équation 

cp» : dx = F»(x)dtx + Fj[(x)dt2 

supposée C°°-proche de (2.1). 

Comme cp est réductible hyperbolique, le champ de vecteurs F est hyperboli
que en 0 çH11"* x 0. Le champ F'étant C°°-proche de F , est lui aussi hyperbolique 
en un point x° EU11"* X 0 proche de 0 . En ce point x° les vecteurs Fj(x°) 
et F^(x°) sont linéairement dépendants et (cp',x°,]Rn) est réductible hyperboli
que avec le môme indice que (cp,0, lRn) . La stabilité est ainsi établie. 

3. La configuration caractéristique $(cpL) d'une action linéaire 

2 
3.1. Préliminaire I. Une action linéaire cpL de ]R dans ]R est donnée par 
l'équation différentielle 

dx = (o^dt^ a 2
d t

2)x , avec solution x = e Ơ1t1+Ơ2t2x° , 

XjX 0,^,^ €1R > a\ + a 2 ^ 0 . 
(3.1) 

Le changement continu de la coordonnée x , 

x' = |x|k (x/|x|) , k = ( Q
2 + a 2)"* (3.2) 
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conduit à la forme normale (xf sera notée : x) 

dx = < y,dT > x , x = e
< u , T > x° , \^\ = 1 . (3.3) 

où |i = kt^ + ik(T2 , T = it2 , < |i,T > est le produit scalaire de (J et T 

par rapport à la norme euclidienne |T| des nombres complexes T £ (C . La fonction 

H-linéaire T H < |j,T > est constante sur chaque droite dans le plan de T paral

lèle à la demi-droite (la configuration caractéristique), 

$(cpL) = m+w - {tw: t >0l c(t (3.4) 

où w = i|J est orthogonal à p. dans le plan complexe de T . 

2 2 

3.2. Préliminaire II. Une action linéaire hyperbolique cp̂  de ]R dans ]R sera 

donnée par crltl+cr2t2 o 2 
dx = (a1dt1+ tr2dt2)x ,x = e * x , x, T ^ E . (3.5) 

Les matrices 2 y 2 e t CT2 commutent. Supposons que les valeurs propres de 

ne soient pas réelles : \̂  et \̂  £ ]R . Comme est diagonalisable sur Œ , 

et comme CT^C^ = 2̂̂ 1 ' a l ° r s (72

 e t CTi sont simultanément diagonisables sur Œ . 

Soient >2 et X2 , les valeurs propres de • Ces valeurs propres peuvent être 

réelles et égales. 

Posons x = (x^,x2) , z = x^+ ix2 . Après un changement linéaire des coordon

nées xi> x2 » l'équation (3.5) est exprimée en nombres complexes par 

dz = (^dt^ \2dt2)z , 
W V 2 o z = e z 

z,z°,x 1 ,X 2 € Œ , t1$t2 £1R . 

(3.6) 

Comme cp̂  est hyperbolique, si (a-ĵ Ĉ ) 5e 0 * a matrice a^a^+ O^CT-^ n' a P a s deux 

valeurs propres nulles, et donc \̂  et >2 £ Œ sont ]R-linéairement indépendants. 

Soit g £ GL(2, ïïO l'automorphisme ]R-linéaire de Œ sur Œ , donné par 

g : tx+ It2 * > Xxtx+ x 2t 2 , tx,t2 çi . 

Alors (3.6) est exprimé par 

dz = g(dT)z , z = e* ( T ) z° (3.7) 

La configuration caractéristique $(cp^) est le vecteur 

v = g"1(2TTi) £ <C 

Remarquons : z(T+v) = z(T) . 
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Définition. La fonction exponentielle Z H z' = z est l'homéomorphisme de (C 

sur (C , défini pour 

k € GL(2, IR) , m 2 = (t , k ( i ) = i , 

par 

z' = e k S si z = e S , S Ç (C 
(3.8) 

z» = 0 si z = 0 . 

Choisissons k tel que 

non seulement : kg(v) = k(2iri) - 2TTÌ , 

mais aussi : kg(iv) = i.2ni . 

(3.9) 

Alors kg est la multiplication en (t par le nombre complexe y = 2niv * ! 

Le changement continu (fonction exponentielle) de la coordonnée z , donné par 

(3.8) et ( 3 . 9 ) , conduit à la forme normale (qui est purement complexe!) 

yi o 
dz = XzdT , z = e A z ç I , 

(3.10) 

3 .3 . L'action linéaire hyperbolique cp̂  de IR2 dans ]Rn . 

L'action cp̂  est donnée par 

dx = ((7 1dt 1+ C*2dt2) x € 2 R N , cr^ 58 G2a\ (3.11) 

Comme cp̂  est hyperbolique un exercice élémentaire conduit avec une transformation 

linéaire des coordonnées à une décomposition en blocs : 

dz. - ( X j ldt 1 + Xj2dt2)z. C j= 1,...,p 
(3.12) 

d xh = (Ohi d ti +.ah2 d t2 ) xh £ 1 R 
h = p+1,. .. ,p+q , q = n-2p 

et après les changements continus de coordonnées des préliminaires I et II, on 

trouve la forme normale de l'action ^ 

d Z j = X j Z jdT 
Ai o 

z . = e J z . 
J J 

avec j=2 ±vj-1 

d x h = K v d T > *h " h = e *h 
avec 4i = i wk 

(3.13) 

Les droites ]R v,,...,! v , Iw Kw , sont distinctes en raison de l'hyper-1 p p+1 p+q — — — — — — — ^ — — ^ 
bolicité. La forme normale est déterminée par la configuration caractéristique 

$(CP L) * fVl,...,vp , m
+w p + 1,..., m

+w p + ql c(t TR+= fs Çl , s > 0} (3.14) 
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2 
Comme on peut composer l'automorphisme ]R-linéaire ]R Œ , (t^jt^) it^ 

avec un élément g £ GL(2, ]R) à gauche, §(c£̂ ) est à considérer modulo l'action  

de GL(2, ]R) . En d'autres mots, l'invariant est la figure affine (̂cp̂ ) . Le théo

rème 3 de l'introduction est une conséquence immédiate. 

Corollaire. Pour 2 £ n <, 4 toutes les configurations caractéristiques des actions 

linéaires hyperboliques de 1R2 dans ]Rn sont données dans la figure 1. Seules les 

configurations (4;0,4a) et (4;04b) ont un invariant affine, le birapport. J'ignore 

si ce birapport est un C°-invariant de l'action à conjugaison près. CAMACHO [ 1 ] 

a démontré que toutes ces singularités sont stables même pour des perturbations non-

linéaires. On a donc onze types topologiques de feuilletage. 

(n;p,q) = (2;0,2) (2;1,0) (3;0,3a) (3;0,3b) (3;1,1) 

(4;2,0) (4;l,2a) (4;l,2b) (4;0,4a) (4;0,4b) 

fig.l 

Lés feuilletages de singularités (3;0,3b) et (3;1,1) sont représentés par les figu

res 2a) et b) respectivement. On donne l'intersection des feuilles avec la "sphère 

unitaire" 

2 
S : sup( |xx |, |x2 I, |x3 |) = 1 , resp. (sup|x|,|z|) = 1 

Les figures sont symétriques par rapport aux plans de coordonnées 

Xl = ° ' X2 = ° 
et x 3 = 0 , resp. x = 0 

a) 

plan des z 

b) 
fig. 2 
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o 

Le feuilletage de la fig. 2b) est homéomorphe au cône de sommet O £ ]R sur 

le 1-feuilletage dessiné. Les feuilles dans la fig. 2a) sont obtenues en remplissant 

les 1-feuilles fermées dessinées par des 2-disques dans l'intérieur du cube. Les 

axes de coordonnées de X ^ J X ^ J X ^ resp. de x contiennent les points singuliers 

réductibles hyperboliques. 

Corollaire (de (3.12)). Soit 0 un point isolé de l'ensemble des points singuliers 

d'une action linéaire hyperbolique de TB? dans ]Rn . Alors q = 0 , n = 2p , et 

l'action est C°-conjuguée à une action linéaire holomorphe de (E dans : 

D Z J = X J Z J D T J = 1 " ' , , P ' 
(3.15) 

Exercice. Etudier les feuilletages de fig.l avec (3.13). (Voir [l]). 

4. Théorème 4 de Guckenheimer-Camacho [ 1 ] 

2 

Esquisse de démonstration : Soit cp̂  une action linéaire hyperbolique de ]R 

dans ]Rn donnée par (3.13), (3.11) , et soit 

0 !É H(*(c^)) . 

Alors il existe u £ (t tel que 

< u, -iv > < 0 

< u, -iw^ > < 0 

j - 1.....P 

k = p+1,... ,p+q 

Si u = u^+ iu2 , le champ des vecteurs, 

( u ^ + u2a2)x en 0 €lRn , 

est contractant et transversal à la sphère 

V i $ = 1 l » j l 2 + O ( " h ) 2 - » 2 > 0 

en coordonnées z.,....z , x x , de (3.13). (C'est analogue mais un peu 
1 p p+1 p+q r 

plus compliqué à écrire avec les équations (3.12)). On peut constater que le feuil

letage gKcp^) est homéomorphe au cône, à sommet 0 £ ]Rn , sur le 1-feuilletage 

^^(cp^) , obtenu par l'intersection des feuilles de S^cp )̂ avec la sphère Ŝ  . 

Ce feuilletage de dimension un est de Morse-Smale et donc stable. Les 2q points  

fixes stables sont 

z = z = ••• = z = 0 . x ,= = x , = 0 
1 2 p ' p+1 p+q 

à l'exception de xfc = + 6 , k € {p+1,...,p+q} . Les p cycles stables sont les 
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cercles 

z1 = z = • • • = z = 0 , x , 1 = • • • = x ( = 0 
1 2 p p+1 p+q 

à l'exception de z. : |z.| = ô , j £ {l,...,p} . La stabilité de ̂  (cp) sur la 
J J 16 i* 

sphère S entraîne la stabilité de g(cp ) , môme pour les perturbations non-liné-
o L 

aires pour 6 > 0 petit. C'est le théorème 4. 

5. L'invariant ^ en dimension 5. 

Dans la figure 3 nous suggérons la classification des configurations caractéris

tiques $(cf^) pour n = 5 . Les singularités de 3a) sont stables d'après le théo

rème 4 de Camacho, puisque 0 £ W $ ( C P L ) . Pour les singularités de 3b) aucun invari

ant topologique continu est connu ou visible. Nous pensons, mais nous ne l'avons pas 

encore démontré en détails, qu'elles aussi sont stables. 

3a) 

3b) 

3c) 

fig.3 

Le cas du fig. 3c) est le cas Intéressant : 

Théorème 5. Soit dans la notation de §3 

Ф(Ф Ь ) = fv l Sv 2, m +w} с (E , n = 5 
et 

0 € ̂ (vx,v2,w) , 

alors $(cp )̂ modulo GL(2, 3R) est un invariant topologique du feuilletage ĝ cp̂ ) : 
Les singularités 

(cp^,0, m 5) et ( C P L , O , m 5) 

sont homéomorphes si et seulement si 
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$(Cf£) « $(ç^) modulo GL(2, m) . 

Définition. Pour le cas du théorème 5, l'Invariant A(cf^) est la classe d'équiva

lence mod GL(2, ]R) de îCcf^) . 

Pour la démonstration il suffit de donner une définition topologique de A ( < ^ ) 

en termes du feuilletage ^(cp^) . 

Supposons la forme normale du §3 et 

w = ~C

1

V

1 - C

2

V 2 » 0 < c2 * ci : (5.1) 

dzx = XxdT z x 

d Z2 = X 2 d T Z2 

dx = < u,dT > x 

X 1 T « c „ 
zl = e zl € 

*2 o „ z 2 = e z 2 Ç <t 

x = e^' T>x° €1R 

(5.2) 

X j = 2 T T l v j 1 * j = 1 , 2 ' M = " i w • 

Le nombre 0 < c2^°l ^ * est ^ ' invariant affine A(cp^) • 

Nous tirons des équations (5.2) les conclusions suivantes : 

a. Les points singuliers réductibles constituent lfttaxe réel"de x : 

0 = z 1 = z 2Ç(E, 0 ̂  x € 3R . 

b. Deux feuilles ont la topologie du cylindre <t* - Œ \ {0} . Ce sont les axes  

complexes 

de z x : x = 0 = z , 0 z x € <C , 

et de z 2 : x = 0 = z ^ , 0 ^ z 2 ^ < t . 

c. Toutes les autres feuilles sont des plongements du plan de T dans , sans 

points multiples ou périodiques. 

d. Chaque feuille trace sur la "4-sphère unitaire" 

S 4 : sup(|Zl|,|z2|,|x|) = 1 (5.3) 

un chemin (supposé non vide) définissant un polygone convexe dans le plan de T. 

C'est le bord de l'ensemble convexe donné par |z^ | £ 1 , |z 2| £ 1 et |x | ̂  1. 

Ces côtés sont : 

142 



ACTIONS DE R2 

t i 4 parallèles à sur la face | = 1 de S 

i i 4 parallèles à sur le face jẑ  | = 1 de S 

et , 4 
parallèles à w sur les faces x = i 1 de S 

Pour les images dans l'espace des triples de valeurs absolues (|ẑ |, |z2|, |x|)» 

voir la figure 2a !. 

Si z° ̂  O , z° f O et x° ̂  O , le polygone est un triangle, dont les côtés 

orientés sont des vecteurs ^v^, **2V2 et ™* ' par ̂ finition des nombres "^'^ 

et m ^ O , et (voir fig.4) 

n*lVl + ̂ 2

V2 + ™* ~ ° (5.4) 

La substitution de (5.1) dans (5.4) nous donne, pour îv' î O , 

n2/nx = c 2/ C l (5.5) 

fig. 4 

Remarquons que sur le segment de à dans la figure 4, on a |z^ | = 1 , 

tandis que jz2 | augmente jusqu'à la valeur 1 en , et jx | diminue à partir 

de la valeur 1 en . Si |z2 | est très petit en , le nombre sera grand. 

C'est analogue pour les autres côtés du triangle Ti T2 T3 • 

Finalement il est évident que pour e > 0 il existe K > 0 tel que si T est 

sur le triangle T^ T2 T3 » mais à distance > K de de et de , alors 
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deux des nombres |z^ | , | » |x| sont < g , tandis que le troisième est égal à 

1. Le nombre K est indépendant de la grandeur du triangle T̂ T̂ T̂  . 

Ces préliminaires étant posés, nous choisissons arbitrairement un point a. 

sur l'axe de et un 3-disque par â  , petite section transversale au feuil

letage, j = 1,2 . Soit n̂  le nombre de points d'intersection d'une feuille de 

3Kcp̂ ) avec , j = 1,2 . La définition topologique de C2^°i * ̂ o n c de A(crL) 

suit du 

Lemme 

0 < lim 
n1+n2=oo 

n 2 
nl 

. C 2 
Cl 

(5.6) 

Preuve. Déplaçons le point a. lelong un chemin dans sa feuille (l'axe de z. ) 
J c J 

vers le point e.(e^ = (1 ,0 ,0) , = (0 ,1,0) €<Ex<tXlRslR ) . Nous entraînons 

le disque transversalement aux feuilles du feuilletage et nous le mettons dans 

l'espace ẑ  = 1 . Le disque dans sa nouvelle position contient le 3-disque 
Dej : zj = 1, |zk|2 + |x|2 <e2 

(j,k) = (1 ,2) resp. (2,1) 

c > 0 suffisamment petit. 

Les nombres n^ et n^ ne changent pas pendant ce transport "holonomique" des 

disques et . Après le transport on peut compter les points d'intersection 

dans la sphère ( 5 . 3 ) . Nous utilisons maintenant la figure 4 dans le plan de T . 

Sur le chemin T ^ T 2 * e s points d'intersection avec ẑ  = 1 sont de la forme 

T + kv^ , k , si T est un tel point. Ils sont représentés par des points en 

gras dans la figure 4, et de même pour le côté T 2 T 3 du triangle Les points en 

gras qui sont loin de et , par exemple en dehors des 2-disques de rayon K : 

D (T-) et D (T0) , représentent des points d'intersection qui sont certainement K l K 2 

contenus dans D ̂  c D ^ .On trouve alors (voir figure 4) en supposant 

|v x1 - |v 2 I - 1 ? 

et d'une façon analogue 

n1- 2K - 2 * n * 8^+ 1 

n - 2K - 2 ^ n 2 <; n2+ 1 

(5 .7) 

Le lemme (5.6) est une conséquence de (5 .5) et ( 5 . 7 ) . Les limites sont réalisées en 

prenant pour des suites de points (z^z^x) £ avec |ẑ  | = |x | = 1 , pour 

lesquels |z2 | > 0 converge vers 0 . Le Théorème 5 est démontré. 
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6. L'invariant topologique A en dimension n . 

Soit C l'espace des configurations caractéristiques, 

* - fvj,...,vp , m
+w p + 1,..., *

+

W p + q } c c 

avec 2p+q = n , et R v^,..., ̂ Wp +q
 d e s droites distinctes. Deux configurations 

$' et $ sont dites A -équivalentes si les conditions a et b suivantes sont 

vérifiées. 

2 

a. n' = n , p' = p , q' = q , et il existe g £ GL(2, ]R) qui agit sur (E = ]R , 

tel que $' et g$ sont dans la même composante connexe de C . 

b. Il existe g £ GL(2, 1R) tel que, après un réarrangement éventuel de v^»''»>Vp 

e t d e Vi""' , wp+q ' ( v î , v j , v i } = ( s V ^ j ^ V s i 0 6 K ( v i j V j ' V e t 

i * j * l ¥ i , € {i,...,p} , 

et 

(v[,v^,w^) = (gv^gv ,gwk> si 0 £ M(vi,v^.,wk) 

i * j , i,j € {l,...,p} , k € {p+l,...,p+q} . 

et 

Définition. L'invariant A(cpL) est la classe de fc-équivalence de fCcp^J dans C. 

Exemple. Pour 2 ̂  n ̂  4 , l'invariant A prend seulement les dix "valeurs11 repré

sentées dans la figure 1. Pour n = 5 il prend les huit "valeurs" des figures 3a) 

et 3b) et les valeurs 0 < C2^c\ ^ 1 Pour le cas de la figure 3c) du théorème 5. 

Exemple. A(cî ) ~ [fCcf̂ ) modulo GL(2, H) ] sous les conditions A ou B de l'énon

cé du théorème 6 (§1). 

Théorème 7. A est un invariant topologique : s_i A(cp )̂ f A(cf^) t alors les sin 

gularités (çp£, lR n ,o) e_t (çp^, ]R n ,0) ne sont pas homéomorphes. Le théorème 6 est  

un corollaire d'après théorème 3. 

Nous commençons la démonstration. Soit cp̂  dans la forme normale (3.13). Les 

axes complexes de z-.....z et les axes réels de x x , , sont des feuil-v V 9 p p+1' * p+q ' 

les topologiquement distinguées de SKcp )̂ . Les singularités aux points d'un axe 

réel sont réductibles hyperboliques avec l'indice i , 0 ^ i ̂  \ (n-1) , comme seul 

invariant topologique. Ces propriétés, et plus généralement le comportement global 

des feuilles proches des axes, entraînent la première condition a) de la définition 

de ^•é.Q^xì.vdX^sxze. : Si (cp£,0, ]Rn) et (cp^jO, 3Rn) sont homéomorphes, a) est néces

saire. Nous n'insistons pas davantage sur les détails. 

Pour démontrer la nécessité de la condition b) nous suivons la méthode du §5 et 
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et nous examinons l'intersection d'une feuille f de g (ç^) avec la "n-l-sphère 

unitaire" 
sn-1 

s u p f | « i ! . - . ! x

p + i ' ' - - - , | x P + q | } = 1 ' 

La feuille f trace sur S*1 * un chemin qui dans le plan du T est représenté 

par un polygone convexe P fermé dans Œ dont les côtés sont parallèles à 

v,,...sv , w -... ou w mais pas nécessairement dans cet ordre. P est le 
1* p p+1 p+q 
bord de l'ensemble convexe dans le plan du T défini par jẑ  | ̂  1,..., |z^ | < 1 , 

|x - | ̂  1,..., |x | <s 1 . SI un côté parallèle à v.(w ) est très long, le che-
p+1 p + q n-1 n J h  

min correspondant dans S c E. , aura des points très proches de l'axe de z_. 

(resp. l'axe de x^) . Supposons 0 £ ïiCv̂ v.. jW^) . Nous choisissons de petites 

sections transversales aux axes : 

D n ^ une disque de dimension n-2 dans l'espace z = 1 , 

au point e (z = 1) de l'axe de z , 1 < l < p , et 
Il i 

D n ^ une disque de dimension n-1 dans l'espace x - 1 . 
m m 

au point e (x = 1) de l'axe de x , p+1 £ m < p+q . r m m m r 

Nous examinons des feuilles f qui ne rencontrent pas les disques 

D . 1 * ! * p , i ^ X ^ j , 

ni les disques 

, p+1 ̂  m <, p+q , m f k . 

Soient n. et n. les nombres de points d'intersection de f avec D. et D. . 
I J i J 

Soit 
W = — C V — C V 
wk cikj vi cjki vj 

(6.1) 

Le nombre ĉ ^̂ °̂jlci est un invariant affine de ^Cf^) • 

Lemme. 

lim 
n_£+n_.=œ 

nj / ni = Cjki/Cikj 
def 

(6.2) 

Il est clair que le théorème 7 et la nécessité de b) ci-dessus est une conséquence 

du lemme, et d'un lemme analogue pour ( vi» vj , v^ a u l i e u d e ^ vi , vj , Wk^ * 

Preuve du lemme. Si n,v,.....m w sont les vecteurs associés aux côtés 
1 1 p+q p+q 

du polygone p supposé borné (pas nécessairement dans cet ordre) alors 
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n,v, + • • • + n v + m -w ,+•••+ m w = 0 
11 p p p+1 p+1 p+q p+q 

(6.3) 

Avec les conditions de non intersection ci-dessus il existe K > 0 tel que tout 

côté non-parallèle à v ,v. ou w est de longueur plus petite que K . 
*• J k 

Nous divisons (6.3) par n,+ n. > 0 et obtenons 
i J 

n.v. + n .v . + SL wt  i i J J K k 

n i + n . 
= 0 

1 

n±+n. 
rO-symbole de Landau 1 

Donc avec (6.1) on trouve 

lim 
n̂ +ÎÎ\=co 

n./n± = c (6.4) 

Pour K > 0 suffisamment grand, on a comme au §5 (voir (5.7)) à propos des côtés 

parallèles aux vecteurs v, et v. : 
1 J 

n± - 2K-2 £ n± < n± + 1 

n. - 2K-2 £ n. £ n. + 1 
J J J 

(6.5) 

La substitution en (6.4) nous donne 

lim 
n,+n .=« 

nj / ni = c 

On trouve dans l'espace IT* des axes de z£> Zj et x^ des feuilles qui satis

font les conditions prévues avec n̂ + n̂. aussi grand que l'on veut. Les limites se 

réalisent donc, le lemme établi et le théorème 7 est démontré. 

Trois types de singularité dans avec dimension £ s* 1 sont donnés dans 

la figure 5 

dim A = 1 2 = dim A = 2 

fig. 5 
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7. Les actions non-linéaires et la survivance de ^ . 

Nous rappelons le théorème de Dumortier et Roussarie. Soit (cp, 1RU,0) une sin-
2 n 

gularité hyperbolique ponctuelle d'une ]R -action dans IR , avec l'équation 

dx = F1(x)dt1 + F2(x)dt2 = (o^dt^ oyît )x + R^xidt^ R2(x)dt2 . (7.1) 

F (0) = Fo^ 0^ = ° ' LeS matrices n X n a et g représentent les 1-jets de 
1 n 

Fl et F2 au point 0 ^ E. . Les valeurs propres de sç^ + (l-s)^ , s € ]R , sont 

notées Tj = Tj(s) j = l,2,...,n . Une résonance de (cp,0, ]R ) est un n+l-tuple 

(i;kr...,kn) , i ç {l,2,...,n} , k EN , k s 0 Vj , k = £ n

= 1 k ^ 2 tel que 

Ti=£j=1 kjTj Vs 

Théorème de linéarisation de DUMORTIER-ROUSSARIE [4]. Si la singularité hyperboli 

que (Cp, m",0) d» une C -action de 1R dans 1R n'a pas de résonances, alors 

(çp, lRn,0) est C°°-conjuguée à (cr^» H n,0), ou cĉ  est linéaire avec le même 1-jet  

que cp : J*^) = Jo^cp) 9 

cp̂  : dx = (^dt^ CJ2dt2)x (7.2) 

Ces deux singularités sont donc certainement homéomorphes. 

Corollaire. (Voir le théorème 3). La configuration caractéristique $(cp^) d'une 

singularité hyperbolique ponctuelle (cp,0, ]Rn) d'action de ]R̂  dans ]Rn , supposée 

sans résonance pour cp non linéaire, détermine la singularité à C°-conjugaison 

près. Elle détermine aussi la topologie de la singularité 3<cp) . En plus 
def 

A(cp) ===== A^Cp^) est un invariant topo logique de cp . 

Les auteurs annoncent aussi l'existence de k = k (cpT ) > 0 tel qu'une C*-
o o L 

conjugaison entre cp et cp est possible s'il n'y a pas de résonances d'ordre 
L 

£ n , k. = k ̂  k .Le nombre k dépend du 1-jet cp . 
j-1 J o ° L 

Rappelons que dans le théorème 4 les résonances ne jouent pas de rôle. Ils ne 

jouent pas de rôle non plus dans le travail de CAMACHO-KUIPER-PALIS f3] , qui démon-
3 3 

trent que (cp,<t ,0) et (cp ,<E ,o) sont homéomorphes dans le cas des champs de 
L 

vecteurs holomorphes. Leur démonstration marche également pour les singularités des 

types $ = (vx,v2, lR
+w) : 0 £ y(v1,v2,w) dans ]R5 

et 

$ = (v!3V2,v3) : 0 £ H(v1,v2,v3) dans ]R
6 

A(cp) " A$(cp^) est un invariant topologique complet (espace modulaire) pour ces sin

gularités (cp, !Rn,0) hyperboliques linéaires ou non linéaires. 
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Nous annonçons sans démonstration le 

Théorème (8) de la survivance de A • Supposons que la singularité hyperbolique  

ponctuelle d'une action de M dans ]Rn , (cp, ]Rn,0) a le même 1-jet que l'action  

linéaire (Cp , ]Rn,0) 
Li 

J1

0 (Q) = J1

0(QL) 

Alors A cp zÉ=. A ̂  est un invariant topo logique de (g<Cp) ,0 , ]Rn) : Si (çp', IR n ,o) 

et (cp, !R n ,0) sont homéomorphes, alors A <P' = &p . 

Pour les champs de vecteurs holomorphes ce théorème de survivance était obtenu 

par V.A. Noisul (Voir [7]. 

Il reste trois problèmes généraux intéressants pour les singularités hyperboli

ques ponctuelles : 

Problème 1. J * ^ ) = ^ ^(ty» !R n ,0) et (cpL, 3Rn,0) sont homéomorphes] . 

Problème 2. cp̂  et Cp̂  C°-conjuguées à $(cf£) = $(c^) mod GL(2, 1R) . 

Problème 3. A(CC£) = ^ C ^ ) 4[XCC^J ^ » 0 ) et (cpL, lR
n ,0) sont homéomorphes J. 
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