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SUR LES MONTéES DES SEMI-MARTINGALES

LE CAS NON CONTINU

Nicole EL KAROUI

Dans la premiére partie de cet article, nous avons montré que si I
désigne l'intervalle ]a,b[, de longueur |I|, et Ui le nombre des montées
d'une semi-martingale continue X, au—dessus de I, III Ui converge en probabi-
1lité vers % La(X)t, lorsque b décroit vers a, oi La(X) désigne le temps local
de X au point a.

La méthode utilisée, est &tendue ici, avec quelques difficultés techniques
3 une semi-martingale générale X.

Nous montrons, en particulier, qu'il convient d'introduire un terme correc-—
tif 1ié aux sauts de X, désigné par Wi pour qu'il y ait convergence vers le
temps local de X au point a.

Plus précisément, dans la premiére partie, nous &tablissons que si X est
une semi-martingale de HP, |I] Ui + Wi converge uniformément en t dans Lp,
vers % La(X)t lorsque b décroit vers a.

Dans la deuxiéme partie, nous montrons que si X est une semi-martingale,
| 1] Ui + WE converge en probabilité, uniformément sur tout compact vers

% La(X)t, puis nous énongons des conditions suffisantes pour qu'il y ait conver-
gence p.s.

M. Yor a lu avec un soin exceptionnel les différentes versions de ce
travail. Ses nombreuses remarques, toujours constructives, ont contribué i

améliorer grandement la deuxiéme partie de ce travail;qu'il en soit vivement

remercié.
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’
I - ETUDE DE LA CONVERGENCE DANS LP

Nos notations relatives aux semi-martingales sont celles de 1'introduction
de ce volume, dans sa partie relative aux semi-martingales générales. Nous y
ferons systématiquement référence sous la forme : (RPG 2&me partie). Soulignons
quelques points que nous utiliserons fréquemment dans 1'étude qui va suivre, et
qui sont des conséquences assez faciles de la définition des temps locaux, et de
leurs propriétés, dont on trouvera une &tude trés compléte dans (2).

X désigne une semi-martingale de Hp(p > 1), et La(X) son temps local

au point a.

. a
Les processus croissants L (X)t . T ]{X _<b<X} (XS b),
O0<s<t ] s
b 1{X sb>X }(b—Xs) sont de puissance p-iéme intégrable.
O<s<t sT— s

t

L'intégrale stochastique J ]{X =b}dXs est un processus & variation
o s~

finie, égal a T l{X =b}AXs + ¢2, ot ¢b est un processus a variation
o=

O<s<t t
finie, qui ne croit que sur 1'ensemble {Xs_=b} , et qui est 3 variation
p-intégrable.
Par ailleurs, nous utiliserons les notations de la premiére partie de ce
travail :

Les montées de X au-dessus de l'intervalle I=]a,b[ , sont décrites a

1'aide des temps d'arrét

s* = inflt > 0 5 X, < a} ; Tt])=inf{t>Sa, X, > b}
a . b b _ . a
S, = inf{t > T 1o X < a};Tn = inf{t > Sy X 2 b}

(inf{@} = +=).

Le nombre des montées de X dans 1'intervalle de temps [0,t] au-dessus de

I, ! est défini par UI =7z 1 .
t t b
n {Tnit}

~

Nous aurons aussi @ utiliser les processus croissants
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MONTEES (CAS DISCONTINU)

I
W, = I 1 (X ,-b) 1
t n> 1 fa<x b < b} Tb {Tb < t}
e T - n n—
n
=1
et W, = I 1 _ 1 a
t n> 2 {a_<_XSa— <bHa Xsa) {Snit}

n n

|I| désigne la longueur de I.
Les ensembles suivants joueront un rdle important dans la démonstration :

. + PP
LI, sous—ensemble prévisible de © x R, défini par

Lh= U D83, ] = (w060 x R, tuq In t.g 3 < t < To@w))
n>0
et K~ sous—ensemble optionnel de & x R" défini par :
I a
k' = U [s, .
n>0

Les inclusions suivantes résultent immédiatement de la définition des t.a

s? et Tb.

n n
) {w,t) 5 t>5% et X_<a}e L’ c{t)st > s%, X _<b)
(2) {(w,st) 5 t>5% et X, calg KIQ_{(w,t);tZ_ s%, X < b}.

Nous sommes en mesure d'énoncer le théoréme que nous désirons &tablir.

THEOREME 1

Soit X wune semi-martingale de #P, p>1

Lorsque a croit vers b, le processus croissant |I| U: + Wi converge
uniformément en t dans LP wvers % L—b(—X)t ol L_b(—X)t désigne le temps

local de -X en -b.

Démonstration :
Etape 1 : les idées sont les mémes que dans le cas continu, mais la présence
. . . . I . .
des sauts complique un peu les choses : il s'agit d'exprimer |I| Ut a 1l'aide

des processus X b X a -’
t AT tAS
n n
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Toutefois, si n > 2 et s? < +o, on a seulement X _<a et X >a ,
2 n @~ d. "
mais sans avoir nécessairement 1'égalité. n n
L'expression de (b-a)l b n'est plus tout 2 fait élémentaire
{T_<t}
n=
3) (b-a)l =X -X - (X _-a) 1
t1° <t At sPar 0 (sPcr<T?)
n < n n n— n
-1 (X ~b)1
<
{X peb<X 4} b 77 by
T - T n—
n n
- (a_x ) 1 .
g2 {s? < t3
n n -

Notons que si n > 2, (a—XSa) = (a—XSa) ]{X sa> X a}

n n S = S

et que ceci est encore vrai pour n=l, si XO> a.

Sommons sur n la relation (3) :

t
I I I
) |1|u =J L7(s)dX =K (t)(X _-a) - © |1 (X ~b)1
t s t 0 >1 {Xb_<_b<xb}Tb {Tb<t}
— T~ T n n—
n n
DI (a-X ) 1 -(aXx ) 1
n>2 Xg 2a>X JURal ey el gy
- Sn- Sn n n— -

Nous allons transformer un peu cette expression, en décrivant 1'ensemble

LIn{(,s); X__=b} = 1

1 2 . . .
I1 se décompose en deux ensembles 7 et :) définis respectivement par

j] ={(w,8), s € LI, X _=b et X >bl}={(w,s) :In s=Tb et X =b}
s s — n Tb_
n

32 ={(w,s) s € LI, X -=b et Xs<b}

j] et 32 sont donc & coupes dénombrables.
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t
D'autre part, l'intégrale stochastique J 1{X -} dXS est une semi-
o -

martingale & variation finie ([2]), égale a b 1 (X -b) + ¢b,
{X _=b}*"'s t
O<s<t s
oi ¢ est un processus 3@ variation finie, continu, de support contenu dans

1'ensemble {XS_=b}.

t
'.} étant 3 coupes dénombrables, J 1(s) d¢2 =0 et
o
[ I
L7(s) 1 o dX =z I(s)(X_~-b) = £ L (s) 1 o (X _=b)
o (X-=b} s O<s<t s O<s<t X b>xs} s
+ o1 _ (X ,-b) 1
sl {x b_—b} Tb {Tb <t}
- T n n —
n
et o 1hes) 1 (X_-b) = o KNs) 1 (X _-b)
O<s<t {XS_=b} s <@ < s<t {XS_=b > XS} s
-z 1,, ., (X _-b) 1 .
n>2 {x a_b} s? (s? <t}

la relation (4) peut etre réécrite, en tenant compte de cette décomposition et de

I

e _ X )

la définition de W, Ly sx 2 a>X }(a Sa) (s®<t}
s2- s2 n n=
n n

z
n>2

t
I =1 _ I _ |l Y
() [t] v J L) Ty cpyd¥ [K (t) (X =) 1{Sait}(xsa_a)]

<b<Xb} (Xb—b)l
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Etape 2 : nous Eétudions maintenant la limite du membre de droite lorsque a
croit vers b.

Remarquons tout d'abord, que comme dans le cas continu, les temps d'arrét

~

~ . - b .
Sa décroissent vers un temps d'arrét % , égal a inf{t, Xt < b}. Les autres

termes du membre de droite seront &tudiés dans l'ordre ol ils se présentent.

a) L'ensemble LI N {Xs_<b} converge p.s. vers l'ensemble
{Xs_<b, s > §b} qui n'est autre que l'ensemble {XS_<b}, par définition de

t
‘gb. L'intégrale stochastique J L]:(s)dXS converge donc uniformément en t dans
t o
LP vers J 1

o

{XS— <b} dXs.

B) Le processus KI(t) (X,-a) + (X_-b)~ s'annule, d'aprés (2), sur
t t

1'ensemble {a < X <b 3.

I1 est donc majoré par (b-a), et converge donc uniformément en t p.s et

dans P vers zéro.

Le processus (X a—a) 1 converge uniformément en t p.s et dans P

s {s* <t}

vers (X .-b) 1 car S§% décroit vers ‘éb.
~b ~b
S {s” <t}

Y) Comme il est rappelé au début de ce travail, le processus croissant

b -

p _ N . e e = le.
Vt égal a T l{X _<b<X } (XS b) est 3 variation p-intégrable
O<s<t s s
Les processus croissants b . l{xs—ia <b <Xs} (Xs-b) convergent donc

a
S <s«<

p.s et dans LP vers VE.

Or z 1 (X -b) =11 (X ,.-b)1
Sa<s<t {Xs'ia<b<xs} s n {Xb ia<b<Xb} Tb {Tb<t}
- T - T n n—
n n
< ¥ 1 X ,-b) 1
- {x <b <X ,} b b
n - ©® Ty (T <t)
n n
< Vb .
- t
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<b<X b}(XTb Ty

Ces inégalités montrent que I ]{X
{t <t}

n bl T
n n

converge uniformément en t, p.s et dans 1P vers z
0<s<

1 (X -b).
¢ {Xs‘<b<xs} s

On établit de la méme fagon, que le processus croissant

b-X 1 ce qui est égal a
EZI{X >b>a>X }( Sa) {Sa<t}’ 4 - c8
nz s2- s2 n n =
n n
- : & P

a I l{X _>b>a>X } ¢ Xs) converge, uniformément en t, p.s et dans L
S <s<t s s
vers % 1 (b-X) = z 1 (b-X )

b {Xs'>b>xs} s O<s<t {Xs‘>b>xs} s

S <s<t =

-1 =X ,) 1
{x >b > X .} ~b ~b
xb b 5 {8 <t}
i -a
§) le processus croissant (b-a) I I{X >b>X } a est
n>2 a = a’ {s” <t}
- S - S n
n
majoré par le processus 3 variation p-intégrable K_ = T 1 (bX )
O<s<t {Xs"ib>xs} 8

L

t
et méme plus précisément par le processus J ]{X <alb=x <
s — s

Il converge donc, uniformément en t, p.s et dans LP vers zéro. On établit de

meéme, en utilisant la p—intégrabilité de T l{X “b> X }(b-x ) que le
O<s<t s~ s s
. I.c _ . 4t -
processus croissant b (K7) (S)I{X =b>X } (b XS) qui d'aprés les
a s s
S <s<t
inégalités (2) est majoré par b I{X =b>X >a) (b—XS) converge
Pes<t & $

uniformément en t, p.s et dans LP vers zéro.

€) En résumé, nous avons établi la convergence uniforme dans P de

I _I
+
f1} Ut W, vers
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t —-—
Jo ix o<y He t K T )

S {'§bit}
- X 1 (X -b) - X 1 (X -b)
O<s<t {Xs‘<b<xs} s O<s<t {xs‘>b>xs} s

(b-X_ ) 1
{X“éb. >b>X .} Sb {§b<t}
_,.,b T l{xs_=b > X} (b—xs)
S’ <s<t 8

Regroupons tous les termes en X e Il vient :

S

(X . .-b) +1 (b-X )} 1
[ ~b {ng >b >x‘§b} ,.S,b {gbit}

Cette expression est nulle sur l'ensemble ¢t _>_'§b > 0. Sur 1l'ensemble

{'§b=0} c.a.d {XO < b}, elle vaut (Xo-b). Lalimite dans LP de ]I[Ui + Wi

est donc égale & :

t — -—
JO I{Xs_<b} dXs + (Xt-b) - (Xo—b) - T

- z

1 (X -b)
O<s<t {Xs‘ib>xs} s

La formule de Tanaka-Meyer (RPG 28me partie) nous montre que cette

expression est égale a % L_b(-X)t .

Remarque 1

La démonstration précédente montre en fait que

t
I =1 I . ~
|I|Ut *W+ Jo L7 (s) ]{XS_<b} dX_ converge uniformément en t, p.s vers

t
1 -b
[ 1 d)(S + =L ( X)t

o {XS_<b} 2
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Remarque 2

Comme dans le cas continu, nous obtenons en fait une nouvelle démonstration

de la formule de Tanaka-Meyer.
Etudions maintenant le cas oi b décroit vers a.

PROPOSITION 1.2

Soit X une semi-martingale de Hp(p > 1). Lorsque b décroit vers a,

|I[U§ + Wi converge uniformément en t dans LP vers 15 La(Xt), ot La(Xt)

désigne le temps local de X au point a.

- . I -
Démonstration : nous allons comparer |I|Ut aux montées de -X
au-dessus de 1l'intervalle J-b,—a[ et appliquer 1'étude précédente. Nous introdui-

sons les temps d'arret :

™ = inf{t > O, X, > b} E? = inf{t > '_I‘-b, X, < a}
= _ . =2 i <b .
T, = inf{t > s |, Xtib} 38 inf{t > S X <a} si n>2
Le théoréme | montre que 7l - lT|Cz 1 )
t =a
n {S_<t}
n~
-z (®-X_) 1 _,
n>2 fa<X <b} T fT_<t}
T - n n

. ~ 1
converge uniformément en t vers 5 La(X)t. Comparons VtI: et

I
v =]1I| (z1 )y - Iz 1 (b-X .) 1 . Or sur l'ensemble
t n {1°<¢} > 1 la<X, <b} ™ (1P < ¢}
n— - Tn- n n—
(<), =1 et TP=1°, =5 si no>l.
1 n n n n+l -
De méme sur 1'ensemble {Sa>_T_b},Sa=§?, et Tb=Tb_], $%=5? si n > 2.
Par suite, non n
vi - vf: =1L [-(b—a) 1 + (b-a) I I -
{s" <17} {s"<t n>1 {S"<t<T}
X .-b) 1 ]
b
{a<Xb < b} T {Tb<t}
T]— 1 1=
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+ 1 (b-a) z 1 , c.d.d.
{Tb<sa} n>1 {Sa<t<Tb}
- n— n
Ve Ve = Gma) K(e) - 1 a_ =, P-4 Ha<x . < 5™
{s"<taT"} {87 <1 <t} = — " T

T_
~. b = . a, .
Les temps d'arrét T décroissent vers le temps d'arrét 5% = inf{t : Xt > a}.

On a donc X, < a sur {‘\S'a < +w},

~N
' ={,\ -
Sur 1'ensemble H, ={w db, S ’ ]{a<X] <b (be ®

est nul. -

Sur 1'ensemble H2 = {w; ga(m) est la limite strictement croissante de
-
T (m)}’l{a<X__b <b} (XTb b) (w) tend versl{a _ X.aa}(x'é'a a)(w) = 0. La
T - S
différence Vi - V‘I:, uniformément bornée en module, converge uniformément en t,

p.s et dans LP  vers zéro.

V™ a donc méme limite que v c.a.d.

Remarque 3

1) Si le processus croissant I ]{X <X _} (XS_—XS) est p.s fini, WOIO
s s s~
converge p.s. vers zéro.

S'il est & variation p-intégrable, la convergence a lieu aussi dans LP,

et III U‘I: converge uniformément en t dans LP vers]E L-b(—X)t si a croit vers b.

~

2) De méme, si I I{X SX _} (XS—XS_) est 3 variation p-intégrable,
s s s

I P 1 -a . . .
|I] Ut converge dans L* vers 5 L (X)t si b décroit vers a.

Nous ne donnerons qu'une petite application du théoréme 1.

COROLLAIRE 1.3

~ . a+ . . + A
Désignons par (F la filtration naturelle du processus (X-a) , dument

complétée et rendue continue 3 droite. Le processus La(X), et donc la semi-
t

martingale J 1 5 dxX + b
o {Xs‘ a} s O<s<t

a+ ~
]{XS_ sa> xs} (a XS) sont P -adaptés.
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Démonstration : les montées de X au—dessus de 1l'intervalle Ja,b[ sont

les montées de (X-a)+ au-dessus de 1l'intervalle ]O,b-a[: ,les temps d'arréet

Sz et Tz sont donc aussi des &#2' temps d'arrét et les processus U'I: et
+
Wi sont $a adaptés.
Il en est donc de méme de leur limite % L:.
Or d'aprés la formule de Tanaka-Meyer (RPG 2&me partie)
+ + t
®,-a) = (X -a) +j 1 dX + b 1 N (a=X)
t o o {Xs_>a} O<s<t {Xs_>a XS} s
+ 1 _a
+ z 1 Nt 1 oy X ma) + 5 LX), .
O<s<t {(Xs_ a)’ = 0} {0<(Xs a)t} s 2 t
+ rat P
Le processus r 1 vt 1 _.y4y (X -a) est P -adapté.
O<s<t {(Xs_ a)t = 0} {0<(Xs a)*} s

Il en est donc de méme de la semi-martingale

t
1 dxX + T 1 (a=X ).
Jo {Xs'>a} s O<s<t {Xs“>a>xs} 8

»
2 - I’ZTUDE DE LA CONVERGENCE EN PROBABILITE ET PRESQUE SURE

Dans ce paragraphe, nous nous proposons, en &tudiant dans un premier temps,
la convergence en probabilité sur tout compact, de ne plus faire intervenir
d'hypothése d'intégrabilité sur la semi-martingale X, en nous ramenant par une
transformation simple 3 une semi-martingale appartenant localement 3 gP (pour

tout p 2 1).

LEMME 2.1

Soit X une semi-martingale.

La semi-martingale Y, défini par Yt = Arctg (Xt-a), appartient locale-

ment 3 HP pour tout p > 1.

Le nombre de montées de Y au-dessus de 1'intervalle ]O,Arctg (b-a)[ =T
A

- < I - . oL
est égal a Ut’ nombre de montées de X au-dessus de ]a,b[ . Si Wt désigne
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le processus croissant z I{a <X . < b} Arctg (X b—a)—Arctg(b—a)]l b s

n>1 b — T {T <t}

n
et W: le processus b l{a <X <b} (0.6 b—b) 1 b
n>l1 b — T {T_ <t}
— T - n n—
n

AT 1
Wt - Wt converge p.s uniformément en t sur tout compact vers zéro. Le temps

local de Y au point O est égal 3 La(X)t.

Démonstration :la fanction Arctg est strictement croissante, de classe C2,
3 valeurs dans ] - % s % [. Y est donc une semi-martingale bornée, appartenant
localement 3 HP pour tout p > 1.

Puisque Arctg est strictement croissante, le nombre des montées de Y

au-dessus de JO, Arctg (b—a)[ est égal 3 celui de X au-dessus de ]a,b)E

T 1 2
-~
wt—wt <Z

n

De plus, sup
t <K

1 s

1
{a<X {Tb < K}
n =

Tb
n

< b} (XTb )
- n

car la dérivée seconde de Arctg est bornée par !. On a donc

aT_ 1
sup th - th <z
t <K s<K

(AX )2 . Le processus b (AX )2 est
<b} s s <K s

1
a<X _
{ s
fini, donc le membre de droite converge p.s vers zéro.
D'autre part, la fonction Arctg étant impaire de dérivée égale a | en zéro,

|Arctg (Xt—a)| j_Arctg|Xt-a|, ce qui entraine que le temps local en O de Y

est égal 3 celui de X au point a.

’ o~
THEOREME 2.2

Soit X une semi-martingale.

Lorsque a croit vers b (resp. b décroit vers a) le processus croissant

I, =1 1, .1 . ~ _
l1] U o+ W (resp |I] UL+ Wt) converge uniformément sur tout compact, en proba

bilité vers % L 7P (=x)

1 . a
t (resp 3 L (X)t)'

“~
. 5 . ETIS N
Démonstration : d'aprés le lemme 2.1, si nous montrons que |I| Ut + wt

c1s. s 1 .a ~ PP, .
converge en probabilité vers 3 L (X)t’ la meme propriété sera vraie pour
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I I

+ .

] v, +w,
Nous pouvons donc supposer que X appartient localement & uP (p>1).

Soit Tn une suite croissante de temps d'arrét tendant vers +w, telle que
T

les semi-martingales X n appartiennent a wP.
Pour tout N, P [ sup | |1| plegyl-1 L3 x) [ > e ]
t t 2 t
t<N
I I 1 _a
<P(T <N +P[sup L] o+ W, -5 L7 | >e]

t<T
— 'n

D'aprés le théoréme 1, le deuxiéme terme du membre de droite tend vers zéro
lorsque b décroit vers a.
Comme Tn tend vers +» , le premier terme tend vers zéro lorsque

. - I I . P
n » +o ce qui entraine que |I| Ut + W_ converge uniformément sur tout compact

t
fqe 2 1 a
en probabilité vers 3 L (X)t'
Pour obtenir un résultat sur la convergence p.s, nous serons amenés 3
faire des hypothéses analogues 3 celles de [3), qui assurent la continuité 3

droite des temps locaux.

THEOREME 2.3 m

Soient X une semi-martingale telle que z IAXSI <+ pour tout t

s<t
et (ocn)n N une suite de réels strictement positifs telle qu'il existe
p > 1 pour lequel la série (aﬁ) est convergente.

a_ b a,o
Désignons par Utn’ (resp Ut n ) le nombre de montées de X au-dessus

de 1'intervalle ]b—an,b[ (resp ]a,a+an[).

a_,b a,o
. n n .
L c u r a U i) . -
e processus croissant a U, (xesp a U, ) converge p.s unifor
~ 1 -
mément en t sur tout compact vers 3 L b(—X)t (resp % La(X)t)

Remarque

I1 est établi dans (3) que les hypothéses faites sur X assurent que

L—b(-X) est en fait la limite 3 gauche de L°(X) au point b.

(1) Je remercie M. Yor d'avoir corrigé une erreur dans la premiére version.
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Démonstration : soit p > 1 telle que la série (aﬁ) soit convergente.
-

-
D'aprés le lemme 2.1, il suffit d'établir la propriété pour |f| Ui + ﬁi, c.a.d

que nous pouvons ne considérer que des semi-martingales X qui appartiennent
s P n I PR .
localement 3 HP. Nous désignons par L, l'ensemble L~ associé d 1'intervalle

]b-anJ)E D'aprés la remarque 1 (proposition 1.1) de la premidre partie, il

t t
suffit d'établir que Jo L% (s) l{xs_ <b} dXs converge p.S. vers JO I{XS_ <b}dXS.
D'aprés les hypothéses, z IAXSI <+o et X appartient localement & #P, on

s<t
peut trouver une suite croissante de temps d'arréet Tn tendant vers +e, telle

T T

n - n
que : X se décompose en X

= Xo + N+B ol N est une martingale continue
de H’ et B un processus 3 variation finie.

t
L'intégrale stochastique J L™ %) 1
o

{a <X _<b} st est une intégrale
n—"s"

de Stieltjes sur les trajectoires qui converge donc uniformément en t vers zéro,
lorsque an=b-an croit vers a.
Par ailleurs, il est établi dans (3) (inégalité qui généralise celle du cas

continu) que

) T
n . - 5
E(J0 ]{auixs— <b} d<N,N>S)p <(b-a)P||x ||Hp, ce qui entraine d'aprés

les inégalités de Burkholder-Davis—Gundy,

E( sup IJ Lk’c(s) 1
o

|22 al Trl||
dN )<coa X .
t s k P

{akiXs_ <b}

* ® k,c L. *,. 2p
Notons Zk = stp|Jo L (s) ]{ak,ixs— <b} dNSI. La série E((Zk) ) est

. . *
convergente, donc d'aprés le lemme de Borel-Cantelli la suite Zk converge p.s

vers zéro.
taT
n Lk’c(s) I{x

L'intégrale stochastique J dXs converge donc p.s

_<b}
S

o

uniformément en t vers zéro. La suite Tn tendant vers +® , ceci entraime
un,b _Jb-a ,b[
que o Ut + Wt converge p.s uniformément en t sur tout compact

1 _-b
vers 3 L ( X)t.
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MONTEES (CAS DISCONTINU)

Or nous avons vu (remarque 3, proposition I.2) que si by |AXS| < 4o,
s<t
_Ib=a_,b[ <
W tend vers zé&ro, p.s. uniformément en t sur tout compact. Ceci

établit le théoréme.

’
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