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UN EXEMPLE DE PROCESSUS  

QUI N'EST PAS UNE SEMI-MARTINGALE. 

Marc YOR 

1 - Soit (Œ,;^, J 4

t»P) un espace de probabilité filtré usuel, et X = ( x t , t >0) 

une semi-martingale sur cet espace. 

D'après la formule d'Ito, si f : R R est de classe C , le processus 

f 0X est encore une semi-martingale. P.A. Meyer a montré qu'il en est encore de 

même si f est différence de deux fonctions convexes (2). 

Cette propriété n'est plus vérifiée par les fonctions f : X -> X , 

CL i l 

,pour 

0 < a < 1, comme l'indique le 

Théorème 

Soit 0 < a < 1 . Si_ X est une martingale locale continue, nulle en 0, mais 

non nulle, le processus | x | " n'est pas une semi-martingale. 

2 - Avant de montrer le théorème, énonçons le 

Lemme 

Soit X une martingale locale continue, nulle en 0. 

Les assertions suivantes sont équivalentes 

(i) X est nulle 

(ii) le temps local de X en 0, soit L , est nul. 
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M. YOR 

Demonstration : par arret, on peut supposer que X est une martingale 

bornée. Le temps local L° est alors l'unique processus croissant prévisible A 

tel que |x| - A soit une martingale, ce qui prouve le lemme. 

Démonstration du théorème : supposons que | x | a = Y soit une semi-martingale. 

On a alors, en posant 3 = 1/a > 1 : 

| X | = Y 6 = ß 
J o 

Y3-l 
s 

dY 
s 

+ ß ( ß - 0 
2 

J o 

Y ' 
s 
R -2 

d < Y ,Y > 
s 

D'où : 

L° = 
' o 

'(X^O) 
dlxl = 

1 1 s J o 
'(Y^O) 

d(Y ß) = 0. 
s 

D'après le lemme, X est donc nulle, ce qui contredit l'hypothèse. I I a 

n'est donc pas une semi-martingale 0 

Remarques : 

1). Le théorème n'est plus valable si l'on remplace X par 

a), une martingale conforme Z (à valeurs dans C ), car d'après (l) 

(lemme 5.8), pour tout 0 <_ a < °°, | z | a est une sous-martingale. 

b). en général, une semi-martingale réelle (prendre pour X un processus 

croissant, ou encore X = | Y | ^ , avec 3= 1/a , et Y une semi-

martingale réelle). 

2). D'après le théorème, un processus Y = | x | a , où X est une martingale 

continue, bornée, nulle en 0, mais non nulle, fournit un exemple de martingale 

asymptotique (ou 11 amart", selon l'abréviation adoptée par les spécialistes) qui 

n'est pas une semi-martingale. 

3). Les liens entre le théorème obtenu ici et un récent travail de 

D. Gilat sont développés en (3). 
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