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RAPPELS ET PRELIMINAIRES GENERAUX  

Marc YOR 

Ces quelques pages ont essentiellement pour but d'indiquer les notations 

couramment utilisées par la suite, et de rappeler les principales formules, qui 

figurent dans le chapitre VI du cours de P.A. Meyer (4) sur les intégrales 

stochastiques, concernant les temps locaux associés à une semi-martingale. 

Toutefois, on y trouvera également quelques précisions complétant la 

rédaction de ( 4 ) . 

1 - NOTATIONS ET RAPPELS SUR LES SEMI-MARTINGALES 

1.1.- Soit (fi, J*, J** ,P) espace de probabilité filtré, vérifiant les con

ditions habituelles. 0 (resp : (P ) désigne la tribu optionnelle (resp : prévi

sible) sur Q x H +, relative à ( ̂ .̂) • Comme toujours, on ne distingue pas deux 

processus indistinguables. 

Si X est un processus, on note X le processus maximal associé, défini 

par : X* = sup |x |. Si T est un (^F ) temps d'arrêt (en abrégé : t.a), 
Ü (s < t) S fc 

T 
on note X le processus (X̂  , t >_ 0) . 

Si ^ est un ensemble de processus, on note ^\oc 1Tensemble des proces

sus X tels qu'il existe une suite de t.a T , croissant P p. s vers +00 , 
T n 

pour laquelle X n 6 1? , pour tout n. 

Soit 1 <_ k < °°. Un processus X est dit localement dans L*C (resp : 

localement borné) sTil en est de même du processus croissant X , crest à dire 
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s'il existe une suite de temps d'arrêt croissant P p. s vers +°° , tels 

* k que, pour tout n, XT appartienne à L (resp : L^). 
n 

Enfin, Mloc (*) désigne l'espace des ( Ft,P) martingales locales (toujours 

supposées cadlag), A l'espace des processus à variation bornée sur tout compact 

de R +, cadlag, nuls en t=0, et (Ft) adaptés, V le. sous-espace de A 

constitué des processus prévisibles de A. 

1.2.- On appelle semi-martingale tout processus X qui se décompose en la 

somme d'une martingale locale M et d'un processus A E A. L'espace des semi-

martingales est noté S. Si X é S , il n'existe pas en général une unique décom

position X=M+A (M E M l o c , AE A). Par contre, s'il existe
 N E M

l o c , et 

B E V tels que X=N+B, une telle décomposition est uniqueron dit alors que X 

est une semi-martingale spéciale (et on note : X ê ̂ f), et la décomposition 

X = N+B (N E M l Q C* B E V) est appelée décomposition canonique de X. On rap

pelle, à ce sujet, les résultats suivants (voir (4)) : 

- une semi-martingale X est spéciale si, et seulement si, X (ou X ) 

est localement dans . 

- soit 1 <_ k < 00 . X € j est localement dans L si, et seulement si il 

1 /2 

en est de même de [x,x] 

- une semi-martingale spéciale X=N+B CN ̂  ioc»
 B ^ est quai-conti-

nue à gauche (resp : continue) si, et seulement si, N est quasi-continue à 

gauche (resp : continue) et B est continu. 

Ce dernier résultat entraîne le lemme suivant, qui joue un rôle important 

dans certains articles de ce volume. 

(*) On emploie aussi quelquefois la notation ôf pour M loc» s'il n'y a pas de 

risque de confusion avec les temps locaux (L a

 t) qui interviennent par la 

suite. 
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Lemme 

Soit X é: L. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

1) pour tout t, E |AX I < «,, P p.s. 
s <_ t S 

2) X est la somme d'une martingale locale continue M, et d'un processus 

A E T. 

Démonstration : 2) 1) : si l'assertion 2) est vérifiée, 

AX = AA, et donc E |AX | <_ f |dA | < «>, P ps 
s <_ t S •'o S 

1) = 4 2) : supposons 1) vraie. Notons E = E (AX ) 
s£t S 

D'après les rappels précédant le lemme, la semi-martingale continue 

X-E est somme de M, martingale locale continue, et V €L processus 

continu. On a donc : X = M+A, où A=V+E é A * 

Remarque 1 : notons f̂' l'espace des semi-martingales vérifiant les 

assertions du lemme. 

- Comme on le verra par la suite, l'application X -> |x| laisse 

invariant ; il en est donc de même de J\ 

- La décomposition de X é- if ' en M+A (assertion 2) du lemme) est 

unique ; toutefois, si, de plus, X ̂ ^j» cette décomposition n'est pas en général 

la décomposition canonique de X. j| 

k 

Introduisons enfin les espaces H de semi-martingales : si 1 <_ k < °° , 

et X=N+B (N E Mloc, B E V) appartenant donc à Lp, on note 
||X|| - (E{[N,N]k/2 + (f |dB |) k}) 1 / k. On pose Hk=ÎX ̂  ; | |x| | . < »}. 

H k Jo S P H k 

2 - TEMPS LOCAUX DE SEMI-MARTINGALES : FORMULES GENERALES 

On suit, pour présenter ces formules, l'exposé de P.A. Meyer ( 4 ) . 

2.1.- Soit donc X 6 • Pour tout a £ R, il existe un processus crois

sant (L̂ , t >_ 0) continu en t, tel que : 
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(1) ( V a ) + = (X o-a) +
+ í l ( x_ > a )dX s 

•'о s 

+ o < s £ t 4 - > a ) 

(Xs-a)- (Xs-a)
+

 + I L* (Xs-a)
+

 + I L* 

égalité que l'on condense en : 

(1') (Xt-a)
+ = (Xo-a)

+

 + J 1 _ > dXs + \ 
J O s 

Si X 6 X e s t l° c al e m e n t dans L', ce qui implique, d'après les 

rappels du paragraphe 1, et la formule (1'), que S¿ a est aussi localement 

integrable, et admet donc une projection duale prévisible, notée Aa. 

Remarquons que, si v est la mesure de Lévy de X (cf (3)), on a : 

(2) A a = L a + 2 v(.;ds x dx) 1] 0,t]
( s ) {*" } 

ou { - " } = {I(X >a) (V + X" a )" + V <a) (V + X" a ) + } 

s~ s~ — 

On a montré, en (5) , qu'il existe : 

- une version B (R) X G mesurable de L, qui soit partout cadlag en t. 

- une version B (R) x P mesurable de L, qui soit partout continue en t. 

Ce second résultat et la formule (2) entraînent facilement, par application 

du théorème de classe monotone, que si X E Lp» il existe une version B (R)© P 

mesurable de A, qui soit partout cadlag en t .On ne considérera plus, par la suite, 

que de telles versions. 

D'après (4), pour tout a £ H, la mesure dgL
a(a)) est p. s portée par 

{s j X g (ÎO) = Xs_(œ) = a}, et vérifie de plus : 

(3) Vf >0, B(R) mesurable, f(X ) d<X°,XC> = f (a) L a da, — s s t J o J —00 

cette égalité étant rendue licite par les résultats de mesurabilité précédents. 

En outre, si f : B. -> B est différence de deux fonctions convexes, et si l'on 
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note f'g sa dérivée à gauche, et y le mesure sur H qui est la dérivée se

conde de f au sens des distributions, on a la formule de changement de 

variables suivante, qui généralise la formule (1) : si X Ç , 

rt 
(4) f(X )-f(X ) + VOL )63L + I {f (X )-f (X ) - f'(X )AX } t o Jq g s s g ^ t s s g s s 

+ - y(da)Lfc. 

2.2.- Il est maintenant naturel de se demander si, de même que L, les 

processus oô : (a,t) et A : (a,t) (lorsque il est défini) peuvent 

être interprétés comme densités de temps d1 occupation, et, tout dTabord si, pour 

af R, les mesures d V, a et d A a (si X é ^ ) sont portées par (X _=a). 
s s s s p s 

Le mesure ^ s

Lg étant portée par (Xg__=a), on a : 

( 5 ) E ( f "(X _ * 0 d î O = 4 Z X(X _> a)<Va>~ + X(X < a ) ( V a ) +  

J o s Ls > o s s" 

= E ( f '(X =a)dAs> ( s i X Ê V ' • ' o s " r 

dfoù lfon déduit aisément que, pour a fixé, d g ( a i n s i que ^A^,
 s^ 

X € ) e s t portée par {s|x _=a} si, et seulement si, on a : 
P s 

(6) (X_-a) (X-a) _> 0, à un ensemble évanescent près. 

Faisons maintenant varier a : d'après (6), dgV6g est portée par 

{s|Xs_=a} pour tout a é-B. si, et seulement si : 

(7) P ps, /a£K, (X_-a)(X-a) ̂ 0 

(l'ensemble exceptionnel de P mesure nulle a pu être choisi indépendamment de 

a, grâce à la continuité de a -y (X_-a) (X-a) ) . 

Enfin, (7) est vérifiée si, et seulement si, P ps X=X__, c'est à dire : 

X est continue (Ch. Yoeurp donne en (6) une autre démonstration de ce résultat). 

Il résulte finalement de cette étude que, en général, 
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- seul le processus L a peut être désigné comme "temps local de X en a". 

- si X f ̂ p' et est également un processus de Markov admettant a pour 

point régulier, le temps local de X on a (dans la théorie markovienne ; 

cf (l)) ne coïncide pas toujours avec l'un des processus o6a, Aa, ou L a : 

. pour qu'il coïncide avec dj3", ou Aa, il est nécessaire que 

d g^
a soit portée par (Xg_=a), et donc que (X_-a)(X-a) >̂  0. 

. d'autre part, si X°=0, on a : da ps, La=0, alors que les temps locaux 

(au sens markovien) peuvent exister et ne sont pas nuls. C'est le cas, par 

exemple, si X est un processus à accroissements indépendants, réel, sans 

partie brownienne, et de mesure de Lévy m telle que (|x| A l)m(dx) = 0 0 , 

mais (x+Al)m(dx) ou (x Al)m(dx) est finie (voir(2)). 
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