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AUTOUR D'UN THEOREME DE RAY

T. JEULIN ET M. YOR

INTRODUCTION

Soit (X une diffusion réelle continue, issue de 0, associée a un

t)

) 1 2, d d o )
opérateur L = 50 (x) ;;7 + b(x) e et (Et) sa filtration naturelle, diment
complétée et rendue continue a droite ; on note Ta = inf(t/Xt=a), et

(L’é)t >0, xe R le processus des temps locaux de la semi-martingale X. ((3),
ch. VI).

Rappelons deux propriétés essentielles de (Li) (cf. RPG) :

i). pour tout t >0, (L)t()x e R Peut étre interprété comme "densité de

temps d'occupation", car il vérifie :

t

(1) pour toute fonction f€ b(R), J £(Xy) o%(X )ds = J f(a) L3 da
R

o]

ii). pour tout x de R, (L}), , , est 1ié a la semi-martingale

(X-x)+ par la formule suivante, die & Tanaka Torsque X est le mouve-

ment brownien réel (on note at = sup(a,0)):

t
(2) (X" = (Xo-x)+ + Jo ix

LX

1
dXs + 5 Ly

s >X)

Le but de notre travail est de démontrer, en utilisant essentiellement ces

deux propriétés, une caractérisation - dide a D. Ray (4)- de la loi du processus
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ZX = L%"x(x € R), qui s'énonce comme suit, dans le cas du mouvement brownien,

et lorsque x € [0,1]:

Théoréme

Si X est le mouvement brownien réel, issu de x=0, le processus

LTl'x » 0 <x <1) a méme loi que Te carré du module d'un mouvement brownien
1

complexe issu de 0.

En fait, plusieurs démonstrations de ce théoréme sont connues (cf. par
exemple (4) , (5)). La ndtre nous semble assez naturelle, et surtout on y dégage,
au théoréme 4 - qui est la clé de notre démarche - un résultat de représentation
de certaines variables aléatoires comme intégrales stochastiques qui, @ notre
connaissance, est nouveau, et peut avoir son intérét propre.

Signalons encore que 1'article original de Ray ((4)) donne des résultats

beaucoup plus complets que ceux que nous obtenons ici en fin d'article.

HYPOTHESES ET NOTATIONS

Nous utilisons les notations figurant dans 1'introduction.

En outre, nous faisons sur ¢ et b 1les hypothéses suivantes :

(a) o et b sont localement lipschitziennes

(b) o est strictement positive

(c) I1 existe une constante C > 0, telle que |o(x)| + |b(x)]| <C(1+|x])

(d) Si f est Ta fonction strictement croissante définie par :

f(x) = f: (exp - f: g;%%%% du)dz,

on suppose que : inf f(x) = ==, sup f(X) = +w.
x € R X € R

2 désigne 1'espace C(R+, R) des applications continues de R, dans R
sur lequel on considére le processus (Xt) des coordonnées (défini par

Xt(w) = w(t)) et la filtration (gg) qu'il engendre.
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D'aprés les hypothéses (a),(b), (c), (d), il est classique que, pour tout

y € R, il existe une unique probabilité sur (@, E:) - que nous notons P.y -

faisant de X un processus de diffusion issu de y, associé a L.

(Et) désigne la filtration (Eo rendue continue 3 droite, et convena-

%)
blement complétée pour les Py.
Enfin, 1'hypothése (d) entraine, d'aprés (2) (p. 115), que pour tout

2
(x,y)€ R™, on a :PX(Ty < 4o) =1,

I - RESULTATS PRELIMINAIRES SUR LES TEMPS LOCAUX

Nous avons adopté dans 1'introduction, en ce qui concerne les temps locaux,
le point de vue des semi-martingales (nous garderons ce point de vue dans tout
1'article).

Cependant nous travaillons ici avec toute la famille des probabilités Py,
et 1'existence d'un processus (Li, ac R, te R+) de temps Tocaux, associés a X,
et qui convienne pour toutes les probabilités P.y a la fois, nous est nécessaire.

C'est 1'objet du Temme suivant :

Lemme 1

2 xR x R+ +R+
I1 existe un processus L :

(w ,a,t)———>Li(m)

vérifiant les propriétés suivantes, pour toute probabilité Py(y €R) :

1). 7f € bR)

t
2 a
vt > 0, JO £(X ) o2 (X )ds = IR f(a) Lida, P, ps

2). le processus L est, Py p.s., bicontinu en (a,t)

a

3). pour tout a €R, L° est un temps local (au sens de (1)) en a de

(Xt)’ considéré comme processus de Markov.

Démonstration : pour tout ye R, et x € R, notons yLi le processus

(en t) du temps local au point x de la semi-martingale (Xt) sous Py,
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processus qui est défini par la formule (2).
D'aprés (6), o ne s'annulant pas, on sait que pour tout y, il existe une

. ~X
version LT de

yt y t’
formule (1), ona, P, ps:

y
VxeR

¢ en,

t
NP |
Posons Lx(m) = Tim inf {z J I
t h-0 Mo (

qui est Py ps bicontinue en (x,t). Ainsi, d'aprés la

T 2 yin U 2(X_)ds
s Yt T 0 Al T (x < Xg <x+h) 9 \As

2
X<Xs<x+h) g (XS)dS}(w)

Ce processus - indépendant de y - vérifie bien, par construction, les
propriétés (1) et (2) (car elles étaient vérifiées par ;ii).

D'autre part, pour tout y, on a, en fait
P, s, X=1im L[ 2(X )ds
P h (x <X <x+h) © s/

On en déduit que, pour x fixé, L* est une fonctionnelle additive
continue du processus de Markov X. Par ailleurs, la mesure dLX(w) est portée
par (s/Xs(w) = x). X étant & trajectoires continues, on en déduit que le
support de L* (en tant que fonctionnelle additive, cf. (1), page 213) est
contenu dans {x}, et donc identique a fx} , sinon L* serait nulle ((1),

p. 214), ce qui est contredit par les formules du lemme 2.
Par définition ((1), p. 216), L* est donc bien un temps local en x du

processus de Markov (X, ).O

).
ot
Notons M, = X, -X - b(X_)ds ; c'est une (R ,E,) martingale locale
t t "o 0 S t =t
- fonctionnelle additive, de processus croissant J oz(Xs)ds. D'aprés (b),
t 0
. 1 . . . )
1'intégrale stochastique Jo _GTY;T dMS (qui est aussi une martingale
fonctionnelle additive) est bien définie ; de plus, c'est un (P, ,gt) mouvement

brownien que 1'on note B,.
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On peut alors écrire :

t t
(3) Xy = Xy + I o(X ) dBg + JO b(X)ds.

Le lemme suivant donne 1'expression explicite du premier moment de L.?. :
1

Lemme 2

Soit a€ R. f désignant la fonction introduite en (d), on a les égalités :

“si oy SLE(D) ey () - f0) s sy
= gy (F() - f(@) st ycasl
=0 sioa>l
-si 1<y, Ey(L?l) =0 sia<l
= rray (F(@) - F(1)) si lcacy
= ey (FY) - F(1) st y<a

Démonstration : la fonction f est de classe CZ, et vérifie :

3 off" 4 bf = 0.
Fixons y € R, et raisonnons relativement & la probabilité Py'
La formule d'Ito permet d'écrire :
t
(4) Yt = f(Xt) = f(Xo) + jo (o f')(XS)dBS.

Notons ii une version bicontinue du temps local associé & la martingale
continue Y (voir, par exemple, (6)); alors, si T désigne 1'application récipro-
que de f, on a, d'aprés (1), pour toute ¢ € b(R) :
a t 2 t
J¢(a) Lt da = Jo ¢(XS) o (Xs)ds = J [

0
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En identifiant les deux membres extrémes de cette suite d'égalités, on a
donc :

(5) 12 - TT%ET 2@ (2 une P -indistinguabilite pres en (a.t)).
t ATl 2
Remarquons que, pour y < 1, 1'intégrale J I(Y 5 f(a))(cr f') (Xs)ds
0 s
est majorée par t x sup (of')2 (u), P ps.
uefa,l] J
tAT

La martingale J 1 I(Y > (a)) (o f')(XS)dBS est donc de carré intégra-
s

s}
ble; elle est, par suite, d'espérance nulle, pour tout t. On déduit alors de (2)
(en remplagant X par Y) 1'égalité :
FE, L)+ (FW) - f@) = E((F(X 7)) - F@)D)
2 t AT Y y tAT1 ’
Quand t tend vers +~ , le membre de gauche croit vers

%}Zy(f i(a)) +(f(y) - f(a))+, tandis que celui de droite tend, par convergence
1

dominée, vers (f(1l) - f(a))+, d'ol les égalités annoncées dans le cas oi y < 1.

Si y > 1, on procéde de méme, en utilisant

t
@) (1 F@)7 = (gf” + [ 1y pa)t + 3 £

) a _ 1 f(a) .
Nota bene : la formule (5) Lt = TTTES';ct , liant les temps locaux L et
:ﬂ relatifs respectivement a X et Y=f(X) est encore utilisée dans les paragra-

phes suivants.

2 - UNE MARTINGALE REMARQUABLE

Remplacons en (2) t par T, et x par 1-x(x > 0) ; on obtient :
T T

x = (x-lex)t + L LLlx g I Y o(X_)dB, + [ Y b(X_)ds
] 2 T o (XS > 1-x) s/ "s o (XS >1-x)"‘"s
Posons Z = L1-x (x > 0).

T1 =

Si 1'on transforme la derniére intégrale a 1'aide de (1), i1 vient :

T
X 1
. b
(6) ZX-Z 1nf(x,1-Xo) + 2 Jo ;?-(l-u)Zu du = -2 Jo I(Xs > 1-x) c(XS)dBs
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Dans la suite, on s'intéresse au comportement de Zx sous Po.

D'aprés 1'identification de L% & un temps local markovien de X en a
(lemme 1, 3)), Z, est strictement positif, P p.s., pour x fixa (x € 70,1]).
Une premiére conséquence du Temme 2 est 1'intégrabilité de Zx par rapport & PO,
pour tout x de R,. En voici une seconde :

Lemme 3 : soit x > 0. tAT

1
X .
Notons (Mt) la (Et)-martmgale locale 2 L I(XS> 1-x) c(XS)dBS.
On a les égalités :
<M M5 =4 JTI I oZ(X_)ds = 4 jx Z du
® o (XS> 1-x) s o U

et 1a variable <M*,M* >~ est de carré intégrable sous Po' En conséquence,

x4
E (sup; IMtI ) < tw .

Démonstration : 1'expression de <MX,MX > en fonction de Z découle de

X
(1) ; d'aprés 1'inégalité de Schwarz, EO(J Zu du)2) est majoré par

0

X
X x J E(Zﬁ)du, donc, d'aprés (5), par :

0

x jl —— E (&) s
1-x f'2u) ° N
il suffit donc de montrer que, pour a > 0, on a : sup EO((;ﬁi(u))Z) < 4o,
u e [-a,l] 1
Pour simplifier les expressions a écrire, on prend a=0 dans la suite.

tAaT
. u . u _ 1 ]
Soit U™ 1la martingale Ut = «[o I(YS > £(u)) of (Xs)st’

D'aprés (2), on a, pour u & [0,I] :

Up = (Vg g f)" - B30 dron
FE(@ TN S B ((F(1) - Fu) - 1P

1
< 20(1)2 +E ((W)?)).
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u U " 2
Or, on a :Eo(< Us,u" > ) =E ( I(YS >f(u)) ° f

(1),
<Ky L3 ).

)
D'aprés (5), cette derniére intégrale est égale & :

1
J f'z(v) EO(L¥ )dv < +~ , d'aprés le lTemme (2).
0 1

La fin du lemme découle des inégalités de Burkholder - Davis - Gundy.

3 - UN THEOREME DE REPRESENTATION ET SES CONSEQUENCES

Soit g}; la filtration engendrée par le processus continu (Zx,x > 0),
rendue conti;ue a droite, et diment complétée sous Po.

Le théoréme suivant est la clé de notre démonstration du théoréme de Ray :

Théoréme 4

Soit x > 0.

. . 2 . . PR
i). Si Hell (g?&, Po), il existe un processus (Et)—prev1s1b1e ¢ tel que

1'on puisse écrire :

T

H = EO(H) + [ o I(XS > 1-x) st, P, ps,

0

avec
— N

2
E o I ds) < 4.
o( Jo s (Xs>l-x) ) <

ii). Si HE L4(:)x’ P,), il existe un processus (E,)-prévisible ¥
= e 2 .
tel que la variable aléatoire K €L (PO), définie par :
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T
1
(X_>1-x) (X.)ds, ol ¢ est le processus obtenu précédemment,

- |
o
puisse s'écrire :
T
J ¥s I(XS >1-x)st’ Py pss

ds) < 4=,

avec
2
(XS > 1-x)
. On

Supposons démontré le théoréme 4 (ce qui sera fait au paragraphe 4)

peut alors énoncer la

Proposition 5
(Q » x > 0), défini par
—2 (l-u) ZU du
x 35
X

Le processus
Q =7, - 2(x A1) +2 Jo -
est une (Z*X, PO) martingale continue, telle que Q G‘L
pour tout x, et admettant pour processus croissant (relativement a é> J Zu du.

Démonstration : soit He€ b(é&x), et y>x.0na

B
W= 2 J I X_)dB
Q I‘Tl = o (Xg>1-y) o(Xg)dBg-
A 1'aide de la représentation de H, obtenue dans la premiére partie du
théoréme 4, on a
T T
(HQ,) = -2 E_( . o I(X > 1-x) dBS . o(Xs) I(XS >l-y)st)
=-2FE X ) I I d
off, s TX Tix 5100 Tix > 1 9%
T
= =2 Eo ( o o(Xs) I(X >1_x)ds)
0 s
= Eg(H Q)
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Q est donc une 9% -martingale. En outre, du lemme 3, on déduit aisément que

tAT
1
Jo M{ I(XS > 1-y) °(Xs)st est une (Et) martingale de carré intégrable.

On peut donc écrire :

T
1
I(Xs 21-x) 9B - J M3S’ I(XS> 1-y) °(¥s)dBy)

n
i~
ol
(=]
—
—
&
(7]

0o

1
oS
!

L
0 J ¥ Mg I(XS > 1-x) U(Xs)ds)

Si Kt désigne le processus prévisible a variation finie

s TV (X >1-X)d5, on obtient :

T
1
M dK) = 4 EO(M{l.KTl)

y
. ){-4[0zudu))=41£0(0

T T
1 1
=8 EO( Jo I(Xs > 1-y) c(XS)st. Jo ¥y I(XS >1-x)st) (d'aprés le théoréme 4,ii))
T1 2 X
= 8]20( . I(Xs >1-x) ¥y o(XS)ds) = EO(H(QX -4 Jo Zu du)).

Le processus croissant associé a 1a martingale Q est donc 4 J Zu du.
0

Afin de ne pas alourdir inutilement la rédaction, nous énongons sans
démonstration le résultat d'unicité suivant :
Théoréme 6

Soit T >0 et Qg = C([O,T] s R+) 1'ensemble des applications continues

de [0,7] dans R, muni de ses applications coordonnées (Et) et de 1a filtra-

tion (G

—t) qu'elles engendrent.
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1). Si o=1, b=0 (i.e. : P0 est la 1oi du mouvement brownien issu de 0),

la loi de (ZX, 0 < x <T) sous Po’ soit HI 0’ est 1'unique probabilité

T =0) =
Q sur q telle que Q(g, = 0) =1cet

(gt - 2 inf(1l,t), t < T) soit une Q-martingale de processus croissant

t
4[ £ du.
o Y
2). De méme, dans le cas général, 1a Toi de (ZX, 0<x<T) sous Po’
soit HI p> st 1'unique probabilité Q sur QI telle que :

Qg, =0) =1et

t
(gt—z inf(l,t) + 2 I Lz (1-u) £y du, t < T) soit une Q martingale
0 o t
de processus croissant associé 4 J £y du.
)

Corollaire 7( Ray(4))

La loi de (Z,, 0 <x < 1) sous P, est celle du carré du module d'un

mouvement brownien complexe issu de O.

Démonstration : d'aprés le théoréme 6,1, appliqué pour T=1, il nous reste
a vérifier que si Ct = Ut + in (0 <t <1) est un mouvement brownien complexe

. 2 A |
issu de O,ICtI a pour loi 1 .

or, |(:t|2 = Ui + Vtz: vérifie, d'aprés la formule d'Ito :
2 t
lcy|€ = 2 Jo (Ug dug + Vv dv)) + 2t

et 1a martingale (locale) Mt =2 J’ (US dUS + Vs dVS) a pour processus croissant
0

t t
4 J (U2 + v4)ds = 4 f Ic.|? ds.
(0] s s o]
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4 - DEMONSTRATION DU THEOREME 4
a). Si H admet la représentation donnée en i), alors
T
) 2

(7) EO(J g L(x_» 100 95) * Eg(H))7 = Ey(H)

0

En outre, 1'inégalité de Schwarz donne

N N N
J X_)ds)? < (J 82 1 ds) ([ o2(X ) 1 ds)
U, I“’.c,|1(xs>1-x) o(k)ds)™ < (] - og Tix > 1) 980 ] o (Xe) Ty 5 1-x)
d'ol
1k e[ [
I X_)d I dsf| . X1 d
. o] (¥ > 1-x)o(Xs)ds in o 08 T > 1009 2l o (X (x_ > 1% o

expression qui, d'aprés le lemme (3) et les inégalités de Burkholder -

Davis - Gundy est majorée par une constante fois {l-ZO(H4)}1/2

T
1
si HE L4(P0), [ |¢S| I(X »1-x) o(X )ds est de carré intégrable et si
0 s

3 par suite,

on a la représentation indiquée en ii), alors :

tAT1
. ws I(XS >1-x)st appartient a L (Po), et 1'inégalite :
N
2 4,.1/2
(8) EO(JO Yo I(XS>1-X)dS) hS k{Eo(H )}

est vérifiée, avec k constante, ne dépendant que de o et b.
Les inégalités (7) et (8) ci-dessus montrent qu'il suffit de démontrer le
théoréme 4,i) (resp. ii)) pour un sous-espace dense de Lz(lb)() resp. L4(éﬁx))'

b). On se limitera donc & des variables de 1a forme :
X
H = exp( -j g(a) Za da), o g est une fonction positive a support
0
compact inclus dans ]0,x[ , et de classe Cl sur R.
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Posons G(y) = Ey(H).

En appliquant la propriété de Markov, on montre aisément que G est de

classe Cl, que G'(y) =0 pour y < 1-x, ainsi que la formule :

t

fy = EMIEL) = (o0 - | (1) 2P0 )es) 60, 1 ).

La formule d'Ito appliquée & Ht permet alors d'écrire

T1 u

H=E () + J (exp - J g(1-%,) o?(X )ds) G' (X ) o(X,) x> 108y

) 0
d'od Te théoréme 4 i).

c). I1 nous reste a représenter

T

k=
Jo

1 2

) (X )du.

u 2
exp(-J g(l-Xs)o (Xs)ds) (G' o u
0

Notons J(y) = Ey(K).
La propriété de Markov permet de montrer que J est différence de deux
fonctions convexes et que sa dérivée a gauche J'(y) est nulle pour y < 1-x.

En outre, E(K|E,) = Kp + M I(X¢ o T1) avec

t AT
t 2 1 2
Mt = exp - Jo g(l-XS) o (Xs)ds et Kt = . MS(G o )(Xs)ds.

La formule d'Ito généralisée permet alors d'écrire

‘tATl
E(K|Et) = EO(K) + Jo I(XS >1-x)Ms (J'O)(XS)dBS,
ce qui termine la démonstration du théoréme 4 (prendre t=T1).
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