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UN PROBLÈME DE RÉFLEXION ET SES APPLICATIONS AU 

TEMPS LOCAL ET AUX ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

STOCHASTIQUES SUR IR . CAS CONTINU, 

N. El Karoui. M. Chaleyat - Maurel . 

Il est bien connu que le module du mouvement brownien 

est un processus de Markov, car le semi-groupe du mouvement 

brownien est invariant par symétrie (voir Dynkin [l] p 325) ; 

mais il n'en est pas forcément de même pour un processus de 

diffusion quelconque. Toutefois, sous certaines hypothèses, on 

peut établir l 'existence d'un processus de Markov, dit réfléchi, 

processus positif qui coïncide avec la diffusion jusqu'au 

premier temps d 'at teinte de {0} (cf par exemple Stroock et 

Varadhan [2], Watanabe [3] et El Karoui [4]). 

Nous allons étendre cette notion de "réflexion", en 

généralisant un problème posé par Bensoussan et Lions [5], 

dans le cas d'une semi-martinyale brownienne. 

Dans une première part ie , nous définissons et résolvons 

en toute généralité ce problème de réflexion (en abrégé PBR), 

et donnons des applications immédiates au temps local des 

semi-marti ngales. 

Et dans la seconde part ie, nous établissons, grâce au 

PBR, l 'existence et l 'unici té d'un système stochastique de 

réflexion très général. Nous appliquons ensuite ces résultats 

aux processus de réflexion en {0} sur IR et démontrons un 

théorème de comparaison des solutions ; nous en déduisons avec 

des hypothèses supplémentaires, un théorème d'unicité 

trajectoriel1e pour un système stochastique de réflexion. 
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I UN PROBLÈME DE RÉFLEXION 

1.1 Nous commençons par poser le problème sur IR , sans 

aucune considération probabi1is te . 

Nous désignons par l'espace des fonctions continues 

de IR+ dans IR . 

Définition 1,1,1. 

Soit y un élément de ^ .On dit que le couple (z ,k) , 

où z et k sont des éléments de £̂ , est solution du problème 

de réflexion associé à y (en abrégé PBR (y) ) , si le système 

suivant est vérifié : 

(1) z = y + k . 

(2) z est positif ou nul. 

(3) k est une fonction croissante, nulle en { o}, 

te l le que : ~ 

o 
z(s)dk(s) = o . 

Théorème 1.1.2 

Pour tout y de S tel que y(6) ^ o , le PBR(y) 

admet une solution unique, définie par : 

k(t) = sup y(s) où y(s) = sup(-y(s),o) 
[o,t] 

et z(t) = y(t) + k(t) . 

Remarque : Nous avons dégagé ce problème sous une forme générale, 

non probabi1iste, mais dans Me Kean [6], on trouve déjà la 

résolution de cette équation pour le mouvement brownien ; 
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PROBLÈME DE RÉFLEXION 

quant à la question de l 'un ic i té , elle est t rai tée dans l ' a r t i c l e 

de Skorokhod [7] sur les équations différentielles stochastiques. 

Preuve 

(a) Uni ci té . Si le PBR(y) admet deux solutions 

(z,k) et (z' ,k' ) alors : 

( z ( t ) - z ' ( t ) ) 2 = ( k ( t ) - k ' ( t ) ) 2 = 2 
t 

0 
[k(s)-k'(s)J [dk(s)-dk'(s)] 

= 2 
t 

o 
rz(s)-z '(s)1 rdk(s)-dk'(s)l = -2T 

• t 

0 
z(s)dk'(s) + 

t 

0 
z'(s)dk(s)] 

En appliquant les formules (2) et (3) de la définition du 

PBR on obtient (z(t) - z ' ( t ) ) 2 < o et donc : 

z(t) = z ' ( t ) d'où k(t) = k ' ( t ) . 

(b ) Exi stence. 

Soit k(t) = sup y(s) et z(t) = y(t) + k(t) 
[o,t] 

. k(t) est croissant, positif et k(o) = o car y(o) = o. 

. z(t) vérifie la condition (2) car : 

z(t) = y(t) + k(t) = y + ( t ) - y(t) + sup y(s) > o. 
[o,t] 

. k(t) est continu et il ne croit que sur l'ensemble {s : z(s)=o}. 

En effet, soit t Q un point de croissance à droite de k . 

Par définition de k : 

Vh, 3 t h € [ t 0 , t 0 + h] : k(t Q ) < y ( t h ) < k( t 0 + h) 

k et y sont continues donc k(t Q ) = y( t Q ) = -y( t Q ) 

d'où z( t Q ) = o . 

De même pour un point de croissance à gauche. 

Le couple (z,k) est donc bien une solution du PBR(y) . 
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I.2 Applications aux processus 

Soient ( ^ J ^ J ^ j P ) un espace de probabilité 

satisfaisant aux conditions habituelles, et Yt un processus 

à valeurs réel les , continu. 

On dira que les processus (Z^jK^) résolvent le PBR(Y) 

s i , pour tout a) de Q , (Z t(cj), Kt(u))) est une solution du 

PBR (Y^(o))) défini dans le paragraphe précédent. 

Pour tout processus Y continu, tel que YQ ^ o, 

il existe donc une unique solution au PBR(Y), (Z,K) donnée par : 

(1) Z t = Yt + K T et K T = sup Ys où Y$ = sup(-Y $,o) 
[o,t] 

De la définition, il résulte aisément que les processus Z et K 

sont ûô (IR+)@ J^-mesurabl es, et que si le processus Y est 

y^-adapté, il en est de même des processus Z et K. 

Nous allons voir que ce problème extrêmement simple a de 

nombreuses applications à la théorie des semi-martingales. 

Proposition 1.2.1 

Soit Y une semi-martingale continue, de la forme 

Y = Y Q + M + V où M est une martingale locale continue et V 

un processus à variation finie continu . On suppose YQ positif 

et 5^Q-mesurable. 

Nous désignons par (Z,K) une solution du PBR(Y) et 

par L° le temps local de Z au point {o} (associé à 

signe (o) = - 1). 

Alors, Kt = -
t 

'o 
1 {Z s =o} d V s + \ L ° t = sup Y 

[o,t] 
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PROBLÈME DE RÉFLEXION 

Remarque 

K est donc le temps local de Z au point {0} , associé 

à signe(o) = + 1, noté L°~ en fl6]. 

Preuve 

D'après [8] , Z étant une semi-martingale positive, 

son temps local en {0} vaut : 

L0 = 2 
t 

t 

0 
1 { Zs=0} (dVs + dKs) 

soit encore : 

Kt = -
t 

0 
1, 7 n l dV c + 5 L°. . { ¿̂  = 0} s 2 t 

Remarque 

Les conséquences de la forme explicite de K̂. sont de 

plusieurs ordres. 

Les formules (1) montrent immédiatement que K et Z sont 

mesurables par rapport à la f i l t ra t ion engendrée par Y . Un 

art icle du même volume ([9]) développe ces propriétés de 

mesurabilité et en conclut des égalités de différentes f i l t ra t ions . 

D'autre part, est exprimé comme le processus 

maximal d'une semi-martingale, ce qui permet d 'u t i l i se r les 

inégalités de Burkholder-Davis-Gundy relatives aux martingales ; 

nous en donnerons quelques exemples dans la suite. 

Etablissons d'abord une proposition qui exprime comment 

le PBR est l ié au module des semi-martingales et à leur temps local. 
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Proposi ti on 1.2.2 

Soit X une semi-martingale continue de la forme 

X = XQ + M + V où M est une martingale locale continue nulle 

en o et V un processus à variation finie. Désignons par L0^ 

le temps local de X en {0} . 

Alors le couple (X+, ^ [[respectivement : 

(X~, ^ L°), (|X|» L °) ] est l'unique solution du 

PBR (X* + 
ft 

0 
Irv ^dX ) {X$>o} s y [resp. : PBR (X~-

t 

0 ̂ X ^ o ^ V ' 

PBR (|X o | + 
t 

0 
signeX$dXs)] 

Preuve 

Il est clair que les trois formules : 

X + 
t 

= X + 
0 

+ 
t 

0 
1 (Xs>o} dX 

s + 1 
2 

L 0 
t 

X = x -
0 -

t 

0 
1 {X 

3 <0} dX + 1 
2 L t 

lxtl = !xo î + 
t 

0 
signeX$dX$ + L 0 

t 

donnent le résultat ; puisque le support de L 0 est {s : X 
s 

= 0} 
les propriétés du PBR sont vérifiées. 

En particulier on a : 

L 0 
t = 2 sup (sup (-X 0 

s -
t 

0 
G {X 

s >o} dX »o)) 
[o,t] 

= 2 sup (sup (-X 
0 
- + 

t 

0 
1 {X 

s <0} dX s ,o)) 
[o,t] 
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PROBLÈME DE RÉFLEXION 

= 2 sup (sup (- I X 
o 

I -
t 

o 
signe ( X 

s 
)dX 

s ,o)) 
[ e t ] 

Si D désigne le premier temps d 'at teinte de {0} par X, 

la première expression s 'écr i t encore : 

L 0 
t = 2 sup (-

• Dvt 

D 
1 {X 

s 
>0} dX 

s 
) . 

[D.Dvt] 

et de même pour les deux autres. 

Nous allons démontrer des inégalités du type Burkholder-Davis-Gundy 

pour la solution du PBR associé à une martingale continue ; 

nous en déduirons grâce à la proposition 1.2.2 une application 

à la partie positive des martingales. 

Proposi ti on 1.2.3 

Soient Y une martingale locale continue, de processus 

croi ssant <Y,Y> et (Z,K) la solution du PBR associée à Y. 

Nous désignons par <<Y ,Y>> 
X 

le processus croissant Y 2 
0 +<Y,Y> 0 

Pour tout p, l<̂ P<+oo , il existe deux constantes strictement 

positives, c et C , ne dépendant que de p, tel les que 

c E(«Y,Y>> 
P/2 

00 
) < E(sup 

t 
P 
t 

) < C E(«Y,Y>> 
P/2 

co 
) . 

Démonstration 

Nous désignons par (1) l ' inégal i té 
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c E («Y, Y» 
P/2 

co 
Ü i E(sup 

t 
Z P 
t ) 

et par ( 2 ) 1 ' i négali té 

E(sup Z 
t 

P ) < C E ( « Y , Y » 
P/2 

oo 
) 

a) Nous commençons par jus t i f ie r l ' inégal i té (2) 

Par construction, Z. = Y. + K., où K. = sup (Y 
s 

) 9 
s<t 

ce qui entraine que : sup Z t < 2 sup| Y 
t 

I . 

t t 

Nous concluons à l 'aide des inégalités de Burkholder-Davis-Gundy, 

qui impliquent en particulier que 

E(sup|Y 
t I p ) 

a 
< K E ( « Y , Y » 

P/2 

OO 
) , et donc que 

E(sup Z P 
t ) i 2 P E ( « Y , Y » 

P/2 

OO 
) . 

b) L'inégalité (1) s ' é tab l i t moins aisément. Nous utiliserons 

une démonstration très proche de celle proposée dans [lu] (p350) 

pour montrer l ' inégal i té de Davis, deuxième moitié. 

Remarquons tout d'abord, que si l ' inégal i té (1) est 

vraie pour toute martingale locale 9* te l le que : 

1) 0 
> a > o . 11) et ï. Y" sont des martingales 

locales de H1 où ï est la solution du PBR associée à 

alors l ' inégal i té (1) est sat isfai te pour toute martingale locale. 

En effet, si Y est une martingale locale continue, il 

existe une suite (T ) n€N , tendant vers +°° , te l le que les 
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PROBLÈME DE RÉFLEXION 

marti ngales 1ocales D 
T 

n et (Z.Y) 
T 

n appartiennent à H 1 . 
Désignons par (Z n,e n ,e ) la solution du PBR associée à 

D n ,e D 
il 

n + g et par (Z n n ) celle associée à Y 
T n 

. 

D'après la formule d ' I to , 

(Z n, e - Z n 
t 

) 2 
= e 

2 + 2 
B 

0 
(Z n ,£ 

S - Z n 
s 

)(dK n ,e 
s - dK n 

s 
) 2 

Z n, e converge donc p.s uniformément en t vers Z n 

I sup I Z 
t 

n, e 
t 

I - sup|Z n 
t t 

Il < e 

Par sui te , si Z n .Y 
T n appartient à H1 , il en est de même 

de Z n ,e .Y n ,£ . L'inégalité (1) est donc sa t i s fa i te , par 
hypothèse, par D n , e et Z et donc aussi après passage 

à la limite, par (Y 
T 

n n ) • 
Il reste à faire tendre n vers + °° en remarquant que n 

t = Z t/sl n 
et que <<Y 

T n , Y 
D n 

oo = <<Y,Y>> u n 
. 

c) Nous pouvons donc supposer que Y 
o ^ a > o et que Y et Z.Y 

appartiennent à H1 . 

Désignons par Z a 
le processus croissant sup Z 

s . s<t 
Puisque Y 

o j> a > o 9 
1 

oo 
est bornée par T 

a , et nous pouvons 

écrire comme dans [10] (p350) que, d'après l ' inégal i té de 

Schwarz, 

(3) E V<<Y,Y>> 
oo < [ £ ( z 

oo 
1/2 <<Y,Y>> 

00 

00 
)] 

1/2 

Nous nous proposons de majorer E( 
«Y,Y» 

00 
z 
00 

) par E(Z 
00 

) + K ||Y II H1 

D'après 1'inégali té (3) , en posant A = || Y || H1 et B = E(Z 
00 

) » 
A < Vf \/B+ KA , où par hypothèse o < A < +«> 
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Or cette inégalité ne peut être sat isfai te que si : 

o < A < B( 1+VK2+4 
2 

) , soit encore A £ c B 

d) Montrons donc que E( 
<<Y,Y>> 

00 z * 
00 

) < E ( Z * 
oo 

) + K II Y II H 1 • 

La martingale = E( 1 
Z * 
oo 

/Ft) est bornée, ainsi que le produit 

de H par le processus croissant Z 
t 

(Z * 
E 

Ht < 1, p.s.) . 

Comme Z t i Z t , d'après la remarque de [10] (p 336 ) , la 

martingale Z.H a une norme BMO majorée par une constante 

k(= VT). D'après l ' inégal i té de Fefferman, pour tout temps 

d 'arrêt T , 

E 
•T 

o 
|d<Y,Z.Y>t| < Il Z.H | | B M 0 ||Y|| H 1 <\|2 k ||Y|| H l 

Or <Y,Z.H> = <Z.Y,H> car Z.Y appartient à H1 . 

Par sui te , si S est un temps d'arrêt qui réduit fortement la 

martingale (Z.Y)H - <Z.Y,H> 

I E (<Z . Y ,H> 
S 

) | = I E ( Z . Ys H s ) I < VfTk y Y I I H l 

H est bornée, Z.Y appartient à H1 , nous pouvons donc faire 

tendre S vers +<» dans l ' inégal i té précédente, qui s ' écr i t alors 

|E(Z.Yœ HJ|< VTk H Y H R 1 . 

Or Z 2 
t = 2(Z.Y) t + <<Y,Y>> donc, 

E ( 
<<Y,Y>> 00 

z * 
00 

) < E ( 
z 2 

00 
z * 
00 

) + \f2k IIYII H 1 < E(Z*) + K „Y|, H 1 

ce qui achève la démonstration. 

Corol1 ai re 1.2.4 Soit X une martingale locale continue, de 

parti e positive X + 
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PROBLÈME DE RÉFLEXION 

(1) c E( f(X + 
0 ) 

2 
+ 

,oo 

0 
1 {X 

s > 0} d<X,X> s 1 P/2 ) < E [(sup X + ) P ] 
t 

< C E[((X + 
o 

) 2 
+ 

oo 
0 

1 {X 
s >o} d<X,X> 

s 
) P/2 

] 

(2) c E( oo 
0 

1 {o<X 
s < 1 

2 L o 
s 
} d<X,X> s 

) P/2 < E[(L o 
Q ) 

p ] 

< C E( 
oo 

0 
1 [o<X 

s < 
1 
2 
L o 
s 
} d<X,X> 

s 
) P/2 

Démonstration 

Les inégalités (1) sont une conséquence immédiate de la 

proposition 1.2.3 car X+ est la solution du PBR associée à 

la martingale locale Yt = X + 
0 + 

t 

0 
1 (X 

s >o} dX s . 

Quant aux secondes inégalités, elles s 'établissent à partir de 

la formule L o 
t = sup ("Y ) + et de 1 ' i negaii té (1) , 

o<s<t 
lorsqu'on a remarque que 

{ -Ys>0} = {X + 
s < 

1 
2 L o } 

1.3 Lois des solutions dans le cas brownien 

Proposition 1.3.1 

Soit (Z,K) la solution du PBR associée à un mouvement 

brownien W tel que WQ ^ o ; la loi de Z est alors celle 

du module du mouvement brownien. 

Preuve 

D'après la proposition 1.2.2. le couple (|W|,L°) est 
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solution du PBR asocié à W. = W + 
t o 

t 

0 
signe(W )dW ; 

or est un mouvement brownien car c 'est une martingale 

continue de processus croissant 
t 

o 
signe 

2 WsdWs = t ; 2 

ainsi les processus = W + sup W 
s [o,t] 

et |W t I = W t 
+ sup W 

[0 , t ] 
ont même loi . 

Remarque : Nous retrouvons ici un résultat analogue à celui 

de Levy £ll] qui prouvait que les deux processus | et 

sup 
[o.t] 

h - h ont même loi où 3 t est un mouvement brownien. 

1.4 Un changement de temps 

Proposition 1.4.1 

Soient Y une martingale continue te l le que lim Y t Woo 
= +oo p.s. 

et <Y,Y> son processus croissant associé. Nous notons A le 
processus croissant continu défini par : 

A t -
t 

O 
D {Y s >o} d<Y,Y> s . 

Al ors Y J t 
a même loi que le module du mouvement brownien réel , 

où désigne le changement de temps continu à droite, inverse 
de A . 

Preuve 

(a) Commençons par démontrer que sous l'hypothèse lim Y t t —̂oo 
- co , 

A = oo p. s . 
00 r 

Appliquons la formule de Tanaka-Meyer au processus Yt

+ : 

Yt

+ = Y0

+ + 
t 
0 1 {Ys>o} dY 

s + 
1 
2 

L o 
t 
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PROBLÈME DE RÉFLEXION 

La martingale continue M t = 
t 

o 
1 {Ys>o} dY 

s 
a pour processus 

croissant , c 'est donc un mouvement brownien changé de temps 

par . On écrit alors 

Y 
t 
+ = Y 

o 
+ + *A 

t 
+ 1 

2 
L 0 

t . 

D'après la proposition 1.2.2 on a : 

1 
2 

L S 
t sup 3 A s 

) 

d ' où 1 L o 
OO <. sup 

s 
I Y 

0 
+ + 3 A s 

I £ SUP 
s<Aoo 

I Y„ + 3 J • 
1 0 p s 1 

Soit o) appartenant à l'ensemble {Aœ < + «>} , alors Lœ < «> 

car 3 est continu et donc en réuti l isant la formule de Tanaka 

on aurait lim Y a t —*«> 
< « , ce qui est impossible . 

Donc A = oo p . s . 
OO ' 

(b) Reprenons la formule : 

Y t 
+ = Y o 

+ + 3 A t + 1 
2 L o 

t 

et on fait formellement le changement de temps : 

Y 
J't 
+ = Y j o 

+ + 3 A + 1 
2 L j 3 

Y + Y j t car j t appartient à {s : Yg >̂  0} . Donc : 

Y 
J ' t 

Y Jo 
+ + + 1 

2 L 0 
j t . 

L 0 
j ne croit que sur {s : Y + = 0} donc, d'après la proposition 
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1.3.1 , E a même loi que le module du mouvement brownien. 

Remarque : ce résultat figure, pour le mouvement brownien, dans 

Ito-Mc Kean ([12] p 81 ) . 

II ÉQUATIONS STOCHASTIQUES RÉFLÉCHIES 

Nous nous proposons d'étendre la méthode des équations 

différentielles stochastiques de Catherine Doléans-Dade [13*] 

à des équations de réflexion ; le problème (R) défini 

précédemment permettant de construire des solutions approchées. 

Cette idée a été ut i l isée par Bensoussan et Lions [5] pour des 

équations browniennes. Dans le premier paragraphe nous résolvons 

un système stochastique réfléchi et ensuite, dans le paragraphe 

deux nous appliquerons ces résultats aux équations différentielles 

stochastiques de réflexion sur IR ; enfin, dans les paragraphes 

trois et quatre nous démontrerons un théorème de comparaison des 

solutions puis un théorème d'unicité trajectoriel1e. 

II . 1 

Nos notations seront celles de [13] . 

(ft5J<,P) désigne un espace de probabilité complet muni d'une 

f i l t ra t ion satisfaisant aux conditions habituelles. 

Soit M une martingale locale continue, réduite par une 

suite de temps d'arrêt T"n ; son processus croissant est noté 

<M,M> . Par a i l leurs , si T est un temps d 'ar rê t , nous 

désignerons par la martingale locale M tAT • 
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PROBLÈME DE RÉFLEXION 

D'autre part, soit A un processus continu, à variation 

f inie, dont la variation est notée |A| . 

Enfin, soient f et g deux applications de 

IRxMR+ dans IR+ et n t un processus tels que : 

(L^ Pour tous a),s,x,y : 

|g(s,o),x) - g(s,oj,y)| + |f(s,ü),x) - f(s,oj,y)| <K|x-y| 

(L2) Pour tous oo et x, les fonctions f et g sont 

continues à gauche et pourvues de limites à droite. 

(L3) Pour tous t,x , les fonctions f ( t , . , x ) et g ( t , . , x ) 

sont o* t~mesurables. 

(L )̂ n est un processus adapté, continu, positif. 

Définition II.1.1 

On appelle solution du système stochastique réfléchi (I) 

tout couple (X,K) satisfaisant à : 

(a) Xt = n t + 
t 

o 
f(s,X s)dM s + 

t 

o 
g(s,X s)dA s + Kt . 

(b) X̂  est un processus adapté, continu, positif 

(c) Kj. est un processus croissant, continu, adapté, nul en o, 

tel que : .CO 

0 
X$dKs = o p.s . 

Théorème II.1.2 

Sous l'hypothèse (L) , le système stochastique (I) 

admet une solution et une seule. 
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Preuve 

Nous suivons de près la démons t ra t i on de ["142 > en procédant 

aux mêmes simplifications. On montre de la même manière que, 

si pour tout K, il existe b>o , tel que l 'existence et 

l 'unici té aient lieu pour f et g 1 ipschitziennes , bornées 

en x = o , tout n£ borné, tout couple (M,A) où : 

M est une martingale continue de carré integrable nulle en zéro 

te l le que <M,M> < b 2 ; 
oo = A est un processus à variation f inie, continu, nul en zéro tel 

que | A| £ b ; 

alors, l 'existence et l 'unici té ont lieu sans res t r ic t ion. 

Nous prendrons donc les hypothèses supplémentaires : 

(Hx) |f(s,a),o)| < c |g(s,o),o)| < c 

(H2) <M,M>oo < b2 , |A| < b avec 2\fí(f Kb< 1 

(H3) sup I n t I < N 

Construction par approximations successives 

Nous désignons par Jtf l'ensemble des processus continus, 

adaptés X tel que X* = sup 
t 

i x t i appartienne à L2 muni de "la 
norme : 

III X I I I = | | x % 

Nous allons résoudre le système (I) sous les conditions (L) et 

(H) dans 3*f . 

Etant donné Z dans > nous notons (R(Z),KZ) la solution 

du PBR associée à n t + 
t 

0 
f(s,Z s)dM s + 

t 

0 
g(s,z s )dA s . 
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Lemme 11,1,3 

Si Z et Z' sont deux éléments positifs de dtf , alors 

(a) R(Z) et KZ appartiennent à ^ff . 

(b) il existe deux constantes h et h' tel les que : 

|||R(Z) - R(Z') III 1 h |||Z-Z'||| 

I I U Z - KZ'||| < h 1 III z - z 1 m 

Preuve 

(a) Il suffit d 'établir la propriété (b) qui, appliquée à 

Z ' = o montre que : 

lllR(Z)lll < h III ZIH + HI R(o)||| . 

Or R(o) est l'unique solution du PBR associé à 

Y o 
t n t 4 

t 

O 
f (s ,o) ,o)dM + 

t 

o 
g (s ,o) ,o)dA 

s 

on a donc K oo = sup 
t 

D 0 
B £ sup 

t 
|Y o 

t 
I 

et R(o) t = Y o 
B + K o ce qui entraine 

sup 
B 

R(o) t < 2 sup 
B 

I Y 0 
a 

Il reste à calculer ||| Y0 ||| 

D'après l ' inégal i té de Doob, 

E(sup( 
t 

B 

0 
f (s ,a),o)dM ) 2 ) < 4 E 

OO 

0 
2 (s ,o),o)d<M,M> £ 4c 2b2 

et sup I 
B 

B 

0 
g(s ,a),o)dA s 

i < 
oo 

0 
g ( s ,o) ,0 ) d I A I < cb. 
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Par suite 

ll|Y°|||2 < 3(|||n|||2 + 4 c V + cV) < 3(N2 + 5 c V ) 

et I H K ° | | | 2 < 3(N 2 + 5c 2 b 2 ) 

d'où |||R(o) H I 2 < 6(N2 + 5c 2 b 2 ) . 

(b) Pour établir les inégali tés, posons : 

E Z 
t 

= \ + 

t 

0 
f(s,o),Zs)dMs + 

t 

0 
g(s ,o),Zs)dA$ 

|KZ - K Z ' | t = I sup 
[o.t] 

D 3 
S - sup 

[o,t] 
D 7' 

s 
I < sup 

[o,t] 
Z 
s - Y Z' I 

et sup 
t 

|R(Z) - R(Z')| < 2 sup 
t 

I Y Z 
t - Y 

7 ' 
t 

Le même cal cul que ci-dessus montre que : 

E(sup I 
t 

t 

o 
(f(s,o>,Z ) - f(s ,o),Z' s ))dM s |

2 ) < 4K2b2 III Z - Z' I I I 2 . 

et 

sup | 
t 

t 

o 
(g(s,a),Z s) - g(s,o),Z' s)dA s | < Kb |Z - Z ' |* . 

où K désigne la constante de Lipschitz de f et g 

Par suite : 

| | | K Z - K z ' | | | 2 < iOK2b2 H l z - z 1 I I I 2 . 

et H l R ( Z ) - R(Z')||| 2 < 40K2b2 H l z - z ' I H 2 . 

b sa t i s fa i t à : 2VTo'.Kb < 1 ; l 'opérateur qui à Z associe 

R(Z) est contractant. Il existe d'après le théorème du point fixe 

un processus X de j r f unique dans W tel que : R(X) = X 
Y 

et alors K ne croit que sur {X$ = o} 
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II reste à montrer que toute solution est dans H . $ $ $ 

Soit X une so lu t ion ; notons T = i n f { s : X s _ > m } , est 

solution du système associé à MT et AT ; comme XT est borné 

par m , XT appartient à J*f et coïncide en raison de l 'unici té 

avec la solution unique de Jff . Il ne reste plus qu'à faire 

tendre m vers l ' inf ini . 

II.2 Application aux équations de réflexion sur IR 

Définition II .2.1 

Soient a et b deux applications mesurables et W 

un mouvement brownien réel. 

On dit qu'un couple (X,K) est solution d'une équation de 

réflexion sur IR si 

(a) xt = x0 + 
t 

0 
a(Xs)dWs + 

-t 

o 
b(X$)ds + K T . 

(b) X est positif, continu, adapté. 

(c) K est un processus croissant, nul en zéro tel que : 

~ 

0 
X$dKs = o . 

En ut i l isant le théorème II.1.2 , on voit, si a et b 

sont 1 ipschitziens, qu'il existe une solution et une seule au 

système (II) , mesurable par rapport à la f i l t ra t ion naturelle de 

W . Yamada ( [ l 5 ] ) a montré l 'existence et l 'unici té avec des 

hypothèses plus faibles, par exemple a et b holdériens 

d rordre a _> 1 
2 
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Par a i l leurs , si a ne s'annule pas, les travaux de 

Stroock et Varadhan [2] montrent que le système II admet une 

solution faible pour des coefficients continus (c 'est-à-dire 

qu'il existe un mouvement brownien tel que le système II admette 

une solution). 

Rappelons que lorsqu'i l y a existence et unicité de la 

solution, le processus est un processus de Markov fort 

( voi r [4] ). 

Remarque : Puisque X est positif ou nul, on a : X+ = X 

et donc : si L°. est le temps local de X , 

xt = x0 + $ 
t 

E 
1 {X s >o}^ X s ) d W s + 

.t 

0 
1 { X s > o } b í X s ) d s + 

1 
2 

L 
t 

en ut i l i sant le fait que 
.t 

o 
1 {xs>0} dKs = 0 . 

De plus, nous savons (cf RPG) que 
•t 

o 
1{X S- o}° ( V d s » 0 

soit encore a 2 (o) 
•t 

o 
1{X s = o } d s = 0 • 

Le système (II) est donc équivalent au système ( I I ) ' 

(a) Xt = Xo + 

t 

o 
1 {X s >o}°( X s) d W s + 

t 

0 
1 {X s >o} b < X s> d s + L t 

(b) X est positif, adapté, continu 

(c) L est un processus croissant, nul en zéro, tel que 

oo 

0 
XsdLs = o 
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(d) a 2(o) 
t 

0 
L{XS = o ) d s = 0 ' 

En effet, si (X,K) est solution de ( I I ) , (X,K-b(o) . 

0 
1{xs=0}ds) 

est solution de ( I I ) ' car d'après la proposition 1.2.1, 

Kt - b(o) 
t 

o 
hx =o>d s 

S 

est un processus croissant-

Remarquons que si a 2(o) ^ o alors 
t 

o 
1 {X s =o} d s = 0 

et (II) et ( I I ) ' ont les mêmes solutions. 

Précisons ce qui se passe lorsque <?2(o) = o . 

Proposi tion 11 . 2 . 2 

Supposons que a vérifie | cr( x ) | ^K|x| dans un 

voisinage de zéro, alors le processus croissant solution de 

(II) est égal à : 

Kt = - b(o) 
t 

0 
1{Xs=o} d s . $ 

Preuve 

En ut i l isant la proposition 1.2.1 et une forme explicite 

du temps local (voir fl6]) on a : 

K t = -
t 

'o 
1 {X s =o> b < X sî d s + 1 im 1 

2r 
t 

o 
1 
{o<Xs<r> 

a 2 (Xs)ds 

= -b(o) 
t 

0 
1 {X s =o} d s 

car l'hypothèse faite sur a entraine |tf2(X$)l £ | X s | ^ 

et donc 1im 
r-*o 

1 
2r 

t 

o 
1 {o<X$<r} 

a2(X$)ds £ 1 im 
r-»o 

K2+r 

2 
= o 
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Remarque : On suppose XQEO 

Supposons qu'il y ai t unicité t rajectoriel i e pour le système ( I I ) , 

alors on peut distinguer trois cas 

(1) b(o) > o 

la solution unique est K^EO et solution de l'équation 

X t » 
t 

o 
1

{ X s >o}°( X s ) d W s + 

t 

0 

1{Xs>o}b (Xs) d s . * 

(2) b(o) = o 

la solution est X^EO , K^EO 

(3) b(o) < o 

la solution est XTEO et Kt = -b(o)t . 

11.3 Théorème de comparaison 

Théorème 11,3.1 

On suppose o lipschitzien borné et on note X3 et X 2 

deux solutions, si elles existent, du système (II) associées à 

des coefficients b^ et b2 continus, bornés, satisfaisant à 

b l ( x ) < b 2(x) xdR+ . Alors : 

X 1 < X2 P p s et X 2 
o 

= X a 
O 

p.s . 

Remarque : Nakao ( [17] ) a démontré un théorème analogue mais 

sous des hypothèses légèrement différentes (a>o) 

Preuve 

Appliquons la formule de Ito au processus (X 2 - X1)*" 
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2 1 
(X - X ) -

t 

0 
1 {X 2 

s 
<X 1 

s } (dX - dX 
1 
s 

) + 1 
2 

L o 
t 

Lo

 t est le temps local de X2 - X1 associé à signe{o} = o et 

Lo

 t 1 im 
r—»o 

1 
r 

t 

0 
1 {o<(X 2 

s 
-X B 

s 
)}"<r 

|o(X 2 
s 

) " a(X 1 
s ) i 2 ds 

étant lipschitzien , L°TEO . Donc : 

(X 
2 
t - X 

1 
t )" = -

t 

0 
a {X 

2 < x 1 
s 

} |a(X 2 
s ) " a(X 1 

s 
)|dWs 

-
t 

o 
1 {X 2 

s <X 
1 
s } 

2 (X 2 
s 

) - b 1 (X 1 
s 

)|ds 

-
G 

O 
1 {X 2 

s 
<X B 

s 
} (dK 

2 
s - dK 

1 ) • 

mai s 
t 

o 
y {X 

2 
s <X 

1 
s 

} dK 1 
s 

t 

0 
1 {X 

2 
s <o} dK 1 

s = 0 

Soi t T = i nf {s : b 2 (X 2 
s ) <b 1 (X 1 )} • 

on a : T>O car b (X 2 
o 

) > b 1 (X 1 
o 

) puisque X 2 
o = X 1 

o = X o 

On a E(X 
t A T 

- X 1 
t AT )" = o , car ( X 

t AT - X 1 
tAT 

)~ est une surmartingale 

positive ; donc X 
tA T > X 

1 
tAT 

Soit p = inf {s : X 2 
s < X 

1 
s 

} 

Il est clair que p^ t et X 2 
= X 

1 sur (p<°°) 

(Mais si p= », le problème est résolu) 

Posant à nouveau : 

T ' = i n f { s ^ p : b 2 (X 2 
s 

) < b 1 (X 1 
s 

)} • 
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on a T1 > p car b 1 (X 
P 

) > * (X 2 
P 

) ; et par un raisonnement 

analogue sur (X 2 
p+t 

- X 1 
p + t 

) - , on montrerait de même que X t > X 1 
t 

dans un voisinage à droite de p , c 'est à dire sur [ P » T ' ] ; 

ce qui est contradictoire avec la définition de p et la 

continuité de X ; p ne peut donc qu'être infini . 

11. 4 Un théorème d'unicité 

Théorème II .4.1 

Supposons qu'il y ai t existence forte des solutions de 

(II) pour a lipschitzien borné et b continu borné ; alors il 

y a unicité trajectoriel1e des solutions. 

Remarque : Par existence forte, nous voulons dire qu'on suppose 

que pour un mouvement brownien donné, il y a existence des solutions 

du système stochastique. Skorokhod [18 |̂ a démontré ce résultat 

dans le cas sans réflexion sur IR tandis, qu'à notre connaissance, 

on ne sait démontrer que l 'existence en loi des solutions pour le 

cas avec réflexion. 

Nous reprenons alors la démonstration de Skorokhod 

([18] p 129) pour démontrer sous les hypothèses du théorème, un 

résultat d 'unici té. 

Preuve 

Soient X* et X2 deux solutions de II correspondant 

à (a,b) , on veut montrer alors que X1 = X2 . 

Pour e de [o»l] on pose b = b - ea 

b +e = b + ea 
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et soient X"e (resp- X + e) une solution de (II) correspondant 

à (a,b~ e) (resp^ ( a ,b + e ) ). 

On peut alors appliquer la formule de Cameron-Martin dans 

toute sa généralité car l'équation a2 c' = b' a une solution 

c' = e (voir N. El Karoui [4]) ; Les lois y~G et y + G des 

processus X"e et X+G sont liées par : 

( 
dy + £ 

dy"e 
e t = exp { 

t 

o 
2edW$ - 1 

2 
t 

o 
4e2 ds} 

Soit ( du+E 

du- e ) t = exp {2 Wt - 2e 2 t } . 

On a b"G<b<b+ £ , on peut alors appliquer le théorème de 

comparaison II .3.1 qui entraine que 

X - E 
t 

< X 1 
t 1 x 

t 

et X - £ 
t < X 2 < X t 

On a I x 1 
t - X 2 

t I < (X t - X - £ 
Q 

) et on conclut comme dans Skorokhod 

[18] , que : 

E|Xt - X t | < E(X + £ - X -£ ) = E ( X 
+E 

t - x 0 - (X - £ 
t - X o )•) 

= E [ ( X ~ £ 
t 

- XQ)(-1 + exp {2eWt - 2e 2t}) 

< VE(X - £ t 
~ ) 2 l/t(-l + exp { 2eWt - 2 ^ t } )2 

or E(-l + exp { 2eWt - 2e 2t}) = 4e 2 E 
B 

0 
exp(2eW$ - 2 e

2 s) ds 

< 4G t tend donc vers zéro lorsque e ->o2 

Par suite, les deux processus X1 et X2 sont indistinguables. 
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