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UN PROBLEME DE REFLEXION ET SES APPLICATIONS AU
TEMPS LOCAL ET AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES
STOCHASTIQUES SUR R . CAS CONTINU,

N. E1 Karoui. M. Chaleyat -Maurel

I1 est bien connu que le module du mouvement brownien
est un processus de Markov, car le semi-groupe du mouvement
brownien est invariant par symétrie (voir Dynkin [1] p 325) ;
mais il n'en est pas forcément de méme pour un processus de
diffusion quelconque. Toutefois, sous certaines hypothéses, on
peut établir 1'existence d'un processus de Markov, dit réfléchi,
processus positif qui coincide avec la diffusion jusqu'au
premier temps d'atteinte de {o} (cf par exemple Stroock et
Varadhan (2], Watanabe [3] et E1 Karoui [4]).

Nous allons étendre cette notion de "réflexion", en
généralisant un probléme posé par Bensoussan et Lions [5],
dans le cas d'une semi-martingale brownienne.

Dans une premiére partie, nous définissons et résolvons
en toute généralité ce probléme de réflexion (en abrégé PBR),
et donnons des applications immédiates au temps local des
semi-martingales.

Et dans la seconde partie, nous établissons, grace au
PBR, 1'existence et 1'unicité d'un systéme stochastique de
réflexion trés général. Nous appliquons ensuite ces résultats
aux processus de réflexion en {0} sur IR et démontrons un
théoréme de comparaison des solutions ; nous en déduisons avec
des hypothéses supplémentaires, un théoréme d'unicité

trajectorielle pour un systéme stochastique de réflexion.
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I UN PROBLEME DE REFLEXION

I.1 Nous commengons par poser le probléme sur IR , sans
aucune considération probabiliste.
Nous désignons par ¢ 1'espace des fonctions continues

de RY dans R

Définition I.1.1.

Soit y un élément de '6 . On dit que le couple (z,k),
ol z et k sont des &léments de ¥ , est solution du probléme
de réflexion associé a y (en abrégé PBR (y) ), si le systéme
suivant est vérifié
(1) z =y + k
(2) z est positif ou nul.

(3) k est une fonction croissante, nulle en {o0},

telle que ©
J 2(s)dk(s) = o0
[0}

Théoréme I1.1.2

Pour tout y de g tel que y(o) > 0 , le PBR(y)

admet une solution unique, définie par

k(t) = sup y(s) o0 y(s) = sup(-y(s),o)

[o,1]

et z(t) = y(t) + k(t)

Remarque : Nous avons dégagé ce probléme sous une forme générale,
non probabiliste, mais dans Mc Kean [6], on trouve déja la

résolution de cette équation pour le mouvement brownien ;



PROBLEME DE REFLEXION

quant & la question de 1'unicité, elle est traitée dans 1'article

de Skorokhod [7] sur les équations différentielles stochastiques.

Preuve
(a) Unicité. Si le PBR(y) admet deux solutions

(z,k) et (z',k') alors

t -
(2(t)-2'(£))° = (K(t)-k'(£))° = 2[ Ck(s)-k'(s)] [dk(s)-dk' (s)]
0

t t t
- 2J [2(s)-2'(s)] [dk(s)-dk'(s)] = -z[f 2(s)dk' (s) + J 2" (s)dk(s)]
0 [0}

0
En appliquant les formules (2) et (3) de la définition du

PBR on obtient (z(t) - z'(t)) o et donc

A

z(t) = z'(t) d'od k(t) = k'(t).

(b) Existence.
Soit k(t) = sup Yy(s) et z(t) = y(t) + k(t)
[o,¢]
k(t) est croissant, positif et k(o) = o car y(o) = o.
z(t) vérifie la condition (2) car :

z(t) = y(t) + k(t) = y*(t) - ¥(t) + sup ¥(s) 2 o.
[o.¢]
k(t) est continu et il ne croit que sur 1'ensemble {s : z(s)=okL
En effet, soit to un point de croissance a droite de k
Par définition de k
vh, 3t e[t .t *h] @ k(t
k et y sont continues donc k(t_ ) = &(to) = -y(t,)

De méme pour un point de croissance a gauche.

Le couple (z,k) est donc bien une solution du PBR(y)
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1.2

Applications aux processus

Soient (Q,.Tv',ft,P) un espace de probabilité
satisfaisant aux conditions habituelles, et

a valeurs réelles, continu.

Yt un processus
On dira que les processus (Zt’Kt)
si, pour tout w de @
PBR (V4 (w))

résolvent le

s (Zy(w)s Ky(w))

PBR(Y)
est une solution du
défini dans le paragraphe précédent.

Pour tout processus Y continu, tel que Y0 >0,
il existe donc une unique solution au PBR(Y), (Z,K) donnée par
(1) Zt = Yt + Kt et Kt = sup YS oa Y

s - SUP('YS,O)
o.t1

F

De la définition, i1 résulte aisément que les processus
sont .B(IRJ')@?;—mesurab]es, et que si le processus Y est
t

VA

et K
-adapté, il en est de méme des processus

Z et K.
Nous allons voir que ce probléme extrémement simple a de

nombreuses applications a8 la théorie des semi-martingales.

Proposition 1.2.1

Soit Y une semi-martingale continue, de la forme
Y = Y0 +M+V ot M

est une martingale locale continue et
un processus & variation finie continu
et 3ro-mesurab1e.

v
On suppose Y0 positif
Nous désignons par (Z,K) wune solution du PBR(Y) et
par L% 1le temps local de Z au point {o} (associé &
signe (o) = - 1).
t
- - 1o
Alors, Kt = Jol{zs=0}dvS + L

sup YS

[0.t]
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PROBLEME DE REFLEXION

Remarque
K est donc le temps local de Z au point {o} , associé

a signe(o) = + 1, noteé LOE en [16].

Preuve
D'aprés [8] , L é&tant une semi-martingale positive,
son temps local en {0} vaut
o t
L . ZJOI{Zszo}(dVS + sz)

soit encore

=
-+

t
K, = -J 1 _Ldv o+
t o {Zs-o} S

Remarque
Les conséquences de la forme explicite de Kt sont de
plusieurs ordres.
Les formules (1) montrent immédiatement que K et Z sont
mesurables par rapport a la filtration engendrée par Y . Un
article du méme volume ([9]) développe ces propriétés de
mesurabilité et en conclut des égalités de différentes filtrations.
D'autre part, Kt est exprimé comme le processus
maximal d'une semi-martingale, ce qui permet d'utiliser les

inégalités de Burkholder-Davis-Gundy relatives aux martingales ;

nous en donnerons quelques exemples dans la suite.

Etablissons d'abord une proposition qui exprime comment

le PBR est 1ié au module des semi-martingales et a leur temps local.
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1.2.2

So
X = Xo + M
en o0 et
le temps lo

Al

1
(X7, 5 L%,

PBR (x; + J
PBR (|X | +

Preuve

I

donnent le

les proprié

En particul

it X wune semi-martingale continue de la forme

+ V o0 M est une martingale locale continue nulle
V un processus a variation finie. Désignons par L®
cal de X en {o}

ors le couple (X+, % L°), [respectivement

(1x]» L°)] est 1'unique solution du
t ot
1 dXx_) resp. : PBR (X _ = J 1 dx_),
o {Xs>o} S [ 0 o {XS;O} s
t .
J s1gneXSdXS)]

o

est clair que les trois formules

>

n

>
+

+
—_—
ps

+
NI —

—

t
X | = |Xo[ + JosigneXSdXs + L

0

résultat ; puisque le support de L est {s : X_ =

tés du PBR sont vérifiées.

ier on a

0

L7y

2 sup (sup (-X

fo.t]

.t
- Jol{xs>o}dxs,o))

t

2 sup (sup (—XO' + J

fo.t] °

I{Xs;o}dxs’o))
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PROBLEME DE REFLEXION

= 2 sup (sup (-[XO|- J signe(Xs)dXs,o))

[o1] :

Si D désigne le premier temps d'atteinte de {o} par X,
la premiére expression s'écrit encore

o Dvt
L - 2 sup (- . 1{Xs>o}dxs)
[D,Dvt]

et de méme pour les deux autres.

Nous allons démontrer des inégalités du type Burkholder-Davis-Gundy

pour la solution du PBR associé & une martingale continue ;
nous en déduirons grace a la proposition I1.2.2 une application

a la partie positive des martingales.

Propositionl.2.3

Soient Y une martingale locale continue, de processus
croissant <Y,Y> et (Z,K) 1la solution du PBR associée & Y.
Nous désignons par <<Y,Y>% le processus croissant Yg+<Y,Y>t.
Pour tout p, 1l<p<+o , il existe deux constantes strictement
positives, ¢ et C , ne dépendant que de p, telles que

p/2 P/2

¢ E(«Y,¥>> ) < E(sup Zg) < C E(Y,Y>> ).
= t = fo o]

Démonstration

Nous désignons par (1) 1'inégaliteé

123



N. EL KAROUI - M. CHALEYAT - MAUREL

p/2

¢ E(eecY,Y > ) £ E(sup Zg)

t
et par (2) 1'inégalite
P p/2
E(sup Zt) 2 C E(z<cY,Y> )
t oo
a) Nous commengons par justifier 1'inégalité (2)

Par construction, Zt = Yt + Kt’ ol Kt = sup (Ys) .
s<t

ce qui entraine que : sup Zt <2 suplYt| .
t t

Nous concluons &8 1'aide des inégalités de Burkholder-Davis-Gundy,

qui impliquent en particulier que

p p/2
E(suplYtI ) £ K E(<«<Y,Y>> ), et donc que
t
p p p/2
E(sup Zt) S 27K E(<<Y,Y>> ) .
t (o]

b) L'inégalité (1) s'établit moins aisément. Nous utiliserons
une démonstration trés proche de celle proposée dans ﬁo] (p350)
pour montrer 1'inégalité de Davis, deuxiéme moitieé.

Remarquons tout d'abord, que si 1'inézalité (1) est
vraie pour toute martingale locale Y telle que

i) Vo >2a >0 , ii) Y et Z.¥ sont des martingales
locales de H' od 7 est la solution du PBR associée a VY s
alors 1'inégalité (1) est satisfaite pour toute martingale locale.

En effet, si Y est une martingale locale continue, il

existe une suite (Tn)ncN , tendant vers +> , telle que les
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PROBLEME DE REFLEXION

T
martingales locales Yy " et (Z.Y) n appartiennent & H'.

Désignons par (Z"’E,K"’e) la solution du PBR associée a
T

Y€ =y My e et par (Zn,Kn) celle associce a Y "

D'aprés la formule d'Ito,

t
. 2 2 »€E n s
(z":¢- 22) = e+ 2{0(22 - Zg)(dK"2E - dKD) < e

€ . ~ n
AR converge donc p.s uniformément en t vers Z

n, e n
ISgPIZ e sgplltll e
n Tn .
Par suite, si Z.Y appartient & H! , il en est de méme
de zM:®.yMe& | L'inégalité (1) est donc satisfaite, par

hypothése, par y":€ et z":€ et donc aussi aprés passage
T
i la limite, par (Y ",zM)

I1 reste a faire tendre n vers + « en remarquant que 22 = Zt T
T T »

et que <<Y n,Y ">>w = <<Y,Y>>T
n

c) Nous pouvons donc supposer que Y > a > o et que Y et Z.Y

appartiennent a H!

Désignons par Zt le processus croissant sup ZS
s<t
Puisque Y0 >a>o0 , l; est bornée par g , et nous pouvons
YA
écrire comme dans [10] (p350) que, d'aprés 1'inégalité de

Schwarz,
<<Y,Y>>00 1/2

(3) E V<Y, Voo < [E(2X2 [E ()]

Zco
<<Y,Y>>
Nous nous proposons de majorer E(-1r-—3) par E(Z:) + K ”Ylle
yA
D'aprés 1'inégalité (3) , en posant A = [[Y|| ., et B = E(ZY),

A< VB VBr KA , od par hypothése o < A < +
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Or cette inégalité ne peut étre satisfaite que si

0 < A< B(EL%§315)

, soit encore A < c B

<<Y,Y>>oo
d) Montrons donc que E(=——5—) < E(Z )+ KIIYH
Z

La martingale Ht = E(l;/fi) est bornée, ainsi que le produit

de H par le processus croissant Zt (Zth < 1, p.s.)

Comme Zt < Z: , d'aprés la remarque de [10] p 336), 1la
martingale Z.H a une norme BMO majorée par une constante
k(= VE3. D'aprés 1'inégalité de Fefferman, pour tout temps

d'arrét T

T
Efo|d<v,z.Y>t| < V2 [ ZH gy VI o <VZ Kk IIYIE s

Or <Y,Z.H> = <Z.Y,H> <car Z.Y appartient & H! |

Par suite, si S est un temps d'arrét qui réduit fortement 1la

martingale (Z.Y)H - <Z.Y,H>
E(<Z.Y.H> )| = |E(Z.Y. H )| < N2k |
£ RIER IR Y1 g
H est bornée, Z.Y appartient a H! , nous pouvons donc faire

tendre S vers +wo dans 1'inégalité précédente, qui s'écrit alors

[E(Z.Y_ H )< V2 k NIY] -

or ZE = 2(Z.Y), + <<¥,Y>>, donc,

t
<<Y, Y>> Zi .
E(T) < E(-Z—*) + 2k 1Yl H1 < E(Zm) + KoYy H1

ce qui achéve la démonstration.

Corollaire 1.2.4 Soit X une martingale locale continue, de

partie positive x*
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PROBLEME DE REFLEXION

(1) c E([(xD)% + f:1{xs> o1 d<X,x> 7Py < £ [(sup X1)P]
<¢C E[((X;)Z + f:l{xs”} d<X,X>S)P/2]
(2) ¢ E(r:1{0<xs<%l_g} 4k x5 P12 < E[(LO)P]
<C E(f:1{0<xs<%L2} d<x,x>)P/?
Démonstration

Les inégalités (1) sont une conséquence immédiate de la
proposition 1.2.3 car Xx* est la solution du PBR associée &
N t
Yt = X0 + fo%Xs>°} dXS

la martingale Tlocale

Quant aux secondes inégalités, elles s'établissent a partir de

la formule L2 = sup (-YS)+ et de 1'inégalite
o<s<t

lorsqu'on a remarqué que

(1)
{

_ +. 10
—YS>0} = {Xs<2 LS}

1.3 Lois

des solutions dans le cas brownien

Proposition I1.3.1

Soit (Z,K) 1la solution du PBR associée a un mouvement
brownien tel que wo >0 ; la loi de Z
du module du mouvement brownien.

W

est alors celle

Preuve

D'aprés la proposition I1.2.2. le couple

(|W],L%)

est
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- t
solution du PBR asocié & wt = wo +r signe(ws)dw H

s
- )

or wt est un mouvement brownien car c'est une martingale

t
continue de processus croissant f signe2 wsdwS =t 3 2

0
ainsi les processus Z_ = W_ + sup W_ et |W_| = W_ + sup W

t t [O,tls t t [O,tls

ont méme loi
Remarque : Nous retrouvons ici un résultat analogue a celui
de Levy [11] qui prouvait que les deux processus |B .| et
sup BS - Bt ont méme loi ol Bt est un mouvement brownien.
fo.t]
1.4 Un changement de temps

Proposition 1.4.1

Soient Y une martingale continue telle que 1im Yt = +op.s.

. .. t—
et <Y,Y> son processus croissant associé. Nous notons “A e

processus croissant continu défini par

A, = r 1 d<Y,Y>
t o {YS>0} S
Alors Yj a méme l1oi que le module du mouvement brownien réel,
t
ol % désigne le changement de temps continu a droite, inverse
de A
Preuve

(a) Commengons par démontrer que sous 1'hypothése Tim Yt = o ,

t=sw
Aoo = o p.S.
Appliquons la formule de Tanaka-Meyer au processus Yt+
t
+ + 1,0
Yo =¥ # fo Myssoy®s 2 by
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PROBLEME DE REFLEXION

t

La martingale continue Mt = fo 1{Ys>o}dYs a pour processus

croissant A , c'est donc un mouvement brownien changé de temps

t
par At . On écrit alors
+ + l 0
Yo = Yo * Bp *t3ly

D'aprés la proposition I1.2.2 on a

1 .0
5 L = sup (Y + B )
2 t [o,t AS
d'od 1o < sup |Y_ © + By | < sup |Y o+ B ]|
2 ©° =" o] AS 0 s

Soit w appartenant & 1'ensemble {AOo < + »} , alors L < =

oo

car B est continu et donc en réutilisant la formule de Tanaka

on aurait 1im Y, < »« , ce qui est impossible
t > t

Donc A_ =«p.s.

{(b) Reprenons la formule

\

+ +
Yt - Yo By

et on fait formellement le changement de temps jt

+ + 1,0
Y. =Y. + B8 + 5 L .
It Jo Ajt 2 It
+ . . s
th = YJt car J, appartient a {s : YS > o0} . Donc
+ 1 o
Y =Y. + B, + 5 L .
it o toz oy
L°j ne croit que sur {s : Y+j = 0} donc, d'aprés la proposition
s
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1.s.1 , Yj a méme loi que le module du mouvement brownien.
t
Remarque : <ce résultat figure, pour le mouvement brownien, dans

Ito-Mc Kean ([12] p 81 )

I EQUATIONS STOCHASTIQUES REFLECHIES

Nous nous proposons d étendre la méthode des équations
différentielles stochastiques de Catherine Doléans-Dade Dﬁ]
a des équations de réflexion ; le probléme (R) défini
précédemment permettant de construire des solutions approchées.
Cette idée a &té utilisée par Bensoussan et Lions [5] pour des
équations browniennes. Dans le premier paragraphe nous résolvons
un systéme stochastique réfléchi et ensuite, dans le paragraphe
deux nous appliquerons ces résultats aux équations différentielles
stochastiques de réflexion sur IR ; enfin, dans les paragraphes
trois et quatre nous démontrerons un théoréme de comparaison des

solutions puis un théoréme d'unicité trajectorielle.

IT.1

Nos notations seront celles de [13]
(Q,L;,P) désigne un espace de probabilité complet muni d'une
filtration satisfaisant aux conditions habituelles.

Soit M wune martingale locale continue, réduite par une
suite de temps d'arrét Tn ; son processus croissant est noté
<M,M> . Par ailleurs, si T est un temps d'arrét, nous

P T .
désignerons par M la martingale locale Mt/\T
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PROBLEME DE REFLEXION

D'autre part, soit A un processus continu, a variation
finie, dont la variation est notée |A|
Enfin, soient f et g deux applications de

Rx:R*  dans RY et un processus tels que

Nt
(Ll) Pour tous w,S,X,Yy

|g(S,o.),X) - Q(Saw,.Y)| + |f(5,w,X) - f(S,w,YH ile_yl

(L2) Pour tous w et x, les fonctions f et g sont

continues & gauche et pourvues de limites & droite.

(L3) Pour tous t,x , les fonctions f(t,.,x) et g(t,.,x)
‘-J
sont J‘t-mesurab1es.
(L4) Ny est un processus adapté, continu, positif.

Définition II1.1.1

On appelle solution du systéme stochastique réfléchi (I)
tout couple (X,K) satisfaisant a

t t
(a) Xy =n, + fof(s,Xs)dMS " fog(s,XS)dAs + K,

(b) Xt est un processus adapté, continu, positif

(c) Kt est un processus croissant, continu, adapté, nul en o,

tel que :
f:XSdKS =0 Pp.sS.

Théoréme II.1.2

Sous 1'hypothése (L) , le systéme stochastique (I)

admet une solution et une seule.
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Preuve
Nous suivons de prés la démonstrationde[141 , en procédant
aux mémes simplifications. On montre de la méme maniére que,
si pour tout K, il existe b>o , tel que 1'existence et
1'unicité aient 1ieu pour f et g lipschitziennes , bornées
en x =0 , tout ny borné, tout couple (M,A) ol
M est une martingale continue de carré intégrable nulle en zéro
telle que <M,M> < b2 5
A est un processus & variation finie, continu, nul en zéro tel
que |A] < b 3
alors, 1'existence et 1'unicité ont lieu sans restriction.
Nous prendrons donc les hypothéses supplémentaires
(Hl) |[f(ssws0)| < ¢ |9(s,ws0)| < ¢

o) <MMs_ < b® . [A] <b avec 2VIO Kb< 1

(H3) Sléplnt[ <N

Construction par approximations successives

Nous désignons par Jf 1'ensemble des processus continus,
adaptés X tel que x* = sup|Xt| appartienne a L2 muni de la
t

norme

NI =1 x4,
Nous allons résoudre le systéme (I) sous les conditions (L) et
(H) dans o

Etant donné Z dans Bﬂp , nous notons (R(Z),KZ) la solution
t t
f(s,2)dM, + f g(s,7)dA,

du PBR associée a N + f
)

0
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Lemme II.1.3

Si Z et Z' sont deux éléments positifs de H , alors

(a) R(Z) et k! appartiennent 3 MHP

(b) i1 existe deux constantes h et

IIR(z) - R(z*) Ml < (lz-2'

ke - k21 < h iz -z ||

Preuve
(a) IT1 suffit d'établir la propriéteé

Z' =0 montre que

h 1

(b)

Mrez)Il < n llzll + [l RCo) I

Or R(o) west 1'unique solution du PBR associé a

rt rt

telles que

qui, appliquée &

0
YL =g + ] fs,w,0)dMg + J 9(s,w,0)dA
0 0
on a donc K° = sup YO < sup|Y? |
t ¢ t t
et R(o), = vo 4+ k° ce qui entraine
t t t

sup R(o), < 2 sup v°
t t= t'tl

IT reste a calculer ”|Y°|”

D'aprés 1'inégalité de Doob,

f(s,0,0)dM ) %) < 4 Eff 2(s,w,o)d<M,M>S < 4c2?

t
E(sup(J
t o] 0
et supIrt ( ydA_| ~ ( d|A
g{sS,w,0 < S,w,0 b.
u JO sl < Jog w,0)d[A ] < ¢
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Par suite
2 2
VoM%< s(linll® + acPb?+ c¢B%) < 3(n? 4+ 5c%Y)
et M2 < 3(N 2+ 5¢2b2)
do [IR(o) 12 < 6(N2 + 5P b2)

(b) Pour é&tablir les inégalités, posons

t
Z _
Yt = n 4 Jof(s,uo,Zs_))dMs + rog(s,w,zs)dl\S

VA z' vZ' z 7'
[K® - K® |, = |sup Y < sup _|YZ - YT |
N A G 0,6] * °
) z z'
et sup |R(Z) - R(Z')| < 2 sup |Yt - Y |
t - t
Le méme calcul que ci-dessus montre que
t 22 2
E(sup If (f(ssw,Zg) = f(s,w,Z'())dM, | ) < 4k iz - 2
t (o]

et

t
sup lf (g(s’w9zs) = g(S,w,Z'S)dASI ; Kb IZ - Z'l*
t 0

od K désigne la constante de Lipschitz de f et g

Par suite
"2 2,2 D2
IK? - k2705 < 10k%° iz - z* |l
Y 2
et IR(Z) - R(ZHINZ < 402 fllz - 2l
b satisfait a : ZVTEZKb <1 ; 1'opérateur qui @ Z associe

R(Z) est contractant. I1 existe d'aprés le théoréme du point fixe
un processus X de H#f unique dans K tel que : R(X) = X

et alors KX ne croit que sur {XS = 0}
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I1 reste & montrer que toute solution est dans &f

Soit X une solution ; notons T = inf{s : X_ > m} , XT est

s
solution du systéme associé a MT et AT 3 comme XT est borné

T appartient a Jﬁ et coincide en raison de 1'unicité

par m , X
avec la solution unique de Jw . I1 ne reste plus qu'a faire

tendre m vers 1'infini

I1.2 Application aux équations de réflexion sur IR

Définition I1.2.1

Soient ¢ et b deux applications mesurables et W
un mouvement brownien réel.
On dit qu'un couple (X,K) est solution d'une équation de

réflexion sur IR si

t
(a) Xt = XO + f o(XS)dwS + f b(XS)ds + Kt
(b) X west positif, continu, adapteé.

(c) K est un processus croissant, nul en zéro tel que
X dK_ = o0
fo s s

En utilisant le théoréme 1II.1.2 , on voit,si o et b
sont lipschitziens, qu'il existe une solution et une seule au
systéeme (II) , mesurable par rapport a la filtration naturelle de
W . Yamada ([15]) a montré 1'existence et T1'unicité avec des
hypothéses plus faibles, par exemple o et b héldériens

d'ordre o > %
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Par ailleurs, si 02 ne s'annule pas, les travaux de

Stroock et Varadhan [2] montrent que le systéme II admet une
solution faible pour des coefficients continus (c'est-a-dire
qu'il existe un mouvement brownien tel que le systéme II admette
une solution),

Rappelons que lorsqu'il y a existence et unicité de 1la
solution, le processus X est un processus de Markov fort

t
(voir [4]).

Remarque : Puisque X est positif ou nul, ona : X = X
et donc : si L°t est le temps local de X ,
X, = x + (1 (X_)dW_ + ) b(X_)ds + 5 L°
t 0 fo {Xs>o}0 s/ Vs Jo {X;>03 s 2 -t
. . . t
en utilisant le fait que fol{xs>°}dK5 =0
De plus, nous savons (cf RPG) ue rt1 2 X_)ds =
p s q JO {XS= 0}0( s =0
2, .t
soit encore o (o)J Loy o ds = o
o Xg = 0}

Le systéme (II) est donc équivalent au systéme (II)'
t it
(a) X, =X, + fo Lx oy o) + [ Ly Loyb(x)ds + L

(b) X est positif, adapté, continu

(c) L est un processus croissant, nul en zéro, tel que

X dL_ = o0
fo s s
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En effet, si (X,K) est solution de (II), (X,K-b(o)f.l{X =o}ds)
o s

est solution de (II)' car d'aprés la proposition I.2.1,

K, - b(o)[

1 roc us i .
. {XS=o}dS est un process croissant

[
o

t
Remarquons que si o2(o) # o alors f Lix =0¥ds =
o s

et (II) et (II)' ont les mémes solutions.

Précisons ce qui se passe lorsque 02(0) =0

Proposition I1.2.2

Supposons que o vérifie |o(x)]| <K|x| dans un
voisinage de zéro, alors le processus croissant Kt solution de
(IT) est égal a

K b()rtl d
= - b(o _,ds.
t Jo {Xs-o}

Preuve
En utilisant la proposition I.2.1 et une forme explicite

du temps local (voir [16]) on a

: K b(X_ )ds + 1i 1ft1 2(x )4
- = s im 3 o s
t Jo {XS—O} S re>o0 2r o {O<XS;Y'} S
(o) 1 d
- - 0 _ S
Jo {Xg=0}
car 1'hypothése faite sur o entraine |02(XS)[ < K2[Xs|2
et donc 1lim 1 Jtl UZ(XS)ds < lim KZ4r = 0
reo 2o lo<Xs<r) r=o0
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Remarque : On suppose ono
Supposons qu'il y ait unicité trajectorielle pour le systéme (II),
alors on peut distinguer trois cas

(1) b(o) >0

la solution unique est Ktzo et Xt solution de 1'équation

t it
X, = 1 X )dW_  + 1 b(X_ )d
t fo {Xs>o}°( LU Jo {X >0} (Xg)ds

(2) b(o) =0

Ta solution est tho s, K,.=

(3) b(o) <o

Ta solution est X,zo et K, = -b(o)t

I1.3 Théoréme de comparaison

Théoréme I11.3.1

On suppose o lipschitzien borné et on note X! et X2
deux solutions, si elles existent, du systéme (II) associées &

des coefficients bl et b2 continus, bornés, satisfaisant a
+

bl(x) < b2(x) xeR Alors
1 2 2 =yl
Xt <X Pps et XO X0 p.s
Remarque : Nakao ([17]) a démontré un théoréme analogue mais

sous des hypothéses 1égérement différentes (o>0)

Preuve

Appliquons Ta formule de Ito au processus (X2 - Xl)
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2 1. rt 2 1 1,0
(X - X)) =-[1,,2 1 (dX_ - dX_) + 5 L
Jo {XS<XS} s S 2 t
L°t est le temps local de X2 - X1 associé a signe {0} = 0 et
t 2 1,,2
0 . 1 f [o(XZ) - o(X.)]| ds
L%, = 1im = | 1 2,1 s s
t T oo ' Jo fo< (X -X ) <r
étant Tlipschitzien , Lotzo . Donc
2 1 - rt 2 1
(X, = X)) = -] 1,,2 1 Jo(X.) - o(X_)|dW
t t Jo {Xg <X} s s s
(2 b2(x%) - b (xbyas
Jo {XS<XS} S S
t
f 2 1
-1 1,2 1 (dK] - dK_)
Jo {XS<XS} S S
t t
f 1 f 1
9 2 1 = 2 =
mais Jol{xs<xs}dKS Jol{XS<0}dKS 0
2 .2 1
Soit T =1inf {s : b (X_)<b (Xl)}
2 2 s 1 % 2 1
on a ™0 car b (X O) > b (X 0) puisque X 0o = X 0 = X0
E 2 L - 2 1
On a (XtAT_ XtATL <o 1, car (thr' XtAT)- est une surmartingale
positive ; donc XtAT > thr
2 1
Soit p = inf {s : X < XS} .
2
IT est clair que p> 1 et X = X1 sur (p<w)
(Mais si p= o, 1le probléme est résolu)
Posant @ nouveau
2
' =1dinf {s >p : b (Xf) < bl(X:)}
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ona g1'>p car bl(Xg):> b2 (Xg) ; et par un raisonnement

analogue sur (X2 - xd )", on montrerait de méme que Xi > Xi

o+t p+t

dans un voisinage & droite de p , c'est & dire sur Lp,r'] 5
ce qui est contradictoire avec la définition de p et la

continuité de X ; p ne peut donc qu'étre infini.

I11.4 Un théoréme d'unicité

Théoréme II1.4.1

Supposons qu'il y ait existence forte des soluticns de
(IT) pour o Tlipschitzien borné et b continu borné ; alors il

y a unicité trajectorielle des solutions.

Remarque : Par existence forte, nous voulons dire qu'on suppose
que pour un mouvement brownien donné, il y a existence des solutions
du systéme stochastique. Skorokhod DS] a démontré ce résultat
dans le cas sans réflexion sur IR tandis, qu'a notre connaissance,
on ne sait démontref que 1'existence en loi des solutions pour le
cas avec réflexion.

Nous reprenons alors la démonstration de Skorokhod
( ﬂB] p 129) pour démontrer sous les hypothéses du théoréme, un

résultat d'unicité.

Preuve

Soient x1 et x2 deux solutions de 1II correspondant

a (o,b) , on veut montrer alors que x - x?

Pour ¢ de [o,1] on pose b ® =b - eo
+e

b b + eo
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et soient X (\r‘esp:C X+€) une solution de (II) <correspondant
a (o,b7%) (r‘esp'E (o,b%%) ).

On peut alors appliquer la formule de Cameron-Martin dans

toute sa généralité car 1'équation 02c = b' a une solution

c' =¢ (voir N. E1 Karoui [4]) ; Les lois u € et ut®  des

te

processus X & et X sont 1iées par

+€ rt t
(L, - exp(| 2edu - : f 4e? ds)
du € 0 s 0
+e
Soit (g-k'--)t = exp {2 Wy - 2€2t}
du €

On a b S<b<b™® , on peut alors appliquer le théoréme de

comparaison II.3.1 qui entraine que

-€ 1 +e
g 2 Xe 2%y
-€ 2 +e
et X t < Xt <X t
On a [Xi - Xi] < (X+i - X'i) et on conclut comme dans Skorokhod
[18] , que
+ - + - .
ElXy - Xl < E(XT§ - X7§) = E(XTE - Xo = (X7§ = X))
. 2
= E[(X t 0 X (-1 + exp {2eW, - 2e°t})
< E(X_i - Xo)2 VE(-1 + exp{ 2eW, - 2e t} f
2 2 _(t 2
or E(-1 + exp{ ZENt - 2¢ t}) = 4¢” E exp(2€wS - 2¢ s) ds
0
< 452t tend donc vers zéro lorsque e ->0

Par suite, les deux processus X1 et X2 sont indistinguables.
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