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GROUPES p-DIVISIBLES 

INTRODUCTION 

0. 1. Soit p un nombre premier, soit k un corps parfait de caractéristique 

p , soit A = W(k) l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans k , 

soit A' l'anneau des entiers d'une extension finie totalement ramifiée du corps 

des fractions de A et soit e le degré de cette extension . 

Le présent mémoire a pour objet 

■ la classification, à isomorphisme près, des (schémas en) groupes formels 

commutatifs sur k ; 

■ la classification, à isomorphisme près, des (schémas en) groupes formels, 

lisses et de dimension finie, sur A et sur A' si e s; p-1 ; 

■ la classification, à isogénie près, des groupes de Barsotti-Tate (ou groupes 

p-divisibles) sur A' . 

0. 2. Ce mémoire a été conçu pour pouvoir être lu par les non-spécialistes : 

il suffit, en principe, de connaftre un peu d'algèbre commutative (par exemple 

celle de Bourbaki) et les rudiments du langage des catégories (par exemple, 

[40]). On a essayé d'être aussi "élémentaire" que possible. On a systémati

quement négligé le point de vue "géométrique" au profit du point de vue 

"fonctoriel" (et on a escamoté les difficultés d'ordre logique : les "catégories" 

de foncteurs que l'on considère ne sont de "vraies" catégories qu'à condition 

de se restreindre à un univers convenable, ce qui est implicitement supposé). 

Dans cet esprit, donnons, dès maintenant, quelques définitions (nous les re

prendrons dans un cadre plus général au chapitre I) : soit B un anneau qui 

est soit k , soit A , soit A' : 

■ on appelle B-anneau fini toute B-algèbre associative, commutative et unitai

re qui est un B-module de longueur finie 

■ un B-foncteur formel est un foncteur covariant de la catégorie des B-anneaux 

finis dans celle des ensembles ; on dit que c'est un schéma fini sur B 
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INTRODUCTION 

s'il est représentable, que c'est un schéma formel sur B si c'est une li

mite inductive de schémas finis ; 

■ un B-foncteur en groupes formels (commutatifs) est un objet en groupes 

(commutatifs) dans la catégorie des B-foncteurs formels ; autrement dit c'est 

un foncteur covariant de la catégorie des B-anneaux finis dans celle des 

groupes (commutatifs) ; un groupe formel sur B (resp. un groupe fini sur k) 

est un foncteur en groupes formels dont le foncteur formel sous-jacent est 

un schéma formel (resp. fini) 

■ un groupe formel G sur B est lisse si, pour tout B-anneau fini R et 

tout idéal I de R de carré nul, l'homomorphisme canonique de G(R) 

dans G(R/I) est surjectif ; 

■ un p-groupe formel G sur B est un groupe formel commutatif de p

torsion (i.e. G s'identifie à lll!l Ker Pn\G) ; 

■ un p-groupe fini sur k est un p-groupe formel qui est un groupe fini ; 

■ un groupe p-divisible, ou de Barsotti-Tate, sur k est un p-groupe formel 

tel que la multiplication par p est un épimorphisme, à noyau fini ; un 

groupe p-divisible, ou de Barsotti-Tate sur A ou A' est un p-groupe for

mel lisse qui, par restriction aux k-anneaux finis, définit un groupe p

divisible sur k (en fait, il y a seulement équivalence entre la catégorie 

des groupes formels que l'on vient de définir et celle des groupes p-divi

sibles). 

0. 3. Il nous a semblé utile de rassembler dans un chapitre préliminaire (chap. I) 

les résultats classiques et élémentaires sur les groupes formels qui sont utili

sés dans la suite. Il ne contient aucune idée vraiment nouvelle, tout au plus 

quelques variantes de résultats bien connus ([ 13] , [ 14] , [ 15] , [2 7] , [28] , 

[36]). Sa lecture est vivement déconseillée aux spécialistes qui l'utiliseront 

comme un chapitre de références. 

0.4. Les quatre premiers paragraphes du chapitre II ont pour objet l'étude et la 

construction des covecteurs de Witt. 

Soit m un entier :2: 1 . On sait ce que c'est que le schéma en anneaux 

commutatifs W des vecteurs de Witt : pour tout anneau commutatif R , m 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

W (R) 
m 

est formé des éléments de la forme C, 0 ,a 1 , ... ,am_ 1) , avec les ai 

dans R ; l'addition et la multiplication sont données par des polynômes conve-

nables à coefficients entiers rationnels (cf. n° II.1). 

Le morphisme de schémas Vm: Wm - Wm+l, qui, à (a 0, ... ,am_ 1)EWm(R), 

associe (0,a 0, ••. ,am-l) E Wm+l (R) , est compatible avec l'addition. Par pass3-

ge à la limite, il nous permet de définir le ~-foncteur en groupes commut.jtifs 

CWu 1~ W , que nous appelons le groupe des covecteurs de Witt unipo-
m 

tents. 

Pour tout anneau commutatif R , on peut munir le groupe CWu(R) d'une 

structure de groupe topologique (telle que si cp : R - S , l'homomorphisme 

CWu(cp) est continu). On note CW(R) le complété séparé de CWu(R) pour 

cette topologie. En tant qu'ensemble, CW(R) s'identifie à l'ensemble des co

vecteurs de \/l'itt 

.§. = ( ... , a , ... , a 1 , a 0) , -n -

où les a sont des éléments de R vérifiant la condition -n 

~ il existe un entier r :2: 0 tel que l'idéal de 

( pour n :2: r , est nilpotent. 

R engendré par les a -n 

Le groupe CWu(R) s'identifie au sous-groupe de CW(R) formé des .Q. 

tels que les 

CW(R) . 

a sont presque tous nuls ; c'est un sous-groupe dense de 
-n 

Cette construction est faite au § 1 . Les endomorphismes du groupe CW 

sont étudiés au § 2 . Par restriction à la catégorie des k-anneaux finis, CW 
/'. 

définit un p-groupe formel lisse CWk sur k qui est introduit au § 4. Le § 3 

"' a pour but de donner une description de l'algèbre affine de CWk et de cer-

tain de ses sous-groupes et ne joue qu'un rôle tout à fait secondaire. 

0. 5. Soit a le Frobenius absolu sur A (i.e. l'unique automorphisme continu 

de A tel que o(a) = ap (mod pA) , pour tout a E A) et soit Dk = A[I.,Y.] 

l'anneau (non commutatif si k ,J JFP) engendré par A et deux éléments I. 

et y soumis aux relations I.Y. = YI. = p , [a 

pour tout a E A . 

o(a)I. et aY. Y o(a) 

Appelons Dk-module A[I.] -profini tout Dk-module à gauche qui est un 
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A[E] -module profini sur lequel Y.. opère continûment. On montre que, si G 

est un p-groupe formel sur k , le groupe Hom(G, êwk) des morphismes (dans 
,,.... 

la catégorie des groupes formels sur k) de G dans CWk a une structure na-

turelle de Dk-module A[f_] -profini ; on le note M(G) et on l'appelle le module 

de Dieudonné de G . Il est clair que M peut être considéré comme un fonc

teur contravariant additif de la catégorie des p-groupes formels sur k dans 

celle des Dk -modules A[f_] -profinis. Les quatre premiers paragraphes du chapi

tre III ont pour objet la démonstration des deux théorèmes suivants 

THÉORÈME 1. - Le foncteur M est pleinement fidèle et induit une anti

éguivalence entre la catégorie des p-groupes formels sur k et celle des Dk -

modules A[f_] -profinis. 

-" 
THÉORÈME 2. - Le groupe CWk est un objet injectif de la catégorie des grou-

pes formels commutatifs sur k . 

On construit, en outre, un foncteur quasi-inverse Q du foncteur M 

si M est un Dk-module A[f_] -profini 

■ pour tout k-anneau fini R , le groupe Q(M)(R) est le groupe 
cont -" 

HomD (M,CWk(R)) des applications Dk-linéaires continues de M dans 
k 

CVv'k(R) ' 

■ si cp : R - S est un morphisme de k-,rnneaux finis, l'application Q(M)(cp) 

est la flèche évidente. 

0. 6. Appelons Dk -module fini tout Dk -module à g :rnche qui est de longueur 

finie en tant que A-module. On a une notion de dualité dans la catégorie des 

Dk -modules finis (cf. n° III.5) et nous notons M' le dual d'un Dk-module 

fini M 

Si G est un p-groupe fini sur k , notons ID(G) son dual de Cartier ; 

c'est un p-groupe fini sur k et M(G) et M(JD(G)) sont des Dk-modules 

finis. L'objet du § 5 du chapitre III est de montrer que les foncteurs 

G - M(ID(G)) et G - (M(G))' sont naturellement équivalents. On y utilise, 

de façon essentielle, le § 6 du ch3pitre II qui a pour objet l'étude de l'expo

nentielle d'Artin-Hasse, la construction d'un anneau un peu compliqué, noté 

C/\(k) = ck , et l'étude des covecteurs de Witt à coefficients dans ck . 
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On déduit facilement de ce résultat le fait que le foncteur "module de 

Dieudonné des p-groupes finis sur k " construit dans ce mémoire est naturel

lement équivalent au foncteur "module de Dieudonné traditionnel" (qui nécessi

te la décomposition du groupe considéré en le produit d'un groupe unipotent par 

un groupe de type multiplicatif) . 

La construction de l'équivalence naturelle entre G - M(Il:XG)) et 

G ..... (M(G))' utilise un intermédiaire : la construction d'un foncteur covariant 

M' de la catégorie des p-groupes finis sur k dans celle des Dk-modules 

finis, qui est l'analogue, pour ces groupes, du module des courbes typiques de 

Cartier pour les groupes formels lisses et connexes sur k : en tant que groupe 

M'(G) est le sous-groupe de G(ck) formé des a, tels que ue(a,) = 0 , pour 

tout nombre premier e -:j p (où u e est l'analogue de l'opérateur Fe O Ve de 

Cartier). Si G est un groupe connexe tel que F~ = 0 , on a 

G(ck) = G(k[T] /I'Pm) et la construction de M' (G) se simplifie considérable

ment. 

O. 7. Le § 6 du chapitre III a pour objet de donner une autre description du mo

dule de Dieudonné d'un p-groupe formel sur k lorsque celui-ci est lisse. 

C'est en fait le point de départ du chapitre IV et on y utilise de façon essen

tielle l'étude du "relèvement des covecteurs" faite au § 5 du chapitre II. 

0.8. Le but du chapitre IV est la classification des p-groupes formels lisses 

sur A' , à isomorphisme près, lorsque e s; p-1 et des groupes p-divisibles 

sur A' à isogénie près, pour e quelconque. 

Le § 1 correspond au cas e = 1 , autrement dit A = A' , que nous avons 

préféré traiter séparément afin de ne pas mélanger les difficultés. 

Soit G un p-groupe formel lisse de dimension finie sur A et soit R 

son algèbre affine. Par extension des scalaires, G définit un p-groupe formel 

lisse Gk sur k dont l'algèbre affine est Rk = R ®A k = R/pR . Soit K le 

corps des fractions de A et soit R =o® K 
K "' A 

Avec des notations évidentes, 

soit pU(R) le sous-A-module de iiK formé des a, tels que da, E OA (Dt) , 

module des A-différentielles continues de l' .rnneau R , identifié à un sous

module de ~(RK) . On munit Pu(R) d'une topologie A-linéaire convenable et 

on note P(R) le séparé complété de Pu(it) pour cette topologie (si G est 
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connexe et si (X 1 ,x2 , ... ,Xd) est un système de coordonnées pour R, i.e. 

si 6-1, = A[[X 1 ,x2 , ••• ,Xd]] P(R) s'identifie au module des séries formelles en 
oa les X. , à coefficients dans K , qui vérifient ~ E R , pour tout j ) . On 

J J 

construit au § 5 du chapitre II une application A-linéaire continue 

w R : êw k (Rk) - P(R)/pR qui est, en fait, un isomorphisme. 

A 

Soit L : R - R ®A &t le coproduit. Cette application se prolonge en une 

application, encore notée L , de P(R) dans P(R ®A R) . Soit 

?7( J:!(G) = [a E P(R) 1 La - a® 1 - 1 ®o. E prl®A R} 

On démontre au § 6 du chapitre III que wil, induit un isomorphisme de M(Gk) 

sur MH(G) = ?T(J:! (G)/pR . 

Notons J:(G) le sous-A-module de P(R) formé des a tels que 

La a® 1 + 1 ®a . Soit p(G) l'application A-linéaire composée 

J:(G) 
incl. can. 

'll,J:!(G) 
proj. can. 

MH(G) iso.can. 

on dé!'1.ontre que l'application p(G) : .1:(G)/pJ:(G) - M(Gk)/I.M(Gk) , induite 

par passage aux quotients, est un isomorphisme. 

Soit 
e 

la catégorie dont les objets sont les triplets U: ,M,p) /\A 

• où M est un Dk-module profini, tel que l'action de .E sur M est in-

jective et M/I.M est un espace vectoriel sur k de dimension finie, 

■ où J'. est un A-module libre de rang fini, 

■ où p : J'. - M est une application A-linéaire qui induit, par passage aux 

quotients, un isomorphisme p : J:/p.i: - M/.EM ; 

et dont les flèches sont évidentes. 

On voit que l'on peut considérer la correspondance 

comme un foncteur contravariant additif J:M de la catégorie des p-groupes 
e 

formels lisses sur A dans /\A . Le but du § 1 du chapitre IV est de montrer 

que, si p 'f 2 , ce foncteur est pleinement fidèle et induit une anti-équivalen

ce entre les deux catégories. On a des résultats analogues pour p = 2 à 

condition de se restreindre soit aux groupes "unipotents" soit aux groupes 

connexes. 
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Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A et soit 

a un A-anneau qui est un A-module libre de nng fini. On donne aussi une 

description du groupe G(g) à l'aide du triplet (.î-, M, p) = .tM(G) : soit 

gk = a@ k 
A ' aK=a@AK ' soit N (a) 

s, 
le groupe des applications A-linéaires 

de .î, dans g et soit GM(g) le groupe des applications Dk-linéaires conti-
,,__ 

nues de M dans cwk(akl; si Pi° 2 ou si G est unipotent le groupe G(a) 

s'identifie canoniquement, et fonctoriellement en g , au sous-groupe de 

N .î- (g) X GM(a) formé des (x.î, ,xM) tels que le diagramme 

xs, 
----aK 

~j. 

/gK/pg 
xM ,,..._ _,,..,,,--- w'à 

--- cwk (gk) M 

(où w8 est une application A-linéaire construite au § 5 du chapitre II) est 

commutatif. 

Dans le cas des groupes p-divisibles, l'application p(G) est injective 

soit L(G) l'image de .î-(G) par p(G) . En associant à G le couple 

(L(G), M(Gk)) , on obtient une anti-équivalence entre la catégorie des groupes 

p-divisibles sur A et une catégorie H~ dont les objets sont des couples 

(L, M) , où M est un Dk -module et L un sous-A-module de M , avec des 

propriétés convenables. 

0.9. Pour pouvoir obtenir, sur A' , des résultats analogues à ceux que l'on 

a sur A , on est conduit à introduire un foncteur M - MA, de la catégorie 

des Dk -modules dans celle des A'-modules, et c'est l'objet du § 2 du chapi

tre IV. 

Soit M un Dk -module. Pour tout entier j , soit M(j) le Dk -module 

déduit de M par l'extension des scalaires oj (où a est le Frobenius abso

lu). Le décalage (resp. le Frobenius) induit une application Dk-linéaire 

v. : M(j) - M(j+l) (resp. f. : M(j) - M(j-1)) . Soit m l'idéal maximal de A' 
J J 

Alors MA' est la limite inductive d'un diagramme (assez compliqué) dont les 

objets sont certains des i@ M(j) et les flèches sont construites à partir des m A 

V. et des f. Lorsque e s p-1 
' MA' est la limite inductive du diagramme 

J J 
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où ~0()1.0.9.) = À 0.9. 

cp O (À 0 .9.) = À 0 f l (_g_) • 

À 0.9. 

Dans le cas particulier où M est un A-module libre de type fini (i.e. 

où M = ~(Gk) ' avec Gk un groupe p-divisible sur k ), on a une applica-

tion A' -linéaire de MA' sur un réseau de MK' = M0 K' (où K' = Frac(A')) 
A 

que l'on peut décrire très simplement. Le noyau de cette application est la par

tie de torsion (MA,\or de MA, ; celle-ci est nulle si e:s;p-1 , mais est 

un A' -module fini, non nul, en général, si e::? p . 

0. 10. Dans le § 3 du chapitre IV, on utilise les constructions du § 2 pour éten

dre aux A'-algèbres les résultats sur les relèvements des covecteurs dans les 

A-algèbres obtenus au § 5 du ch3pitre II 

• soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A' et soit it 

son algèbre affine. On définit, comme dans le cas e = 1 (n° 0. 8) un A' -

module topologique P (it) . On note l'adhérence du sous-A' -module 

de engendré par les éléments de la forme -n Pn P a , avec a Emit 

et n E IN (si e :s; p-1 , on a P' (~) = mi-l) • Soit Rk = R~, k • On cons-
r- r-

truit un isomorphisme w'il. du A'-module cwk,A'(itk) = (CWk(Rk))A, sur 

P('il.)/P'(R) . 

• soit g un A' -dnneau qui est un A' -module libre de rang fini. Soit 

8K = 8QSA K = 8®A' K' , ~k = 8®A' k = 8/mg . On définit, comme pour R ' 

un sous-A'-module P' (g) de 

linéaire de 

8K . On construit alors une application A' -
/',. 

(CWk (gk))A' dans gK/P' (S) . 

0. 11. Conservons les hypothèses et les notations du n° précédent pour décrire 

les résultats du § 4 du chapitre IV 

Le coproduit 6. : 'il. - R®A R se prolonge en une application encore notée 

6. de P(R) dans P(R®AR). Nous notons 77,lfA 1 (G) le sous-A'-module fermé 
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de P(R) formé des a tels que 6a - a® 1 - 1 &a E P' (n,®A R) et 

MHA' (G) = o/f(J:!A' (G)/P' (R) . On démontre que l'application w'n induit un isomor

phisme canonique de MA 0 (Gk) = (M(Gk))A' sur MHA 0 (G) 

Soit .l':.A, (G) = [a E P(n,) 1 6a = a® 1 + 1 ®a} et soit p A' (G) l'application 

A'-linéaire composée 

incl. 
s,A' (G) ----

proj. can. iso.can. M (G ) 
A' k 

On définit alors une catégorie 

(s,,M,p) où M est un Dk-module, 

e 
/\A' , dont les objets sont des triplets 

S, un A' -module et p une application 

A'-linéaire de S, dans MA' vérifiant des propriétés convenables. La corres

pondance G - (S.A' (G), M(Gk), PA' (G)) définit un foncteur contravariant additif 

S,MA' de la catégorie des p-groupes formels lisses et de dimension finie sur 

A ' d e ans /\A' 

On montre que, si e < p-1 , le foncteur .î-MA, induit une anti

équivalence entre ces deux catégories. Pour tout G et pour tout A' -anneau g 

qui est un A'-module libre de rang fini, on peut donner une description du 

groupe G(g) , à l'aide du triplet .1,MA 0 (G) et de l'application wg , qui est 

du même genre que ce qui a été fait pour e = 1 . 

Si e = p-1 , on a des résultats analogues, à condition de se restreindre 

soit aux groupes unipotents, soit aux groupes connexes. 

Lorsque e est quelconque, .i:MA' n'est pas pleinement fidèle (du moins 

si e2:2p-1) et je ne sais pas décrire l'image essentielle. Toutefois, à tout 
e 

objet (s,, M, p) de la catégorie /\A' , on peut 3ssocier un foncteur en groupes 

G sur la catégorie des A'-anneaux qui sont des A'-modules libres de 
(S, ,M, p) 

rang fini. Si (.i:,M,p) = .î,MA 0 (G) , où G est un p-groupe formel lisse et de 

dimension finie sur A' , on peut construire deux morphismes de foncteurs en 

groupes cpG: G - G(.i:,M,p) et vérifiant 

dépend que de e 

et ,1, t 'd 
cpG O "G = p · 1 G 

(.î, I M, p) 
c'est le plus grand entier tel que 

(où t est un entier qui ne 

t n 
p -te ,;; p -ne , pour 

tout entier n 2: 0). 

O .12. Dans le § 5 du chapitre IV, on applique les résultats du § 4 aux groupes 

p-divisibles : si G est un groupe p-divisible sur A' , l'application p(G) 
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est injective et on note LA' (G) son image. En associant à G le couple 

(LA' (G), M(Gk)) , on obtient un foncteur contravariant additif LMA' de la caté

gorie des groupes p-divisibles sur A' dans une catégorie, notée H1, dont 

les objets sont formés de couples (L, M) , avec M un Dk -module et L un 

sous-A'-module de MA' , jouissant de propriétés convenables. 

Si e < p-1 , ce foncteur induit une anti-équivalence. 

Si e ~ p-1 , il n'en est plus de même. Cependant, si G est un groupe 

p-divisible sur A' , notons G 
m 

le plus petit sous-schéma en groupes fermé 

de G tel que, pour tout A' -anneau qui est un A' -module libre de rang 

fini, G (8) soit le noyau de la flèche canonique de G(8) dans 
m 

G(8/m8) = Gk (gk) . On constate que Gm est un schéma en groupes fini et 

plat sur A' annulé par pt et que le quotient G/Gm est un groupe p

divisible sur A' , isogène à G . On peut donner une description de G/G 
m 

considéré comme foncteur en groupes sur la catégorie des A' -anneaux qui sont 

des A'-modules libres de rang fini, à l'aide du couple LMA1 (G) 

Ceci implique 

divisibles sur A' 

aussi une classification à isogénie près des groupes p
d 

notons HK' la catégorie dont les objets sont les couples 

(L, M) , avec M un (Dk ®A K)-module et L un sous-K' -espace vectoriel de 

~• M~K K' , avec une définition évidente pour les flèches. 

En associant à G le couple LMK' (G) = (LK' (G), ~(Gk)) , avec 

~(Gk) = M(Gk)®AK et ~,(G) = LA 1 (G)®A1 K' , on obtient un foncteur contra

variant additif pleinement fidèle L~, de la catégorie "des groupes p-
d 

divisibles sur A' , à isogénie près" dans HK' 

0 .13. Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit g un A' -anneau qui est 

un A' -module libre de rang fini. Les méthodes développées au chapitre IV per

mettent de décrire le groupe G(8) (où, du moins, si e:.:: p-1 , le groupe 

(G/G )(g)) 
m 

à l'aide du couple (L,M) LMA 1 (G) On doit donc pouvoir dé-

crire les modules galoisiens T (G) module de Tate de G (ou T (G/G) si p P m 
e ~ p-1) et, pour e quelconque, Cl) ®7E T (G) C'est ce que l'on fait au 

§ 1 du chapitre V 
p p p 

Cette description est assez compliquée : soit AC l'anneau des entiers 

du complété C d'une clôture algébrique K' de 

11 
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où Rn = AC/pAC , l'application de transition de Rn+l dans Rn étant la 

flèche x - xP . On définit le groupe BW(Res(AC)) des "bivecteurs de Witt 

à coefficients dans Res(AC)" ; si Q = Gal(K'/K') , on montre que l'on peut 

considérer BW(Res(AC)) aussi bien comme un Dk-module à gauche que comme 

un K[Q] -module à gauche ; on peut en outre définir une application K[Q] -

linéaire bwA : BW(Res(AC)) ~ C et on note 
C 

l'application K' -linéaire déduite de bw A par extension des scalaires. 
C 

Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit (LK,, MK) = LMK, (G) 

Pour tout u E HomDk (MK ,BW(Res (AC))) , notons uK' : K' &K MK ~ K' \ BW(Res(AC)) 

l'application K' -linéaire déduite de u par extension des scalaires. Alors 

(l) ®~ T (G) 
p p p 

formé des 

Nous 

s'identifie au sous-(() [Q] -module de 
p 

u tels que uK, (LK') c ker bw A K' 
C' 

étudierons ailleurs ([24] ) le Dk -module Hom(() [Q] (U ,BW(Res(AC))) 
p 

lorsque U est un (l) [Q] -module admettant une décomposition de Hodge-Tate. 
p 

Cela devrait nous permettre en particulier de montrer que, réciproquement, on 

peut reconstruire le couple (~, ,MK) associé à un groupe p-divisible G sur 

A' à partir de la seule connaissance du (l) [Q] -module (l) ®~ T (G) (par 
p p p p 

exemple, MK devrait s'identifier à Hom(l) [n] ((l) ®~ T (G),BW(Res(Ac))) ). 
p ~ p p p 

0. 14. Dans le § 3 du chapitre V, on explique comment on peut retrouver les 

résultats de Cartier sur la classification des groupes formels lisses et connexes, 

de dimension finie sur k au moyen de courbes typiques ([7]). 

Dans le § 2 , on explique comment on retrouve les résultats de Honda 

([32)) sur les mêmes groupes et sur leurs relèvements sur W(k) 

0.15. On a compris que ce mémoire repose sur la construction des covecteurs 

de Witt. C'est Barsotti ([1] , [2] , [3] ) qui en a entrepris le premier une étude 

systématique (pour classifier les groupes formels commutatifs, lisses et 

connexes, de dimension finie sur k, et, au moins lorsque k est algébrique

ment clos, les groupes p-divisibles sur k ) . Notre construction est différente 

de celle de Barsotti et nous semble plus commode (Barsotti défini les covec-

teurs à coefficients dans un anneau qui est une algèbre sur lF ou sur (l) p 
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et dont le groupe additif est muni d'une topologie ~(pl-linéaire ; la somme de 

deux covecteurs n'est alors pas partout définie et, pour obtenir un groupe addi

tif, il faut se restreindre à une partie convenable de l'ensemble des covecteurs, 

qu'il faut préciser à chaque fois). 

0 .16. On a vu que beaucoup des résultats contenus dans ce mémoire se rap

prochent de résultats connus et que nous expliquons (not. au chap. V) les rap

ports avec certains d'entre eux. L'avantage le plus net de nos méthodes nous 

semble être qu'à chaque fois on obtient une description du groupe formel étu

dié, considéré comme foncteur en groupes commutatifs sur une catégorie conve

nable, à l'aide de l'objet qui le classifie (à ma connaissance, le seul cas où 

ceci avait pu être fait est celui des p-groupes finis unipotents sur k , 

Grothendieck [30]). 

Je voudrais maintenant dire quelques mots sur la construction "tradition

nelle" du module de Dieudonné. 

C'est Dieudonné qui, le premier, a montré que l'on pouvait classifier cer

tains groupes formels commutatifs sur k , à l'aide de Dk-modules à gauche. 

Au langage près, il obtient ([16], voir surtout IV) une équivalence entre la ca

tégorie des groupes formels commutatifs, lisses et connexes, de dimension fi

nie sur k et celle des Dk -modules d'un type particulier. Il utilise pour cela 

le "groupe hyperexponentiel" dont il démontre [17] qu'il est isomorphe au grou

pe additif des vecteurs de Witt. 

Les idées de Dieudonné ont été reprises par de nombreux auteurs (Cartier, 

Gabriel, Barsotti, Manin, ... ). Soit Fcuk la catégorie des p-groupes finis 

connexes uipotents sur k ; Gabriel [27] a utilisé ses propres travaux sur les 

catégories pro-artiniennes [26] pour construire une anti-équivalence entre cette 

catégorie et celle des Dk -modules finis, sur lesquels l'action de .E et celle 

de Y... sont nilpotentes : la catégorie Fcuk a un seul objet simple, le grou

pe a,P (d'algèbre affine k[X]/Xp, avec b.X. =X®l + l<&X, e;X = 0); on 

construit son enveloppe injective dans la catégorie 

être le groupe formel que nous notons CWu,c au 
k 

1!]1 Fcuk (qui se trouve 

§ 4 du chapitre II) et on 

montre que l'anneau des endomorphismes de êw~ 'c est, à peu de chose près, 

l'anneau Dk . 
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Il est alors facile d'en déduire une classification complète des p-groupes 

finis sur k : un peu de cohomologie galoisienne permet de se débarrasser des 

groupes étales, et les groupes de type multiplicatif se ramènent aux groupes 

étales par la dualité de Cartier (voir, entre autres, [37], chap.I, [15], chap. 

III, [14] , chap. V). Cette classification se trouve être naturellement équivalen

te à la notre (cf. cor. 3 à la prop. 5.3 du chap.111) et s'étend, bien sûr, par 

passage à la limite, aux groupes formels qui sont limite inductive de p-groupes 

finis. Outre le fait d'être un peu plus générale, notre classification présente 

l'avantage de ne pas recourir à la dualité de Cartier pour la partie de type 

multiplicatif. C'est très commode, aussi bien pour décrire le groupe des points 

d'un groupe formel à l'aide de son module de Dieudonné que pour l'étude des 

relèvements en caractéristique O • 

Signalons en passant, bien que ce type de problèmes ne soit pas du tout 

étudié dans ce mémoire que divers auteurs ont tenté, à juste titre, de rendre 

cette classification plus précise en étudiant les Dk -modules eux-mêmes (cf. 

Dieudonné ([16] , VII) pour les groupes formels lisses et connexes, de dim. 

finie, à isogénie près, Manin [37] pour les mêmes groupes, à isomorphisme 

près lorsque k est algébriquement clos, Kraft [33] , pour les groupes finis 

tués par p ) . 

0.17. C'est Grothendieck qui, le premier, a pensé que l'on devait pouvoir clas

sifier les groupes p-divisibles sur A' (à isomorphisme près si e < p-1 , à 

isogénie près pour e quelconque) au moyen d'un couple formé du module de 

Dieudonné M de la fibre spéciale et d'un sous-module d'une extension des 

scalaires convenable de M . Les premiers résultats ont été annoncés par 

Cartier ([8], via l'étude des courbes typiques) et Grothendieck ([29], [30], 

via la construction des cristaux de Dieudonné). Les travaux de Grothendieck 

ont été repris systématiquement par Messing ([39] ) qui obtient une classifica

tion complète pour e<p-1 ([39], chap.V, th.1.6), puis par Mazur et Messing 

([38] ) avec une étude détaillée des extensions universelles des groupes p

divisibles et des schémas abéliens. Le lecteur regrettera, à juste titre, que ne 

soit pas explicité ici comment ces résultats se relient aux nôtres. Cela nous 

aurait emmené trop loin. 

Nous indiquons toutefois brièvement et sans démonstration (chap. V, 
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n° 3. 7, rem. 2) comment on peut construire l'extension universelle d'un groupe 

p-divisible G sur k (resp. sur A), connaissant son module de Dieudonné 

(resp. le module de Dieudonné de la fibre spéciale), à l'aide du groupe des 

covecteurs de Witt. Nous espérons pouvoir généraliser cette construction. 

0.18.A l'origine de ce travail, il y a une question que m'avait posée Serre: 

déterminer l'image de Galois dans la représentation p-adique définie par une 

courbe elliptique sur K = Frac (A) , avec bonne réduction supersingulière. 

J'avais fait les calculs "à la main" en me servant des travaux de Hazewinkel 

[31] . Le contraste entre la simplicité du résultat [19] et la complexité des 

calculs donnait envie de comprendre ce qui était caché derrière. Dans un pre

mier temps, cela m'a conduit à interpréter les résultats de Honda [32] en ter

mes de modules de Dieudonné "à la Gabriel". D'où ce mémoire qui contient 

finalement un peu plus que cela. 

Dans un deuxième temps, cela m'a conduit à donner une classification 

des schémas en groupes finis et plats sur A , du même type que celle qui 

est donnée ici pour les groupes p-divisibles. Les résultats ont été annoncés 

dans [22] et seront démontrés dans [23] [23] contiendra aussi les résul-

tats sur les courbes elliptiques et une classification, au moins partielle, des 

schémas en groupes finis et plats sur A' lorsque es: p-1 . 
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CHAPITRE I 

THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES SCHÉMAS 

EN GROUPES AFFINES COMMUTATIFS 

§ 1. - Schémas affines. 

Dans ce paragraphe et dans le suivant, k est un anneau commutatif quel

conque. 

1. 1. On appelle k-anneau toute k-algèbre associative, commutative et unitaire. 

En d'autres termes un k-anneau est un couple (R,iR) où R est un anneau 

commutatif et iR un homomorphisme de k dans R (par abus de langage, on 

parlera le plus souvent du k-anneau R , l'application iR étant sous

entendue). Les k-anneaux forment une catégorie, avec comme flèches les mor

phismes unitaires de k-algèbres. 

1. 2. Par définition, un k-foncteur est un foncteur covariant de la catégorie des 

k-anneaux dans celle des ensembles. Se donner un k-foncteur X revient donc 

à se donner, pour tout k-anneau R , un ensemble X(R) , et, pour tout mor

phisme s : R .... S de k-anneaux, une application X(s) : X(R) .... X(S) , de ma

nière que, si s : R .... S et ri : S .... T sont des morphismes de k-anneaux, 

on ait X(ri o $) = X(ri) 0 X(S) . 

Les k-foncteurs forment (à condition de se restreindre à un univers conve

nable) une catégorie : si X et Y sont deux k-foncteurs, un morphisme 

cp : X .... Y est la donnée d'une famille d'application cpR : X(R) .... Y(R) , pour 

tout k-anneau R , fonctorielle en R (i.e. si !; : R .... S est un morphisme 

de k-anneaux, le diagramme 

est commutatif). 
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1. 3. Si A est un k-anneau, on note SpkA le k-foncteur défini par : 

• pour tout k-anneau R Homk (A,R) , ensemble des morphismes 

du k-anneau A dans R 

■ pour tout morphisme cie k-anneaux s : R .... S , SpkA(s) est l'application 

qui, à x : A .... R , associe s o x : A .... S . 

On voit que Spk peut être considéré comme un foncteur contravariant de 

la catégorie des k-anneaux dans celle des k-foncteurs : si ri : A .... B est un 

morphisme de k-anneaux, SpkT"J: SpkB SpkA est défini par 

1.4. Si X est un k-foncteur et si A est un k-anneau, il existe (lemme de 

Yoneda) une bijection de l'ensemble Homk f (SpkA,X) des morphismes 
- oncteurs 

du k-foncteur SpkA dans X sur l'ensemble X(A) . Celle-ci s'obtient en 

associant à qi : SpkA .... X l'élément qiA (id A) de X(A) . La bijection réci-

proque associe à x E X(A) le morphisme qi : SpkA .... X défini par 

pour tout k-anneau R , qiR associe à ri : A .... R l'élément 

X(ri) (x) E X(R) . 

En particulier, on voit que si A et B sont des k-anneaux, le lemme 

de Yoneda définit une bijection entre Hom. f t (SpkA,SpkB) et Homk(B,A); 
K- one eurs 

autrement dit, le foncteur Spk est pleinement fidèle. 

1. 5. Si X est un k-foncteur, on note <\ (X) ou, plus simplement, 0(X) 

l'algèbre affine de X : c'est un k-anneau. En tant qu'ensemble, 0(X) est 

l'ensemble des morphismes du k-foncteur X dans la droite affine (i.e. le k

foncteur Dk défini par Dk (R) = R , qui est visiblement isomorphe à Spkk[T] ) . 

Se donner un élément f de 0(X) revient donc à se donner une famille d' ap

plications fR : X(R) .... R , pour tout k-anneau R , fonctorielle en R . La 

structure de k-anneaux sur 0(X) est définie par (si f ,g E 0(X) , À. E k) : 

(f+g)R(x) 

(fg)R(x) 

(x.f)R(x) 

fR (x) + gR (x) 

fR(x)gR(x) 

X.fR(x) 

pour tout k-anneau R et tout x E X(R) . 

Il y a un morphisme canonique a.X : X .... SpkO-(X) : pour tout k-anneau R 

(a,X)R : X(R) .... Homk (0(X) ,R) associe à x E X(R) l'application f ,_. fR (x) de 
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(}(X) dans R . 

On voit que la correspondance X >- O(X) définit, de manière évidente, 

un foncteur contravariant C\ de la catégorie des k-foncteurs dans celle des 

k-anneaux et que, si cp : X ..... Y est un morphisme de k-foncteurs, le dia

gramme 

X SpkG-(X) 

•1 "Y l sp,o,<•I 
y ----.-spkG-(Y) 

est commutatif. 

1. 6. On appelle k-schéma affine (ou schéma affine sur k) tout k-foncteur qui 

est représentable. Autrement dit un k-foncteur X est un k-schéma affine si 

et seulement s'il existe un k-anneau A tel que X "'" SpkA . On voit immé

diatement que ceci est équivalent à dire que la flèche canonique 

aX : X ..... Spk(}(X) est un isomorphisme. On voit également que : 

■ le foncteur Spk induit une anti-équivalence entre la catégorie des k

anneaux et celle des k-schémas affines (i.e. la sous-catégorie pleine de la 

catégorie des k-foncteurs dont les objets sont les k-schémas affines) ; 

■ si X est un k-foncteur et si Y est un k-schéma affine, tout morphisme 

cp : X ..... Y se factorise, de manière unique, à travers le morphisme canoni

que aX : X ..... Spko(X) . 

1. 7. La catégorie des k-foncteurs a des limites projectives. En particulier 

■ si X et Y sont des k-foncteurs, le k-foncteur X x Y est défini par 

(XxY)(R) = X(R) xY(R) ; si X et Y sont affines, XxY l'est aussi et 

(}(X x Y) s'identifie à O(X) ®k (}(Y) 

■ plus généralement, si X , Y et Z sont des k-foncteurs et si cp : X ..... Z 

et w : Y ..... Z sont des morphismes de k-foncteurs, le k-foncteur X Xz Y 

est défini par (X ><z Y)(R) = { (x, y) E X(R) X Y(R) 1 cpR (x) = $R (y)} ; si X , Y 

et Z sont affines, X xz Y l'est aussi et ◊(X xz Y) s'identifie à 

◊(X) ®(}(Z) O(Y) . 

1.8. Soit k' un k-anneau. Pour tout k'-anneau R , nous notons R[kl le 
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k-anneau déduit de R par restriction des scalaires. 

Si X est un k-foncteur, nous notons ~, le k' -foncteur défini par 

Xk' (R) = X(R[k]) , pour tout k'-anneau R , et les flèches évidentes. La cor

respondance X >---- ¾, définit, de manière évidente, un foncteur covariant de 

la catégorie des k-foncteurs dans celle des k' -foncteurs, que l'on appelle le 

changement de base ou l'extension des scalaires. On voit que 

■ le changement de base commute aux limites projectives 

■ si X est un k-schéma affine, Xk' est un k'-schéma affine dont l'algè

bre affine s'identifie à k' ®k Ok (X) . 

§ 2. - Groupes affines. 

2. 1. On appelle k-foncteur en groupes tout objet en groupes dans la catégorie 

des k-foncteurs. Il revient au même de dire qu'un k-foncteur en groupes est 

un foncteur covariant de la catégorie des k-anneaux dans celle des groupes. 

Si G est un k-foncteur, se donner une loi de composition interne sur 

chaque G(R) (pour R décrivant les k-anneaux), fonctorielle en R , revient 

à se donner un morphisme de k-foncteurs mG : G x G - G . On laisse au lec

teur le soin d'écrire toutes les propriétés que doit vérifier mG pour que cha

que G(R) soit un groupe. 

Les k-foncteurs en groupes forment une catégorie : un morphisme 

cp : G - H de k-foncteurs en groupes est un morphisme des k-foncteurs sous-

jacents, compatible avec la structure de groupe, i.e. tel que le diagramme 

mG 
G GxG 

.,. j 
mH 

lep 
HxH H 

soit commutatif. 

2.2. On appelle k-schéma en groupes affine ou, plus simplement, k-groupe 

affine (ou encore groupe affine sur k ) tout k-foncteur en groupes dont le k

foncteur sous-jacent est un k-schéma affine. 

Si G est un k-schéma affine et si B o(G) , se donner un morphisme 
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mG : G x G -+ G revient, d'après le lemme de Yoneda, à se donner un morphis-

me de k-anneaux llG = ti8 : B B ®k_ B • 

On vérifie alors que, si R est un k-anneau et si x,y : B-+ R sont 

des éléments de G(R) , le composé de x et y est l'application 

B 
x®y produit 

-=-----R. 

Si B est un k-anneau et si ti8 : B -+ B ® B est un morphisme de k

anneaux, on voit facilement que pour que SpkllB munisse G = SpkB d'une 

structure de k-groupe affine, il faut et il suffit que les trois propriétés sui

vantes soient vérifiées : 

(B 1) (associativité) le diagramme 

est commutatif 

(B 2) (existence d'un élément-neutre) il existe un morphisme de k-anneaux 

e: 8 : B -+ k tel que le diagramme 

ti8 B ®B 
idB® e;B 

B®k 

By id3 F 
B 

~B®B 
iw 

e;B® idB 
k®B 

est commutatif 

(B 3 ) (existence d'un inverse) il existe un endomorphisme 

tel que le diagramme 

est commutatif. 
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Remarque : il résulte de l'unicité de l'élément-neutre et de l'inverse dans un 

ensemble muni d'une loi de composition interne associative que, étant donné 

vérifiant (B 1) , les applications vérifiant 

elles existent, sont uniques. 

2.3. Nous appelons k-bigèbre la donnée d'un couple (B,llB) où B est un 

k-anneau et llB : B -+ B ®k B est un morphisme de k-anneaux vérifiant les 

axiomes (B 1) , (Bz) et (B 3) . Par abus de langage, nous parlerons de la k

bigèbre B, l'application llB étant sous-entendue. L'application llB s'ap-

pelle le coproduit, e:B s'appelle l'augmentation et 

note B+ l'idéal d'augmentation, i.e. le noyau de 

aB l' antipodisme. On 

e:B . 

Soit B une k-bigèbre. On voit que le composé e:B O iB est l'identité 

sur k . En particulier, l'application iB est injective et nous l'utilisons 

pour identifier k à un sous-anneau de B ; on voit que, en tant que k-modu

le, B = kEBB+ 

Pour tout f E B 

que si f E B+ , alors 

, posons ôf = 1 @f - llBf + f ® 1 . Il résulte de 

6f E B+® B+ . 

(Bz) 

Les k-bigèbres forment une catégorie : un morphisme ri : B - C de k

bigèbres est un morphisme des k-anneaux sous-jacents tel que le diagramme 

B 
t,B 

B®k B 

T) 1 
llc 

l ri®ri 

C C®kC 

est commutatif. 

On voit que le foncteur Spk peut encore être considéré comme un fonc-

teur contravariant de la catégorie des k-bigèbres dans celle des k-foncteurs 

en groupes et qu'il induit une anti-équivalence entre les catégorie des k

bigèbres et celle des k-groupes affines (i.e. la sous-catégorie pleine de la 

catégorie des k-foncteurs en groupes dont les objets sont les k-groupes affines). 

Un foncteur quasi-inverse consiste à associer à tout k-groupe affine G son 

algèbre affine c,(G) ; le produit tensoriel c,(G) ®k c,(G) s'identifie à l'algèbre 

affine de G x G et le coproduit llG = Lic,(G) : 0(G) -+ c,(G) ®k 0(G) est défi-

ni par : 
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si fEc,(G) , pour tout k-anneau R , (t,Gf)R((x,y)) 

(x,y) E G(R) xG(R) = (GxG){R) . 

Si G est un k-groupe affine et si B est une k-bigèbre, l'ensemble 

des morphismes de k-foncteurs de SpkB dans G s'identifie, par le lemme 

de Yoneda, à G(B) . On voit que, dans cette identification, un élément 

xE G(B) est un morphisme de k-foncteurs en groupes si et seulement s'il vé

rifie 

G(t,8 ){x) = G(i 1){x).G(i2)(x) , 

où i 1 et i 2 : B - B1l\B sont définies par i 1(f) = f®l et i 2 (f) = l®f. 

2 .4. La catégorie des k-foncteurs en groupes admet des limites projectives 

et celle des k-bigèbres a des limites inductives. En particulier : 

■ la catégorie des k-foncteurs en groupes a un objet nul : le groupe dé-

fini par ek (R) = [ 1} , pour tout k-anneau R ; c'est un k-groupe affine 

dont l'algèbre affine s'identifie à k . , 

■ si G et G' sont deux k-foncteurs en groupes, le k-foncteur en groupes 

GxG' est défini par (GxG')(R) = G(R) xG'(R) , pour tout k-anneau R • , 

si G et G' sont affines d'algèbres affines B et B' , GxG' est affine, 

d'algèbre affine B®kB' ; on voit que le coproduit t,B®B' : B®B' - B®B'®B®B' 

est le composé 

B®B' B®B'i& B®B' 

où t : B0B' - B'®B est définie par t(f®f') = f'®f ; 

■ plus généralement, si G , G' et H sont trois k-foncteurs en groupes et 

si cp : G - H et ~ : G' - H sont des morphismes de k-foncteurs en 

groupes, le produit fibré G x G' 
H 

est le k-foncteur en groupes défini par 

(G xH G') (R) = G(R) xH(R) G' (R) , pour tout k-anneau R ; si G , G' et H 

sont affines, il en est de même de G x G' et son algèbre affine s 'iden
H 

tifie à o(G) ®o(H) o(G') . 

2 .5. Si G = Sp B 
k 

est un k-groupe affine, on voit que G est commuatif 

(i.e., pour tout k-anneau R , G(R) est un groupe abélien) si et seulement 

si la bigèbre B est "co-commutative",i.e. si l'image par llB de tout élé

ment de B est un tenseur symétrique, ou encore si B vérifie l'axiome 
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(B 4 ) (commutativité) le diagramme 

(où t(f®g} = g0f) est commutatif. 

Dans toute la suite de ce mémoire, tous les k-foncteurs en groupes 

considérés (et, par conséquent, tous les k-groupes affines) sont supposés com

mutatifs, et le mot "commutatif" sera sous-entendu. De même, .Pfil. k-bigèbre 

nous entendons désormais k-bigèbre co-commutative. Pour tout k-foncteur en 

groupes G , nous notons additivement le groupe abélien G(R) 

On voit immédiatement que les catégories des k-foncteurs en groupes, 

des k-groupes affines et des k-bigèbres sont additives. La première d'entre 

elles est abélienne, mais les deux autres (qui sont anti-équivalentes) ne le 

sont pas en général (cf. § 6). 

§ 3. - Anneaux et modules profinis. 

Les résultats de ce paragraphe sont énoncés sans démonstration et sont 

empruntés, pour l'essentiel à [28], chap. 0, n°7.1 et 7.7 (pour les n° 3.1 et 

3.2) et à [131, exposé vn8 , §0 (pour les n° suivants ; voir aussi [26], 

p. 390 et suivantes, et [14] , chap. V, §2). 

Dans ce paragraphe, tous les anneaux sont supposés commutatifs. 

3 .1. On dit qu'un anneau topologique A est linéairement topologisé s'il 

existe un système fondamental de voisinages de O formé d'idéaux (ceux-ci 

sont alors ouverts). 

Si A est un anneau linéairement topologiqé, on note l'ensemble 

des idéaux ouverts de A et Â le séparé complété de A on voit que Â 

s'identifie à lim A/a 

affiA 
chaque quotient étant muni de la topologie discrète 

et que A est lui-même un anneau linéairement topologisé. 

Si A est un anneau topologique, on appelle A-anneau topologique la 

donnée d'un couple (B, i8 ) où B est un anneau topologique et i8 : A ... B 
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un homomorphisme continu. Par abus de langage, on parle du A-anneau topolo

gique B , l'application iB étant sous-entendue. 

Si A est un anneau linéairement topologisé, un A-anneau linéairement 

topologisé est donc un couple (B, i8 ) où B est un anneau linéairement to

pologisé et iB : A - B un homomorphisme continu. 

Si A est un anneau linéairement topologisé et si M est un A-module 

topologique, on dit que M est linéairement topologisé s'il existe un système 

fondamental de voisinages de O formé de sous-modules (ceux-ci sont alors 

ouverts). 

Si M est un A-module linéairement topologisé, on note l'ensem-

ble des sous-modules ouverts de M et M le séparé complété de M ; on 

voit que M s'identifie à lim M/N chaque quotient M/N étant muni de 
NÊi\M 

la topologie discrète, et que M a une structure naturelle de A-module li-

néairement topologisé. 

3. 2. Soit A un anneau linéairement topologisé, séparé et complet, et soient 

M et N deux A-modules linéairement topologisés, séparés et complets. Le 

produit tensoriel M0A N peut être considéré comme un A-module linéairement 

topologisé en prenant comme système fondamental de voisinages de O les sous-

modules de la forme Im(M' 0A N) + Im(M®A N') , pour M' E A et 
M 

N' E • 
"N 

On appelle cette topologie le produit tensoriel des topologies de M et de N, 

et on note M ®AN le séparé complété de M ®AN pour cette topologie. On 

voit facilement que M ®AN s'identifie à l~(M/M') ®A/ 0 (N/N') , pour 

a E OA , M' E AM , N' E AN tels que aM c M' et aN c N' , chaque quotient 

étant muni de la topologie discrète. 

Soit A un anneau linéairement topologisé, séparé et complet et soit 

M , N , M' , N' quatre A-modules linéairement topologisés, séparés et 

complets. Si u : M - M' et v : N - N' sont des applications A-linéaires 

continues, il est clair que l'application u0v définit par passage aux pro

duits tensoriels complétés une application A-linéaire continue de M ®AN dans 

M' ®AN' ; on la note u®v • 

On définit de la même manière le produit tensoriel complété d'un nombre 

fini quelconque de A-modules linéairement topologisés . Les propriétés usuelles 
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d'associativité et commutativité sont vérifiées. 

Si B et C sont deux A-anneaux linéairement topologisés, séparés et 

complets, on voit que la topologie du produit tensoriel sur B ®AC admet un 

système fondamental de voisinages de O formé des idéaux Im(b ®AC)+ Im(B®A c), 

pour b E 1'13 et c E Oc . On en déduit que B ®AC peut être considéré comme 

un A-anneau linéairement topologisé, séparé et complet. Les applications 

b >-+ b®l et c >-+ 1 ® c de B et C dans B ®AC induisent des applications 

continues de B et C dans B ®AC . On voit que celles-ci permettent de 

considérer B ®AC comme "la" somme directe de B et C dans la catégorie 

des A-anneaux linéairement topologisés, séparés et complets. 

3. 3. On appelle anneau pseudo-compact tout anneau linéairement topologisé, 

séparé et complet, A , tel que, pour tout a E OA , l'anneau A/a est arti

nien. 

Les anneaux pseudo-compacts forment une sous-catégorie pleine de la 

catégorie des anneaux linéairement topologisés, séparés et complets. Si A 

est un anneau pseudo-compact, on voit que tout idéal ouvert de A est fer

mé et que l'adhérence a d'un idéal quelconque a de A est l'intersection 

des idéaux ouverts qui contiennent a • Notons !JJIA l'ensemble des idéaux 

maximaux ouverts de A et, pour tout m E !JJIA , posons A = lim (A/a) / 
m - m a 

pour tous les idéaux ouverts a de A contenus dans m . On voit facile-

ment que chaque 

tifie à n Am 
mE!JJlA 

A 
m 

est un anneau local pseudo-compact et que A s' iden-

Nous notons r A le radical de Jacobson de A . C'est un idéal fermé 

qui est l'intersection des idéaux maximaux ouverts de A ; c'est aussi l'ensem-

ble des x E A qui sont topologiquement nilpotents. Soit x E A et soit, pour 

tout m E !JJIA , x m la projection de 

seulement si chaque x 
m 

est dans 

note k 
m 

le corps résiduel de A 
m 

x sur A ; on voit que 
m 

l'idéal maximal de A 
m 

, il est clair que A/rA 

si et 

Enfin, si l'on 

s'identifie à 

3 .4. Dans toute la suite de ce paragraphe, on désigne par k un anneau 

pseudo-compact. 
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On appelle k-module pro-artinien (rasp. k-module profini) tout k-module 

linéairement topologisé, séparé et complet tel que, pour tout M' E ,\M , le 

quotient M/M' est un k-module artinien (resp. de longueur finie). Les k

modules pro-artiniens forment une catégorie, avec comme flèches les applica

tions k-linéaires continues. 

Si M est un k-module pro-artinien et si M' est un sous-module fer

mé, M' et M/M' , munis de la topologie induite, sont des k-modules pro

artiniens. De plus, si u : M ..... N est un morphisme de k-modules pro

artiniens, l'image (ensembliste) de u est un sous-k-module fermé de N 

On en déduit que la catégorie des k-modules pro-artiniens est abélienne et on 

voit que la catégorie des k-modules profinis en est une sous-catégorie épaisse 

(elle est donc aussi abélienne). 

Si (Mi\EI est un système projectif de k-modules pro-artiniens (resp. 

profinis), la limite projective des Mi (dans la catégorie des k-modules), 

munie de la topologie de la limite projective, est un k-module pro-artinien 

(resp. profini) et s'identifie à la limite projective des Mi dans la catégorie 

des k-modules pro-artiniens. 

Si de plus I est un ensemble ordonné filtrant, le foncteur lim est 
m 

exact. En particulier, si (Mi\EI est un système projectif filtrant de k-modu-

les pro-artiniens, et si les applications de transition sont surjectives, l'ap-

plication canonique de lim M. dans chaque 
IËr 1 

Mi est surjective. 

Si M et N sont deux k-modules pro-artiniens (resp. profinis), il en 

est de même du produit tensoriel complété M®A N . En outre, le produit 

tensoriel complété est exact à droite et commute aux produits infinis. En par-

ticulier, si k TT km , tout k-module pro-artinien M s'identifie au pro
m E:J\ 

duit TT M de ses composantes locales 
mE:J\ m 

M 
m 

Nous appelons k-module fini tout k-module profini qui est de longueur 

finie. Si M est un k-module fini, la topologie de M est donc la topologie 

discrète. Si M est un k-module fini et si N est un k-module profini, on 

voit que l'application canonique de M ®k N dans M ®k N est bijective. 

Dans le cas où k est un produit fini d'anneaux locaux nœthériens 
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(nécessairement séparés et complets), tout idéal de k est fermé et tout k

module, muni de la topologie discrète, devient un k-module topologique. Les 

k-modules finis ne sont alors rien d'autre que les k-modules de longueur finie 

munis de la topologie discrète. 

3. 5. Pour tout ensemble I , le k-module kI , muni de la topologie produit 

est un k-rnodule profini. On dit qu'un k-module profini M est topologique

ment libre s·• il est isomorphe à un module de la forme kI . On voit qu'il re

vient au même de dire qu'il existe une famille (e)iEI d'éléments de M tels 

que 

■ d'une part, pour tout M' E AM , presque tous les e. 
l 

sont dans M'; 

■ d'autre part, tout élément de M s'écrit d'une manière et d'une seule 

sous la forme ~ a.e. , avec les 
iEI l l 

a. dans k . 
l 

Une telle famille (ei)iEI est appelée une base topologique de M . 

On a le résultat suivant : 

PROPOSITION 3 .1. - Soit P .l:!.!l k-module profini. Les assertions suivantes 

sont équivalentes : 

i) le k-module P est projectif ; 

ii) le foncteur M e-- M®k P (de la catégorie des k-modules profinis 

dans elle-même) est exact ; 

iii) pour tout idéal maximal ouvert m de k , la composante locale 

P = k @J. P de P est un k -module topologiquement libre. 
m m -K. m 

On appelle k-module topologiquement plat tout k-module profini vérifiant 

les conditions équivalentes de la proposition 3 .1. 

3. 6. Si N est un k-module (sans topologie), nous notons N' le k-module 

topologique des applications linéaires de N dans k (la topologie étant celle 

de la convergence simple). Il est clair que l'on peut considérer la correspon

dance N e-- N' comme un foncteur contravariant de la catégorie des k-modu

les dans celle des k-modules topologiques. 

De même, si M est un k-module topologique, nous notons M* le k

module des applications linéaires continues de M dans k . La correspondan-
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ce M ._. M* est, ici encore, fonctorielle. 

Lorsque k est artinien (en particulier lorsque k est un corps), on 

voit que M ._. M* induit une anti-équivalence entre la catégorie des k

modules profinis projectifs (resp. topologiquement libres) et celle des k-modu

les projectifs (resp. libres), et que N ._. N' est un quasi-inverse de M ._. M*. 

Si N est un k-module libre et si 

les e 1'., définis par e'.(e.) = ô .. 
1 J 1, J 

l'appelle la base duale de celle des 

(ei\EI est une base de N , on voit que 

forment une base topologique de N' ; on 

e. et réciproquement. 
1 

Toujours lorsque k est artinien, on voit que, si M et P sont des 

k-modules profinis et si P est projectif, les k-modules (M ®k P)* et 

M* ®k p,~ sont isomorphes. De même, si N et Q sont des k-modules et si 

Q est projectif, (N ®k, Q)' et N' ®k Q' sont isomorphes. 

3. 7. On appelle k-anneau profini tout k-anneau topologique dont le k-module 

sous-jacent est profini. 

Si A est un k-anneau profini et si N est un sous-k-module de A , 

on montre qu'il existe un idéal ouvert a de A contenu dans N • On en 

déduit que A est un anneau pseudo-compact. 

La catégorie des k-anneaux profinis (les flèches sont les homomorphismes 

continus de k-anneaux) admet des limites projectives : si (\l iEI est un sys

tème projectif de k-anneaux profinis, le k-module sous-jacent à la limite pro

jective des Ai est la limite projective des k-modules sous-jacents et la 

structure d'anneau est évidente. 

Cette catégorie admet aussi des limites inductives finies. En particulier : 

■ si A et B sont deux k-anneaux profinis, il en est de même de A ®k B et 

A ®k B s'identifie à la somme directe de A et de B 

■ plus généralement, si A , B et C sont trois k-anneaux profinis et si 

s : C .... A et 17 C .... B sont des morphismes de k-anneaux profinis, la 

somme amalgamée de A et de B au-dessous de C s'identifie au k

anneau profini A ®c B . 

On appelle k-anneau fini tout k-anneau profini dont le k-module sous

jacent est de longueur finie. Dans le cas où k est un produit fini d'anneaux 
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locaux nœthériens, un k-anneau fini n'est rien d'autre qu'un k-anneau artinien 

muni de la topologie discrète. 

§ 4. - Schémas formels. 

Dans tout ce paragraphe, k désigne un anneau commutatif pseudo

compact. 

4. 1. On appelle k-foncteur formel tout foncteur covariant de la catégorie des 

k-anneaux finis dans celle des ensembles. 

Comme les k-foncteurs (cf. § 1) les k-foncteurs formels forment une 

catégorie. 

Soit X un k-foncteur formel. Pour tout k-anneau profini R , on pose 

X(R) lim X(R/a) . Il est clair que l'on a ainsi prolongé X en un foncteur 

aÊ~ 
covariant de la catégorie des k-anneaux profinis dans celle des ensembles. On 

voit facilement que le foncteur ainsi défini commute aux limites projectives 

filtrantes. Il suffit en effet de le montrer lorsque (Ri) iEI est un système pro

jectif filtrant de k-anneaux finis. Soit, pour tout couple i ~ j d'éléments de 

I , f.. : Rj _. Ri l'application de transition. Pour tout i , soit 
lJ 

R'. n f./R,) Comme R. est un k-anneau fini, il existe j i E I tel que 
l . . l J l 

J::?l 
R'. f.. (R. ) ; on en déduit que l'application évidente de lim X(R'.) dans 

l lJ i Ji - l 

lim X(R.) est une bijection. Si R = lim R. , on a aussi R = l!g! R' et 
- l --1 .....------i 

l'application canonique R _. R' est surjective (cf. n° 3 .4) ; soit a1. son 
i 

noyau ; on voit que l'ensemble des est cofinal dans l'ensemble des ai 

idéaux ouverts de R 

ll!)1 X(R'.) . 
l 

et on en déduit que X(R) = lim X(R/a) 

aÊ~ 
s'identifie à 

Aussi, dans toute la suite, un k-foncteur formel sera considéré aussi 

bien comme un foncteur de la catégorie des k-anneaux finis dans les ensembles 

que comme un foncteur de la catégorie des k-anneaux profinis dans les ensem

bles, gui commute aux limites projectives filtrantes. 
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4. 2. Si A est un k-anneau profini, on note SpfkA le k-foncteur formel dé

fini par 

■ pour tout k-anneau fini R , SpfkA(R) = Hom~ont(A,R) , ensemble des mor-

phismes (de k-anneaux profinis) de A dans R . 
' 

■ pour tout morphisme de k-anneaux finis s : R .... S , SpfkA(s) est l' ap

plication qui, à x: A .... R, associe Sox: A .... S 

De la même manière qu'au n° 1.3, on voit que l'on peut considérer Spfk 

comme un foncteur contravariant de la catégorie des k-anneaux profinis dans 

celle des k-foncteurs formels. 

Si (Ai) iEI est un système projectif filtrant de k-anneaux finis et si 

A = lim A. , un raisonnement analogue à celui fait au n° 4 .1 montre que, pour 
- 1 

tout k-anneau fini R , SpfkA(R) = l!Qi Spfk\(R) , autrement dit que 

SpfkA = l!Ql Spfk\ 

Soient A et R deux k-anneaux profinis. Il est clair que 
cont cont 

SpfkA(R) = l.!,:!1 Homk (A, R/ a) s'identifie à l'ensemble Homk (A, R) des 

aEOR 

morphisme (de k-anneaux profinis) de A dans R . On prendra garde toute-

fois que, si R n'est pas un k-anneau fini et si A = 1_01 \ , Spfk A(R) ne 

s'identifie pas en général à lim SpfkA. (R) . 
- 1 

4 .3. Si X est un k-foncteur formel et si A est un k-anneau fini, il existe 

une bijection naturelle entre l'ensemble Homk-ff(SpfkA ,X) des morphismes de 

k-foncteurs formels de SpfkA dans X et l'ensemble X(A) (lemme de 

Yoneda). Celle-ci se construit comme au n° 1. 4. 

Si maintenant X est un k-foncteur formel et si A est un k-anneau 

profini, on a Homk-ff(SpfkA,X) = Hom(1_01 Spfk(A/a),X) = l!EJ Hom(Spfk(A/a,X). 

aEOA 

Ce dernier ensemble s'identifie, par le lemme de Yoneda, à 1_01 X(A/a) = X(A) 

et on a encore une bijection entre Homk-ff(SpfkA,X) et X(A) . En particulier 

si A et B sont des k-anneaux profinis, on a une bijection entre 

Homk-ff(SpfkA,SpfkB) et Hom~ont(A,B) autrement dit, le foncteur Spfk est 

pleinement fidèle. 
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4. 4. Tout k-foncteur X définit, par restriction à la catégorie des k-anneaux 

finis, un k-foncteur formel noté X (on a donc X(R) = X(R) pour tout k-anneau 

fini R) et appelé le complété formel de X 

Par exemple, le complété formel :Ôk de la droite affine Dk est défini 

par Î\ (R) = R , pour tout k-anneau fini R , et les flèches évidentes (dans 

ce cas particulier, on voit que l'on a aussi :Ôk (R) = R , pour tout k-anneau 

profini R). On prendra garde de ne pas confondre Dk avec la "droite for-

melle" qui est le k-foncteur formel 

radical. 

qui associe à tout k-anneau fini son 

f 
4.5. Si X est un k-foncteur formel, on note (\(X) ou, 

0f(X) l'algèbre affine de X . En tant qu'ensemble, 0f(X) 

plus simplement, 

est l'ensemble 

des morphismes du k-foncteur formel X dans 
f 

:Ôk . Un élément f de 0 (X) 

est donc une famille d'applications fR : X(R) - R , pour tout k-anneau fini R , 

variant fonctoriellement en R . La structure d'anneau sur 0f(X) est définie 

comme au n° 1. 5. La topologie est celle de la convergence simple. Autrement 

dit, pour tout k-anneau fini R 

de 0f(X) dans R définie par 

et tout x E X(R) , soit qix ,R l'application 

qix,R(f) = fR(x) ; la topologie de 0f(X) est 

la topologie la moins fine rendant toutes ces applications continues. Il est 

clair que c/(x) est ainsi un anneau linéairement topologisé dont les idéaux 

ouverts sont les idéaux qui contiennent une intersection finie d'idéaux de la 

forme ker qi R . On voit que 0\x) est séparé et complet pour cette topo-
x, f f 

logie ; comme chaque quotient 0 (X)/ker qi R est un k-anneau fini, 0 (X) 
x, 

est bien un k-anneau profini. 

Ici encore, il y a un morphisme canonique aX : X - Spfk0(X) , défini 

comme au n° 1. 5, la correspondance X ,_. 0(X) peut être considérée comme un 
f 

foncteur contravariant 0k de la catégorie des k-foncteurs formels dans celle 

des k-anneaux profinis et, si qi : X - Y est un morphisme de k-foncteurs 

formels, le diagramme 

X 

y 

est commutatif. 

a'X f 
---- Spfk0 (X) 
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4. 6. On dit qu'un k-foncteur formel X est un k-schéma formel (ou un schéma 

formel sur k) s'il existe un k-anneau profini A tel que X = SpfkA . Comme 

SpfkA = 1~ Spfk (A/a) , il revient au même de dire que X est limite induc-

aEOA 

tive filtrante de k-foncteurs formels représentables. 

On voit immédiatement qu'un k-foncteur formel X est un k-schéma for-
f 

mel si et seulement si la flèche canonique aX : X - Spfkc, (X) est un isomor-

phisme. On voit également que : 

■ le foncteur Spfk induit une anti-équivalence entre la catégorie des k

anneaux profinis et celle des k-schémas formels (i.e. la sous-catégorie 

pleine de la catégorie des k-foncteurs formels dont les objets sont les k

schémas formels) ; 

■ si X est un k-foncteur formel et si Y est un k-schéma formel, tout 

morphisme CJl : X - Y se factorise, de manière unique, à travers le mor-
f 

phisme canonique aX : X - Spfkc, (X) 

4. 7. On peut caractériser les k-schémas formels parmi les k-foncteurs formels 

de la manière suivante : 

PROPOSITION 4 .1. - Un k-foncteur formel est un schéma formel si et seule

ment s'il est exact à gauche. 

Il est clair que la condition est nécessaire. Indiquons pourquoi elle est 

suffisante : soit X un k-foncteur formel exact à gauche. Si R est un k

anneau fini et si R' est un sous-k-anneau de R , R' s'identifie à 

R' xR R' et l'application canonique X(R') - X(R) est injective et nous permet 

d'identifier X(R') à un sous-ensemble de X(R) . Si R1 et R2 sont deux 

sous-k-anneaux d'un k-anneau fini R , R1 nR2 s'identifie à R1 xR R2 et 

on a donc X(R 1 n R2) = X(R 1) nX(R2) . A tout k-anneau fini R , et à tout 

x E X(R) , on peut donc associer le plus petit sous-k-anneau 

que x E X(R ) ; c'est l'intersection des sous-k-anneaux R' 
X 

x E X(R') . 

R de R tel 
X 

de R tels que 

Appelons couple minimal tout couple (R,x) formé d'un k-anneau fini R 

et d'un élément x E X(R) tel que R = R 
X 

Les couples minimaux forment 

une catégorie, une flèche s : (R,x) - (R' ,y) étant un morphisme de k-anneaux 
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finis de R dans R' tel que X(s)(x) = y • 

On voit que cette catégorie est "filtrante à gauche" : si (R ,x) et 

(R' , y) sont deux couples minimaux, il est clair que 

un couple minimal qui s'envoie à la fois sur (R, x) 

( (R x R') ( ) , (x, y)) est x,y 
et sur (R', y) • On voit 

que l'on peut parler du k-anneau profini A = ll_m R , pour (R,x) parcourant 

les couples minimaux. 

• 

On a un morphisme f : X .... X' = SpfkA défini par : 

pour tout k-anneau fini R , fR : X(R) _, X' (R) 

x E X(R) associe l'application composée 

can. incl. 
A ----- R ----- R 

X 

est l'application qui à 

et on vérifie facilement que f est un isomorphisme. 

4. 8. Soit X un k-schéma affine et soit A = (}(X) son algèbre affine. Il 

est clair que le complété formel X de X est un k-schéma formel ; on voit 

que (}f(X) s'identifie à Â = 11!!1 A/a , pour a parcourant les idéaux de A 

tels que le quotient A/a , muni de la topologie discrète, soit un k-anneau 

fini. Nous appelons Â la complétion profinie de A . 

De même, soit A un k-anneau linéairement topologisé et soit X le 
cont 

k-foncteur formel défini par X(R) = Ho~ (A,R) , pour tout k-anneau fini R; 

il est clair que X est un k-schéma formel et on voit que son algèbre affine 

s'identifie à Â = l_!!!l A/a , pour a parcourant les idéaux ouverts de A de 

codimension finie. Nous appelons encore Â la complétion profinie de A 

Appelons k-schéma fini tout k-foncteur formel qui est représentable, au

trement dit tout k-schéma formel dont l'algèbre affine est un k-anneau fini. 

Les k-schémas finis forment une sous-catégorie pleine de la catégorie des k

schémas formels. Dans le cas où k est un produit fini d'anneaux locaux 

nœthériens, tout k-anneau artinien, muni de la topologie discrète est un k

anneau fini (autrement dit on a Â = A , pour tout k-anneau fini A ) et la ca

tégorie des k-schémas finis s'identifie aussi à une sous-catégorie pleine de 

la catégorie des k-schémas affines. 

4 .9. La catégorie des k-foncteurs formels a des limites inductives. Une li

mite inductive de k-schémas formels est encore un k-schéma formel et son 
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algèbre affine s'identifie à la limite projective des algèbres affines. 

La catégorie des k-foncteurs formels a aussi des limites projectives. Une 

limite projective finie de k-schémas formels est encore un k-schéma formel. 

Par exemple : 

■ si X et Y sont deux k-schémas formels, l'algèbre affine de XxY s'iden

tifie à chx) ®k of(Y) ; 

■ plus généralement, si cp : X - Z et t : Y - Z sont des morphismes de 

de k-schémas formels, l'algèbre affine de Xx2 Y s'identifie à 
f - f 

0 (X)® f 0 (Y) 
0 (Z) 

4.10.Soit k' unk-anneaufini. Si R estunk'-anneaufini, le k-anneau 

R[k] déduit de R par restriction des scalaires est un k-anneau fini. Ceci 

permet de définir un foncteur changement de base X >-- Xk, , comme au n° 1. 8. 

Si X est un k-schéma formel, on voit que Xk' est un k'-schéma formel 

dont l'algèbre affine s'identifie à k' ®k i(x) = k' ®k of(X) . 

Soit maintenant k' un anneau pseudo-compact et s : k - k' un homo

morphisme continu. On voit que s munit k' d'une structure de k'-anneau 

linéairement topologisé et que, si A est un k-anneau profini, k' ®k A est 

un k'-anneau profini. Si X est un k-schéma formel, on note Xk' , le k'-
~ f 

schéma formel Spfk, (k' ®k 0 (X)) ; dans le cas où k' est un k-anneau fini, 

les deux définitions de Xk' colhcident. 

§ 5. - Groupes formels et dualité de Cartier. 

5. 1. Soit k un anneau commutatif pseudo-compact. 

On appelle k-foncteur en groupes formels (sous-entendu commutatif) tout 

objet en groupes abéliens dans la catégorie des k-foncteurs formels. Il revient 

au même de dire qu'un k-foncteur en groupes formels est un foncteur covariant 

de la catégorie des k-anneaux finis dans celle des groupes abéliens. Tout k

foncteur en groupes formels G se prolonge, de manière unique, en un fonc

teur covariant de la catégorie des k-anneaux profinis dans celle des groupes 

abéliens, qui commute aux limites projectives filtrantes, en posant, 
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G(R) = lim G(R/a) , pour tout k-anneau profini R • 

aEOR 

On appelle k-schéma en groupes formels (sous-entendu commutatif) ou, 

plus simplement, k-groupe formel, ou groupe formel sur k , tout k-foncteur 

en groupes formels dont le k-foncteur formel sous-jacent est un k-schéma for

mel. 

On appelle k-bigèbre formelle (sous-entendu co-commutative) la donnée 

d'un couple (B, L:.8 ) où B est un k-anneau profini et où L:.B : B .... B ®k B 

est un morphisme de k-anneaux profinis satisfaisant les quatre axiomes suivants: 

(Bf) le diagramme 
1 L:.B 

B B ®B 

"• j 
L:.B ®idB 

j !dB@",, 

B®B B®B®B 

est commutatif 

(B~) il existe un morphisme de k-anneaux profinis e:8 B .... k tel que le 

diagramme 

B 

B ®B ___ c;;.____;;;;__--

~ 

~B®B-----,,-----

idB ®e:B 
B®k 

idB +v 
B 
!r 

e:B @idB 
k®B 

est commutatif 

(B~) il existe un endomorphisme 0 8 du k-anneau profini B tel que le dia

gramme 

est commutatif ; 

(Bf) le diagramme 
4 
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g 0f) est commutatif. 

5.2. On adopte la même terminologie qu'au n°2.3; en particulier, si B est 

une k-bigèbre formelle, B s'écrit B = kEBB+ , avec B+ l'idéal d'augmenta

tion. Ici encore, si f E B , on pose of= l®f- t,8f +f®l; si f E B+, alors 

of E B+®B+ . 

De la même manière qu'au paragraphe 2, on voit que les k-foncteurs en 

groupes formels, les k-groupes formels et les k-bigèbres formelles forment 

trois catégories additives. La deuxième est une sous-catégorie pleine de la 

première et le foncteur Spfk induit une anti-équivalence entre la troisième et 

la seconde, le foncteur c{ étant un quasi-inverse. 

5. 3. Nous disons qu'une k-bigèbre formelle est topologiquement plate si le 

k-module profini sous-jacent est topologiquement plat, i.e. projectif. Nous 

disons qu'un k-groupe formel est topologiquement plat si son algèbre affine 

l'est. 

De même, si k' est un anneau commutatif quelconque, nous disons 

qu'une k'-bigèbre est Plate si le k'-module sous-jacent est plat ; nous disons 

qu'un k'-groupe affine est plat si son algèbre affine l'est ; dans le cas où k' 

est artinien, il revient au même de dire que l'algèbre affine est un k'-module 

projectif. 

5. 4. Soit maintenant k un anneau commutatif artinien. 

Soit B une k-bigèbre formelle topologiquement plate. Alors (cf. n° 3. 6) 

le k-module B' des applications linéaires continues de B dans k est pro

jectif, donc plat. Par transposition, le coproduit 118 : B - B ®B définit une 

application 118 : (B0B) 0 
"" B' 0B' - B' qui munit B' d'une structure de k-

anneau. Soit n8 : B®B - B l'application définie par n8 (f®g) = fg; elle in

duit une application n8 : B - (B :&B)' =-- B' ®B' , i.e. un coproduit. On vérifie 

que l'on a ainsi muni B' d'une structure de k-bigèbre. Il est clair que la 

correspondance B 1--- B' définit en fait un foncteur contravariant de la catégo

rie des k-bigèbres formelles topologiquement plates dans celle des k-bigèbres 

plates. 

Si G est un k-groupe formel topologiquement plat, et si B est son 
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algèbre affine, nous notons ID(G) et appelons dual de Cartier de G le k

groupe affine SpkB' . Il est clair que la correspondance G ,_ ID(G) définit 

un foncteur contravariant de la catégorie des k-groupes formels topologiquement 

plats dans celle des k-groupes affines plats. 

Si C est une k-bigèbre plate, on munit de la même manière le k-mo

dule topologique C* des applications linéaires de C dans k d'une struc

ture de k-bigèbre formelle topologiquement plate. Si H est un k-groupe affine 

plat d'algèbre affine C , nous notons lÔ(H) et appelons dual de Cartier de 

H le k-groupe formel SpfkC* . Il est clair que l'on peut considérer ID 

comme un foncteur contravariant de la catégorie des k-groupes affines plats 

dans celle des k-groupes formels topologiquement plats. 

On voit immédiatement que le foncteur ID induit en fait une anti

équivalence entre la catégorie des k-groupes formels topologiquement plats et 
A 

celle des k-groupes affines plats et que ID est un quasi-inverse. 

Dans le cas particulier où k est un corps, on a ainsi obtenu une anti

équivalence entre la catégorie des k-groupes formels et celle des k-groupes 

affines. 

5 .5. Soit maintenant k un anneau commutatif nœthérien. 

Tout k-module de type fini est alors de présentation finie. On en déduit 

(cf. [4], chap.II, §3) qu'un k-module de type fini est plat si et seulement 

s'il est projectif, ou encore si et seulement s'il est localement libre. En par

ticulier, le dual d'un k-module plat de type fini est encore plat de type fini. 

On appelle k-groupe fini tout k-groupe affine dont l'algèbre affine est 

un k-module de type fini. 

On peut définir, exactement comme au n° précédent, une dualité de la 

catégorie des k-groupes finis et plats dans elle-même. On note encore ID(G) 

et on appelle encore dual de Cartier de G le dual d'un k-groupe fini et plat 

ainsi construit. Il est clair que ID(ID(G)) s'identifie canoniquement à G 

Soit G un k-groupe fini et plat et soit B son algèbre affine. Soit B' 

la bigèbre duale. Pour tout k-anneau R l'ensemble sous-jacent à ID(G)(R) 

est formé des homomorphismes du k-anneau B' dans R et c'est un sous

ensemble du k-module des applications k-linéaires de B' dans R . Comme 
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ce dernier est canoniquement isomorphe à B ®k R , ID(G)(R) s'identifie à un 

sous-ensemble de B ®k R . On vérifie facilement que, dans cette identifica

tion, ID(G)(R) est formé des o. vérifiant 60. = o.®o. et i::o. = 1 (on a 

noté t:, : B ®k R __, (B ®k R) ®R (B ®k R) l'application qui prolonge le coproduit 

t:, B B ®k B et ,;; : B ®k R __, R l'application qui prolonge l'augmentation 

8 : B k) et que la loi de groupe est induite par la multiplication dans l'an-

neau. Il résulte alors du lemme de Yoneda que ID(G)(R) n'est autre que le 

groupe Mor(GR ,µR) des morphismes dans la catégorie des R-foncteurs en 

groupes (ou des R-groupes affines) de 

groupe multiplicatif sur R i.e. on a 

GR dans µR (on désigne par µR le 

~ (S) = sx , groupe multiplicatif des 

éléments inversibles du R-anneau S ; c'est un R-groupe affine, dont l'algèbre 
-1 

affine s'identifie à R[X ,X ] ) . 

Si maintenant k est un anneau commutatif nœthérien pseudo-compact, 

il est clair que toute k-algèbre qui est un k-module de type fini peut être 

considérée comme une k-algèbre profinie. Ceci permet de considérer la catégo

rie des k-groupes finis et plats comme une sous-catégorie pleine aussi bien 

de la catégorie des k-groupes affines que de celle des k-groupes formels. Il 

est clair que les notions de dualité définies au n° 5. 4 et dans ce n° col'ncident. 

§ 6. - Noyaux et conoyaux. 

6. 1. Soit k un anneau commutatif. 

On sait (n° 2 .5) que la catégorie des k-foncteurs en groupes (commutatifs) 

est abélienne. Soit cp : G __, H un morphisme de k-groupes affines et soit N 

le noyau de cp dans la catégorie des k-foncteurs en groupes (pour tout k

anneau R , N(R) est donc le noyau de cpR : G(R) __, H(R)). Soit B (resp. 

C) l'algèbre affine de G (resp. H) et soit cpi~ : C __, B le morphisme 

correspondant à cp . Soit c+ l'idéal d'augmentation de C Il est clair que 

N(R) s'identifie au sous-groupe de G(R) formé des u : B __, R tels que 

cp(c+) c ker u . En tant qu'ensemble, N(R) s'identifie donc à l'ensemble des 

homomorphismes du k-anneau B/Bcp"(C+) dans R et N est un k-groupe 

affine. C'est donc aussi le noyau de cp dans la catégorie des k-groupes af

fines. 
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On voit, de la même manière, que, si k est un anneau commutatif 

pseudo-compact, la catégorie des k-groupes formels a des noyaux. Si 

cp : G -+ H est un morphisme de k-groupes formels, le noyau N de cp , 

dans la catégorie des k-groupes formels, est le noyau de cp dans la catégo

rie des k-foncteurs en groupes formels. Si B (resp.C) est l'algèbre affine 

de G (resp. H) et si cp* : C -+ B est le morphisme correspondant à cp , 

l'algèbre affine de N s'identifie au quotient de B par l'adhérence de l'i

déal de B engendré par cp*(C+) 

Remarque : en revanche, si cp : G -+ H est un morphisme de k-groupes af

fines (resp. formels), il n'est pas vrai en général que le conoyau de cp dans 

la catégorie des k-foncteurs en groupes (resp. formels) est un k-groupe affine 

(resp. formel). 

Dans toute la suite de ce paragraphe, on suppose que k est un corps. 

6. 2. Si B et B' sont deux k-espaces vectoriels profinis (i.e. des k-espaces 

vectoriels topologiques, topologiquement libres) et si C (resp. C') est un 

sous-espace vectoriel fermé de B (resp. B') , on voit que C®k C' s'iden

tifie canoniquement à un sous-espace vectoriel fermé de B,sik B' . 

Si B est une k-bigèbre formelle, nous appelons sous-k-bigèbre formelle 

de B tout sous-k-anneau fermé C de B tel que cr8 (C) c C et 

68 (C) c C@C . Il est clair que t:,8 induit alors une structure de k-bigèbre 

formelle sur C 

Soit B une k-bigèbre formelle et soit A une partie fermée de B 

contenant k . L'ensemble des sous-k-bigèbres formelles de B contenues 

dans A est non vide (il contient k) et il est clair que la réunion b 8 (A) 

des sous k-bigèbres formelles de B contenues dans A est encore une sous

k-bigèbre formelle. 

Soit alors cp G _, H un morphisme de k-groupes formels. Soit B 

(resp. C) l'algèbre affine de G (resp. H) et soit cp* : C -+ B le morphisme 

correspondant à cp . Soit a l'idéal fermé de C , noyau de cp* Si 

w : H _, H' est un morphisme de k-groupes formels correspondant à un mor

phisme w* C' _. C de k-bigèbres formelles, on voit que wo cp = 0 si et 

seulement si w'~(C') est contenu dans kEB a . Il est clair que w*(C') est 
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une sous-k-bigèbre formelle de C . On voit donc que i)i o cp = 0 si et seu

lement si i)l*(C') c bc(kœa) . On en déduit que cp admet un conoyau J et 

que l'algèbre affine de J s'identifie à bc(kœa) 

On définit de la même manière la notion de sous-k-bigèbre d'une k

bigèbre. Si B est une k-bigèbre et si A est une partie de B contenant k, 

on peut encore parler de la plus grande sous-k-bigèbre bB (A) de B contenue 

dans A . On montre de la même façon que la catégorie des k-groupes affines 

admet des conoyaux. 

6. 3. PROPOSITION 6 .1. - Soit cp : G .... H un morphisme de k-groupes affines 

(resp. formels) et soit C l'algèbre affine de H . L'algèbre affine du conoyau 

de cp , dans la catégorie des k-groupes affines ~- formels), s'identifie au 

sous-anneau de C formé des f tels que, pour tout k-anneau (resp. tout k

anneau fini) R , tout u E H(R) et tout v E G(R) , on ait fR(u-h:pR(v)) = fR(u). 

Démonstration : la démonstration est la même dans les deux cas. Sup

posons, par exemple, que G et H sont des k-groupes formels. 

Soit J le conoyau de cp et soit B (resp. E) l'algèbre affine de G 

(resp. J). Notons 17 : C .... B le morphisme de k-bigèbres formelles correspon

dant à cp . Le morphisme ID(cp) : ID(H) .... ID(G) des k-groupes affines duaux 

correspond à un morphisme 17' : B' .... C' des k-bigèbres duales. Il est clair 

que la bigèbre duale E' de E s'identifie à l'algèbre affine du noyau de 

ID(cp). Soit F la sous-k-bigèbre 17'(B') de C'. Il résulte du n°6.l que 

E' s'identifie au quotient de C' par l'idéal b de C' engendré par F+ 

par conséquent, E s'identifie à l'orthogonal de b dans C . Autrement dit, 

E = )fEC \ (xy+)(f) = 0 pour xEC', Y+EF+j. Par définition du produit dans 

C' , on a encore, E = )fEC \ (x®y+)(M) 0 pour xEC', y+EF+j, en 

notant 6 le coproduit dans C . 

L'élément-unité de C' n'est autre que l'augmentation se 

on voit que tout y E F s'écrit sous la forme y = y(l)sc + y+ , 

On a donc, pour x E C' , y E F , 

(x®y(l)sc)(M) + (x®y+)(M) 

(xsiy)(f0l) + (x®y+)(M) . 

On voit donc que E = ) f E C \ (x ® y)(t::,f - f ® 1) 
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que E est formé des f E C tels que !::if - f ® 1 appartient à l'orthogonal 

(C' ®F).L de 

on voit que 

Il est 

fR(u +cpR(v)) 

v E G(R) 

C'@F 

(C'@F).L 

t:,f-f®l E 

immédiat 

= fR(u) I 

dans C ® C ; si on désigne par a le noyau de T] 

n'est autre que C®a On en déduit que 

C®a! 

que la condition M - f@l E C®a équivaut à 

pour tout k-anneau fini R , tout u E H(R) et tout 

I 

Remarque : on voit que la proposition 6. 1 revient à dire que l'algèbre affine 

du conoyau de cp , dans la catégorie des k-groupes affines (resp. formels), 

s'identifie à l'algèbre affine du conoyau de cp dans la catégorie des k

foncteurs en groupes (resp. formels) . 

6 .4. PROPOSITION 6. 2. - Soit B une k-bigèbre (resp. k-bigèbre formelle) 

et soit C une sous-k-bigèbre (resp. formelle) de B . Alors 

i) l'algèbre B®cB (@§_p_. B®cB) est un B-module libre '-™· topolo

giquement libre) pour l'action de B définie par multiplication à 

gauche; 

ii) soit G ~- H) le k-groupe affine (resp. formel) correspondant 

.§. B (@§_p_. C) et soit cp : G __. H le morphisme correspondant à 

l'inclusion de C dans B ; l'ensemble C' des f E B tels que 

f®c 1 = l®cf dans B®cB (resp. f®c 1 = l@Cf dans B®cB) 

est une sous-k-bigèbre '™-· formelle) de B contenant C et 

s'identifie à l'algèbre affine de la coimage de cp . 

Démonstration : la démonstration est la même dans les deux cas. Sup

posons par exemple que B est une k-bigèbre. Si on note a l'idéal de B 

engendré par C+ , il résulte du n° 6. 1 que l'algèbre affine du noyau N de 

cp s'identifie à B/a 

Considérons le produit fibré G xH G ; on voit que, pour tout k-anneau 

R , (G xH G)(R) est formé des (x,y) E G(R) xG(R) tels que cpR(x) = cpR(y) 

D'autre part, (G x N)(R) est formé des (u, v) E G(R) x G(R) tels que cpR (v) = 0. 

On voit donc que l'on définit un isomorphisme $ de G xH G sur G x N en 

posant, pour tout k-anneau R et tout (x,y) E (G xHG)(R) , wR(x,y) = (x,y-x) . 
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L'isomorphisme t induit un isomorphisme ri de c,(GxN) =c,(G) ~ c,(N) = B®kB/ a 

sur 0(G xH G) = 0(G) ®c,(H) c,(G) = B ®c B : on voit que ri est l'application qui 

définie sur G xH G par à f ®kg E B ®k B/a associe la fonction h 

hR(x,y) = fR(x) gR(y-x) , pour tout k-anneau R et tout (x,y) E (GxHG)(R) 

On voit que ri est aussi une application B-linéaire, pour la structure 

de B-module définie par la multiplication à gauche sur B ®k B/a et sur 

B ®c B . La première assertion de la proposition résulte alors de ce que 

B ®k B/a est un B-module libre. 

On voit que C' est formé des f E B tels que fR (x) = fR (y) , pour tout 

k-anneau fini R et tout (x, y) E (G xH G)(R) ; comme tout élément 

(x, y) E (G xH G)(R) s'écrit sous la forme (u, u+v) , avec (u, v) E (G x N)(R) , 

et réciproquement, on voit que C' est aussi l'ensemble des f E B tels que, 

pour tout k-anneau fini R et pour tout (u,v) E (G x N)(R) , fR(u) = fR(u+v) . 

D'après la proposition 6 .1, c'est donc l'algèbre affine du conoyau de N .... G , 

autrement dit de la coimage de cp • 

6.5. PROPOSITION 6.3.- Soit B une k-bigèbre formelle et soit C une sous

k-bigèbre formelle. Alors B est un C-module topologiquement plat et C est 

facteur direct de B en tant que C-module. 

Commençons par établir un lemme : 

LEMME 6 .4. - Soit C un k-anneau pseudo-compact et soient B .1!!l C-anneau 

profini et M un C-module profini. Si B ®c M est un B-module topologique

ment libre, M est un C-module topologiquement plat. 

Démonstration du lemme : soit C =TTC 
m 

le produit de ses composantes locales et soient 

la décomposition de C en 

B = TT B m et M = TT Mm 

les décompositions correspondantes des C-modules B et M • Il est clair que 

B®c M s'identifie au produit des B ®r: M et que chacun d'entre eux est un 
m ïl1 m 

B -module topologiquement libre. On est donc ramené à montrer que, pour tout 
m 

m,M 
m 

poser que 

est un C -module topologiquement libre, autrement dit on peut sup
m 

C est un anneau local. 

~ 
Soit alors m l'idéal maximal de C et soient C C/4 et B B/mB 

Au diagramme commutatif d'anneaux pseudo-compacts 
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C B 

t ! 
C B 

correspond un diagramme commutatif 

M B®cM 

! ! 
Ô®cM - B®cM 

Soit (i\l iEI une base topologique du C-espace vectoriel profini ë ®c M 

et soit (ui) iEI les images des ui par une section C-linéaire continue. Com

me m est topologiquement nilpotent, on voit que M est l'adhérence du sous-

module engendré par les u. 
l 

Comme B®cM s'identifie à , on 

voit que les 1 ®c ui forment une base topologique du B-module topologique-

ment libre B ®c M . Comme B ®c M est un B-module topologiquement libre, 

on en déduit que les 1 ®c ui forment une base topologique de B ®c M sur B 

Par conséquent, les ui sont "topologiquement linéairement indépendants" sur 

C et M est un C-module topologiquement libre admettant (ui\EI comme base 

topologique. 

Démontrons maintenant la proposition 6. 3 : il suffit d'appliquer le lemme 

précédent à M = B car on sait (prop.6.2) que B®cB est un B-module topo

logiquement libre. Le fait que C est facteur direct de B provient de ce que 

chaque Cm est facteur direct de Bm = ~ , comme on le voit en remarquant 

que dans la démonstration du lemme on peut choisir la base topologique 

(ui)iEI pour qu'elle contienne 1 . 

6.6. PROPOSITION 6.5.- La catégorie des k-groupes formels et celle des k

groupes affines sont abéliennes. 

Remarquons que, grace à la dualité entre ces deux catégories, il suffit 

de la démontrer pour l'une d'entre elles. Nous admettrons ce résultat classique 

(cf. [13], exposé vn8 ,§ 2) dont nous ne connaissons pas de démonstration suf

fisamment élémentaire pour rentrer dans le cadre de ce chapitre. 

Remarques 

1. - Comme on sait que la catégorie des k-groupes affines (resp. formels) 

admet des noyaux et conoyaux, il suffit, pour montrer que cette catégorie est 
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abélienne de vérifier que pour tout morphisme cp , le morphisme canonique de 

la coimage de cp dans l'image de cp est un isomorphisme. On voit très fa

cilement que cela revient à démontrer les deux résultats suivants : soit 

cp : G - H un morphisme de k-groupes affines (resp. formels) correspondant à 

un morphisme cp* : C - B de k-bigèbres (resp. formelles) 

(P 1) si cp* est injective, la coimage de cp est H; 

(P 2) si cp* est surjective, l'image de cp est G 

Il résulte en outre de la dualité entre groupes affines et groupes formels 

que la propriété (P 1) (resp. (P2)) pour les groupes affines est équivalente 

à la propriété (P 2) (resp. (P1)) pour les groupes formels. 

2. - Montrons la propriété (P1) pour les groupes formels : si on identi

fie C à une sous-k-bigèbre formelle de B , on sait (prop. 6. 2) que l' algè

bre affine de la coimage de cp est l'ensemble C' des f E B tels que 

f ®c 1 = 1 ®c f dans B ®c B Comme C est facteur direct de B en tant 

que C-module (prop. 6.3), on voit que C' = C, donc que H s'identifie 

bien à la coimage de cp 

3. - En particulier, on a une démonstration complète du fait que la caté

gorie des k-groupes finis est abélienne : la propriété (P1) est vérifiée, car 

il suffit de considérer G et H comme des groupes formels 

(P2) est vérifiée car (P1) est vérifiée pour ID(H) - ID(G) 

la propriété 

4. - Nous avons préféré pouvoir utiliser librement dans la suite la pro

position 6. 5 , afin de ne pas alourdir les démonstrations. Le lecteur conscien

cieux pourra remarquer que, moyennant quelques précautions supplémentaires, 

nous aurions pu ne pas utiliser ce résultat (la prop. 6. 3, en revanche, sera 

utilisée de façon essentielle). Pour les corps parfaits de caractéristique non 

nulle, la proposition 6. 5 serait alors apparue comme un corollaire de la classi

fication des groupes formels par leurs modules de Dieudonné (chap. III). 

§ 7. - Groupes étales et connexes. 

Dans ce paragraphe, k est un corps parfait, on note k une clôture 

algébrique de k et @ le groupe de Galois de lë/k . 
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7 .1. On appelle @-module discret tout groupe abélien r sur lequel @ opère 

linéairement et continûment (le groupe r étant muni de la topologie discrète). 

Les @-modules discrets forment, de manière évidente, une catégorie abélienne. 

Un k-groupe formel est dit étale si son algèbre affine est un k-anneau 

pro-étale, i.e. un produit d'extensions finies de k 

Si G est un k-groupe formel quelconque, on note G(k) la limite in

ductive des G(k') , pour k' parcourant les extensions finies de k conte

nues dans k . Il est clair que l'on a ainsi défini un foncteur covariant addi

tif de la catégorie des k-groupes formels dans celle des @-modules discrets. 

Si r est un @-module discret, le k-anneau B des fonctions sur r , 

à valeurs dans k , qui commutent à l'action de Galois, muni de la topologie 

de la convergence simple, est un k-anneau profini pro-étale et a une structure 

naturelle de k-bigèbre formelle (le coproduit est défini par (t,f)(y ,y') = f(y+y')). 

C'est l'algèbre affine d'un k-groupe formel étale G(r) . Il est clair que l'on 

a ainsi défini un foncteur covariant additif de la catégorie des @-modules dis

crets dans celle des k-groupes formels étales. 

On vérifie immédiatement que le foncteur G >-+ G(k) , restreint à la ca

tégorie des k-groupes formels étales, induit une équivalence entre cette caté

gorie et celle des @-modules discrets et que le foncteur r >-+ G(r) est un 

quasi-inverse. 

7. 2. Un k-groupe formel G est dit connexe si son algèbre affine est un 

anneau local. On voit qu'il revient au même de dire que G(k') = 0 , pour 

toute extension finie k' de k , ou encore que G(k) = 0 . 

Soit G un k-groupe formel et soit B 

anneau fini R , notons rR son radical. Soit 

Gc(R) le noyau de G(R) -+ Get(R) . 

son algèbre affine. Pour tout k

Ge\R) = G(R/rR) et soit 

On voit qu'un élément u : B-+ R de G(R) est dans Gc(R) si et seu

lement si u(B+) c rR (où B+ est l'idéal d'augmentation). On en déduit que 

Ge est un k-groupe formel dont l'algèbre affine Be s'identifie à la compo

sante locale de B correspondant à l'idéal maximal B+ ; c'est donc un k

groupe formel connexe et nous l'appelons la composante connexe ou la compo

sante neutre de G (l'expression correcte serait "la composante connexe de 
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l'élément neutre"). 

Comme k est parfait, on voit que tout k-anneau fini R peut s'écrire 
et , et 

sous la forme R R E!l rR , ou R est la plus grande sous-algèbre étale 

de R (et est canoniquement isomorphe à R/rR) . On voit donc que Ge\R) 

s'identifie à G(Ret) et que c'est aussi le groupe des homomorphismes conti

nus du k-anneau profini pro-étale Bet = B/rB (où rB désigne le radical de 

B) dans R . On en déduit que Get est un k-groupe formel étale. Comme 

Get(k) = G(k) , on voit que, si l'on pose r = G(k) , on a, avec les notations 

du n° 7 .1, Get = G(r) . 

On voit enfin que la suite O - Gc(R) - G(R) - Get(R) est scindée et 

que G s'identifie canoniquement au produit direct de Ge par Get (et 

aussi que B s'identifie canoniquement à Bet ®k Be). Nous appelons Get la 

composante étale de G . 

Finalement, l'étude des groupes formels sur un corps k parfait se dé

compose en deux parties : celle des groupes formels étales (ou, ce qui revient 

au même, des @-modules discrets) et celle des groupes formels connexes. 

7. 3. Soit A un anneau local pseudo-compact dont le corps résiduel est k 

(toujours supposé parfait). 

On dit qu'un A-groupe formel topologiquement plat G est connexe (resp. 

étale) si son algèbre affine est un anneau local (resp. un produit de A-algèbres 

étales). 

On voit immédiatement que le foncteur G ,--. G 
k 

induit une équivalence 

entre la catégorie des A-groupes formels topologiquement plats étales et celle 

des k-groupes formels étales (en fait, Gk étant donné, il existe un A-groupe 

formel G topologiquement plat, unique à isomorphisme unique près, qui relè

ve Gk , et G est étale). 

Soit G un A-groupe formel topologiquement plat et soit B son algèbre 

affine. Pour tout A-anneau fini R 

Get(R) = G(R/rR) et soit Gc(R) 

, notons rR son radical. Posons 
et 

le noyau de G(R) - G (R) 

On voit que Ge est encore un A-groupe formel topologiquement plat 

dont l'algèbre affine Be s'identifie à la composante locale de B correspon

dant à l'unique idéal maximal de B contenant l'idéal d'augmentation. En par-
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ticulier Ge est connexe et nous l'appelons la composante connexe ou neutre 

de G . 

Soit m l'idéal maximal de A . Pour tout A-anneau fini R , soit R 

le k-anneau fini R/mR . Il est clair que R/rR s'identifie à 
et ~ et ~ 

donc G (R) = G (R/ r R) = Gk (R/ r R) = (Gk) (R) . On en déduit que 

f 1 (G )et 

R/r.R ; on a 

Get s' i-

dentifie au A-groupe orme topologiquement plat relevant k Nous l'ap-

pelons le quotient étale de G . 

On déduit immédiatement de l'exactitude la suite 

0 _. G _. 
k - 0 

celle de la suite 

0 _.Ge_. G - 0 

(ceci signifiant que Ge s'identifie au noyau de G ..... Get et que l'algèbre 

affine de G est un module fidèlement topologiquement plat sur l'algèbre af

fine de Get). 

7 .4. Si -r est un automorphisme du corps k et si G est un k-groupe af

fine (resp. formel) d'algèbre affine B , nous notons G' le k-groupe affine 

(resp. formel) déduit de G par l'extension des scalaires -r : k ..... k et B(,) 

son algèbre affine. On voit que l'on peut (et c'est ce que nous ferons toujours 

dans la suite) identifier l'anneau (resp. topologique) sous-jacent à B (,) à B 

et que le coproduit est le même ; seule la multiplication par les scalaires 

change : le produit de À. E k par b E B(,) (identifié à B) est -r -l(/, .. )b 

(produit calculé dans B ) . 

Supposons maintenant que k est de caractéristique p f, 0 et soit o 

le Frobenius absolu sur k (on a donc 0(11.) = À. p , pour tout À. E k). 

Pour tout k-groupe affine (resp. formel) G d'algèbre affine B , nous 

notons F B l'application de B dans B définie par F B (b) = bp . Il est 

clair que 

formelle) 

le Frobenius . 

peut être considéré comme un morphisme de la k-bigèbre (resp. 
0 

dans B et définit donc un morphisme F G : G ..... G , appelé 

Plus généralement, pour tout entier n 2 0 , on voit que F; peut être 
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considéré comme un morphisme de la k-bigèbre (resp. formelle) dans B 
n 

et définit donc un morphisme de G dans G 0 ; par abus d'écriture, nous le 

notons F~ : si, pour tout i E IN , on pose Gi = G 0 i et Fi FGi , on 

voit que FGn = F 1oF 2 0 ••• oF . 
n- n- 0 

Pour tout k-anneau fini R , on voit que le radical de R est formé des 
Xpn 

x tels que = 0 , pour n suffisamment grand. Les assertions suivantes 

sont évidentes 

■ si G est un k-groupe formel, Ge = l!p Ker F~ 

connexe si et seulement si G = l!p Ker F~ ; 

en particulier G est 

■ si G est un k-groupe formel, G est étale si et seulement si F G est 

un monomorphisme ; s'il en est ainsi, c'est un isomorphisme. 

7. 5. Supposons toujours k de caractéristique p i' 0 . Comme le foncteur 

"dual de Cartier" commute au changement de base, on voit que, si 

un k-groupe affine (resp. formel), le k-groupe formel (resp. affine) 

(resp. n:>(G) 0 ) s'identifie à lÔ(G 0 ) (resp. n:>(G 0 )) • Le morphisme 

G est 

ID(G) 0 

- o o 
F JD(G) : D(G) n:>(G) (resp. F n:>(G) : lD(G) _, n:>(G) ) induit, par dualité, 

un morphisme VG : G 0 _, G , appelé Verschiebung ou décalage. Si B est 

l'algèbre affine de G , nous notons VB l'application de B dans B(o) 

(identifiée à B ) correspondante. On définit de la même manière, et avec les 

mêmes abus n de notations que pour le Frobenius, les applications ~ : B _, B 

et V~ : G 0 G • 

Donnons maintenant une description "explicite" de VB . Soit G un k

groupe formel et soit B son algèbre affine. Pour tout entier m "1 , notons 

t,m : B _, ®m B le m-ième itéré du coproduit (on a donc t, 1 = idB , t 2 = t, , 

le coproduit, t,m (t, i id_ 2 ) o Cl 1 si m " 2). 
®m- B m-

Notons TSPB le sous-k-espace vectoriel fermé des tenseurs symétriques 

de iPB . Soit s l'application k-linéaire continue de ®PB dans TSPB qui, 

à 

l'image de 

®bp associe g~ bg(l)®bg(Zl®···®bg(p) et soit TS~B 

p 
s . On voit facilement que tout élément de TSPB s'écrit d'une 

manière et d'une seule sous la forme ~ w = (b(w)) + w0 , avec b(w) E B 
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Pour tout c E B , fîp (c} E TSPB . Nous allons montrer que v8 (c) = b(.!îp (c}} 

Soit B' l'algèbre affine de DJ(G) . Notons ( , ) l'application k-

bilinéaire canonique de B 

canonique de B (cr} x (B' /cr} 

tifie l'anneau B (cr) à B 

pour b E B , x E B' . 

x B' dans k et ( , ) l'application k-bilinéaire 
cr 

dans k . On voit tout de suite que si l'on iden-

et l'anneau (B')(o} à B', on a (b,x) =((b,x))P, 
cr 

Si CEB , et si l'on pose , on a, pour tout xE (s•/ 0 >, 
Ap p p 

((b(6 c))® ,x® ) + <C6 c) ,x® ) 
p p 0 

, d'où V C = b 
B 

On a, bien s0.r, la même description de v8 dans le cas où G est un 

k-groupe affine. 

Il résulte immédiatement de ce qui précède que, pour toute k-bigèbre 

(resp. toute k-bigèbre formelle) B , on a v8 o F 8 = F 8 o v8 = p. id8 , ou en

core que, pour tout k-groupe formel (resp. affine) G , on a V G ° F G = P · idG 

et 

7. 6. Supposons toujours k de caractéristique p,;. 0 . Nous disons qu'un 

k-groupe formel G est unipotent si 

G 

Pour tout k-groupe formel 

le k-groupe formel lim Ker 

G, 
vn 
con 

G = lim Ker Vn 
Gan 

nous appelons composante unipotente de 

. Il est clair que c'est un k-groupe for-

mel unipotent, invariant par tout automorphisme de G . 

7. 7. Un k-groupe affine G est dit unipotent (resp. de type multiplicatif) si 

son dual de Cartier est un k-groupe formel connexe (resp. étale). Tout k-groupe 

affine s'écrit donc, d'une manière et d'une seule, comme le produit direct d'un 

groupe unipotent et d'un groupe de type multiplicatif. 

Dans le cas où la caractéristique de k est non nulle et où G est un 

k-groupe fini, on voit que G est unipotent, en tant que k-groupe affine, si 

et seulement s'il est unipotent en tant que k-groupe formel (avec la définition 

du n° 7. 6). 

On voit enfin que la catégorie des k-groupes finis se décompose en qua-
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tre sous-catégories 

■ la catégorie des k-groupes finis étales de type multiplicatif, 

■ celle des k-groupes finis étales unipotents, 

■ celle des k-groupes finis connexes de type multiplicatif, 

■ celle des k-groupes finis connexes unipotents. 

On laisse au lecteur le soin de décrire, lorsque la caractéristique de k 

est non nulle, chacune de ces sous-catégories en terme de l'action du 

Frobenius et du décalage. 

Si G est un k-groupe fini, nous appelons ordre de G (on dit aussi 

rang de G) la dimension de son algèbre affine comme espace vectoriel sur le 

corps k 

Si G est un k-groupe fini étale, on voit que l'ordre de G est égal à 

celui du groupe fini G(k) 

Montrons que, si 

0 - G' - G - G'' - 0 

est une suite exacte de k-groupes finis, l'ordre de G est le produit de l'or

dre de G' par celui de G" : 

■ en utilisant la décomposition d'un k-groupe fini en le produit direct d'un 

k-groupe fini connexe par un k-groupe fini étale, on voit que l'on peut sup

poser soit que les trois groupes considérés sont connexes, soit qu'ils sont 

étales ; 

■ le résultat est évident si les k-groupes finis considérés sont étales puis

que l'ordre de chacun d'entre eux n'est autre que l'ordre du groupe de ses 

points à valeurs dans k 

■ supposons donc les trois groupes connexes et soit B l'algèbre affine de 

G , soit B+ son idéal d'augmentation. L'algèbre affine C de G" s'i

dentifie à une sous-k-bigèbre (formelle) de B ; c'est un anneau local dont 

l'idéal maximal n'est autre que l'idéal d'augmentation C+ = CnB+ . On 

voit que l'algèbre affine B de 

+ encore à (C/C ) ®c B . Comme 

G' 

C 

s'identifie au quotient + B/BC , ou 

est local, il résulte de la proposition 

6. 3 que B est un C-module libre ; il est clair que l'on obtient une base 
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-
de B sur C en relevant une base de B sur k . La dimension de B 

sur k est donc égale au produit de celle de B par celle de C , ce 

qui achève la démonstration. 

En particulier, on voit que, pour qu'une suite 

0 - G' - G - G" - 0 

de k-groupes finis soit exacte, il faut et il suffit que les deux conditions 

suivantes soient réalisées : 

i) pour tout k-anneau fini R , la suite 

0 -- G'(R) -- G(R) -- G"(R) 

est exacte 

ii) l'ordre de G est égal au produit de l'ordre de G' par celui de G" . 

§ 8. - Espaces tangent et cotangent. 

Dans ce paragraphe, k est un anneau commutatif. 

8. 1. Soit G un k-groupe affine, soit B 
+ + 2 

l'idéal d'augmentation et B2 = (B ) . Pour 

G à valeurs dans R 

son algèbre affine ; notons 

tout k-anneau 

, et notons 

R , nous appelons 

le R-module espace cotangent de 
+ + 

(B /B 2) ®k R ; nous appelons espace tangent de G à valeurs dans R , et 

B+/B+ notons tG (R) le R-module des applications k-linéaires de 2 dans R 

8.2. Soit toujours G un k-groupe affine d'algèbre affine B et soit ok(B) 

le B-module des k-différentielles de l'anneau B . Il résulte du lemme de 

Yoneda que se donner un w E (lk (B) revient à se donner, pour tout k-anneau 

R et tout u E G(R) , un élément wR (u) de (lk (R) de manière que, si 

cp R --+ S est un morphisme de k-anneaux, on ait ws(G(cp)(u)) = Ok (cp)(wR(u)) 

(si w = I: a.db. E ok(B) et si u : B --+ R est un élément de G(R) , on a 
l l 

wR(u) = I: u(a.)du(b.)) . 
l l 

On dit qu'une différentielle w E (lk (B) est invariante si, pour tout k

anneau R et pour u,v E G(R) , on a wR(u+v) = wR(u) + wR(v) . On note 
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le sous-k-module de (\_ (B) formé des différentielles invariantes. 

Notons 1:, : B --+ B ®k B le coproduit et i 1 (resp. i 2) 

l'application b 1-+ b ® 1 (resp. b 1-+ l@b) . Toujours par Yoneda, on voit que 

wG/k est formé des wEok(B) tels que (\_(/:,)(w) = (~(i1)+~(i2))(w). Comme 

ok (B) est un B-module, l'extension des scalaires définit un homomorphisme de 

dans 

PROPOSITION 8. 1. - Le k-module wG/k. est canoniquement isomorphe à t8 (k) 

et l'homomorphisme canonique de B ®k wG/k. dans ~ (B) est un isomorphisme. 

!?~~~r:s_t_E:~!_i.9_:1 : soit I le noyau de l'application de B ®k B dans B 

définie par le produit. On sait que ok (B) s'identifie à I/I2 • 

Considérons le morphisme ri : G x G --+ G x G qui, pour tout k-anne au R, 

associe à (x,y)EG(R)xG(R) l'élément (x,x-y) Il est clair que ri est un 

automorphisme de GxG induisant l'identité sur la première composante. Par 

conséquent ri induit un automorphisme ri* de B ®k B qui est B-linéaire 

(pour la structure de B-module sur B ®k B définie par la multiplication à gau

che). 

On voit que le diagramme 

id 
G--~G 

ô ! !v 
GxG .....!l.-GxG 

où ôR(x) = (x,x) et vR(x) = (x,0) , est commutatif. Il induit, sur les bi

gèbres, un autre diagramme commutatif 

id B----

prod,l 

* B ®k B -!).:_ 

où les flèches horizontales sont des isomorphismes et les flèches verticales 

sont surjectives ; les noyaux de ces dernières, i.e. I et B ®k B+ (car B+ 

est facteur direct de B 

ment. On en déduit que 

en tant que k-module) s'identifient donc canonique-
2 + + 

I/I s'identifie à B@k (B /B 2), donc à B®ktê/k) 

Enfin, on vérifie facilement que, dans cette identification, s' i-
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dentifie à tG (k) . 

8. 3. Soit toujours G un k-groupe affine d'algèbre affine B . Pour tout B

anne au R , notons Derk(B,R) le R-module des k-dérivations de B dans R 

(remarquons que tout k-anneau R peut être considéré comme un B-anneau au 

B - E:B k can R). moyen de l'application composée 

Il résulte de la propriété universelle du module des différentielles que 

Derk(B,R) s'identifie canoniquement au R-module des applications B-linéaires 

de 'l (B) dans R . Comme 'l (B) est canoniquement isomorphe à 

B ®k (B+/B~) , Derk(B,R) s'identifie au R-module des applications k-linéaires 

de B+ /B~ dans R , i.e. à tG (R) 

Soit Derk(B) = Derk(B,B) le module des k-dérivations de B dans B . 

Si DE Derk(B) , nous notons D1 l'élément de Derk(B®kB) défini par 

D 1 (x®k y) = D(x) ®k y . Nous disons qu'un élément de Derk(B) est une k

dérivation invariante si, pour tout x E B , l;(Dx) = D1 (tix) , où fi est le 

coproduit. On vérifie immédiatement que, lorsque l'on identifie Der k (B) à 

tG(B) , le k-module des dérivations invariantes s'identifie à tG(k) . 

8 .4. Pour tout k-anneau R , notons R(t) = R ®k k(t) l'algèbre des nombres 

duaux à valeurs dans R , i.e. l'algèbre R [T] /T2 (on a noté t l'image de 

T). Pour tout k-groupe affine G , on note Lie G(R) le noyau de l'homomor

phisme canonique de G(R(t)) dans G(R) (provenant de l'application R-linéaire 

de R(t) dans R qui envoie t sur 0). Dire qu'un élément uEG(R(t)) est 

dans Lie G(R) revient à dire que 
+ 2 

u(B ) c tR(t) . Comme t = 0 , le noyau 
+ 

de u contient alors B2 et u induit une application k-linéaire 
~ + + 
u : B /B2 .... R ; on vérifie immédiatement que l'application u ,-. u définit un 

isomorphisme du groupe LieG(R) sur tG(R) 

8. 5. Tout ce qui précède se transpose, de manière évidente, au cas des grou

pes formels. Supposons maintenant que k est un anneau commutatif pseudo-

compact. Soit G un k-groupe formel, d'algèbre affine B I soit B+ l'idéal 

d'augmentation et soit B+ 
2 

l'adhérence de (B+)2 dans B Pour tout k-

anneau fini ou profini R l'espace cotangent de G à valeurs dans R est 

le R-module topologique * - +/B+) ~ tG (R) - (B 2 ®k R et l'espace tangent est le R-
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module tG (R) 

B-module Ok (B) 

des applications k-linéaires continues de 

des k-différentielles continues de l'anneau B 

B ®k tG (k) , le k-module des différentielles invariantes 

t8 (k) ; le B-module des k-dérivations continues de B 

dans R. Le 

s'identifie à 

s'identifiant à 

à valeurs dans B 

s'identifie encore à tG (B) et celui des k-dérivations invariantes à tG (k) 

Enfin, pour tout k-anneau fini ou profini R , tG (R) s'identifie à Lie G(R) 

Remarque : supposons k local et soit G un k-groupe formel topologique

ment plat. Si G est étale, on a évidemment B~ = B+ et tG(R) = tê;(R) = 0, 

pour tout k-anneau fini ou profini R ; dans le cas général, on voit que tG (R) 

s'identifie canoniquement à (resp. t* (R)) 
Ge 

8. 6. Supposons maintenant que k est un anneau commutatif artinien. Soit G 

un k-groupe formel topologiquement plat et soit G le complété formel du 
a 

groupe additif (on a donc G (R) = R , muni de l'addition, pour tout k-anneau 
a 

fini R). Comme k s'identifie, de manière évidente, à un sous-anneau de 
~ 

l'anneau des endomorphismes de G 
a 

, le groupe Hom(G,~) des morphismes 

(de k-groupes formels) de G dans ê; a une structure naturelle de k-module 
a 

topologique (la topologie étant celle de la convergence simple). On voit que 

Hom(G,G) s'identifie, grace à Yoneda, au sous-k-module fermé de l'algèbre 
a 

affine B de G formé des u tels que Liu = U®l + l®u (en notant fi 

le coproduit). 

Soit ID(G) le dual de Cartier de G et soit B' son algèbre affine. 

Notons ( , ) l'application k-bilinéaire canonique de B xB' dans k . 

Comme (u,xy) = (flu,x®y) , on voit qu'un élément u de B est dans 

Hom(G,G) si et seulement si (u,xy) = (u®l + l®u,x®y) , pour x,y E B', 
a 

i.e. si et seulement si (u,xy) = (u,x)dy) + dx)(u,y) , pour x,y E B' (où 

e : B' _, k est l'augmentation).Si l'on munit k de sa structure de B'-anneau 

provenant de l'augmentation, on voit que ceci revient à dire que l'application 

k-linéaire u de B' dans k est une dérivation. Par conséquent, Hom(G,G) 
a 

s'identifie au k-module topologique des k-dérivations de B' dans k , donc 

à tID(G) (k) (la topologie étant encore celle de la convergence simple). 

De la même manière, si G est un k-groupe affine plat, on voit que le 

k-module Hom(G ,Ga) s'identifie canoniquement à tlÔ(G/kl . 
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8. 7. Supposons maintenant que k est un corps parfait de caractéristique 

pi 0 

Nous notons k[Y] (resp. k[[] ) l'anneau (non commuta tif si k f lF ) 
p 

engendré par k et un élément y (resp. [) soumis aux relations 

ÀY. = Y.o()c) = Y.)cp (resp. [À= o()c)[ = ÀP[) pour tout )cEk . On appelle k[Y]

module topologique (resp. k[[] -module topologique) tout k[Y.] -module (resp. 

kŒ] -module) qui est un k-espace vectoriel topologique sur lequel Y. (resp. [) 

opère continûment. 

Soit G un k-groupe formel et soit B son algèbre affine. Il est clair 

que VB est un endomorphisme continu de l'anneau 
+ + 

+ + 
B , que V B (B ) c B et 

VB (B 2) c B2 . Par passage au quotient, VB opère donc continûment sur 

+ + 
t; (k) = B /B 2 . En posant Y.u = VB (u) , pour tout u E të; (k) , on voit que 

l'on munit le k-espace vectoriel topologiquement libre të;(k) d'une structure 

de k[Y.]-module topologique. 

Il est clair que G ,- t;(k) peut ainsi être considéré comme un fonc

teur contravariant de la catégorie des k-groupes formels dans celle des k[Y.] -

modules topologiques qui sont des k-espaces vectoriels topologiquement libres. 

De la même manière, dans le cas des k-groupes affines, on voit que la 

correspondance G ,- tê;(k) peut être considérée comme un foncteur contrava

riant de la catégorie des k-groupes affines dans celle des k[Y] -modules. 

Soit, de nouveau, G un k-groupe formel et B son algèbre affine. Si 

l'on identifie Hom(G ,G ) 
a 

que, si uEHom(G,G), 
a 

à un sous-k-espace vectoriel fermé de B , on voit 

FB(u) = up aussi. En posant [u = FB(u) , pour 

tout u E Hom(G ,G ) , on voit que l'on munit le k-espace vectoriel topologique
a 

ment libre Hom(G ,G ) d'une structure de k[[] -module topologique. 
a 

Si maintenant M est un k[Y.] -module, on munit le k-espace vectoriel 

topologique dual M' = Hom(M,k) d'une structure de k[F] -module topologique 

en posant ([ri)(x) = o(ri(Y.x)) , pour tout ri E M' et tout x E M . 

En particulier, si G est un k-groupe formel, on a deux structures natu-

relles de k[F] -module topologique sur 

phis me canonique entre Hom(G ,G ) et 
a 

à partir de la structure de k[V] -module 
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ment que ces deux structures col.hcident. 

Il est clair que la correspondance G >-- Hom(G ,Ga) =- tID(G) (k) peut 

être considérée comme un foncteur contravariant de la catégorie des k-groupes 

formels dans celle des k[f.] -modules topologiques. 

Ceci se transpose aux groupes affines et la correspondance 

G >-- Hom(G ,Ga) """ tID(G)(k) peut être considérée comme un foncteur contrava

riant de la catégorie des k-groupes affines dans celle des k[[] -modules. 

§ 9. - Structure des groupes formels connexes sur un corps. 

Dans tout ce paragraphe, k est un corps parfait. 

9. 1. Commençons par introduire la définition suivante : 

■ si k est de caractéristique O , on dit qu'un k-anneau profini local est 

élémentaire si c'est un anneau de séries formelles à coefficients dans k 

■ si k est de caractéristique p ,j. 0 , on dit qu'un k-anneau profini local 

est élémentaire s'il existe un ensemble J et des éléments \i(j) E JN*U {+ex,} 

tels que cet anneau soit isomorphe au quotient de l'anneau des séries for

melles k[[(Xj)jEJ]] par l'adhérence de l'idéal engendré par les xr(j) , 
pour \i(j) ,j. +ex, 

Le but de ce paragraphe est d'établir le résultat suivant : 

THÉORÈME 1. - Soit G .1!.!l k-groupe formel connexe. Son algèbre affine est un 

k-anneau profini local élémentaire. 

!?~E!.C:_~SJ_!:~1:_i.9_Et : soit B l'algèbre affine de 
+ mentation et soit B2 l'adhérence, dans B , de 

G , soit B+ l'idéal d' aug

(B+)2 

Soit 

L'image de 

isomorphe à 

s 

s 

() +/B+ + une section k-linéaire continue de t8 k B 2 dans B 

est un sous-espace vectoriel fermé de B+ , canoniquement 

* tG (k) . Soit une base topologique de cet espace vecto-

riel topologiquement libre. Il est clair qu'il existe un homomorphisme continu 

8 du k-anneau profini 

S(Y.) = y, . On voit que 
J J 

A = k[[(Yj)jEJ]] dans B et un seul tel que 

8 est surjectif et, comme les images des 

tê; (k) forment une base topologique de tê; (k) , que le noyau a de 
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un idéal fermé de A contenu dans l'adhérence du carré de l'idéal maximal 

de A. 

Soit ok(A) le A-module topologique des k-différentielles continues de 

l'anneau A . Il est clair que Ok (A) est un A-module topologiquement libre 

admettant les dYi comme base topologique. De même, si '\ (B) désigne le 

B-module topologique des k-différentielles continues de l'anneau B , on voit 

(cf. n° 8. 5) que '\ (B) est un B-module topologiquement libre admettant les 

dyJ, comme base topologique. On en déduit que si a E a , on a ~ E a , 
oYi 

pour tout j • 

Notons enfin, pour tout entier n :2: 1 , I l'adhérence de la puissance 
n 

n-ième de l'idéal maximal de A . On a vu que ac 12 . 

9. 2. Supposons que k est de caractéristique O et montrons que e est 

injectif. Si ce n'était pas le cas, il existerait un entier n :2: 2 tel que a c I 
n 

et a i. In+l Si a était un élément de 

voit que l'on pourrait trouver tel que 

0; i a , d'où une contradiction. 
0 j 

n'appartenant pas à In+l 

t I . On aurait donc n 

, on 

Dans toute la suite, nous supposons donc que k est de caractéristique 

Pi" 0 

9. 3. Supposons que F G = 0 , autrement dit que, pour tout x E B+ , on a 

xp = 0 • Alors a contient l'adhérence a O de l'idéal de A engendré par les 

Yf . Montrons que a = a O • Sinon, il existerait un entier n tel que 

ac In+a 0 et ai In+l +a 0 . Si aEa et t In+l +a 0 , on pourrait écrire 

a = a' +a" avec a' série formelle homogène non nulle de degré n en les 

Y. , dont le degré par 
J 

rapport à chaque variable est 

Il est clair que, pour tout 
oln+l 
-- CI 

' oY. n 
et que 

< p et 

oa O 
on en déduit 

J 
oY. c 0 o 

J 
que ~ E I + a . On voit que l'on pourrait choisir 

oY. n 0 
oa' 

pour que -Y il +a 0; o . n 
J J 

on aurait donc ~ i I +a , d'où 
oY. n 0 

oa 
oY i a , d'où une contradiction. 

j J 

9 .4. Passons maintenant au cas général. Pour tout entier r;;,: 0 , soit 
r 

Vr = [ a E A \ aP E a } . Il est clair que les Vr forment une suite croissante 

d'idéaux fermés de A • Pour chaque r , le quotient V = V /(V n12) est un r r r 
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sous-k-espace vectoriel fermé de I/12 , lui-même canoniquement isomorphe à 

+/B+ ) B 2 të/k : 

Pour tout a E I , notons a son image dans I/12 . Appelons bon sys

tème de coordonnées pour A relativement à G fil 8 tout système de coor

données X = (Xj) jEJ de A tel que, pour tout entier r ;;,: 0 , les images Xj 

des qui sont dans forment une base topologique de '{- . On voit 

facilement qu'un tel système existe toujours. 

Soit X = (Xj) jEJ un bon système de coordonnées pour A relativement 

à G et 8 . Pour tout j E J , posons 

si 

v{j) 

r si 

Notons 

pour les 

b = b(8,X) l'adhérence de l'idéal de A engendré par les 

tels que v{j) f,. +co • Il est clair que b c a . Pour achever la 

démonstration du théorème, on voit qu'il suffit d'établir le lemme 

LEMME 9 .1. - Soit X = (Xj)jEJ un bon système de coordonnées pour A rela

tivement à G et 8 • Le noyau a de 8 est l'idéal b(S ,X) 

Démonstration : pour tout i E J ' soit X, l'image de X, dans B et, ------------ J J A 
pour tout entier r :i: 1 

' soit Îr (resp. Îr ) l'adhérence de l'idéal de B 

(resp. 

et il 

A) engendré l (resp. les Pr On voit que A par les X, X, ) . Q = n (a+r ) 
J J r 

r:i:1 A 
suffit donc de montrer que, pour tout entier r :i: 1 , on a b+yA = a+y 

r r 

On voit que B = B/r 
r r 

r 
s'identifie à l'algèbre affine du groupe Gr =Ker FG 

et que, si l'on note 8 l'application composée 
r 

et 

e proj. 
A--•B ----B/f , 

r 

est un bon système de coordonnées pour A relativement à G 
A r A 

er . On voit aussi que le noyau de 
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Il suffit donc de démontrer le lemme dans le cas où il existe un entier r ;2, 1 

tel que F~ = 0 , i.e. dans le cas où v(i) s r , pour tout j E J . Nous 

allons procéder par récurrence sur r : 

■ si r = 1 , cela résulte du n°9.3 ; 

■ dans le cas général, soit C = (bp \ b E B} . Il est clair que C est une 

sous-k-bigèbre formelle de B ; elle correspond à un quotient H de G 

qui est un k-groupe formel connexe vérifiant Fr-l = 0 et qui n'est autre 
H 

c+ que la co-image de F G . L'idéal d'augmentation de 

que son idéal maximal; c'est aussi cnB+. On voit que 

C n'est autre 
- + A 

B=(C/C )~B 

s'identifie à l'algèbre affine du noyau de FG . Il résulte du n° 9.3 que le 

noyau de la projection de A sur B est l'idéal rf , adhérence de l'idéal 

engendré par les xf . On en déduit que les images, dans B , des élé-
n, 

ments de la forme TT x. J , avec les n. des entiers presque tous nuls 
iEJ J J 

vérifiant Os n. < p , forment une base topologique de B sur k = c;c+ . 
J 

D'après la proposition 6.3, B est un C-module topologiquement plat, 

donc topologiquement libre puisque C 

que les éléments de B de la forme 

est local. Ce qui 
n, 

TT x.J , avec les 
jEJ J 

précède montre donc 

ni des entiers pres-

que tous nuls vérifiant 0 s n. < p , forment une base topologique de B sur C. 
J 

Soit, d'autre part, J' l'ensemble des j E J tels que v(i) « 2 et soit 

A' = k[[ (Xf) jEJ' ]] La restriction de 8 à A' est un homomorphisme conti-

nu 8' de A' sur C dont le noyau est a nA' On voit que X' (xf l iEJ' 

est un bon système de coordonnées pour A' relativement à H et 8' et 

que b(8' ,K') = b(8,K)nA' . L'hypothèse de récurrence appliquée à H implique 

que b(8,K}nA' = anA'. 

que 

8 

Soit Ac = k[[ (xf) iEJ]] . Si 

b (8 ,20 n Ac = a n Ac . 

j E J-J' , X~E b(S,X) n Ac 
J -

Â = A/b(S ,X) 
-

Soit et soit X. l'image de xi dans 
J 

induit une application surjective 8 : A ..... B (on a ê'(x.l 
J 

on en déduit 

A On voit que 

= x.) et que la 
J 

restriction de 8 à Â' - -p 
- k[[ (Xj ) iE J]] est injective et a pour image C ; on 

peut donc identifier C à un sous-anneau fermé de A et 8 devient alors 

une application C-linéaire continue. 

-On voit que A est un C-module topologiquement libre admettant les élé-
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n. 
-11 x~_J ments de la forme , avec les n. des entiers presque tous nuls véri-
jEJ J J 

fiant 0sn.<p, comme base topologique. On a vu que les images de ces élé
l ~ 

ments par 8 forment une base de B sur C . On en déduit que 8 est 

bijective, ce qui achève la démonstration. 

9 .5. Remarques : 

1 . - Supposons k de caractéristique 0 . Le théorème implique que, si 

G est un k-groupe fini connexe, G est trivial ; autrement dit, tout k-groupe 

fini est étale. 

2. - Supposons k de caractéristique p ,j. 0 . Si G est un k-groupe 

fini connexe non trivial, le théorème implique qu'il existe des entiers 

d ,v(l) ,v(2), ... ,v(d) ~ 1 tels que l'algèbre affine de G est isomorphe à 

( 
v(l) v(2) v(d)) 

k[X 1 ,x2 , ... ,Xd] / xf ,X~ , ... ,X~ . En particulier, tout k-groupe fini 

connexe est d'ordre une puissance de p . 

9. 6. On dit qu'un k-groupe formel est lisse si son algèbre affine est "formel

lement lisse", i.e. si, pour tout k-anneau fini R et tout idéal I de R de 

carré nul, l'application canonique de G(R) dans G(R/I) est surjective. 

On voit que tout k-groupe formel étale est lisse et on en déduit qu'un 

k-groupe formel G est lisse si et seulement si Ge l'est. Un k-groupe for

mel connexe est lisse si et seulement si son algèbre affine est un anneau de 

séries formelles à coefficients dans k . Un k-groupe formel est lisse si et 

seulement si son algèbre affine est un anneau de séries formelles à coefficients 

dans un produit d'extensions finies du corps k . 

Si k est de caractéristique 0 , il résulte du théorème que tout k

groupe formel connexe est lisse et, par conséquent, tout k-groupe formel est 

lisse. 

Si k est de caractéristique p ,j. 0 , il résulte du théorème que, pour 

qu'un k-groupe formel connexe G soit lisse, il faut et il suffit que F G soit 

un épimorphisme. On en déduit qu'un k-groupe formel G , d'algèbre affine B , 

est lisse si et seulement si F G est un épimorphisme, ou encore si et seu

lement si l'application FB est injective. 

Si G est un k-groupe formel lisse, on appelle dimension de G la di-

61 



GROUPES p-DIVISIBLES 

mension du k-espace vectoriel tG(k) . On voit que la dimension de G est 

égale à celle de Ge 

Lorsque k est de caractéristique p~ 0 , on voit qu'un k-groupe formel 

lisse G est de dimension finie si et seulement si Ker F G est un groupe 

fini. Dans ce cas, si G est de dimension d , on voit que Ker F G est 

d'ordre p d et, plus généralement, que, pour tout entier n :2: 0 , Ker F~ est un 

k-groupe fini d'ordre pnd . En particulier Ge = l!_IJI Ker F~ est limite induc

tive de k-groupes finis. 

9. 7. Soit A un anneau local pseudo-compact dont le corps résiduel est k . 

On dit encore qu'un A-groupe formel G est lisse si, pour tout A-anneau fini 

R et tout idéal I de R de carré nul, l'application canonique de G(R) 

dans G(R/1) est surjective. 

On démontre facilement qu'un A-groupe formel lisse est topologiquement 

plat et que, si G est un A-groupe formel topologiquement plat, G est lisse 

si et seulement si G~ = (Gk)c = (Ge\ l'est, ou encore si et seulement si 

l'algèbre affine de Ge est un anneau de séries formelles à coefficients dans 
C ~ C ~ 

A . Supposons qu'il en est ainsi et notons B , B , B , Bk , Bk , Bk les 
c et c et 

algèbres affines respectives de G , G , G , Gk , Gk , Gk . On a vu 

que Bk s'identifie canoniquement à Bt ®k B~ ; l'homomorphisme canonique 

de B~ dans Bk se relève (non canoniquement) en un homomorphisme conti

nu de Be dans B et B est donc isomorphe à Bet ® Be . En particulier, 
A 

pour tout A-anneau fini R , la suite 

0 G(R) 0 

est exacte. 

§ 10. - Cohomologie de Hochschild. 

Dans tout ce paragraphe, k est un corps parfait de caractéristique 0 

ou p (où p est un nombre premier fixé). 

10.1.Pour tout entier r:2:2 , soit B (X,Y) = (X+Y{-xr -Y E Zl:[X,Y] , soit 
r 

"'r le pgcd des coefficients de B (X,Y) et soit C (X,Y) = .,.,-lB (X,Y) ; c'est 
' 1 r r ''r r 
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donc un polynôme à deux variables, homogène de degré r , dont les coeffi

cients sont des entiers premiers entre eux. 

Commençons par rappeler le résultat suivant, do à Lazard ([36], p.44) 

à qui nous renvoyons pour la démonstration : 

PROPOSITION 10. 1. - Soit A un groupe abélien et soit r un entier ., 2 . 

Soit P(X,Y) = I, a .. xiyj un polynôme homogène de degré r , en deux va-
i+j=r l,J 

riables X et Y , à coefficients dans A . On suppose que P(Y ,X) = P(X, Y) 

et P(Y,Z) - P(X+Y,Z) + P(X,Y+Z) - P(X,Y) = 0 . Il existe alors un cEA et un 

seul tel que P(X, Y) = cC (X, Y) . 
r 

On en déduit facilement le résultat suivant : 

entier ., 2 . 

i) Soit P(X) = aXr un polynôme homogène, non nul, de degré r en 

ii) 

une variable X , à coefficient dans k . On a P(Y) - P(X+Y) +P(X) f, 0, 

sauf si et seulement si k est de caractéristique p et r est une 

puissance de p . 

Soit P(X, Y) = 
i j 

I, a. . X Y un polynôme homogène de degré 
i+j=r l,J 

r , fill 

deux variables X et Y , à coefficients dans k , vérifiant 

P(Y,X) = P(X,Y) et P(Y,Z) - P(X+Y,Z) + P(X,Y+Z) - P(X,Y) = 0 . Alors 

si k est de caractéristique O , ou si r n'est Pas une puis

sance de p , il existe un c E k et un seul tel que 

P(X,Y) = c((X+Y)r -Xr -Y) ; 

si k est de caractéristique p et si 

il existe un c E k et un seul tel que 

s 
r = p (~sentier., 1), 

s-1 s-1 
P(X, Y) = c/\(XP , yP ) . 

Démonstration : on vérifie facilement que les coefficients de 

B (X,Y) = (X+Y/ -Xr -Y sont des entiers premiers entre eux sauf si, et seule
r 

ment si, r est une puissance d'un nombre premier e , auquel cas le pgcd 

est e . 

L'assertion (i) est alors triviale. 

L'assertion (ii) résulte alors de la proposition 10.1, si l'on remarque que 

63 



GROUPES p-DIVISIBLES 

C (X,Y) = p-1((X+Y)Ps-XPs-YPs) est un polynôme, à coefficients dans ~ , 
s 

P s-1 s-1 
congru modulo p , à t,.(XP , yP ) 

10. 2. On sait (cf. [14] , p. 185) ce que c'est que la cohomologie de 

Hochschild des k-foncteurs en groupes. On définit de la même manière la co

homologie de Hochschild des foncteurs en groupes formels. Nous ne nous inté

resserons en fait qu'au cas où les k-foncteurs en groupes formels considérés 

sont des k-groupes formels commutatifs et où la loi d'opération est triviale : 

soient G et J deux k-groupes formels (commutatifs). Pour tout entier n ~ 0 , 

le groupe des n-cochafnes de G à valeurs dans J est l'ensemble cn(G ,J) 

des morphismes de k-foncteurs formels (ou de k-schémas formels) de Gn dans 

J , muni de la loi de groupe abélien induite par J . 

Se donner un élément f de Cn(G ,J) revient donc à se donner, pour 

tout k-anneau fini R , une application fR : (G(R))n -+ J(R) , variant foncto

riellement par rapport à R . 

On définit un opérateur bord 
n n n+l 

o : C (G,J) - C (G,J) par la formule 

n n i 
(ë,RfR)(ul ,u2 , •.. ,un+l) = fR(u2 , ... ,un+l) + i~l (-l) fR(ul , ... ,ui+ui+l 1··· 1 un+l) 

n+l 
+ (-1) fR(u 1 , ... ,un) 

n n-1 
On vérifie immédiatement que O o O = 0 , pour n ~ 1 ; on note 

C'(G,J) le complexe (Cn(G,J), 0n) lN; on note Zn(G,J) le noyau de on 
nE O 

et Bn(G,J) l'image de 0n-l , pour n~l , B (G,J) = 0; on note H~(G,J) 

le groupe quotient zn(G,J)/Bn(G,J) et on l'appelle le n-ième groupe de 

Hochschild de G à valeurs dans J . Enfin, nous écrirons o au lieu de On 

lorsqu'il n'y aura pas de confusions possible sur l'entier n 

On voit, en particulier, que s'identifie à J(k) et que 

s'identifie au groupe Hom(G,J) des morphismes de G dans J , dans la ca

tégorie des k-groupes formels. 

Nous notons c 2 (G ,J) 
s 

le groupe des 2-cocycles symétriques, i.e. le 

sous-groupe de c 2(G ,J) formé des f tels que fR(u,v) = fR(v,u) , pour tout 

On pose z 2 (G,J) = c 2 (G,J) n z 2(G,J). k-anneau fini 

Il est clair que 

z 2 (G ,J)/B2 (G ,J) 
s 

R s s 
et pour u,v E G(R) 

B2 (G,J) c z 2 (G,J) 
2 s 

et on note H2(G ,J) le sous-groupe 
s 

de Ho(G ,J) 
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On vérifie par des procédés standards (cf., par exemple, [14] , II, § 3, 

n°2) que H2 (G,J) s'identifie canoniquement au groupe des classes d'exten-
s 

sions E de G par J qui sont encore des k-groupes formels commutatifs 

et qui sont scindées en tant qu'extensions de k-schémas formels (cette derniè

re condition revenant, en fait, à dire que, pour tout k-anneau fini R , la 

suite 

0 - J(R) - E(R) - G(R) - 0 

est exacte). 

10.3. PROPOSITION 10.3.- Soit (Gi\EI une famille de k-groupes formels et 

soit J un k-groupe formel. Alms 

i) les groupes 
1 

et rrH 0(Gi ,J) sont canoniquement isomorphes; 

ii) les groupes et I1H 2 (G., J) sont canoniquement isomon:hes. 
S 1 

1 
!?i.E2..C?..~~t.!:~!_i9E : on voit que H0 (œGi ,J) s'identifie canoniquement à 

1 
Hom(EBG.,J) = I1Hom(G.,J) = rrH 0 (G.,J) , d'où (i) . 

1 1 1 

Soit Res.: H2 (œG.,J) - H 2(G.,J) le morphisme de restriction et soit 
l S ] S 1 

Res: H2 (œG.,J)-rrH 2 (G.,J) le produit des Res .. Nous allons montrer que 
S l S l 1 

Res est un isomorphisme. 

Soit 
2 

e EH (EBG. ,J) 
S l 

et soit E un représentant de la classe d'exten-

sions de EBG. par J définie par e Soit TT la projection de E sur EBG .. 
1 

Pour tout i E I et tout k-anneau fini R ' notons E.(R) l'image réciproque 
l 

de G,(R) 
l 

par TIR On voit que la suite 

0 - J(R) - E.(R) - G,(R) - 0 
1 l 

est exacte ; le k-foncteur formel Ei est donc un k-groupe formel, extension 

de G. par J , scindée en tant qu'extension de schémas formels, et on voit 
l 

1 

facilement que la classe de cette extension correspond à l'élément ei 
2 

Res.(e) 
1 

de H (G. ,J) . 
S 1 

On voit, tout aussi facilement, que, pour tout k-anneau fini R , E(R) 

s'identifie à la somme amalgamée (dans la catégorie des groupes abéliens) des 

E. (R) sous J(R) , autrement dit au quotient de 
1 

EBE. (R) par le sous-groupe de 
l 

(J(R))(I) formé des u = (u.). I tels que I:u1. = 0 
l lE 

(comme E est un k-
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groupe formel, E est lui-même la somme amalgamée des 

la catégorie des k-groupes formels). 

E. 
l 

sous J , dans 

Si tous les 

conséquent, E 

ei sont nuls, chaque E. 
l 

s'identifie à Jx(œGi) , donc 

s'identifie à J x Gi et, par 

e = 0 et l'application Res 

est bien injective. 

Donnons-nous maintenant, pour chaque i , un élément 
2 

e. EH (G.,J) 
l S l 

et un représentant Ei de la classe d'extensions de Gi par J correspon

dante. Pour tout k-anneau fini R , notons E (R) la somme amalgamée des 

E. (R) sous J(R) . On voit que l'on a ainsi défini un k-foncteur en groupes 
1 

formels E . Comme pour tout R , la suite 

0 --- J(R) --- E(R) --- œG. (R) --- 0 
1 

est exacte, E est un k-groupe formel extension de œ Gi par J , scindée 

en tant qu'extensions de k-schémas formels. Il est clair que si e désigne 
2 

l'élément de H ( œG., J) défini par E , on a Res. (e) e 1. , pour tout i . 
S 1 1 

La surjectivité de l'application Res en résulte. 

10. 4. Soit G et J deux k-groupes formels et soit B l'algèbre affine de G . 

Par Yoneda, cn(G,J) s'identifie au groupe Hc{(Gn)) = J(@nB) . 

Supposons maintenant que J = G est le complété formel du groupe ad-
a 

ditif. On voit que G ( ®n B) s'identifie au groupe additif de ®n B et a une 
a 

structure naturelle de k-espace vectoriel topologique, topologiquement libre. Il 

est clair que les applications on sont k-linéaires continues, ce qui permet 

de considérer les Zn(G ,G ) , Bn(G ,ê; ) , Hn0 (G ,ê; ) comme des k-espaces 
a a a 

vectoriels topologiquement libres; il en est de même de c 2(G,G) (qui s'i-

dentifie à l'espace vectoriel des tenseurs symétriques de 
2 A 

et H (G ,G ) . 
s a 

s a 
B0B), z2(G,G) 

s a 

Avec l'identification qui précède, si !::. B - B ~ B est le co-produit, on 

voit que 

Supposons maintenant que G est la somme directe d'une famille, in

dexée par un ensemble I , de copies du groupe formel additif ê;C ; en d'au
a 
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tres termes, l'algèbre affine de G est un anneau de séries formelles 

k[[ (Xi) iEl]] = i& k[[X]] 
iEl 

et le coproduit 6 est défini par 6.X. 
1 

pour tout i E I 

Pour tout entier n :2e O , tout élément de s'écrit, d'une manière et 

CO 

d'une seule, sous la forme I: ur , où ur 
r=O 

est une série formelle homogène 

de degré 
n ~ 

C (G,G) 

r en les 10 ... l ®Xi 0 l ® ... 01 . Ceci nous permet de considérer 

comme un espace vectoriel topologique gradué, i.e. 

s'identifie à est le sous-k-espace vecto-

riel fermé de Cn(G ,Ga) formé des séries formelles homogènes de degré r . 

On voit que cette graduation est compatible avec l'opérateur bord et in

duit donc une graduation sur la cohomologie. Avec des notations évidentes, 

on a et 

Rappelons que l'on a noté f\.(X, Y) le polynôme, à coefficients dans ~, 

p-l((X+Y)p-Xp-Yp) . 

PROPOSITION 10. 4. - Conservons les hypothèses et notations gui précèdent et 

soit r un entier :2e 2 . 

i) 

ii) 

Si 

de 

k est de caractéristique 0 

p , Q!L..ê. H~'r(G,Ga) = 0 

ou si r n'est pas une puissance 

et H!'r(G,Ga) = 0. 

t 
Si k est de caractéristique p et si r = p , avec t :2: 1 , on a 

1 ,r ~ I r 
H 0 (G ,Ga) = k , ~ \ , pour i E I , forment une base topologi-

que de H 1 ,r(G G ) = zl ,r(G G ) sur k 
0 ' a ' a 

t-1 t-1 
- on a H2 'r(G,G) = k1 , les images des /1.(X~ ®l,l@X~ 

s a 1 1 

2 r ~ 
dans Hs' (G ,Ga) , pour i E I , forment une base topologique de 

H;'r(G,Ga) dans k . 

Démonstration : comme G = EB G. , avec 
------------ 1 

G. = Ge , la proposition 10.3 
l a 

nous ramène au cas où G est de dimension 1 , i.e. au cas où B = k[[X]] 

avec t,X = Xi& 1 + 1 ®X 

Si aXr , avec a E k , est un 1-cocycle homogène de degré r , on a 

0 (aXr) = aêî(Xr) = a(l 0Xr - (X® 1 + l 1&X/ + Xr@ 1) ; d'après la proposition 10. 2, 
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si a/. 0 , cette expression est nulle, si et seulement si k est de caracté-
1 r A 

ristique p et r est une puissance de p , d'où le résultat pour H 0 ' (G ,Ga). 

Toute 2-cochafne homogène de degré r s'écrit, d'une manière et d'une 

seule comme un polynôme P(Xi& 1, 10X) homogène de degré r ; c'est une 2-

cochafne symétrique si et seulement si P(Y X) = P(X,Y) . On voit que c'est 

un 2-cocycle si et seulement si P(Y,Z) - P(X+Y,Z) + P(X,Y+Z) - P(X,Y) = O • 

Si k est de caractéristique O , ou si r n'est pas une puissance 

de p , il résulte de la proposition 10. 2 qu'il existe c E k te 1 que 

P(X, Y) = c((X+Y{ -X -Y) . On voit donc que P(X0 l , 1 @X) = o(-cXr) et l'as

sertion (i) en résulte. 

Si k est de caractéristique p et si 
t 

r = p , avec t entier ;,, 1 , 

il résulte de la proposition 10.2 qu'il existe c E k tel que 
t-1 t-1 

P (X, Y) = Ci\ (XP , yP ) . Comme on a 0b = 0 , pour tout b E B , homogène 

de degré pt , on voit bien que l'image de A.(XPt-lil, li&Xpt-l forme une 

base du k-espace vectoriel H2 ,r(G ê; ) 
s ' a 

10. 5. Soit G un k-groupe formel connexe quelconque et soit B son algèbre 

affine. Pour n,r E lN , avec r;:;, 1 , notons Cn(G,G ) l'adhérence de la 
r a 

puissance r-ième de l'idéal maximal de ~ B = cn(G ,<\1 ) • On obtient ainsi 

une filtration des k-espaces vectoriels topologiques cn(G ,Ga) qui est visi

blement compatible avec l'opérateur bord. Nous notons H~(G,G) (resp. 

H2 (G ,ê; )) la composante homogène de degré r du gradué associé à 
s ,r a 

H:(G,Ga) (resp. H!(G,Ga)) . 

Choisissons maintenant un anneau de séries formelles A = k[[(\l iEI]] 

un homomorphisme continu surjectif 8 du k-anneau A sur B et des 

\l(i) E lNU [+oo} , avec \l(i) ;:;, 2 , tels que le noyau a de 8 soit l'adhé
p\l(i) 

rence de l'idéal engendré par les X. , pour \l(i) ,J +oo (cela est toujours 
1 

possible d'après le théorème 1 du § 9 ; si k est de caractéristique O , on 

a \l(i) = +oo , pour tout i , et 8 est un isomorphisme). Posons x. = 8(X,) 
1 1 

PROPOSITION 10. 5. - Conservons les hypothèses et notations gui précèdent et 

soit r un entier ;:;, 2 . Alors 

i) si k est de caractéristique O ou si r n'est pas une puissance 
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p , on a et 
2 A 

H (G ,G ) = 0 ; 
s,r a 

k est de car a.et érist igue p et si 
t 

r = p , avec t entier ;e 1 , 

les images des 

gue \/ (i) > t ' 

pt 
X, 

1 

forment 

pour 

une 

parcourant les éléments de I tels 

base topo log igue de H 1(G ,G ) sur k 
r a 

pt-1 A A t-1 
les images des [\(x. ~ 1 , 1 &xP ) , pour parcourant les élé-

1 1 

ments de I tels gue \/(i) ~ t , _fo~r_m_e~n_t_u~n~e __ b~a~s~e_t~o_p~o~lo~g~ig~u~e_d_e 

H 2 (G ,G ) 
s ,r a sur k • 

Démonstration : en posant 6X. = X. ê 1 + 1 ®X1. , on voit que l'on peut 
1 ] 

identifier A = k[[ (X.). Il] à l'algèbre affine du k-groupe formel G' = (Ge)(!). 
1 1E a 

On voit que, pour tout i , 6xi = xi ê 1 + 1 <&xi modulo l'adhérence du carré 

de l'idéal maximal de B:&B . On en déduit que 8 induit un homomorphisme 

continu surjectif du complexe gradué associé au complexe c· (G' ,Ga.) sur le 

complexe gradué associé au complexe C · (G ,Ga) . On voit aussi (par exemple, 

en relevant de manière évidente la base topologique de B sur k formée des 

TT xni , avec les n. des entiers presque tous nuls, vérifiant O ,;; n. < p \/(i)) 
1 1 1 

que cet homomorphisme est scindé. L'assertion résulte alors de la proposition 

10.4. 

10. 6. PROPOSITION 10. 6. - Si k est de caractéristique O , tout k-groupe for

mel connexe est isomorphe à une somme directe de copies du groupe formel 

additif 
A C 
G . 

a 

Démonstration : soit G un k-groupe formel connexe. On sait (théorème 

1 du § 9) que l'algèbre affine B de G est de la forme k[[(Xi\EIJ] . Tout 

revient donc à montrer que l'on peut choisir les coordonnées Xi pour que 

6Xi = \ ® 1 + 1 0Xi . 

Pour tout entier r ~ 1 

r-ième de l'idéal maximal de 

, soit J (resp. J') l' 21dhérence de la puissance 
r r 

B (resp. B0B). Il est clair que, quel que soit 

le choix des X1- , on a 6X. = X.@ 1 + 1 ~X. (mod J21 ) • On en déduit qu'il 
1 1 1 

suffit de prouver le lemme suivant : 

LEMME 10. 7. - Soit r un entier ~ 2 et soit (X.). I un système de coordon-
1 lE 

nées de B telles gue 

un système de coordonnées 

= Xi 0 l + 1 @Xi 

(X'.). I de B 
1 lE 
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X'. _ X. (mod J ) 
1 1 r 

et t:,X.'. = X'.® 1 + 1 ®X'. (mod J' 1) 
1 1 1 r+ 

Démonstration: posons LIX. = X,®l + l®X. +b. , avec b. E J' . On voit 
1 1 1 1 1 r 

que b 1. est un tenseur symétrique et que, comme b. = -èX. , ob. = 0 . Il ré-
1 1 1 

sulte de la proposition 10.5 qu'il existe ci E Jr tel que èci = bi (mod J~+l) 

il est clair que l'on peut choisir ci pour que ce soit un polynôme homogène 

de degré r en les Xi , et la proposition 10. 5 montre alors que ce choix est 

unique. Posant Xi Xi+ci , on vérifie immédiatement que LIX1 = x1 ® 1 + 1 ®Xi 

(mod J' 1) . Enfin, on vérifie facilement que la continuité de l'application LI 
r+ 

et le fait que l'on a choisi pour les ci des polynômes homogènes en les Xi 

impliquent que les x1 = Xi+ ci forment encore un système de coordonnées pour 

B (ces précautions n'étant utiles que lorsque la dimension est infinie). 
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CHAPITRE II 

COVECTEURS DE WITT 

Dans tout ce chapitre, p est un nombre premier fixé. 

§ 1. - Vecteurs et covecteurs de Witt. 

1. 1. Pour tout entier n ;;, 0 , soit ~n le polynôme, à coefficients entiers ra-

tionnels, en les variables x0 ,x1 , ... ,Xn défini par 

n n-1 
~n(XO,Xl, ... ,Xn) = X~ + pXi + 

Rappelons (cf, par exemple, [43], p. 5 0) que, pour tout polynôme ljr 

dans ~[X, Y] , il existe une suite et une seule de polynômes 

~ o E ~ [xo 'Y o 1 ' 

* 1 E ~ [xo 'x 1 'Y o 'Y 1] ' 

tels que, pour tout entier n ;;, 0 , 

En particulier, au polynôme ljr = S = X + Y correspond des polynômes 

S0 = X0 + Y0 , S1 = X1 + Y1 +(X~+ Y~ - (X0 + Y0)P)/p, ... ,Sn,... et au poly

nôme ljr = P = XY correspond des polynômes PO = X0Y0 , 

P1 = X1Y~ + Y1X~ + pX1Y1 , ••• ,Pn•··· 

Les 

affine sur 

S et les P 
n n 

définissent un schéma en anneaux commutatifs, 

Spec ~ , d'algèbre affine 

D'où un foncteur covariant W de la catégorie des anneaux commutatifs dans 

elle-même. Si R est un anneau commutatif, W(R) est l'anneau des vecteurs 

de Witt à coefficients dans R (sous-entendu relatifs au nombre premier p ) . 

Un vecteur 2. E W(R) s'écrit 

Si a= (a 0 , ... ,an, ... ) et .!2_ = (b0 , ... ,bn, ... ) E W(R) , on a 
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~ + !2 = ..ê. = (s 0 , ... ,sn, ... ) et ~-12 = .2 = {p0 , ... ,pn,···) avec 

sn Sn(aO,al, ... ,an;bO,bl, ... ,bn) 

pn Pn(aO,al, ... ,an;bO,bl, ... ,bn) 

1. 2. Pour tout entier m ;,, 1 , on peut considérer le schéma en anneaux 

des vecteurs de Witt de longueur m . Pour tout anneau commutatif R , 

w 
m 

Wm(R) est l'ensemble des ~= (a 0 ,a 1 , ... ,am_ 1), avec les ai ER, l'addi

tion et la multiplication étant définies par les mêmes formules que pour W(R) 

(m) 
~ 

socie 

Pour m entier :,,1 et ~=(a 0 ,a 1 , .•• ,an,···)EW(R),posons 

= (a 0 ,a 1 , ... ,am_ 1) E Wm(R) . Il est clair que l'application qui à ~ 

~(m) est un homomorphisme de l'anneau W(R) sur W (R) . 
m 

as-

On voit que W(R) s'identifie à la limite projective des W (R) , ce qui 
m 

permet de considérer W(R) comme un anneau commutatif linéairement topologi

sé, séparé et complet. 

Soit k un anneau commutatif et soit R un k-anneau. L'application ca

nonique de W(k) dans W(R) munit W(R) d'une structure de W(k)-anneau. 

Pour tout entier m ;;,, 1 l'application canonique composée 

W(k) ... W (k) ... W (R) munit W (R) d'une structure de W(k)-anneau. On voit 
m m m 

que W(R) s'identifie encore à lim W (R) , en tant que W(k)-anneau. En par
m 

ticulier, W(R) peut être considéré comme un W(k)-anneau linéairement topolo-

gisé, séparé et complet. 

1. 3. Pour tout anneau commutatif R , et pour tout x E R , notons [x] 

l'élément de W(R) défini par [x] = (x,0, ... ,0, ... ) On appelle [x] le 

représentant multiplicatif ou le représentant de Teichmliller de x dans W(R) 

Il résulte de la définition des polynômes P que l'application x >-- [x] 
n 

est 

multiplicative (i.e. , on a [x] [y] = [xy] , si x, y E R ) . On voit aussi que, 

si xER etsi ~=(a 0 , ... ,an,···)EW(R),ona 

[x]~= (xa 0 ,xPa 1 , ... ,xPnan,···). 

Soit alors k un anneau commutatif parfait de caractéristique p . Soit 

cr le Frobenius absolu sur 

- ( p p p ) et cr~- a 0 ,a 1 , ... ,an,··· 

cilement que, dans W(k) , 

k et sur W(k) (on a donc crx = xp 

si ~ = (a 0 ,a 1 , ... ,an' ... ) E W(k) 

p = (0, 1, 0, ... , 0, ... ) , que 
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W (k) = W(k)/pmW(k) et que, si .§. 
m 

a = i pn[a -n(a ) ] = ~ pna -n([a ]) 
- n=0 n n=0 n 

Dans le cas particulier où k est un 

corps, W(k) est un anneau de valuation discrète, complet, de caractéristique 

0 , de corps résiduel W 1 (k) = k , aboslument non ramifié (i.e. p engendre 

l'idéal maximal de W(k) ) . 

Soit maintenant A un anneau linéairement topologisé, séparé et complet, 

et soit l'ensemble de ses idéaux ouverts. Pour tout entier m, W (A) 
m 

s'identifie à lim W (A/ a) , 
affi m 

ce qui permet de considérer les W (A) et 
m 

A 
W(A) = lim W (A) comme des 

- m 
anneaux linéairement topologisés, séparés et 

complets. 

Ceci s'applique en particulier au cas où A = W(k) = lim W (k) , avec 
- m 

k anneau parfait de caractéristique p . On vérifie alors facilement que l'ap-

plication qui à [x] (représentant multiplicatif, dans W(k) , de x E k ) as

socie [ [x]) (représentant multiplicatif, dans W(W(k)) , de [x] E W(k) ) se 

prolonge de manière unique en un homomorphisme continu de la structure d'an-

neau de W(k) dans W(W(k)) 

W(W(k)) est ~ 0 ,~1 , ...• ~n•···) 
n 

moyen de la formule an~) = ~6 

si ~ E W(k) on vott que son image dans 

où les x se calculent par récurrence au 
pn-1 -n n 

+ p~l + ... + p ~n. 

En particulier, si R est un W(k)-anneau, on peut considérer W(R) et 

les W (R) 
m 

comme des W(k)-anneaux. On voit que W(R) s'identifie encore à 

la limite projective des W (R) , en tant que W(k)-anneau. Si x E k et si 
m 

.§. = (a 0 ,a 1 , ... ,an•···) E W(R), on voit que [x].§. = ([x]a 0 , ... ,[an(x)]an, ... ); 

on a des formules analogues pour les W (R) . Si on suppose R séparé et 
m 

complet pour la topologie p-adique, on voit qu'il en est de même des W (R) 
m 

et de W(R) . 

Dans le cas particulier où R est un k-anneau, on peut aussi le consi

dérer comme un W(k)-anneau et on voit que les deux structures de W(k)-anneau 

définies sur W(R) coïncident. 

1. 4. Le morphisme de schémas affines V : W -+ W qui à 
m m m+l ' 

associe (0,a 0 ,a 1 , ... ,am_ 1) E Wm+l (R) , est corn-

patible avec l'addition. Par passage à la limite, on définit ainsi un ~-foncteur 

en groupes CWu = lim W m que nous appelons le groupe des covecteurs de 
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Witt unipotents. 

On voit que, pour tout anneau commutatif R , un élément ,2. E CWu(R) 

peut se représenter comme un "covecteur unipotent" 

où les a E R et sont presque tous (i.e. tous sauf un nombre fini) nuls. La -n 
somme de deux covecteurs .2. = ( •.. , a , ... , a 0) et 12. = ( ..• , b , ... , b 0) 

-n -n 
de CWu (R) est le covecteur .f. = (. •. , c -n, ... , c 0) où 

c = S (a , ... , a l'a ; b , ... , b l 'b ) -n m -m-n -n- -n -m-n -n- -n 

pour m suffisamment grand. 

1. 5. Nous allons maintenant définir un ~-foncteur en groupes que nous appel

lerons le groupe CW des covecteurs de Witt et qui contiendra CWu comme 

sous-foncteur en groupes. 

En tant que ~-foncteur, pour tout anneau commutatif R , CW(R) est 

formé de l'ensemble des "covecteurs" .2. = ( ... ,a , ... ,a 1 ,a0) , avec les 
-n -

a E R , vérifiant -n 

\ il existe un entier r ~ 0 tel que l'idéal de 

? pour n ~ r , est nilpotent. 

R engendré par les a -n 

Si cp : R _. S est un homomorphisme d'anneaux, l'application CW(cp) 

est définie de manière évidente, composante par composante. 

Si r et s sont des entiers :;;: 0 , notons, pour tout anneau commuta-

tl·f R CW (R) l'ensemble des ( ) 1 .2. = ... ,a , ... ,a 1 ,a 0 , avec es r, s -n -
a E R , vérifiant -n 

~ la puissance s-ième de l'idéal engendré par les 

('l:'r, s) i est nulle. 

a -n , pour n ~ r , 

On voit que CW , qui est un schéma affine, est un sous-~-foncteur de 
r,s 

CW et que CW est la réunion des cw 
r,s 

Pour définir la loi de groupe sur CW , nous aurons besoin de la propo

sition suivante : 
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PROPOSITION 1. 1. - Soit R un anneau commutatif et soit .2_ ( ... , a , ... ,ao) -n 
et J?. = ( ... , b , ... , b 0) des éléments de CW(R) 

-n 
Alors 

i) pour tout entier n ;;>: 0 , la suite des 

S (a , ... ,a 1 ,a ; b , ... ,b 1 ,b ) est stationnaire 
m -n-m -n- -n -n-m -n- -n 

ii) pour tout n E IN , soit s -n la limite de la suite précédente ; 

l'élément ..ê. = ( ... ,s , ... ,s 0) E CW(R) 
-n 

la condition ('!')). 

Commençons par démontrer deux lemmes : 

(i.e. les s vérifient -n 

LEMME 1. 2. - Soit t un entier <': 0 et soit wo,w1,···,wt des entiers 
t t+l 

<': 0 tels gue wo -1 0 et wO + pwl + ... + P wt est divisible par p 

Alors wO+wl+ ... +w <': t(p-1) + p 
t 

La démonstration se fait par récurrence sur t 

■ c'est clair si t = 0 

• si t ;;>: 1 , on voit que w 0 doit être divisible par p et s'écrit donc 

w 0 vp , avec v entier ;;>: 1 . Posons w0 = v + w 1 et w1 = wi+l 

pour 1 s i ,:; t-1 . Alors w0 -/ 0 et w0 + pw1 + ... + pt-lw~-l est di

visible par pt . L'hypothèse de récurrence implique que 

w0 + w1 + ... + w~-l ;;>: (t-l)(p-1) + p , ou v + w 1 + ... + wt ;;>: (t-l)(p-1) + p 

donc w 0 + w 1 + ... + wt ;;>: (t-l)(p-1) + p + v(p-1) ;;>: t(p-1) + p 

LEM ME 1. 3. - Pour tout entier r ;;>: 0 , soit 'o l'idéal de l'anneau des po-
r 

lynômes ~[(X_n)nElN'(Y_n)nElN] engendré par les X_n et les Y_n , avec 

n ;;>: r . Soit r et s des entiers ;;>: 1 . Alors 

s (X , ••• ,xo; y , ... ,Yo) "= s +l(X l'x , ... ,xo; y l'y , ... ,Yo) (mod ns) m -m -m m -m- -m -m- -m r 

pour tout entier m ;;>: 
r - 1 si s < p , 
r - 1 + (s-p)/(p-1) si s <': p 

Démonstration : observons qu'il résulte de la définition des polynômes 
i 

Sn que, si l'on donne aux variables Xi et Yi le poids p , le polynôme 

Sn(X0 ,x1 , ... ,Xn; Y0 ,Y1 , ... ,Yn) est isobare de poids pn ; et que 

sm+l(0,Xo,···,Xm; 0,Yo,···,Ym) = Sm(XO,Xl'"""'xm; Yo,Y1,···,Ym) . 

On en déduit que T S +l(X 1 , ... ,Y0) - S (X , ... ,Y0) s'écrit 
m m -m- m -m 

comme combinaison linéaire à coefficients entiers rationnels de termes de la 
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sont des entiers ;;c: 0 et où, si l'on pose 

et 
m+l 

wO + pwl + · · · + P wm+l 

En particulier, pour tout entier t vérifiant 0 :,; t :,; m , 

m+l 
p 

t t+l 
w 0 + pw1 + ... + p wt est divisible par p 

w 0 + w 1 + ... + wt ;;c: t(p-1) + p , donc que Tm 

et le lemme 1. 2 implique que 
E tlt(p-l)+p 

m+l-t . 

Pour t = 0 , on voit que Tm E tl~+l , ce qui démontre le lemme, pour 

s < p . 

Si s ;;c: p , et si m ;;c: r - 1 + (s-p)/(p-1) , posons t 

0 :,; t s: m et T E tlt(p-l)+p c tls car t(p-1) + p ;;c: s 

m + 1 - r • On a 

m r r 

Démonstration de la_proposition_1:._._1:._: soit r' et s' (resp. r" et s") 

.2. E CW , , (R) (resp. b E CW ., ., (R)). Posons 
r,s r ,s 

des entiers tels que 

r = max(l,r' ,r"} et s = max(p,s'+s"} . On voit que l'idéal engendré par les 

a et les b , avec -n -n n ;;c: r , a sa puissance s-ième nulle. Il résulte du 

lemme précédent que, quel que soit l'entier n ;;c: 0 , pour tout 

m ;;c: r - 1 + (s-p)/(p-1) , on a 

S (a , ... ,a ;b , ... ,b ) 
m -m-n -n -m-n -n S +l(a 1 , ... ,a ;b 1 , ... ,b ) , m -m-n- -n -m-n- -n 

d'où l'assertion (i). 

La deuxième assertion est évidente. Plus précisément, on voit que si 

La proposition 1. 1 donne un sens à l'énoncé suivant : 

PROPOSITION 1. 4. - Soit R un anneau commutatif. Si .2. = ( ... ,a , ... ,a0) -n 
.h = ( ... , b , ... , b 0) E CW(R) , posons .2. + .h = .§. = (. .. , s , ... , s 0) avec 

-n -n 

(2) s = lim S (a , ... ,a 1 ,a ; b , ... ,b 1 ,b ) -n m--00 m -n-m -n- -n -n-m -n- -n 

La loi + est une loi de groupe abélien sur CW(R) 

Démonstration : la commutativité et l'existence d'un élément-neutre 

0 = ( ... , 0, •.• , 0, 0) sont évidentes. Montrons que si .2. , .Q , Q E CW(R) , 

et 

.2. + (.Q+.9.) = (.2_ + .hl + Q 

a E CW (R) , b 

Pour i = 1,2,3 , soit ri et 

E CW (R) , c E CW (R) 

si des entiers tels que 

Posons 
r1,s1 - r2,s2 - r3,s3 

r = max(l,r1 ,r2 ,r3 } et s = max(p,s 1+s 2+s 3 J et soit m un entier vérifiant 

m ;;c: r - 1 + (s-p)/(p-1) . Comme a + b E CW (R) et 
- - r1+r2,s1+s2 
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_Q + _g_ E CW (R) , on voit tout de suite, en appliquant le lemme 1. 3, 
rz+r3,sz+s3 

que les composantes d'indice - n de .§. + (.Q+_g_) et de (§_+_!2) + _g_ ne dépen-

dent que des a -i ' 
b 

-i ' 
C 

-i 
avec < n+m On peut pour les calculer 

remplacer les a 
' 

b ' C -i 
pour "" n+m par 0 Elles sont donc éga-

-1 -1 

les, d'après l'associativité dans CWu(R) 

L'existence d'un inverse se démontre de manière analogue. 

Il est clair que si co : R - S est un homomorphisme d'anneaux commuta-

tifs, l'application CW{cp) CW(R) - CW(S) est un homomorphisme de groupes. 

On a donc bien muni CW d'une structure de ~-foncteur en groupes. 

1. 6. Pour tout anneau commutatif R , notons :nR l'ensemble des idéaux nil-

potents de R . Pour tout n E :Jl et tout entier r ::,, 0 , soit 
R 

CW(R,n ,r) 

sous-groupe de CW(R) formé des éléments .§. ( ... ,a , ... ,a0) tels que -n 
a 

-n E n si n ::,, r . On voit que 

applications de [ 0 , -1 , ... , -n, ... } 

CW(R,n,r) s'identifie à l'ensemble des 

dans R qui sont telles que l'image de 

le 

-n 

appartient à n si n ::,, r . On munit cet espace de la topologie de la conver

gence simple. Autrement dit, lorsque l'on identifie, de manière évidente, 

CW(R,n,r) à 
r IN 

R xn , on obtient la topologie du produit direct (chaque facteur 

étant muni de la topologie discrète). 

On voit immédiatement que CW(R,n,r) devient ainsi un groupe topologi

que. 

Le groupe CW(R) s'identifie à la limite inductive des CW(R, n, r) , pour 

n E !ll R et r E IN . On appelle topologie naturelle de CW(R) la topologie de 

la limite inductive. 

Il est immédiat que CW(R) est séparé et complet pour cette topologie et 

que CWu(R) est un sous-groupe dense de CW(R) 

Enfin, il est clair que si cp : R - S est un homomorphisme d'anneaux 

commutatifs, l'application CW(cp) est continue ; autrement dit, on peut consi

dérer CW comme un foncteur covariant de la catégorie des anneaux commuta

tifs dans celle des groupes topologiques. 

Remarque : pour tout n E :nR , soit CW(R,n) = l_!rn CW(R,n ,r) . C'est le 
rEIN 

sous-groupe de CW(R) formé des éléments dont les composantes sont presque 

77 



GROUPES p-DIVISIBLES 

toutes dans n . On voit que la topologie du sous-groupe CW(R,n) est celle 

du produit direct restreint (cf. par exemple [34], p. 138) RIN relativement à 

n pour chaque composante. 

Pour tout entier s ~ 0 , soit U(R,n, s) l'ensemble des 
s-n 

2. = (. .. ,a , ... ,a 1 ,a0) tels que 
-n -

a -n E n , pour tout n , et a E n P -n 
si n ,;; s . Il est clair que les U(R,n, s) , pour s E IN forment un système 

fondamental de voisinages ouverts de O dans CW(R, n) . En utilisant le ca

ractère isobare des polynômes qui définissent l'addition dans les vecteurs de 

Witt (cf. n° 1.5), on voit que les U(R,n,s) sont des sous-groupes. Le groupe 

CW(R, n) admet donc un système fondamental de voisinages ouverts de O for

mé de sous-groupes. 

1. 7. Comme tout ~-foncteur en groupes, CW s'étend, de manière évidente à 

la catégorie des anneaux commutatifs, linéairement topologisés, séparés et corn-

plets : si R est un tel anneau, on pose CW(R) = lim CW(R/a) (où 
aÊOR 

0 dé
R 

signe l'ensemble des idéaux ouverts de R ) . Les éléments de CW(R) peuvent 

encore se représenter comme des covecteurs 2. ( ... ,a , ... ,a 1 ,a 0) , avec les 
-n -

a E R , vérifiant -n 

pour tout idéal ouvert a de R , il existe des entiers r fil s tels 

que la puissance s-ième de l'idéal de R engendré par les 

avec n 2: r , est contenue dans a . 

a -n 

On évitera, bien sûr, de confondre CW(R) avec CW(Rdis) , où Rdis 

désigne l'anneau (sans topologie) sous-jacent à l'anneau topologique R : l'in

clusion évidente CW(Rd, ) c CW(R) est, en général, stricte (sauf si la topo-
1s 

logie de R est la topologie discrète ! ) . 

Remarque : soit R un anneau commutatif, linéairement topologisé, séparé et 

complet. Dans la suite, nous notons encore le groupe lim W 
m 

formé 

des covecteurs dont presque toutes les composantes sont nulles. On prendra 

garde que l'inclusion de CWu(R) dans lim CWu(R/a) 

at"~ 
te. Toutefois CWu(R) est encore un sous-groupe dense de 

est, en général, strie-

CW(R) . 
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§ 2. - Endomorphismes. 

Dans tout ce paragraphe, on désigne par k un corps parfait de caracté

ristique P • On pose A = W(k) et on suppose A muni de la topologie p

adique. On désigne par cr le Frobenius absolu sur k et sur A . 

2. 1. Par restriction à la catégorie des k-anneaux, CW (resp. CWu) définit 

un k-foncteur en groupes CWk (resp. CW~) . Ici encore, pour tout k-anneau 

R , le groupe topologique CW k (R) est le séparé complété de CW~(R) pour la 

topologie naturelle. 

Soit R un k-anneau et soit m un entier ~ 1 . On sait (cf. n° 1. 2) 

que W (R) 
m 

a une structure naturelle de A-anneau : si 

~ = (x0 ,x1 , ... ,xn, ... ) E W(k) = A et si -2_ = (a 0 ,a 1 , ... ,am-l) E Wm(R), on 

voit que ~~ = (b0 , b 1 ,. .. , bm_ 1) , avec bi = Pi(x0 ,x1 , ••• ,xi; a 0 ,a 1 , .•. ,ai) 

( 1) 

(2) 

(3) 

En particulier, on voit que, si -2. = (a 0 , .•. ,a 1) E W (R) , on a m- m 
m-1 

(xa 0 ,cr(x)a 1 , ... ,cr (x)am_ 1) , pour x E k , 

m 
p ~ 

p p p ) 
(0,aO,al, ... ,am-1 , 

0 . 

En particulier, on déduit de ( 1) que si x E k et si 

~ (a 0 ,a 1 , ... ,am_ 1) E Wm(R) , on a 

m-1 -1 [ ] Vm([x]~) = (0,xa 0 , ... ,cr (x)am_ 1) = cr ( x )Vm(a) . 

Comme les [x] , pour x E k , engendrent un sous-groupe dense de A et 

(3), W (R) est tué par pm , on en déduit que, pour tout 
m 

comme, d'après 

~ E A et tout a E W (R) , on a V (xa) = cr -l(x)V @) 
- m m-- - m 

Pour tout entier m ~ 1 l'application de AxW (R) qui à 
m 

asso

cie A-module. cie 
1-m 

cr (~)~ munit le groupe additif de W (R) d'une structure 
m 

Ces structures sont maintenant compatibles avec les 

limite, on en déduit une structure de A-module sur 

V et, par passage à la 
m 

CWu(R) . Comme W (R) 
m 

est tué par pm , on voit que CWu(R) est un A-module de torsion. On déduit 
u 

immédiatement de la définition que, pour tout ~ = ( ... ,a , ... , a 1 , a 0) E CW (R) , -n -
on a les formules suivantes : 

(4) 
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b 
-n 

-n-m -n-m -n-m 
P (cr (x0),cr (x 1), ... ,cr (x );a , ... ,a 1 ,a ) 

m m -n-m -n- -n si m 

(5) 

( 6) 

est tel que a . = 0 , pour i > n + m 
-1 

[ ] -n -1 
si x E k, x .§.=( ... ,cr (x)a , ... ,cr (x)a 1 ,xa 0) 

-n -

on a P.§.= ( ... ,a~n-l'"''a~2 ,a~1). 

Nous allons voir que A opère continûment sur CWu(R) muni de la to

pologie naturelle, ce qui va nous permettre de munir CW(R) d'une structure de 

A-module topologique. Pour cela, commençons par établir un lemme : 

LEMME 2. 1. - Pour tout entier r ;;, 0 , soit O l'idéal de l'anneau des poly-
r 

nômes k[(Y_n)nElN] engendré par les Y_n, avec n;;, r. Soit r et s des 

entiers ;;, 1. Alors, pour tout ~ = (x0 ,x1 , ... ,xn, ... ) E A, on a 

-m -m 
P (cr (x0), ... ,cr (x ) ;Y , ... ,Y0) 

m m -m 
-m-1 -m-1 

- Pm+l(cr (xO), ... ,cr (xm+l) ;Y_m-l'"''Y-1,YO) 

pour tout entier {
r-1 si s<p 

m;;, r-l+(s-p)/(p-1) si s;;, P. 

(mod os) 
r 

Démonstration 

pliquée au covecteur 

soit R = k[ (Y ) ElN] . Il résulte de la formule (4) ap
-n n 

u 
(0, ... ,0,Y ,Y + 1 , ... ,Y0) E CW (R) que 

-m -m 

-m -m ) P (cr (x0), ... ,cr (x ) ;Y , ... ,Y0 m m -m 
-m-1 -m-1 ) = p (cr (x0), ... ,cr (x +l);0,Y , ... ,Y0 . 

m+l m -m 

On voit facilement sur la définition des P. que, si l'on donne 
m+l-i 

l 

riables Y_i le poids p les deux polynômes qui interviennent 

aux va-

dans l'é-

noncé du lemme sont isobares de poids 
m+l 

On déduit donc de l'égalité p 

précédente qu'ils diffèrent par des combinaisons linéaires de monômes de la for-
wo wl wm wm+l , 

me Y_m_ 1Y_m··•Y_ 1 Y0 , ou les w. sont des entiers ;;,Q, vérifiant 
m+l 1 m+l 

w0 i 0 et w0 + pw1 + ... + p wm+l = p La démonstration du lemme se 

termine alors comme celle du lemme 1. 3 • 

PROPOSITION 2. 2. - Soit R un k-annea u. 

i) Soit ~ = (x0 ,x1 , ... ,xn, ... ) E A et soit .§. 

Pour tout entier n ;;, 0 , la suite des 

( ... ,a , ... ,ao) E CW(R). -n 

-n-m -n-m 
P (cr (x0) , ... , cr (x ) ; a , ... ,a ) est stationnaire. 

m m -m-n -n 

ii) Soit b -n la limite de la suite ci-dessus. On a 
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iii) L'application de A x CW(R) gui à (~ 1 .9.) associe ~.§. = .12 munit le 

groupe topologique CW(R) d'une structure de A-module topologique, 

de torsion, séparé et complet et CWu(R) en est un sous-A-module 

dense. 

iv) Les formules (5) et (6) restent valables pour tout .§. E CW(R) . 

Démonstration : on sait (cf. n° 1. 6) que CW(R) est réunion de ses 

sous-groupes CW(R,n,r) , pour n parcourant l'ensemble des idéaux nilpotents 

de R et r l'ensemble des entiers ;,, 0 

Il résulte du lemme 2. 1 que si .§. E CW(R, n, r) , et si s est un entier 

;,, p tel que ns = 0 , on a, pour tout ~ = (x0 , ... ,xn,···) E A , 
-n-m -n-m-1 

Pm(a (x0), ... ,a_n) = Pm+l(a (x0), ... ,a_n) si m;,, r-l+(s-p)/(p-1) 

d'où i) ; on voit aussi que b E n si n ;,, r , donc que .12 E CW(R,n ,r) 
-n 

d'où, a fortiori, ii) ; on a donc en fait, par restriction, une application de 

A x CW(R, n, r) dans CW(R, n, r) . La continuité de cette restriction est mainte

nant triviale, d'où la continuité de l'application de A x CW(R) dans CW(R) 

puisque la topologie de CW(R) est celle de la limite inductive des CW(R, n, r) . 

Compte-tenu de ce que la restriction de A x CW(R) - CW(R) à 

A x CWu(R) n'est autre que l'application qui définie la structure de A-module 

déjà considérée sur CWu(R) , les autres assertions de la proposition sont tri

viales. 

2.2. Soit R un k-anneau. Pour tout .§. = ( ... ,a_n''"'a_ 1 ,a 0) E CW(R), posons 

(7) 

On vérifie immédiatement que les applications .I et Y. sont des endo-

morphismes continus du groupe CW(R) et que, si .§. E CW(R) et ~ E A , 

l (~ 2.l = o (~).I 2. , 

~Y.2. = Y:(a(~)-9.) , 

_I (Y .9.) = _y (I .§.) P.§. 

Notons alors Dk l'anneau de Dieudonné de k , i.e. l'anneau (non com

mutatif si k -t IF P ) engendré par A et deux éléments F et y soumis aux 

relations 
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) .l':>< • crl,ol , pour tout K E A , 

(8) KY = Ycr~) pour tout K E A 

YI= DL= p 

Si l'on munit l'anneau Dk de la topologie p-adique, on voit que l'action 

de A définie par la proposition 2. 2 et les formules (7) munissent CW(R) 

d'une structure de Dk -module topologique. 

Il est clair que la structure de Dk -module à gauche qui vient d'être défi

nie sur chaque CW k (R) est fonctorielle en R . Elle définit donc un homomor

phisme de l'anneau Dk dans l'anneau End(CWk) des endomorphismes (dans 

la catégorie des k-foncteurs en groupes) de CW k On vérifie facilement que 

cet homomorphisme est injectif. Dans la suite, nous utilisons cet homomorphis

me pour identifier Dk à un sous-anneau de End(CWk) . 

Remarques : 

1. - Si on note Dk 

topologie p-adique, on voit que la structure de Dk -module à gauche sur CW k (R) 

se prolonge en une structure de Dk -module topologique séparé et complet, et 

qu'en particulier Dk s'identifie à un sous-anneau de End(CWk) 

2. - Si R est un k-anneau linéairement topologisé, séparé et complet, on 

voit que CWk(R) = l_!E1 CWk(R/a) peut aussi être muni d'une structure de Dk-
aE0R 

module topologique, séparé et complet, limite projective des Dk -modules 

CWk(R/a) . Si l'on représente les éléments de CWk(R) comme des covecteurs, 

on voit que les formules (5), (6) et (7) sont encore valables et que 

(4') si x = (x0 ,x1 , ... ,xn, ... ) E A et 2. 

a ~2. = ( ... ,b_n,··•,b_ 1 ,b0) avec 

b -n 
1. p ( -n-m( ) -n-m( ) -n-m( ) ) 1m cr x 0 , cr x 1 , ... , cr x ; a , ... , a 1 , a 

m m -n-m -n- -n m-+c:o 

3. - Le plongement canonique de Dk dans End(CWk) donné ici n'est 

pas le seul possible. Soit en effet ,- un automorphisme du corps k Par 

fonctorialité, il se relève de manière unique en un automorphisme de A = W(k) ; 

celui-ci se prolonge en un automorphisme de Dk , encore noté ,- en posant 

r(I) = I et ,-(y_) = Y . Si on compose le plongement construit ici avec ,- on 

obtient un autre plongement de Dk dans End(CWk) . 
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2. 3. Soit k' un corps parfait contenant k . Il est clair que 

CWk(k') = CW~(k') = CWk 1 (k') est muni d3 la topologie discrète. Soit 

A' = W(k') et soit K' le corps des fractions de A' Tout élément de K' 
+oo n -n 

s'écrit d'une manière et d'une seule sous la forme .§. ~ p cr ([a ]) , avec 
n>>-oo n 

les a E k' ; on voit que l'application qui à .§. E K' associe le covecteur 
n 

( ... ,a_n, ... ,a_ 1 ,a 0) est A-linéaire continue, surjective et que son noyau est 

pA' . Le A-module K'/pA' s'identifie donc à CWk(k') . Par transport de struc-

ture, on en déduit une structure de Dk -module à gauche sur K' /pA' on voit 
-1 

que l'action de F et y_ est donnée par l.§. = cr(.§.) , Y.§. = pcr (§_) , pour 

tout .§. E K' /pA' Comme la division par p définit un isomorphisme de K'/pA' 

sur K'/A' , on peut dire aussi que CWk(k') est isomorphe à K'/A' 

2. 4. Notons CW A la restriction de CW , considéré comme foncteur sur la 

catégorie des anneaux commutatifs linéairement topologisés, séparés et complets, 

à la catégorie des A-anneaux de ce type. 

Nous nous proposons de montrer que l'on peut identifier le sous-anneau 

A[y_] de Dk à un sous-anneau de l'anneau End(CWA) des endomorphismes 

du foncteur en groupes topologiques CW A . 

Soit R un A-anneau linéairement topologisé, séparé et complet. On sait 

(cf. n° 1. 3) que le plongement canonique de A = W(k) dans W(A) = W(W(k)) 

est continu et nous permet de considérer les anneaux W (R) comme des A-
m 

anneaux linéairement topologisés, séparés et complets ; en outre, si x E k et 

si .§. (a 0 ,a 1 , ... ,am_ 1) E Wm(R) , on a 

LX].§.= ([x]a 0 ,[cr(x)]a 1 , ... ,[crm-l(x)]am_l) 

on en déduit que 

V ([x]a) = (0,[x]a0 , ... ,[crm-l(x)]a 1) = cr- 1([x])V a . 
m - m- m-

Comme les [x] , pour x E k , engendrent un sous-groupe dense de A , on 
-1 

voit que, pour tout ~ E A et tout a E W (R) , on a V (x.§.) = r; ~)V a . 

à 

Pour tout entier m ;:,, 
1-m 

(~,.§.) associe cr ~)a 

- m m- m-

1 , l'application de A x W (R) dans 
m 

munit le groupe additif de W (R) 
m 

W (R) qui 
m 

d'une structure 

de A-module topologique, séparé et complet. Ces structures sont maintenant 

compatibles avec les V 
m 

et, par passage à la limite, on en déduit une struc-
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ture de A-module topologique sur CWu(R) . 

On déduit immédiatement de la définition que, pour tout 

.ê. = ( ... ,a_n•···•a_ 1 ,a 0) E CWu(R) , on a les formules suivantes 

(4") si ~ E A et si ~ 0 ,~1 , ... ,¾, ... ) désigne l'image de ~ dans W(A) , 

on a ~.ê. = ( ... ,b_n•··•,b_ 1 ,b0) , avec 
- -n-m -n-m b - P (0 ~ 0) , ... , 0 (x ) ; a , ... ,a ) si m est un entier tel 

-n m -m -n-m -n 
que a . = 0 

-1 
si i > n+m 

PROPOSITION 2. 3. - Soit R un A-anneau linéairement topologisé, séparé et 

complet. L'action de A sur CWu(R) définie ci-dessus est continue pour la 

topologie naturelle et se prolonge en une action de A sur CW(R) qui munit 

CW(R) d'une structure de A-module topologique, séparé et complet. 

Si .ê. = ( ... ,a_n•···•a_ 1 ,a 0) E CWA(R) , 

i) on a [x].ê. = ( ... ,0-n([x])a_n•···,0- 1([x])a_ 1 ,[x]a 0) , pour tout x E k; 

ii) si ~ E A et si (~ 0 ,~ 1 , ... ,~n'···) désigne l'image de ~ dans 

W(A) , on a ~.ê. = ( ... ,b , ... ,b 1 ,b0) , avec -n -
b 1. p ( -n-m,~ ) -n-m,~ ) ) = 1m 0 ~ 0 , ... , 0 \2S ; a , ... , a 1 , a 0 -n m-++a, m m -n-m -

Démonstration : il s'agit d'une généralisation de la proposition 2. 2 (tout 

k-anneau, muni de la topologie discrète devient un A-anneau linéairement topo

logisé, séparé et complet) et la démonstration est analogue : 

on commence par considérer le A-anneau profini R = A[ [ (Y _n)nEIN]] des 

série formelles en les Y . En appliquant la formule (4 ") à 
-n 

u 
( ... ,0, ... ,0,Y , ... ,Y 1 ,Y0) E CW (R) , on voit que, dans R 

-m -
-m -m 

P (0 Œ0), ... ,0 Œ ) ; Y , •.• ,Y0) 
m m -m 

-m-1 -m-1 
= Pm+l(0 (~0), ... ,0 ~+1); O,Y_m•···,Yo) 

Si l'on note encore tJ l'idéal de R engendré par les Y , avec 
r -n 

n ;;;,: r , le même raisonnement que celui fait pour prouver le lemme 2. 1 montre 

que 
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si m est un entier satisfaisant les inégalités indiquées dans ce lemme. 

En utilisant cette congruence, on en déduit le résultat dans le cas où la 

topologie de R est la topologie discrète par le même raisonnement que celui 

fait pour prouver la proposition 2. 2. Le cas général s'en déduit par passage à 

la limite. 

2. 5. Soit R un A-anneau, linéairement topologisé, séparé et complet. Pour 

tout .2. = ( ... ,a_n•···•a_ 1,a 0) E CWA(R) , posons 

(7") Y.2. = ( ... ,a_n-1•···•a_2'a_l) . 

Il est clair que y est un endomorphisme continu de CW A (R) . On voit 

que l'action de A définie par la proposition 2. 3 et celle de y qui vient 

d'être définie munissent CW A (R) d'une structure de A[y] -module topologique 

(en désignant par A[y) le sous-anneau de Dk engendré par A et y ) . 

Il est clair que la structure de A[y]-module à gauche qui vient d'être dé

finie sur chaque CW A (R) est fonctorielle en R . Elle définit donc un homo

morphisme de l'anneau A[yJ dans l'anneau End(CW A) du foncteur en groupes 

topologiques CW A . Ici encore, on voit facilement que cet homomorphisme est 

injectif et nous l'utilisons pour identifier A[y] à un sous-anneau de End(CWA). 

§ 3. - Quelques séries formelles. 

3. 1. Soit S un anneau commutatif, que l'on suppose muni de la topologie 

discrète. Soit X= (X0 ,x 1 , ... ,X , •.. ) une famille d'indéterminées indexée par - -n 
les entiers ,;; 0 Notons S[X] l'anneau des polynômes, à coefficients dans 

S , en les X -n On peut considérer S [X] comme un S-anneau topologique 

pour la topologie discrète. 

Si II 

Soit S [ [X]) le S-anneau topologique des séries formelles en les X -n 
.i = (i 0 ,i 1 , ... ,i , ... ) , avec les i E JN, - -n -n 

JN(-]J\J) est l'ensemble des 

presque tous nuls, S [[X]) est un S-module, topologiquement libre, isomorphe 
II i io i_l i_n 

à S , avec une base topologique canonique, celle des x- = x0 X_ 1 ... X -n 

pour i E II Tout élément de S [[X]] s'écrit, de manière unique, sous la 

forme 
I; a x.i , avec les a.!.. E S , arbitraires . 

.i EII .i 
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Pour tout entier r :2: 0 , soit br l'idéal de S [X] engendré par les 

X -n , pour n :2: r . On voit que S [ [~]] s'identifie au séparé complété de 

S [X] pour la topologie définie en prenant comme système fondamental de voisi
s 

nages ouverts de 0 les idéaux de la forme br + bO , pour r et s entiers 

:2: 0 . En d'autres termes 

S[[X]] = 1~ S[.?.Ç]/(br+b~) , 

et S [.?.Ç] est un sous-anneau dense de S [[.?.Ç]] . 

Considérons maintenant les trois S-anneaux topologiques suivant 

so [[.?.Ç]] lim s[x]/bs 
- - r 

su [[.?.Ç]] lim S[X]/b 
- - r 

Sc [[.?.Ç]] = 1~ S[.?.Ç]/b~ 

On constate facilement qu'ils s'identifient à des sous-anneaux de S[[.?.Ç]] 

contenant S[.?.Ç] : si, pour tout i. = (i0 ,i 1, ... ,i , ... ) E II , et pour tout entier 
- -n 

r ;,; 0 I on pose li 1 = ~ i I on a : 
- r n:2:r -n 

s 0mrn - ~ L a xi. 1 pour tout (r, s) E 
1.-

1EII sont presque tous 

sumrn - ~ ~ a xi. 1 pour tout r E IN' I 

1,EII 1.- sont presque tous 

scmrn = ~ r; a xi. 1 pour tout s E IN 

iEII 
1.- sont presque tous 

On a un diagramme commutatif : 

IN2 
I les 

nuls 

les a. 
l.. 

nuls 

I les a. 
l.. 

nuls 

--...... 
s [[x]] 

/ -

a. 
l.. 

I avec li. l r < 

I avec li. 1 r 0 I 

I avec li.\ o < s I 

où toutes les flèches sont injectives et continues, à image dense. 

3. 2. Le produit tensoriel S[.?.Ç] ®s S[.?.Ç] s'identifie à l'anneau S[.?.Ç,,X] des 

s t 
~ I 

polynômes en les indéterminées x0 ,x_ 1 , ... ,X_n''" et yo 'y 1 ' ... ' y ' ... en 
- -n 

posant X ® 1 = X 
-n -n 

et 1 ® X = Y -n -n 

Notons s[[.?.Ç,,X]] (resp. s 0 [[.?.Ç,,X]]) le produit tensoriel complété 
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s[[_~J] ®s s[[x_]] (resp. s 0 [[x_]] ®s s 0 [[x_]]) . Si l'on note encore or l'idéal de 

s[x_,_x] engendré par les X _n et les Y _n , avec n ;,, r , on voit que l'on a 

aussi 

et s 0 [[x_,_x]] = lim s[x, YJ/os . 
- - - r 

Il est clair que s[[x_,_x]J est l'anneau des séries formelles, à coefficients 

dans S , en les X et les Y . Avec des notations évidentes, tout élé-
-n -n 

ment de "" i i s'écrit, de manière unique, sous la forme LJ ai . x_-_y , 
.i,i_ElI _l. 

avec les 

anneau de 

a.!.i. E S , arbitraires. Ici encore s 0 [[x,Y]] s'identifie à un sous-

s[[x_,_x]] 

3. 3. Nous allons voir que le ~-foncteur en groupes CW peut se décrire à 

l'aide d'une structure de "bigèbre topologique" sur l'anneau ~O[[x]] . 

Soit R un anneau commutatif. On a une bijection naturelle entre l' ensem

ble des familles il. = ( ... ,a_n•···•a0) d'éléments de R indexées par les entiers 

,,; 0 et l'ensemble des homomorphismes de l'anneau ~[x_] dans R : à tout 

il. correspond l'homomorphisme défini par cp (X ) = a . 
il. -n -n 

L'élément il. appartient à CW(R) si et seulement s'il existe des entiers 

r et s tels que l'idéal engendré par les a -n , avec n ;,, r , a sa puis san

ce s -ième nulle. Il revient au même de dire que le noyau de l'application !+li!. 

contient l'idéal b s 
r 

Par conséquent, si l'on munit R de la topologie discrète, on voit que 

s'identifie à l'ensemble des homomorphismes continus de l'anneau 

dans R , pour la topologie de 

me fondamental de voisinages ouverts de 0 

définie en prenant comme systè

les idéaux b s . Autrement dit, 
r 

CW(R) = Hom (~ 0 [[x]] , R) . 
cont -

Remarquons maintenant que le lemme 1. 3 peut se ré énoncer 

LEMME 3. 1. - La suite des 

~o[[x_,_x]] . 

S (X , ... , X l , x0 ; Y , ... , Y l , Y0) 
m -m - -m -

converge dans 

Notons S 

suite et posons 

S( ... ,X , ... ,X 1 ,x0 ; ... , Y , ... , Y 1 , Y0) la limite de cette -n - -n -
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s0 = S = S( ... ,X , ... ,X 1 ,x0 ; ... ,Y , ... ,Y 1 ,Y0) , 
-n - -n -

s = S{. •• ,x , ... ,X l'x ; ... ,Y , ... ,Y l'y ) -m -n-m -m- -m -n-m -m- -m 

On voit que ce sont tous des éléments de ~O[[X,.XJJ (ne pas confondre 

s0 = S avec le polynôme S0 (x0 ; Y0) = x 0 + Y0 !) . 

PROPOSITION 3. 2. -

i) Il existe un homomorphisme d'anneaux continu et un seul 

t,: ~O[[X]]-~O[[XJJ ® ~O[[X)] = ~O[[X,Y]] tel que 

pour tout n 

6(X ) -n s -n 

ii) L'application 6 munit l'anneau ~ 0 [[x]] d'une structure de "bigèbre 

topologique". linéairement topologisée, séparée et complète. 

iii) Pour tout anneau linéairement topologisé, séparé et complet R , le 

groupe CW(R) s'identifie à Hom t(~O [[x)] , R) (la structure de 
con -

groupe sur ce dernier ensemble étant induite. de manière évidente, 

.Qfil t, 

Démonstration c'est clair 

Remarques : 

1. - On voit de même que, pour tout anneau R (sans topologie), le 

groupe CWu(R) s'identifie à Hom t(~u[[x]] ,R) , où l'on a mis sur R la 
con -

topologie discrète. 

2. - Soit k un corps parfait de caractéristique p . Il est clair que, pour 

tout k-anneau R , CWk(R) s'identifie aussi à l'ensemble des homomorphismes 

continus du k-anneau k0[[X]] dans R ; le plongement de Dk dans 

End(CWk) induit un homomorphisme de l'anneau opposé à Dk dans l'anneau 

des endomorphismes continus de la bigèbre topologique k O [[X]] On peut faire 

le même genre de remarque en remplaçant k par A = W(k) et Dk par Afy]. 

3. 4. Pour tout anneau topologique S et tout S-anneau topologique B , nous 

notons OS(B) le module des S-différentielles continues de l'anneau B et 

d = dB/S l'application canonique de B dans OS(B) . 
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Il est clair que ~ 0[[x)] 

CD 0 [[z;]] et que o11/~
0[[z;]]) 

s'identifie à un sous-anneau topologique de 

s'identifie à un sous-~O [(x]] -module topologique 

de OCD (CD O [[z;]]) Posons 

P(~0 [[z;]]) [a E CD 0 [[z;]] 1 da E o~(~0 [[z;]])} 

On voit que P(Zl:O[[X]]) est fermé dans CDO[[X]] 

module de CD O [[x]J formé des séries formelles 

C'est le sous-~O[[X]]-

6 a .xi. (la sommation étant 
...!. 

IN ([O,-l, ... ,-n,. .. }) ) ' ff' · t d a coe 1e1en s ans étendue aux ..l = (1 0 ,i 1 , ... ,i , ... ) E 
- -n 0 

CD qui' d'une part' sont dans CD [[x]l 

l.i. l r < s , pour tout couple 

(i.e. on a un nombre fini de a ..l i- 0 
2 (r,s) E IN ) et, d'autre part, satisfont avec 

i a. E ~ , pour tout ..l et tout entier n ;:,: 0 • 
-n .!.. 

On définit de la même manière 

Nous allons établir le résultat suivant 

PROPOSITION 3. 3. - Soit S0 , S _ l , ... , S -n,... les éléments de ~O [(X,X)] .ill!! 

définissent la structure de bigèbre topologique de ~O[[X]] Alors 

i) les séries de terme général 

dans P(~O[[X,X]]) et l'on a 

= n = n = n 6 p -~p + 6 p -~p = 6 p -nSP 
n=0 -n n=0 -n n=0 -n 

n 

-n Pn 
p y ' -n 

n 
yP -ldY 

-n pn 
p s 

-n 
convergent 

n 
sP -ldS ii) les séries de terme général xP -ldx 

0 -n -n -n -n -n -n 
convergent dans O~(~ [[x,_x)]) et l'on a 

Ï:xPn- 1dx + Ï;yPn_ 1dY = Ï; sPn_ 1ds 
n=0 -n -n n=0 -n -n n=0 -n -n 

Démonstration : la proposition résulte trivialement du lemme suivant : 

LEMME 3. 4. - Pour tout entier r ;:,: 0 , soit '0 l'idéal de CD [x,xJ engendré 
r 

par les X et les y 
' 

pour n;:,: r Quels gue soient les entiers r et -n -n 
s ;:,: 0 ' il existe un entier m(r,s) tel gue, si m;:,: m(r, s) , alors 

m n m n m 
-nsp 

n 
'os) 6 p-~p + 6 p-nyP = 6 p (mod I 

n=0 -n n=0 -n n=0 -n r 

où ~ désigne l'adhérence, dans CD 0nx,xn de l'idéal 
s 

de CD[x.11 , '0 
r r 

Démonstration : il est clair qu'il suffit de démontrer ce lemme lorsque les 

entiers r et s satis font r :;,,, 1 , s :;,,, p et s s: pr . Montrons qu'alors la 
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congruence annoncée est vérifiée dès que m :;,, r - 1 + (s-p) /(p-1) 

il résulte de la définition des polynômes 
m n m n 
~ p -1½(P + ~ p -nyp 

n=0 -n n=0 -n 

m -n Pn 
~ p T 

n=0 -n 

S que l'on a 
n 

en posant T S (X ,X + 1 , ... ,X ;Y ,Y + 1 , ... ,Y ) . Il suffit donc 
-n m-n -m -m -n -m -m -n 

pn n -
de montrer que, pour 0 ,s; n ,s; m , on a T = sP (mod l:ls ) . 

-n -n r 

■ Si n:;,, r , on voit que T et s appartiennent à l'adhérence de l:l , 
n sPn 

-n -n 
1:1Pn 

- - r 
donc que TP et appartiennent tous deux à C 1:1Pr C l:ls 

' 
puis-

-n -n r r r 
que s ,s; Pr 

■ Si n < r , on a, d'après le lemme 1.3, 

S, (X ,, ••. ,X ;Y ,, ... ,Y) 
m -n -m -n -m -n 

= S '+l (X , 1 , ... ,X ;Y , 1 , ... ,Y ) (mod l:lrs-n+n), m -n -m - -n -m - -n 

pourvu que m' - n :;,, (r-n) - 1 + (s-p)/(p-1) 

et, par passage à la limite, on en déduit 

C'est donc le cas si m' :;,, m 

; donc, ~ 
n n -s-

fortiori, TP - sP (mod l:l ) 
-n -n r 

§ 4. - Le groupe formel des covecteurs. 

4. 1. Soit k un anneau commutatif. Par restriction à la catégorie des k-anneaux, 

CW définit un k-foncteur en groupes CWk . 

Soit k un anneau commutatif pseudo-compact. Par restriction à la caté

gorie des k-anneaux finis, CW définit un k-foncteur formel en groupes que 
,A. 

nous notons CWk car c'est la complétion formelle du k-foncteur CWk 

Soit R un k-anneau fini. C'est un anneau artinien et son radical ,,,..... 
est nilpotent. On en déduit que CWk(R) = CW(R) s'identifie à l'ensemble des 

a E R vérifiant 
-n 

( ,i.•) t t E ~ pour presque ou n , a_n rR . 

4. 2. Soit toujours k un anneau commutatif pseudo-compact. Si R est un k

anneau fini, que l'on munit de la topologie discrète, on a 

G'Mk(R) = CW(R) = Hom t(~O [[x]] , R) . Considérons le produit tensoriel topolo-
con -
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gique B~ = ~ 0 [[xll ®~ k = l_!!:n (~ 0 [[x]l/ll;) ®~ (k/a) ' pour r et s entiers 

;,,: 0 et a idéal ouvert de k ; c'est un k-anneau topologique, linéairement 
/"-._ 0 

topologisé, et CWk(R) s'identifie à l'ensemble Hom (Bk,R) des homomor-
cont 

phismes con~nus du k-anneau topologique B~ dans R . Par conséquent (cf. 

n° I.4.8) CWk est un k-groupe formel dont l'algèbre affine s'identifie à la 
0 

complétion profinie de Bk . 

Si cp : R .... S est un épimorphisme de k-anneaux finis, l'application 
/'- ,A. ~ 

CWk(cp) : CWk(R~ .... CWk(S) est clairement surjective ; par conséquent, le k-

groupe formel CW k est lis se. 

De la même manière, par restriction aux k-anneaux finis, CWu définit 
,A. u 

un k-foncteur formel en groupes CWk . On voit que c'est un k-groupe formel 

lisse dont l'algèbre affine s'identifie à la complétion profinie de 
,/',._ 

Bu = ~u[[Xll ®.,,, k . Il est clair que CWu s'identifie de manière naturelle à 
k ~ k 

/',.. 

un sous-groupe de CWk . 

Remarques : 
./'-.. C /'-. ~ 

1.- Soit CWk (resp. cwtc) la composante connexe de CWk (resp. 
/"-._ 

CW~) . On voit facilement que, pour tout k-anneau fini R , de radical r R , 

on a 
,,.,__ C 
CWk(R) =(~=( ... ,a , ... ,a 0)\a ErR, pour tout n;,,:Q}, 

-n -n 
/'-. /"-._ /',.. 

cwu,c(R) = CWU(R) n CWC(R) 
k k k 

[~ = (. .. ,a_n•···•a 0) \ les a_n sont tous dans rR et presque tous nuls}, 

,..,._c ""uc 
et que l'algèbre affine de CWk (resp. CWk' ) s'identifie à la complétion pro-

finie de B~ = ~c[[xll ®~ k (resp. Bk= ~[[xll ®~ k) ; on voit d'ailleurs que 

Bk est déjà profinie et s'identifie au k-anueau topologique k[[Xll des séries 

formelles en les X à coefficients dans k 
-n 

2. - Si k est artinien, la topologie de k est la topologie discrète, et 

alors BO kO[[X)] Bu ku[[XJl Be 
k - k k 

k C [[xJl Bk = k [[xJl 

4. 3. Supposons maintenant que l'anneau commutatif pseudo-compact k est 

parfait de caractéristique p . On a un homomorphisme évident de l'anneau 
/'.,_ 

E;2._d(CWk) dans l'anneau End(CWk) des endomorphismes du k-groupe formel 

CW k . On vérifie facilement que la restriction de cet homomorphisme à 

injective. Ceci nous permet d'identifier à un sous-anneau de 
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Remarques : supposons que k est un corps parfait de caractéristique p . 
/'... 

B ~'algèbre affine de l'un des quatre k-groupes formels CWk , 

cwtc . L'image canonique de ~[_~] dans B s'identifie à 

1. - Soit 
,,,..,,_u ,,,..,,_c 
cwk, cwk, 

l'anneau k[X] des polynômes en les X -n à coefficients dans k et est den-

se dans B • Soit T un automorphisme du corps k et soit cp un endomor-

phisme continu de la structure d'anneau de B , T-semi-linéaire (i.e. tel que 

cp (>.x) = T(>.)cp(x) , si À E k , x E B ) • Comme k[X] est dense dans B , 

cp est complètement déterminé par les cp(X ) , pour n ;:,, 0 
-n 

Le Frobenius F8 est a-semi-linéaire et l'on a évidemment F (X ) = Xp . 
B -n -n 

L'endomorphisme de multiplication par p est linéaire et il résulte de la formu-

le (6) du paragraphe 2 que p(X ) = xP • 
-n -n-1 

Le décalage est a - 1-semi-linéaire et vérifie 

o- 1-semi-linéaire, de 

F8V8 = p . Soit 

B tel que 

V' 
B 

l'unique endomorphisme continu, 

V8(X _n) = X-n-l , pour tout n ;:,, 

F V' (X ) = xP On a donc 
B B -n -n-1 

0 . On voit que F 8v8 
F8v8 = p = F8v8 , d'où 

est linéaire et vérifie 

v8 = v8 , puisque 

F 8 est injectif. En particulier 

2. - La formule précédente implique que ,,,...._ est la "composante unipo-

tente" de CW k (cf. n° I. 7. 6). 

3. - Par complétion, ~n voit que :r\ = 1JE1 Dk/pmDk s'identifie encore à 

un sous-anneau de End(CWk) .,,..:_ On voit qu'en fait Dk s'identifie à un ~ous

anneau de l'anneau Endcont(CWk) des endomorphismes "continus" de CWk 

(i.e. des endomorphismes qui opèrent continüment sur chaque groupe topologique 
/'-.,. A /',, 

CWk(R) ) . On peut montrer que l'on a Dk = End t(CWk) . L'idée de la dé-,,..,,_ con ,,,...._ 
CW~ est "dense" dans CWk , pour c~n-

il suffit de connartre sa restriction à CW~ ; 

monstration est la suivante : comme ,,,.... 
naitre un élément de End (CWk) 

cont 
c'est ~ endomorphisme de éw~ , d'après la remarqu;.,_ précédente (qui implique 

que CW~ est un sous-groupe "caractéristique" de CWk ) ; on vérifie que 

End(b"0~) = 11!!1 End((v?m\) = 1JE1 Dk/y~k ~ ; il reste alors à constater que 
A ~v Av 
Dk s'identifie à un sous-an~eau de Dç et qu'un élément de Dk définit un 

endomorphisme continu de CW~ si et seulement s'il appartient à :Ôk . 

4. 4. Soit k un corps parfait de caractéristique p . Si R est un k-anneau 
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profini, c'est un k-anneau linéairement topologisé, séparé et complet et l'on a 
,,,....__ 

encore CWk(R) = CWk(R) = CW(R) . C'est encore un Dk -module topologique. 
/'-,_ 

Lorsque l'on représente les éléments de CW k (R) comme des covecteurs, on 

voit que 

■ si R est un k-anneau pro fini local, son idéal maximal m est topologique

ment nilpotent et 

/',. 

CWk(R) = .§.=( ••• ,a , ... ,a 1 ,a0) -n -

a -n E R , pour tout n , 

a E m -n 
pour presque tout 

■ dans le cas général, le k-anneau profini 

-1-1 R. de k-anneaux profinis locaux et 
iE J l 

R s'écrit comme un produit 

on a donc 

a 
-n 

/'.. 
CWk(R) .§. = ( ••• , a , ... , a 1 , a 0) 

pour -n -

où l'on a noté 

mal de 

a . 
-n, J 

tout 

la projection de 

E 

/'.. /',. 

CW k (R) est le produit des CW k(Rj ) 

R 

n 

a -n 

, pour tout n 

fixé, a -n,j E 

sur R. et 
J 

, 

m. pour presque 
J 

l'idéal maxi-

4. 5 On suppose toujours que k est un corps parfait de caractéristique p et 

on pose A = W(k) , Dk = A[I,y:] . Nous allons étudier la structure du Dk -
/'.. 

module topologique CW k (R) lorsque R est un k-anneau fini ou pro fini. Pour 

cela, introduisons quelques définitions : 

soit M un Dk -module topologique. On suppose M pro fini (resp. pro

artinien) en tant que A-module topologique (cf. n° I. 3. 4) 

■ nous disons que M est un Dk -module A(.I] -pro fini (resp. A(.I] -pro

artinien) si les sous-A(.f] -modules ouverts forment un système fondamental 

de voisinages de 0 

■ de même, nous disons que M est un Dk -module Dk -pro fini (resp. Dk -pro

artinien) si les sous-Dk -modules ouverts forment un système fondamental de 

voisinages de O • 

PROPOSITION 4. 1. - Soit R un k-anneau fini ou pro fini. 
~ 

i) Muni de sa topologie naturelle, CW k (R) est un Dk -module A(f] -pro-

artinien. 
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ii) Le sous-module CW~(R) , gui est ouvert dans êwk(R) , est un Dk -
.,,.._ 

module A[..[)-profini ; il est formé des .2. E CWk(R) tels que la suite 

iii) 

n 
des .f 2. tend vers 0 . 

Le sous-module &,-et(R) , gui est fermé dans 
k 

module Dk -pro-artinien, discret si R est fini 

00 /'-

n InCWk(R) = 
n=0 

.,,.._ 
CWk(R) , est un Dk-

on a 

Démonstration : par passage à la limite, on voit qu'il suffit de démontrer 

cette proposition lorsque R est un k-anneau fini. Soit alors r R son radical 

et Ret la partie étale de R , de sorte que R = Ret Et! r 
R 

Montrons (iii). Il est clair que éw-e\R) = êw (Ret) est fermé dans 
k k 

êwk(R) . Comme Ret est réduit, il n'a pas d'idéaux nilpotents non triviaux 

et on en déduit que êwe\R) = CW (Ret) s'identifie à CWu(Ret) et est muni 
k k 

de la topologie discrète. L'anneau Ret 

fini d'extensions finies 

à la somme directe des 

ki du corps 

s'écrit comme le produit d'un nombre 

k . On voit que CW (R et) s'identifie 
k 

CWk(ki) ; si l'on pose Ai = W(ki) et si l'on note 

Ki le corps des fractions de Ai , on sait (cf. n° 2. 3) que CW k (ki) s' iden

tifie, au A-module K./A. , l'action de F étant donnée par _I_a = cr(.2_) , pour 
1 1 -

tout .9. E K/Ai ; on en déduit que éw-:t(R) , isomorphe à la somme directe 

des K/Ai est artinien et divisible, donc que 

00 n /'- et 00 n /'.. et /'.. et n p cw (R) = n F cw (R) cw (R) 
n=0 k n=0- k k 

n 
n est un entier tel que rp = 0 on voit que 

R 
si 

n~ n /'.. .A. et 
p cWk(R) = .I CWk(R) = cwk (R) ' 

ce qui achève de prouver (iii). 

Le Dk-module êw~(R) est formé des 2-= ( ... ,a_n•···•a0) tels que 

a E rR , pour tout n -n 
et est isomorphe, en tant qu'espace topologique au 

produit direct r: . On voit que les 

U(R, rR, s) 

f2. = ( ... , a , ... , a 0) l a E rR , pour tout -n -n 

9s-n 
n , et a -n E rR si n<s}, 

pour s E Il'il , forment un système fondamental de voisinages ouverts de 0 

dans éw~(R) et sont des sous-A[I]-modules. 
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Soit [y1 ,y2 , ... ,Yd,} une base de rR sur k. Pour n E IN et 

1 ,;; j ,;; d' , soit v . l'élément de êwkc (R) dont toutes les composantes sont 
-n,J 

nulles, sauf celle d'indice -n qui est égale à y, . On voit tout de suite que 
~c l 

le quotient CWk(R)/U(R,rR,s) est engendré, en tant que A-module, par les 

images des _y n, i , pour n < s . C'est donc un A-module de type fini. Comme 

éw"~ (R) est un groupe de p-tors ion, on en déduit que les A[I] -modules 

êwk(R)/U(R,rR,s) sont des A-modules de longueur finie. Par conséquent, 
/"-

CWk(R) est un Dk -module A[.f.]-profini. 

Soit m un entier tel que r~ 
m 

0 • On a 
m I .2. = 0 , pour tout 

.2. E éw~(R) Réciproquement, si .2. E CW k (R) est tel que la suite des In.2. 
n /',..et ~ et 

tend vers 0 , on a I .2. E CW k (R) , pour n ~ m . Comme CW k (R) est 

discret, on a In.2. = 0 , pour n suffisamment grand, et toutes les composan-

tes de .2. sont dans rR , donc .2. E êw~(R) Par conséquent, 60~(R) est 

bien l'ensemble des .2. E êwk(R) tels que la suite des ~.2. tend vers 0 . 

Comme , les , pour 

encore un système fondamental de voisinages ouverts de 0 

s E IN , forment -dans CW k (R) . En 

~c -particulier, CWk(R) = U(R,rR,0) est ouvert dans CWk(R) , ce qui achève de 

prouver l'assertion (ii). 

Comme êwk(R) = éw~(R) 13') êw~t(R) , l'assertion (i) résulte des deux 

autres. 

§ 5. - Relèvement des covecteurs. 

Dans ce paragraphe et dans le suivant, k désigne un corps parfait de 

caractéristique p , on pose A = W(k) et on note K le corps des fractions 

de A ; on note cr le Frobenius absolu opérant sur k , W(k) = A et K . 

5. 1. Appelons anneau p-adigue (cf. Lazard, [35] p. 69 ; Serre dit " p-anneau 

strict" dans [43] p. 46) tout anneau R linéairement topologisé, séparé et 

complet, dont la topologie est la topologie p-adique (autrement dit R = 1~ R/pnR , 

chaque quotient étant muni de la topologie discrète), et qui est tel que p est 

non diviseur de zéro dans R . 

De même, nous appelons A-anneau p-adique tout A-anneau linéaire-
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ment topologis é qui est un anneau p-adique. 

Si R est un A-anneau p-adique et si l'on pose RK = R ®A K , on voit 

que R s'identifie à un sous-anneau de RK et que le A-module RK , muni de 

la topologie p-adique, est linéairement topologisé, séparé et complet on a 

R K = 1~ R K/pmR , chaque quotient étant muni de la topologie discrète. 

PROPOSITION 5. 1. - Soit R un A-anneau p-adigue. Soit 
-nApn 

.§. = ( ... ,â_n, ... ,â_ 1 ,â0) E CWA(R) . La série de terme général p a_n converge, 

dans RK = R ®AK , pour la topologie p-adigue. Notons wR(.§.) la somme de 

cette série. L'application wR : CWA(R) ..... RK ainsi définie est une application 

A-linéaire continue. 

Démonstration : on a 

R = R/pR , et, pour tout a E R , notons a son image dans R . Si on se 

donne une suite d'éléments â , pour n E IN , de R , on voit facilement -n 
que ( ... ,â_n' ... ,â_ 1 ,â0) E CWA(R) si et seulement si 

( ... ,a , ... ,a 1 ,a 0) E CW(R) . -n -

Soit ~ = ( ... ,â_n,. .. ,â_ 1 ,â 0) E CWA(R) . Alors 

.9. = (. .. , a , ... , a 1 , a 0) E CW(R) et il existe des entiers r et s tel que 
-n -

l'idéal n de R engendré par les a , avec n ;;,, r , est nilpotent. Si t -n t Apt 
est un entier tel que nP = 0 , on en déduit, en particulier, que a_n E pR , 

Apn (APt)Pn-t Pn-t 
pour tout n ;;,, r ; si n ;;,, r et n ;;,, t , on a donc a -n = a -n E p li?, 

-nA n Pn-t 
ou encore 

-nA n 
p aP E p -nR 

-n 
la convergence de la série de terme général 

p aP 
-n 

n-t 
résulte alors de ce que, pour t fixé, la suite des p -n tend vers 

l'infini. 

Considérons une suite ~) mEIN convergente d'éléments de CW A (R) et 

soit .9. sa limite. Posons .§. = ( ... ,â , ... ,â 0) et a = (. .. ,â , ... ,â 0). 
m m,-n m, -n 

On voit que la suite des .9. = ( ... ,a , .. .,a 0) converge, dans CW(R) 
m m,-n m, 

Comme la topologie de CW(R) est celle de la limite inductive des 

CW(R, n, r) (cf. n° 1. 6), il existe un idéal nilpotent n de R et un entier r 

tel que a E n -n et 

Choisissons un entier 

a E n 
-n,m 

t tel que 

pour tout n ;;,, r (et ceci quel que soit m ) . 

npt -- 0 . Le même raisonnement que celui 

que l'on vient de faire montre que, si n ;;,, r et n ;;,, t , on a 
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et 

Soit u un entier 
n-t 

:2, 1 . Soit un entier vérifiant 

tel que p - n :2, u si n :2, n 0 . On voit que l'on a 
n -n-p 

P am,-n - (mod puR) , pour tout n :2, no et tout 

A 

La convergence de la suite des _s! m dans CWA(R) vers 

convergence, pour tout n fixé, de la suite des â dans 
m,-n 

Il existe donc un entier tel que si et 

et 

m 

.s! implique la 

R vers â -n 

a = a (mod puR) 
-n,m -n 

Avec les mêmes conditions sur m et sur n , on a 

donc 

ou encore 
n -n-p 

P a-n,m -

d'où 
n -n-p 

p a-n,m -

car n up -n :2, u 

n 
(mod pup R) 

n 
P-nâp (mod 

-n 

-n-Pn 
(mod P a -n 

si n :2, 0 

n 
Pup -nR) 

PUR) 

<X> n 
On voit donc, 

est congru (mod puR) 

finalement, que si m :2, m0 , on a A 1:;. ) ~ -n-p w0 \§_m = 0 p a 
"' n=O m, -n 

<X> n 
~ P -nâp 

n=O -n 
à = wR(~) , ce qui implique la continuité de 

Il résulte immédiatement de la définition des polynômes Sn que la res

triction de wR à CWu(R) est additive. Comme on voit que CWu(R) est un 

sous-groupe dense de CWA(R) , le fait que wR est additive s'en déduit par 

continuité. 

Comme le sous-groupe de A engendré par les [x] , pour x E k , est 

dense dans A , il suffit alors, pour montrer que w"R, est A-linéaire, de véri-

fier que w R ([ x)_s!) = [ x]w R @.) , pour tout x E k et tout _s! E CW A (R) ceci 

résulte immédiatement de l'assertion (i) de la proposition 2. 3 et du fait que 

(a -n([x])Pn = [x] . 

Remarque : on aurait pu aussi déduire cette proposition de la proposition 3. 3. 

5. 2. Soit toujours R un A-anneau p-adique. Posons Rk = R ®A k = R/pR . Il 

est clair que l'application canonique de R sur Rk induit une application A-
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linéaire continue de CW A (R) dans CW k (Rk) ; on voit que cette application 

est surjective et que son noyau est le sous-A-module fermé CW A (pR) de 

CW A (R) formé des covecteurs dont toutes les composantes sont dans pR . 

Comme pn - n :;;,: 1 , pour tout entier n :;;,: 0 , on voit que l'image par de 

CWA(pR) est pR. Par passage au quotient, on en déduit une application A-

linéaire continue, que nous notons de dans le module quotient 

On voit que cette application wR peut se construire ainsi si 

A 

a 
-11 

de a -n dans R 

n, un 
-nApn 

; alors la série de terme général p a 
-n 

dans et son image dans RK/pR ne dépend pas du choix des 

des a -n 

Remarques. 
A 

relèvement 

converge 

relèvements 

1. - Il est clair que w et w sont des transformations naturelles au 

sens suivant : soit R et g deux A-anneaux p-adiques et soit cp un homo

morphisme du A-anneau R dans g ; il est clair que cp s'étend de manière 

unique en un morphisme cpK de RK dans gK = g ®A K et induit, par passa

ge au quotient une application A-linéaire cpK de R'K/pR dans gK/pg ; de 

même, cp induit un morphisme cpk de Rk dans gk = g ®A k ; il est immé-

diat que les diagrammes 

CWA(R) 
WR 

CWk(Rk) 
WR 

RK/pR RK 

( 1) 
CW(cp) ! wg cpK 1 (1 ') CW(cpk) l ,, ~K l 

Wg 
CWA(g) gK CWk(gk) gK/pg 

sont commutatifs. 

2. - L'application wR n'est, en général, ni injective, ni surjective. Tou

tefois, dans le cas où Rk = k' est un corps parfait contenant k , on voit 

que wR n'est autre que l'application réciproque de K'/pA' (où 

K' = Frac(A') ) dans CWk(k') construite au n° 2.3 ; en particulier 

A' =W(k') , 

est 

alors un isomorphisme. Ceci reste, bien sar, encore vrai dans le cas où Rk 

est le produit d'un nombre fini de corps parfait contenant k . 

5. 3. Soit R un anneau linéairement topologisé. Nous disons qu'un idéal I 

de R est un idéal co-p-adigue s'il est fermé et si l'anneau R/I , muni de la 
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topologie quotient, est un anneau p-adique. 

Nous disons qu'un anneau (resp. un A-anneau) est un anneau pro-p-adigue 

(resp. un A-anneau pro-p-adigue) si, en tant qu'anneau topologique, il s'iden

tifie à ll!? R/I , pour I parcourant l'ensemble des idéaux co-p-adiques de 

R . En particulier, tout A-anneau pro-p-adique est un A-module topologique, 

sans torsion. 

Soit R un A-anneau pro-p-adique. Nous disons qu'une famille i:l 

d'idéaux co-p-adiques de R détermine la topologie de R si les I + pnR , 

pour I E i:l et n E ]IIJ , forment un système fondamental de voisinages de 0 

dans R . Il revient au même de dire que tout idéal ouvert de R contient un 

idéal de la forme I + pnR , avec I E i:l et n E ]IIJ • S'il en est ainsi, R 

s'identifie à 1JE1 R/I . 
IEi:l 

Il est clair que, si R est un A-anneau pro-p-adique, l'ensemble i:lR 

de tous les idéaux co-p-adiques de R détermine la topologie de R . 

Soit R un A-anneau pro-p-adique et soit i:l une famille d'idéaux co-p

adiques de R qui détermine la topologie de R . Nous posons RK = R ®A K 
-i:l 

et RK = 1~ (R/I) ®A K = 1JE1 (RK/IRK) . 
IEi:l IEi:l 

Si l'on munit chaque quotient RK/IRK , qui est un espace vectoriel sur 
-i:l 

K , de la topologie p-adique, RK devient un K-anneau topologique ; en tant 

que A-module, il est linéairement topologisé : c'est le séparé complété de RK 

pour la topologie définie en prenant comme système fondamental de voisinages 

de O les sous-A-modules de la forme IRK + pnR , pour I E i:l , n E 1N" • 
-i:l 

L'injection canonique de R dans RK est continue. 

Pour tout I E i:l , on a, d'après la proposition 5.1, une application A

linéaire continue wR/I de CW A (R/I) dans (R/I)K . La commutativité du dia

gramme (1) permet de passer à la limite et on en déduit une application A

linéaire continue 

W~i:l,a;,;~) 
1.2. est la somme 

R 

De même, si l'on pose Rk = R/pR , on définit, par passage au quotient, 

ou par passage à la limite en utilisant la commutativité du diagramme (1 '), une 
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application A-linéaire continue 

û 
CWk(&\) 

Aû 
WR ... RK /pR 

Si _§_ ( ... ,a_n, ... ,a_l ,aO) E CWk(Rk) et si a est un relèvement de -n 
a dans R I w~(_g_) est l'image dans R~/pR de la somme de la série de -n 

terme général 

5. 4. La construction de l'anneau 
Aû 
R K , associé à un A-anneau pro-p-adique R 

et à une famille û d'idéaux co-p-adiques de R qui détermine la topologie de 

R , présente deux inconvénients 

■ la structure de 

de la famille û 

Aû 
RK dépend, en général, de manière considérable, du choix 

■ si on choisit pour û l'ensemble de tous les idéaux co-p-adiques de R , 
Aû 

l'anneau RK obtenu est en général "énorme" et peu maniable. 

On est alors conduit à remplacer par un anneau plus agréable, l'an-

neau 
Aan 
RK des "fonctions analytiques", qui s'identifie à un sous-anneau de 

Aû 
chacun des RK 

Pour simplifier, nous n'allons donner la construction de 

cas particulier où nous en aurons effectivement besoin 

Aan 
RK que dans le 

dans toute la fin de ce paragraphe, on note K' une extension finie tota

lement ramifiée du corps K , e le degré de l'extension, A' l'anneau des 

entiers de K' I TT une uniformisante de A' . 

Nous allons définir l'anneau lorsque R est un A' -anneau pro fini, 

formellement lisse, "localement de dimension finie", autrement dit, R est un 

A' -anneau pro fini et chaque composante locale de R est isomorphe à un anneau 

de séries formelles, à un nombre fini d'indéterminées, à coefficients dans l'an

neau des entiers d'une extension finie non ramifiée de K' . Pour alléger l'écri

ture, un tel anneau est appelé, dans la fin de ce paragraphe, un A' -anneau 

spécial. 

Soit R un A' -anneau spécial et soit R = R ® K = R ®A• K' . K A 

■ Supposons d'abord que est un anneau local et soit son idéal maxi-

mal. Pour tout entier s ;:,, 1 , soit Js le sous-A'-module de RK défini 
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par 
c:c -n+ 1 ns -an 'B n me, . On note R le séparé complété du A' -module 

n=l ,.,, K 
pour la topologie linéaire définie en prenant les J comme système fonda -

s 
mental de voisinages ouverts de 0 ; on a donc -an / RK = ll!!l RK J s , chaque 

quotient étant muni de la topologie discrète. On voit tout de suite que 

et que si (t+l)s' ~ s ; on en déduit immédiate-

ment que le produit dans RK est continu, d'où une structure de K' -anneau 

topologique sur 
-an 

voit que RK 

-an 
RK (la topologie de K' étant la topologie p-adique ; on 

est linéairement topologisé en tant que A' -module, mais pas 

en tant qu'anneau). 

■ Si R est un A'-anneau spécial quelconque, et si R -1-IRm est la décom-

position de R en produits d'anneaux locaux, on pose "' "' ,;aKn -- -1-l(om)aKn . 

C'est donc un K' -anneau topologique, séparé et complet, et c'est un A'-mo

dule linéairement topologisé. 

PROPOSITION 5. 2. -

i) Si R est un A'-anneau spécial. l'application canonique de R dans 
-an 
RK est continue et injective. 

ii) Si R et g sont deux A' -anneaux spéciaux, (R ®A• s'identifie 
-an - -an 

canoniquement à RK ®A• gK (ce gui a un sens car et 

sont des A' -modules linéairement topologisés). 

i ii) La correspondance est fonctorielle plus précisément, si 

m : R - g est un homomorphisme continu de A'-anneaux spéciaux. il 
-an -an 

existe un homomorphisme continu et un seul de RK dans gK _g.l:!i 

prolonge cp • 

Nous allons d'abord donner une description "explicite" de 

A' -anneau spécial R est un anneau local. Dans ce cas, soit 

-an 
RK lorsque le 

I un idéal de 

R qui est un élément maximal de l'ensemble des idéaux co-p-adiques de R et 

soit A" l'anneau-quotient R/I . On voit que A" est l'anneau des entiers 

d'une extension finie non ramifiée K" de K' et que, si l'on choisit un sys-

tème minimal de générateurs X1 ,x2 , ... ,Xd de I, l'anneau R s'identifie à 
-I m 

. Soit RK le K' -anneau topologique ll!!l RK / I RK , 

chaque quotient, qui est un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K' 

étant muni de la topologie p-adique (dans la terminologie du n° 5. 3, on a 
-I -ü m -I 
RK = RK , avec ü = (I )mEIN ) . Il est clair que RK s'identifie à l'anneau 
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LEMME 5. 3. - Reprenons les hypothèses et les notations gui précèdent. La topo

logie de RK définie par les J s est plus fine que celle 

fil Im + pnR . On en déduit une application continue de 

gui est définie par 
-an -I 
RK dans RK. 

Celle-ci est injective et son image est formée des éléments de -I 
RK gui peu-

vent s'écrire sous la forme 
n 

un E I , pour tout n ' et les 

v sont des entiers tels que, pour tout e > 0 , la suite des -v + nie: tend 
n n 

vers l'infini. 

Remarque : la dernière assertion signifie que l'image de dans 

formée des séries formelles f(X 1 , ... ,Xd) , à coefficients dans K" , qui sont 

telles, que pour tout d-uple (x 1 ,x2 , ••• ,xd) formé d'éléments appartenant à 

l'idéal maximal de l'anneau des entiers du complété C d'une clôture algébri

que de K", la série f(x 1 ,x2 , ... ,xd) est convergente dans C. 

Démonstration du lemme: pour tout J. = (i 1 ,i2 , ... ,id) E lNd , posons 

i il iz id 
i- = x 1 x 2 •.• xd et 

-I l.i.l = i 1 + i 2 + ... + id . On voit que tout élément de RK 

s'écrit, d'une manière et d'une seule sous la forme 
i 

~ a. x- , 
iE lN'd .1.-

avec les a. E K" , et que 
.!.. i 

formé des ~ a. :it- tels que 
.!..-

sont à dénominateurs bornés). 

R (resp. RK) s'identifie au sous-anneau de 

pour tout i (resp. tels que les a . 
.!.. 

On voit aussi que l'idéal maximal de R est mR = (TT,I) = (TT,X 1 , ... ,Xd) 

et on en déduit que, pour tout entier r ;;;: 1 , 

TT r- li I xi , pour O ,;; 1 i 1 ,;; r ; autrement dit 

est l'idéal engendré par les 

est un sous-A"-module fer-

mé de R , topologiquement libre, admettant comme base topologique les 

r- 1 i I i 1 1 i 1 1 TT - x- , pour O s; i ,;; r , et les x- , pour i > r . 

Soit maintenant s un entier :2: 1 
-I 

est un sous-A"-module fermé de RK , 

; si n ;;;: 1 , on voit que 
-n+l ns 

TT mR 

base topologique les TTns- li 1-n+lxi , 

topologiquement libre, admettant comme 
-n+lXi pour O ,;; li I ,;; ns , et les TT _ - , 

pour lil > ns On en déduit facilement que Js est formé des éléments 

~a.xi 
.1.-

de RK vérifiant 

) 
(1 ) si lil ,;; s , v(a,) ;;;: s - lil ' a .!.. 
(lb) si ms ,;; lil < (m+l)s , v(a.) ;;;: - m + 1 , pour m entier ;;;: 1 

.!.. 
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où l'on a noté v la valuation de K" normalisée par v(TT) = 1 . 

i 
Soit u. = :Ba . .x- , pour E lN , une suite d'éléments de RK qui est 

J 1 'J 
une suite de Cauchy pour la topologie définie par les J s . La condition ( la) 

implique que, pour _!_ fixé , la suite des a. . converge dans K" ; ceci 
.!. ' J 

signifie que la suite des 

définie par les Im + pnR 

u. est aussi une suite de Cauchy pour la topologie 
J 

par conséquent, la première topologie est plus fine 

que la seconde, et on voit immédiatement que l'application de 
Aan AI 
RK dans RK 

que l'on en déduit est injective. 

Soit J l'adhérence de 
s 

AI 
dans RK (pour la topologie définie par les 

i AI 
est formé des :Ba. x- E RK 

1-
Im + pnR ) : il est clair que qui vérifient les 

conditions (la) et (lb) . Un élément 
i AI -

:Ba1l- E RK est dans l'image de 
Aan 
RK si 

et seulement s'il est congru, modulo chaque Îs , à un élément de RK 

AI 
On voit facilement que tout élément de 

00 -À· 
RK qui n'est pas dans RK peut 

s'écrire sous la forme :B TT Jun où 
j=O i 

■ les À. forment une suite strictement croissante d'entiers ;;, 0 , 
J 

■ les n. forment une suite strictement croissante d'entiers ;;, 0 
J 

■ pour tout j 
' un. 

J 
E 

n. 
I J 

' 
et, si ;;, 1 

' le terme homogène de degré 

en x1 , ... ,xd de un. n'a pas tous ses coefficients divisibles par TT 

J 
Aan 

Supposons qu'un tel élément soit dans l'image de RK ; on voit que, 
-),,, 

pour tout s ;;, 1 
' 

presque tous les TT lu sont dans Js Mais, pour 
-À, ni 

TT lu E Js implique que - À, ;;, -m+l si n. < (m+l)s donc que 
ni J J 

- À.+ (n./s) > 2 Par conséquent, pour tout s ;;, 1 
' 

on a - À.+ (n./s) > 2 
J J J J 

pour presque tout il est clair que ceci implique que, pour tout e > 0 

n, 
J 

;;, 1 ' 

la suite des - :>... +n.e tend vers l'infini, et l'élément considéré est bien de la 
J J 

forme indiquée dans le lemme. 

Réciproquement, soit 

pour tout n , et -v + ne 
n 

00 -v 
a. = :B TT nu un élément de 

n=O n 
tend vers l'infini, pour tout 

s fixé, - v ;;, -(n/s) + 1 , pour presque tout 
n n 

avec u E In , 
n 

fixé. On a 

ce qui, alors, pour 

d'après implique que on en déduit que l'élément considé-

ré est bien dans l'image de 

Compte-tenu du lemme précédent, la proposition 5. 2, est essentiellement 

triviale lorsque les A' -anneaux spéciaux qui interviennent sont des anneaux lo-
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eaux ; le cas général s'en déduit en décomposant les anneaux spéciaux qui in

terviennent en produits d'anneaux locaux. 

Aan 
S.S. Soit R un A'-anneau spécial. Notons OA,(R) (resp. OA,(RK )) 

module des A'-différentielles continues de R (resp. R:n) . L'injection 
Aan 

le A' -

canonique 

de R dans RK induit une application A'-linéaire de OA' (R) dans 

on voit que celle-ci est injective, et nous l'utilisons pour identifier 
Aan 

un sous-module de O A' (RK ) . Si d désigne l'application canonique de 

dans 

do: E 

, nous notons P(R) 
Aan 

l'ensemble des éléments a, E RK tels que 

Il est clair que c'est un sous-A'-module fermé de Aan 
RK 

Supposons R local et choisissons des coordonnées x 1 , x 2 , ... , Xd Alors 

R s'identifie à l'anneau A" [[x1 ,x2 , ... ,xd]] des séries formelles en les \ à 

coefficients dans A" , anneau des entiers d'une extension finie non ramifiée 

K" de K' . Utilisons le lemme S. 3 pour identifier 

K" [[xl ,x2 , ... ,xd]] = ~~ . 

à un sous-anneau de 

i AI 
Soit a, = ~a x- E R . On voit que a, E P(R) si et seulement si les 1.- K 

deux conditions suivantes sont satisfaites : 

(2 ) 
a 

on a 

(2b) pour tout .i. E Cl, 2 , ... , d} , on a 

Soit v 
n 

. E A" ljai_ 

la composante homogène de degré n en les de a, La 

condition (2b) implique que si 
r 

r est le plus grand 
n r 

rn entier tel que p ,:; n 

alors p nvn E R ; si on pose 

avec u E In comme il est 
n 

p nv , on voit que 
n n 

u 
"' -r 

a, = ~ P nu 
n=O n 

clair que, pour tout e > 0 , la suite des 

-r + ne 
n 

tend vers l'infini, il résulte du lemme S. 3 que la condition (2b) 

plique la condition (2 ) . 
a 

Pour tout l.. 

plus grand entier h 

(i 1 ,i 2 , ... ,id) E Il\Td 'f 0 = (0,0, .•. ,0) , notons 

tel que ph divise tous les ij . On voit que 

h(i_) 

P(R) 

im-

le 

est 

la somme directe de K" 

me base topologique les 

et d'un A"-module topologiquement libre admettant com-
-h(i) i d 

p - 2S;- , pour l.. E Il\T , l.. -,J 0 

Si nous revenons maintenant au cas où R est un A' -anneau spécial quel

conque, et si R = TT Rm représente la décomposition de R en le produit de 
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ses composantes locales, on voit que P(R) = -\ -\ P(R ) 
m 

S. 6. PROPOSITION S. 4. - Soit R un A' anneau spécial. Soit 
-nApn i = ( ... ,â_n, ... ,â_ 1 ,â0) E CWA(R) . La série de terme général p a_n converge 

dans R.~n . Notons wR(§_) la somme de cette série. L'application 
an 

w R CW A (R) - ~K ainsi définie est A-linéaire continue et son image est con-

tenue dans P(R) . 

Remarque : la notation wfil ne crée pas de risque de confusion avec la nota

tion employée pour la proposition S. 1 : si R est un A' -anneau spécial qui est 

aussi un A-anneau-p-adique, R est un produit fini d'extensions finies non 
Aan 

ramifiées de K' , RK s'identifie à RK et les deux définitions de wr;.i, co-

ïncident. 

Démonstration : en décomposant R en le produit de ses composantes lo

cales, on se ramène au cas où l'anneau spécial est local. Supposons qu'il en 

est ainsi et reprenons les notations qui précèdent. 

Si ( A A A ) E CWA(R) on voit suffis am-_§_ ... ,a , ... ,a 1 ,a0 , que, pour n -n -
A -nApn -n n -n (n+l)s 

ment grand, a E mR , donc que P a E p mP c p mR C J , si 
-n -n R s 

n 
(n+ 1) s fixé, ceci est vrai pour tout suffisamment grand p > pour s n 

la convergence de la série en résulte. 

Si a = (. .. ,â , ... ,â 0) , pour m E IN , est une suite d'éléments -m m, -n m, 
de CWA(R) convergent vers un élément i = ( ... ,â_n•···•âo) , on voit que 

■ d'une part, il existe un entier r , indépendant de m , tel que les â 
m,-n 

et a -n sont dans mR , pour n ;2, r 

■ d'autre part, pour n fixé, la suite des 

a -n 

a converge, dans m,-n R , vers 

Soit s un entier ;2, 1 La première condition montre qu'il existe un en-
-nApn -nApn 

tier n 0 , indépendant de m , tel que les p a et p a sont dans 
m, -n -n 

J s , pour n ;2, n0 . La deuxième implique qu'il existe un entier m0 tel que, 
-nApn -nA n 

si m ;2, m0 , p a = p aP (mod J ) , pour n < n0 • La continuité de m,-n -n s 
l'application w R s'en déduit. 

On voit que CWu(R) est dense dans CW A (R) . Le fait que la restriction 

de wR à CWu(R) est A-linéaire résulte immédiatement des définitions ; la 
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linéarité de s'en déduit, par continuité. WR 

Tout élément o. de qui est dans l'image de w s'écrit sous la 
n R <X> n 

forme ~ p -nâ P 
n=O -n 

; on a donc do. = ~ âP -ldâ E O , (R) et o. E P(R) , d'où 
-n -n A 

la proposition. 

5. 7. Revenons sur les vecteurs de Witt : soit R un A-anneau spécial. Posons 

Rk = R ®A k = R/pR . C'est un k-anneau profini. L'application canonique de R 
/",.. 

sur R k induit une application de CW A (R) = CW(R) dans CW(Rk) = CW k (Rk) . 

Il est clair que c'est une application A-linéaire continue surjective et que son 

noyau CW A (pR) est formé des covecteurs dont toutes les composantes sont 

dans l'idéal pR 
n n 

Si a E R , pour tout entier n ;;,, 0 , p -n(pa)P E pP -nR c pR ; on en 

déduit que l'image de CW A (pR) est contenue dans PR . L'application 

wR définit donc, par passage aux quotients, une application A-linéaire continue 

de dans P(R)/pR . 

PROPOSITION 5. 5. - Soit R un A-anneau spécial. L'application A-linéaire conti

nue wR : CWk(Rk) ... P(R)/pR définie ci-dessus est un isomorphisme. 

Démonstration : en décomposant R en le produit de ses composantes lo-------------
cales, on se ramène au cas où R est local. En reprenant les notations du 

n° 5.5, on voit que, si l'on choisit des coordonnées, R s'identifie à 

A"[[x1 ,x2 , ... ,xd]] où A" est l'anneau des entiers d'une extension non rami

fiée K" de K . 

On sait (cf. n° 5. 5) qu'une fois les coordonnées choisies, P(R) est la 

somme directe de K" et d'un A"-module topologiquement libre Pc(R) admet

tant comme base topologique les p -h(!_)lÇi , pour i E lNd , i i- 0 . En par

ticulier P(R) est un A" -module pro-artinien, et il en est de même de P(R)/pR 

qui est la somme directe de K"/pA" et de Pc(R)/(pR) n Pc(R) . 

Si k" désigne le corps résiduel de A" , on voit que Rk s'identifie à 

k"[[x1,x2 , ... ,xd]] ; on a donc évfk(Rk) = êwk 11 (Rk) et c'est aussi un A"

module pro-artinien (cf. prop. 4.1). On voit que êwet(R) = 6-w (k") s'iden-
k k k 

tifie par w à K"/pA" 
R 

(cf. n° 2. 3) ; d'autre part, pour i E lNd i i- 0 , 

posons f = p -h(!_)i 
i 1 

( ... ,o, ... ,o,2Ç- ,o, ... ,o) 

on voit que l'image par du covecteur 

(où la seule composante non nulle est celle d'indice 
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-h(jJ ) est l'image dans P(R)/pR de p-hUJxi . On en déduit que l'image de 

wR est dense dans P(R)/pR , donc que wR est surjective puisque c'est une 

application A"-linéaire continue d'un A"-module pro-artinien dans un autre. 

Montrons l'injectivité. Pour cela, si 

notons â le relèvement de a dans R 

a = "Ba xi E R (avec 
i i- k , 

définCpar â = "E [a. ]x.!.. 
.!.. -

les 

(où 

ai E k "), 

la1 l 
désigne le représentant multiplicatif de a. 

l.. 
dans A"= W(k") ). Si l'on note 

v la valuation X-adique dans Rk et v la valuation X-adique dans R et 

dans K"[[x 1, .•. ,Xd]] , on a donc, pour tout a E Rk , v(â) = v(a) 

on a 

On a déjà dit que w induit un isomorphisme de 
,_ ,,,.... t R ,,...._ 

CW k (Rk) = CW~ (Rk) (B CW~ (Rk) et l'on voit que 

,,-.._ et 
CW k (Rk) sur K"/pA" 

-A. C 
CW k (Rk) est formé des 

covecteurs ~ = ( ... , a , ... , a 0) vérifiant v(a ) ;,, 1 , pour tout n ; pour un 
-n "' n n -n 

tel covecteur, on voit que o. = "E p - âP E pC(R) ; pour achever la démons-
n=0 -n 

tration de l'injectivité, il suffit donc de montrer que si ~ f. 0 , alors o. t, pR. 

Pour cela, commençons par établir un lemme : 

LEMME 5. 6. - Avec les hypothèses et les notations gui précèdent, si o. E PR , 

pour tout m E IN tel que 
-1 

a -i 0 , il existe 
-m 

m' E IN tel que 

v(a , ) ,;; p v(a ) 
-m -m 

Démonstration du lemme : il est clair que Cl = -m+l 
(mod p R). 

On a v(âpm) = pmv(â ) = pmv(a ) et p-mâpm "commence" par un polynô-
~ -m -m -m -m 

me homogène en les X. , de degré pmv(a ) , à coefficients dans K" , dont 
l -m 

les coefficients ne sont pas tous dans p-m+lA" Il doit donc exister un entier 

m' > m tel que v(p-m'â~::) ,;; pmv(a_m) , i.e. tel que pm 0 v(a_m,) ,;; pmv(a_m); 

comme m' ;,, m + 1 , on a donc v(a ,) ,;; p -lv(a ) . 
-m -m 

Fin de la démonstration de la _proposition : si, avec les notations qui pré
,,-.. C 

cèdent, il existait ~ E CW k (Rk) , ~ -i 0 , tel que o. E pR , l'hypothèse 

~ f. 0 impliquerait l'existence d'un entier m0 tel que a -mo -:} 0 ; on pour-

rait alors construire par récurrence, en utilisant le lemme, une suite d'entiers 

m0 ,m 1 , ... ,m1., ••• telle que v(a ) ,;; p- 1vfa ) 
-mi+l ~ -mi 

, pour tout 

tredit le fait que v(a ) ;,, 1 , pour tout n -n 

Remarque : soit cr le Frobenius absolu sur k et sur 

,- = cr- 1 . Pour tout k-anneau fini ou profini R , notons 

déduit de 
,,....._,. 

CWk(R) 

/'-

CW k (R) par l'extension des scalaires 

s'identifie à comme groupe abélien et, si 
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,,,...___ 

2. E CW k (R) , multiplier 
/',, 

par .§. dans CW k (R) ) . 

À par .§. dans êw~(R) revient à multiplier 'T(\) 

On voit que l'on peut aussi décrire êw~(R) comme 

étant l'ensemble des covecteurs ( ... ,a , ... ,a 1) où les a (indexés par les 
-n - -n 

entiers strictement négatifs) vérifient les mêmes conditions que celles demandées 
/',, 

pour CW k (R) , l'addition et la multiplication par un scalaire étant données par 

les mêmes formules. On voit aussi que, avec ces conventions, l'application 

( ... ,a_n,···,a-1,aO) ,___ ( ... ,a_n, ... ,a_l) 

permet d'identifier le A-module êw~(R) au quotient de 
/',. 

CWk(R) par le sous-

module formé des covecteurs de la forme ( ... ,0, ... ,0,a 0) , i.e. le noyau de Y.. 

Si R est réduit (en particulier si R = Rk où R est un A' -anneau spé

cial), on voit que le noyau de y_ est aussi le noyau de p . 

Dans le cas où 

que l'application wR 

R = Rk , avec R un A-anneau spécial, on voit donc 
'T ,,,...___ 'T 

induit un isomorphisme wR de CWk(Rk) sur P(R)/R 

§ 6. - Groupe de Cartier et exponentielle d'Artin-Hasse. 

6. 1. Pour tout anneau commutatif R , nous notons J\(R) = R[[ T]] l'anneau des 

séries formelles en une variable T , à coefficients dans R , et C(R) le 

groupe multiplicatif des éléments de J\(R) congrus à 1 modulo l'idéal engen

dré par T . 

On voit que C est, de manière naturelle, un ~-foncteur en groupes il 

est clair que c'est un ~-groupe affine lisse. 

* Soit µ: lN .... [0,-1,+1} la fonction de Môbius 

1 si n = 1 

µ(n) (-1) r si n est le produit de r nombres premiers distincts, 

0 dans les autres cas. 

Soit 

ment de l'anneau 

le localisé en p 

J\(~(p)) = ~(p) [[T]] 

(1-Tn) n-lµ(n) F(T) = -1, 
n:2:l 

(n,p)=l 

de l'anneau 

défini par 

Soit R un ~(p)-anneau. Pour tout 2. 

ER(~ l'élément de C(R) défini par 
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On sait (cf. par exemple, [ls], chap. III, § 1) que ER est un homomor

phisme injectif du groupe W(R) dans le groupe C(R) et il est clair que ER 

est fonctoriel en R . Autrement dit les ER , pour R décrivant les ~(p)

anneaux, définissent un monomorphisme 

E 

de ~(p)-groupes affines. 

6. 2. Soit m un entier ;;,: 1 . Notons C(m)(R) le sous-groupe de C(R) for-

Tpm 
mé des séries formelles congrues à 1 modulo l'idéal engendré par 

est clair que C(m) est un sous-~-groupe affine de C et que le quotient 

C = C/C(m) est encore un ~-groupe affine lisse. 
m 

Il 

Si R est un ~(p)-anneau et si 

a O = a 1 = ... = am_ 1 = 0 , on voit que 

.2. = (a 0 , ... ,an''"') E W(R) est tel que 

ER(,ê_) E c(m) (R) . Par passage au quo-

tient, on déduit donc de E un morphisme de ~(p)-groupes affines 

E 
m 

(W )..., 
m .,..,(p) 

-(cl 
m ~(p) 

Pour tout anneau commutatif R 
m 

et tout entier m :2c 1 , notons A (R) 
m 

l'anneau quotient J\(R)/TP J\(R) et T 
-m+l l'image de T dans A (R) . On 

m 
voit que C (R) 

m 
s'identifie au groupe multiplicatif des éléments de l'anneau 

Am(R) qui sont congrus à 1 modulo l'idéal engendré par T_m+l . 

Si on identifie T _m+l à T~m Am (R) s'identifie à un sous-anneau de 

.l\m+l (R) ; on en déduit un monomorphisme de C m dans ; nous notons 

ccu le ~-foncteur en groupes lim C . On voit que, pour tout anneau commu-
- m 

tatif R , CCu(R) s'identifie au groupe multiplicatif des éléments de l'anneau 

qui sont congrus à modulo l'idéal engendré par les 

Il est clair que, pour tout m, le diagramme 
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est commutatif. Par passage à la limite, on en déduit un morphisme de ~(pl_ 

foncteurs en groupes 

Si R est un ~(p)-anneau et si È. ( ... ,a , ... ,ao) E CWU(R) , on voit 
-n 

que 
0, 

u -11 F(a T ) CER@J = 
n=0 -n -n 

expression qui a un sens car, pour n assez grand, 

F(a T ) = 1 . -n -n 

a -n 0 , donc 

6.3. Soit S = IN[l/p) l'ensemble des nombres rationnels :;, 0 dont le déno

minateur est une puissance de p . Soit R un anneau commutatif. Tout élément 

du R-module RS s'écrit, avec des notations évidentes, d'une manière et d'une 

seule, sous la forme 

I; a 6 , avec les a E R . 
sE S s s s 

Notons BA(R) le sous-R-module de RS formé des éléments I;a 8 qui 
s s 

satis font la propriété suivante : 

pour tout nombre réel r > 0 , il existe 

si r - e s s < r 

€ > 0 tel que a = 0 , 
s 

Soit a. = I;a 8 et i3 = I; b 8 deux éléments de Bl\(R) ; on voit fa-
s s s s 

cilement que (~) implique, d'une part, que, pour tout s E S , les as,bs" 

avec s' + s" = s sont presque tous nuls et, d'autre part, que, pour tout r > 0 

il existe e > 0 tel que as,bs" = 0 si r- e s s' +s" < r ; on peut donc dé

finir un produit dans BJ\(R} en posant 

a.13 = I; a , b ,, 8 , + ,, 
s',s"ES s s s s 

On voit que l'on a ainsi muni B/\(R) d'une structure de R-anneau 

Soit CA(R) le quotient de l'anneau B/\(R) par l'idéal engendré par e p 

Si l'on note 8 l'image de 8 dans C/\(R) I tout élément de C/\(R) s'écrit 
s s 

d'une manière et d'une seule sous la forme I; a 8 , où les a sont 
sES, s<p s s s 

dans R et vérifient (~) 

Nous notons CC(R} le groupe multiplicatif des éléments de C/\(R) con-
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grus à modulo l'idéal engendré par les Î , pour 
s 

s > 0 . On voit que CC 

est de manière naturelle un Zl:-foncteur en groupes. 

Si l'on identifie T et 8 / n , on voit que ct?(R) 
-n 1 p 

s'identifie au 

sous-anneau de C.l1(R) formé des I: a A tels que les 
s s as sont presque tous 

sous-Z/:-foncteur en groupes de CC . nuls. En particulier CCu s'identifie à un 

PROPOSITION 6. 1. - Soit R un Zl:(p)-anneau commutatif. 
00 

i) Pour tout .§. = ( .. .,a_n•···•a 0) E CW(R), le produit infini A=bF(a_nT-n) 

converge "ponctuellement" dans CC (R) (i.e. si 
_fil_ 

1 1 F(a T ) = "2 b 8 , la suite des b , pour s fixé est 
n=0 -n -n m, s s m, s 
stationnaire). 

00 

ii) Pour tout .§. E CW(R) , posons CER(ê_) = A=~ F(a_nT-n) . L'application 

CER est un homomorphisme iniectif du groupe CW(R) dans CC(R) . 

Pour tout i = (i ) E IN(ZI:) posons 
- n nEZI: ' 

; pour tout s E S , 

soit h(s) la somme des chiffres de s 

par établir quelques lemmes élémentaires 

écrit "en base p ". Commençons 

LEMME 6. 2. - Soit 

fini de i_ E IN (ZI:) 

m un entier > 0 et soit 

tels que et 

s E S . Il n'y a qu'un nombre 

l.il < m 

Démonstration : quitte à multiplier s p , on peut 

s E IN . Soit 

par une puissance de 
r+l 

r un entier tel que s < p on a nécessaire-supposer que 

ment in = 0 pour n < - r . Soit t le plus grand entier tel que it "f 0 . Si 
-t -2 -1 E IN d . + + t-2. + t-1. t > 0 p it + ... + p i 2 + p i 1 , one 1t ... p 12 p 11 est di-

visible par pt et, d'après le lemme 1. 2, it + ... + i 2 + i 1 ;,c (t-l)(p-1) + p 

on en déduit que t < (m-1)/(p-l) . On a donc nécessairement i = 0 si 
n 

n < - r ou si n ;,c (m-1)/(p-l) . Le lemme est alors évident. 

LEMME 6. 3. - Soit i_ E IN (ZI:) et soit 

Démonstration : soit s = I: p -ni , avec 
n 

en base p . Il faut montrer que I: i ;,c I: j 
n n 

l.il ;,c h(s) 

0 :,; j < p , l'écriture de s n 
Quitte à multiplier par une puis-

sance de p , on peut supposer que 

récurrence sur le plus grand entier r 

in = j n = 0 , pour 

tel que j f 0 
-r 

n > 0 . Procédons par 

■ si r = 0 , c'est clair ; 

■ dans le cas général, on voit que i 0 i 0 + pu , avec u E IN on a donc 
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r-1 m-1 
j_1 + pj_ 2 + ... + P j_r = (u+i_ 1) + pi_ 2 + ... + p i_m + ... et l'hypothèse 

de récurrence implique que (u+i_ 1) + i_ 2 + ... + i_m + ... :2: j_ 1 + j_ 2 + ... + j_r; 

l'inégalité i 0 + i _ 1 + ... + i -m + . . . :2: j O + j _ 1 + ... + j -r s'en déduit immédia -

tement. 

LEMME 6. 4. - Soit s, t E S . On a h(s+t) s: h(s) + h(t) . 

C'est une conséquence triviale du lemme précédent. 

LEMME 6. 5. - Soit m un entier > 

ri fiant h(s) <m Pour tout nombre 

0 et soit 

réel r > 0 

s 
, 
m 

il 

l'ensemble des s E S vé

existe e: > 0 tel que, si 

s E s vérifie s < r , alors s ,;; r- e: 
m 

Démonstration : il est clair qu'il suffit de montrer que, si 

sl<sz< ... <sn< ... 

est une suite strictement croissante d'éléments de S tendant vers r , alors 

les h(s ) ne sont pas bornés. 
Il 

Considérons l'écriture en base p de chacun des s 
Il 

"' -t S = L..i p C 
n tE~ n,t 

avec les en, t entiers presque tous nuls vérifiant 

Qs:c <p 
n,t 

On voit facilement que, pour t fixé, la suite des c t est stationnain, 
re et que, si on note et sa limite, le nombre réel r = ~ p-tc est égal à 

t:?:- CIO t 
la limite des s . Comme la suite des s est strictement croissante, il y a 

Il Il 

une infinité de t tels que et i O • La série de terme général et est donc 

divergente et les h(s ) 
Il 

ne sont pas bornés. 

Démonstration de la _proposition-~·_.!:_. : pour tout 

(. .. ,a , ... ,a 0) E CW(R) , 
-n 

notons r = r 
.2. 

de R engendré par les a -n , avec n :2: r , 

cet idéal et m = m le plus petit entier :2: 1 
.2. 

le plus petit entier tel que l'idéal 

est nilpotent ; notons = b 

tel que bm O • 

Supposons d'abord que r = 0 . On voit que 
.2. 

F(a T ) est un polynô
-n -n 

Ti appartient à bi . me de degré < m en T -n et que le coefficient de -n 
On en déduit que les monômes 

produit infini sont de la forme 
i 

a .. -1-1 T n avec l.!.I 
!. nEIN -n 

On a TTTin = e si 
-n s ' 

non nuls intervenant dans le développement du 

~i < m 
Il 
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e 
s 

dans le produit infini est donc la somme a' = Z a. la sommation étant 
S l ' 

étendue aux .i tel que I;p-ni = s et \.il < m ; -;-'est une somme finie, 
n 

d'après le lemme 6.2, d'où la convergence ponctuelle dans ~ (si 

S = lsES\s<p}); de plus a. E Ill.il c bh(s), d'après le lemme 6.3, et on 
.!.. .9. .9. 

peut donc écrire 

a' 8 
s s 

, avec 
h(s) 

a' E b , 
s .9. 

et c'est un élément de CC(R) , d'après le lemme 6. 5. 

Soit maintenant §. = ( ... , a -n, ... , a 0) un élément quelconque de CW (R) et 

soit r = r m = m . En appliquant ce qui précède au covecteur 
,9.' ,9. CO 

b = ( ... ,a , ... ,a ,0,0, ... ,0) on voit que le produit infini -1-1 F(a T ) con-
- -n -r n=r -n -n 
verge dans CC(R) vers un élément de la forme Z b'8 , avec les b' 

sESm s s s 
dans R • 

r-1 
D'autre part, on voit que -1-1 F(a T ) 

n=0 -n -n 
est un polynôme de degré 

r 
< p 

en T (car 
-r+l 

Ti = 8 
-r+l ·/ r-1 

J p 

r 
tP = 0 ) ; pour tout entier 

-r+l 
vérifiant 

et h(j/pr-l) ,;; (p-l)r on en déduit que 

0 ,;; j < pr , on a 
r-1 
-1-1 F(a T ) s'é-
n=0 -n -n 

crit comme une somme finie de la forme Z c'8 , avec les 
sE S s s 

c' 
s 

dans 

R • h(s),;;(p-l)r 

converge dans CC(R) , ce qui achève de prouver l'assertion (i). On voit en 

outre que l'inégalité h(s+t),;; h(s) +h(t) (lemme 6.4) implique que l'on peut 

écrire, en posant m' = m + (p-1) r , 

CER(a) = 6 
sESm, 

a' 8 
s s 

, avec les a• E R . 
s 

Montrons que si §. et .Q E CW(R) 

a) Si §. et .Q sont dans CWu(R) , cela résulte du n° 6. 2. 

b) Dans le cas général, il suffit de montrer que pour chaque u E S fixé, 

les coefficients de 8 
u 

dans et dans 

Compte-tenu de (a) il suffit de montrer que pour un u 

un entier t tel que si l'on remplace 
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cela ne change le coefficient de eu ni dans CER (.§. + _g) 

Or, il existe des entiers m 1 et m2 tels que CER (.§.) 

s'écrire 

ni dans CER (.§.).CER (b) . 

et CER (J;û peuvent 

et ~ b' 8 
s s 

sESmz 

Il résulte facilement du lemme 6. 5 qu'il n'existe qu'un nombre fini de couples 

(s,s') E Sm x Sm tels que 
1 2 

s+s' = u. L'assertion résulte alors de ce que, 

si _g_ est un élément quelconque de CW(R) , le calcul du coefficient d'un 

donné dans 

covecteur 

ne dépend que d'un nombre fini des composantes d -n 

8 
s 

du 

Il reste à démontrer l'injectivité. Soit .§. un élément non nul de CW(R) . 

Si .§. E CWu(R) , il existe un entier t tel que a f. 0 
-t 

et a = 0 -n 
, pour 

et CER(.§.) f. 0 Sup-n > t ; le coefficient de T _t dans 

posons donc que .§. t CWu(R) et soit i le plus grand entier tel que 
i 

a -n E tl.s! , pour tout n ;:,, r.s! ; on a 1 ~ i < ms! . Soit 

a -t t t,i+l . On voit que le coefficient de T dans 
.s! i+l -t 

- a modulo t> et est donc f. 0 ; par conséquent 
-t .§_ 

t un entier tel que 

CER@l est congru à 

CER (.§.) f. 0 

6. 4. Il est clair que l'application CER qui vient d'être construite est foncto

rielle en R . 

Soit k un ~{p)-anneau. Par restriction aux k-anneaux, 

k-foncteur en groupes que nous notons CCk . La famille des 

CC définit un 

CER , pour tout 

k-anneau R , définit un monomorphisme de k-foncteurs en groupes que nous no

tons CE (k) ou simplement CE : CW k ... CCk . 

Remarque : si k a de plus une structure d'anneau pseudo-compact, notons 
,.,..._ ,,,...._ 

CCk le complété formel de CCk (on a donc CCk (R) = CCk (R) , pour tout k-

anneau fini R ) . On vérifie facilement que 
/'-,. 

CCk est un k-groupe formel : soit 

S = [sES \ s<p} et soit g l'ensemble des parties S' de S qui vérifient 

(il'') pour tout r > 0 , il existe r:: > 0 tel que [r-r::,r[ n Sc S' . 

Soit 

k 

C = k[ (Xs\es] 

pour tout S' E g 

l'anneau des polynômes en les 

, notons Is, l'idéal de C 
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,A. 

pour s E S' . On voit que, pour tout k-anneau fini R , CCk (R) s'identifie 

à l'ensemble des homomorphismes continus du k-anneau C dans R , pour la 

topologie de C définie en prenant comme système fondamental de voisinages 

ouverts de O les idéaux de la forme 
,,...._ 

et S' E g . L'algèbre affine de CCk 

a C + IS, , pour a idéal ouvert de k 

s'identifie donc à la complétion pro finie 

de C pour cette topologie (cf. n° 4. 8). 

6. 5. Supposons maintenant que k est un corps parfait de caractéristique p . 

Nous allons caractériser l'image de CER dans CC(R) lorsque R est un k

anneau. 

Soit k une clôture algébrique de k Si a E k et si s est un élé-

ment de s de la forme 
-r 

p t , avec r et t entiers, nous notons a 
s 

l'u-

bPr at (autrement di 
-r t 

). nique élément b de k tel que b = cr (a ) 

Soit e un nombre premier -/- p . Notons µ e le groupe des racines e-

ièmes de l'unité dans k ; posons ke k(µe) et, pour tout k-anneau R 

Re = R ~\ ke . Si a = 6as8s E CC(R) , pour tout 17 E µe , 

6a 17s8 E CC(Re) 
s s 

et -1 -1 (6a 17 se ) est invariant par l'action de Gal(ke /k) et appartient 
17Eµe s s 

donc à CC (R) . On a donc ainsi défini, pour tout k-anneau R , un endomor-

phisme U e du groupe CC(R) 

Ue(6a 8 ) = n (6a 17s8 ) 
s s s s 

17Eµe 

Soit, pour tout k-anneau R , 

CCT(R) = [o.ECC(R) 1 U ea = 1 , pour tout e-/- p} . 

Pour tout k-anneau R , notons CC' (R) 

de CC(R) vérifiant : 

l'ensemble des éléments 6a 8 
s s 

il existe e > 0 tel que l'idéal de R engendré par les 

avec s < e , est nilpotent. 

Il est clair que CC' (R) est un sous-groupe de CC(R) . Si 

a = 6 a 8 E CC (R) , on a, pour r entier ;:,, 1 , 
s s 
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On en déduit que CC' (R) est contenu dans le sous-groupe 

CC(R) formé des éléments d'ordre une puissance de p . 

Remarque 1 : si R est un k-anneau fini, le radical de 

et la condition ('!'') est équivalente à la suivante 

('!'") il existe i:: > 0 tel que as E r R , pour s < i:; • 

En particulier, on voit que CC' (R) = CC "'(R) . 
p 

Enfin, nous posons CCT' (R) = CCT(R) n CC' (R) 

de 

R est nilpotent, 

PROPOSITION 6. 6. - Soit R un k-anneau. L'application CER est un isomor

phisme du groupe CW k (R) .2fil CCT' (R) . 

Pour montrer que l'image est contenue dans CCT' (R) , nous aurons besoin 

du lemme suivant : 

LEMME 6. 7. - Soit F(T) = n (1-Tn)µ(n)/n E :;r;[[T)] et soit e un nombre 
(n°, p}=l 

premier ,j. p . Dans :;E(,l'f) [[T]] , on a 

n F(r,T) = 1 . 
r,Eµe 

Démonstration du lemme : comme µ(n) = 0 si e2 divise 

écrire 

F(T) = ( n (l-Tn)µ(n)/n). ( n (l-Tne)µ(ne)/ne) 
(n, pe)=l (n, pe)=l 

puisque 

= n ((1-T:)/) µ(n)/ne 
(n, pe)=l (1-T ) 

µ(ne) = - µ(n) si (n, e) = 1 . On a donc 

n ( n (1-r,nTn) e ) µ(n)/ne 
ne ne 

(n,pe)=l r,Eµe (1-r, T ) 

( n (1-r,nTn)) 
= n r,Eµe ne µ(n)/n = 1 

(n, pe)=l (1-T ) 

puisque n (1-r,nTn) = 1 - Tne si (n, e) 1 . 

r,Eµe 

!?~~~~s_t_E~!_i_?_!l_È~- Im CER c CCT' (R) 

On a CER(ill = TTF(a_nT-n) . 

Soit e un nombre premier ,f. p . Il est clair que 
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Comme (e, p) = 1 , d'après le 

lemme 6. 7. Par 

Le fait que les composantes de 2. vérifient la condition ('!') (cf. n° 1. 5) 

implique trivialement que les coefficients de CER {s_) vérifient ('!'') donc que 

CER (~) E CC' (R) . Finalement, pour tout 2. E CW k (R) , 

CER@) E CCT(R) n CC' (R) = CCT' (R) 

Si o est un idéal de R et si e est un nombre premier f. p , nous 

notons be l'idéal o 1l\ k e de Re = R ®k k e . Etant donnés deux éléments 

o. et S de CC(Re) et un e > 0 , 

■ on pose o. - S mod(o, e) si le coefficient de 8 dans o. - S appartient 
s 

à be , pour 0 < s < e 

■ on pose o. = S mod E: si o. = S mod(0, e) 

LEMME 6.8.- Soit S = (sESis<p} et soit 

CCT'(R) 

ê = :[; d 8 un élément de 
sES s s 

i) Soit b un idéal de R et soit E: un nombre réel > 0 tels gue 

ê = 1 mod(b, E:) On a d E 
2 

pour tout E s vérifiant b , s 
s 

0 < s < gui n'est de la forme 
-n 

entier. E: pas s = p , ~ n 

ii) Soit E:' un nombre réel >0 tel gue ê - 1 mode' On a d = 0 
s 

pour tout s E s vérifiant 0<s<Ze' gui n'est pas de la forme 
-n 

entier. s = p , ~ n 

Démonstration du lemme : commençons par prouver (i). Il est clair que si 

o. et s sont deux éléments de CC(Re) vérifiant o. = s - 1 mod(o, E:) I on 
2 

a o.S =o.+S-1 mod(o , €) Par conséquent, si ê = 1 mod(b, e) , on a 

u eê = TT (:[;d .,,se ) - 1 + :r; :r; sd 8 
riEµe s s T1Eµe 0<s<e 

T1 s s 

:r; ( :r; s)d 8 2 - 1 + T1 s s mod(o ,e) 
0<s<e riEµe 

Soit s E s vérifiant 0 < s < € et s f. 
-n 

pour tout Il existe p n 

e f. tel 
s = 1 pour tout T1 E Le coefficient de e dans un p que T1 u. e s 
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mod b2 . Comme e est premier à p , si 1 , 

La preuve de (ii) est analogue à celle de (i) si l'on remarque que, a, et 

13 étant deux éléments de CC(Re) vérifiant a, = 13 = 1 mod e' , on a 

a, B - a, + 13 - 1 mod 2 e' . 

~~~-~e __ l~-È~~~~~t_E~!_i_?_El_ de la _proposition 6. 6 : soit a, E CCT' (R) . Corn-

me a, E CC'(R) , il existe un € > 0 et un idéal nilpotent b de R tel que 

a, - 1 mod(b, e) 

Montrons, par récurrence sur i , que pour tout entier i :2: 0 , il existe 

un si E Im CER tel que a, = 13 i mod(b2i, e) 

■ pour i = 0 on peut prendre 13 0 = 1 

■ si a, = Si mod(bzi, e) 

et si bzi = b' , on a 

, on a - 1 Si a,i3: l = I; C 8 
1 S S 

C E b' 
s 

pour 0 < s < e et, en particulier, 

E b' si 
-n 

p < € ; donc On 

voit que y = CER(Q) = 1 - I:cp_nT-n 

est clair que le coefficient de T = 0 n dans ô -n p-

-1 
ô = a,i3. y 

1 

appartient à b' 2 

il 

et 

que ô = 1 mod(b',e) ; il résulte de l'assertion (i) du lemme 6.8 que 
2 -1 zi+l 

ô = 1 mod(b' , e) ou encore que a, = Si y mod(b , e) et la récurren-

ce est établie. 

En appliquant ceci à un entier i tel que bzi = 0 , on se ramène à mon

trer que, si a, E CCT' (R) vérifie a, = 1 mod e (pour un e donné > 0 ) , 

alors a, E Im CER . En prodédant par récurrence sur e' , on voit qu'il suffit de 

montrer que, pour tout nombre réel e' > 0 , si a, E CCT' (R) vérifie a, = 1 

mod e' , il existe 13 E Im CER tel que a, = 13 mod 2e' 

■ s'il n'existe pas d'entier n tel que e' ,;; p-n < 2e' , il résulte de l'asser

tion (ii) du lemme 6. 8 que a, = 1 mod 2 e' et on peut prendre 13 = 1 

■ s'il existe un entier n tel que e' ,;; p -n < 2e' , il résulte de l'assertion 

(ii) du lemme 6. 8 que a, = 1 - aT -n 
on voit qu'il suffit alors de prendre 

mod 2 e' , pour un 

13 = F(aT ) . -n 

a E k convenable; 

Remarque 2 : soit R un k-anneau. Par transport de structure, l'isomorphisme 

CER munit CCT'(R) d'une structure de Dk-module à gauche. Si 

a, = I:ases E CCT' (R) , on voit que 
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Fa. = 6ap8 
s s 

-va. = 6a e 
s sp' 

[x] a. = 6a xs e , pour tout x E k (on a noté [x] le représentant 
s s 

multiplicatif de x dans A = W(k) ) . 

Remarque 3 : pour tout k-anneau R , soit BC(R) le groupe multiplicatif des 

éléments de BtlR) congrus à 1 modulo l'idéal engendré par les 8 , pour 
s 

s > 0 . Pour tout nombre premier e , notons B/\(R) e l'anneau 

B/\(R) [X]/(Xe - e 1) • On voit que c'est un B/\(R)-module libre de rang e et que, 

si l'on note 

de BI\ (R) e 
a. = 6a 8 

T l'image de X , pour tout s E S , il existe un élément 
i e 

et un seul, de la forme -r et , tel que ( 8 s/e) 8 . Pour tout 
s 

s s 
E BC(R) , posons 

Fe (a.) 

ve(a.) = 6a e s se 

On voit que Fe et Ve définissent des endomorphismes du groupe BC(R) 

et que FeVe(a.) =a.€. 

On voit aussi que le sous-groupe C(R) de BC(R) , formé des éléments 

de la forme 6 a 8 (autrement dit le groupe multiplicatif des séries formel-
sEll\T s s 

les, de terme constant égal à 1 , en la variable e 1 = T 0 ) , est stable par 

Ve et Fe . Par restriction Ve et Fe définissent des endomorphismes de 

C (R) ce sont les opérateurs du même nom introduits par Cartier ( [6] , § 2). 

Le noyau de la projection canonique de BC(R) sur CC(R) n'est pas 

stable par Ve, mais l'est par VeFe ; par conséquent VeFe opère sur CC(R); 

on voit que, dans CC(R) ' V le = u e 

6. 6. Supposons encore que k est un corps parfait de caractéristique p . 

Nous posons A = W(k) et nous notons K le corps des fractions de A . 

Comme au numéro précédent, nous posons S = ll\T[l/p] et S = {sES I 0s:s<p} 

Nous allons, pour terminer ce paragraphe, utiliser ce qui a été fait au § 5 pour 

donner une interprétation du module des covecteurs de Witt à coefficients dans 

C/\(k) 

Pour tout anneau commutatif R , muni de la topologie discrète, munissons 
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l'anneau BJ\(R) de la topologie définie en prenant comme système fondamental 

de voisinages ouverts de O les idéaux ( 9 m> , pour m E lN . Il est clair 
p 

que BA(R) est un R-anneau linéairement topologisé, séparé et complet pour 

cette topologie. 

Soit (BA 

gie p-adique, 

l_!!!l BA(A/pn) . Il est clair que, si A est muni de la topolo

(BA 

On voit que (BA 

est un A-anneau linéairement topologisé, séparé et complet. 

s'identifie au sous-A-module de AS formé des éléments 

'B a 9 , avec les 
sES s s 

a 
s 

dans A vérifiant 

~ pour tout entier n ;;,, 0 et tout nombre réel r > 0 , il existe 

( E: > 0 tel que a E pnA , si r - i:: s s < r 
s 

n 
Les idéaux (9 m'P) , pour m, n E lN, forment un système fonda-

p 
mental de voisinages ouverts de O dans (BA . On en déduit, avec la termi-

nologie du n° 5. 3, que (BA est un A-anneau pro-p-adique et que l'ensemble 

ü des idéaux de CBA de la forme (9 m) , pour m entier, est une famille 
p 

d'idéaux co-p-adiques de œA qui détermine sa topologie. 

Posons et Il est clair que 

tifie, en tant que K-anneau topologique à la limite projective des 

chaque quotient étant muni de la topologie p-adique. 

-

rBK s'iden

IBK/8 mIBK , 
p 

On vérifie facilement que tout élément de (BK s'écrit d'une manière et 

d'une seule sous la forme 'Bases , avec les as E K vérifiant (t 1) et 

l pour tout r > 0 
(tz> 

s < r 

Enfin, nous notons (B' 
K 

'Ba e s s 
qui vérifient 

pma E A si 
s 

, il existe un entier m tel que 

le sous-espace vectoriel de &K formé des 

pour tout r > 0 , il existe c > 0 tel que 1 a \ s cs , si s p 
s ;;,, r (en notant \ \ P la valeur absolue p-adique sur K ) . 

On voit enfin que le k-anneau linéairement topologisé 

:Bk = (BA ®A k = IBA/pIBA s'identifie canoniquement à BJ\(k) . 

On a défini au n° 5. 3 une application A-linéaire continue 

dans &K/p(BA . En composant avec la 

déduit une application A-linéaire continue mk = 
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Si 2. = ( ... ,a_n•···,ao) E CWk{CBk) 

dans CBA , on voit que U\@.) est 

série de terme général p-n-lâpn . 

et si a désigne un relèvement de a 
-n -n 

l'image, dans &K/CBA de la somme de la 

-n 

PROPOSITION 6. 9. - L'application A-linéaire continue wk CW k (CBk) _, IBK/CBA est 

injective. Son image est CB1/CBA . 

Démonstration : on voit que 

~ il existe des entiers 

( n <': no . 

m et 

est formé des 

tels que a 
-n 

, si 

En procédant comme pour démontrer l'injectivité de 

tion 5. 5, on voit facilement que si 2. (. .. ,a , ... , ao) -n 

wR dans la proposi

était un élément non 

0 , il existerait un entier m et une suite 

infinie n 1 , n 2 , ... , n1.,... telle que a ft 8 m-n ,CBk , ce qui contredirait ('±' ") • 
-ni p 1 

L'application wk est donc injective. 

et soit m et des entiers tels 

que 

a 
-n 

on a 

avec 

a E 8 CBk , si 
-n P-m 

dans CBA pour que 

a. = 

alors 
no-1 -nApn 

a. = I: P a + 
n=O -n 

\3 E CBA et y = 

n ;;,: n 0 . On peut choisir les relèvements 
A 

a -n E 8 -mCBA , si n ;;,: n0 • Si on pose 
p 

CO n 
I: P-nâp 

n=no 
-n 

-n +1 
p O s + y , 

CO -nApn 
I: p a 

n=no 
-n 

A 

a -n des 

On voit que, pour tout s E S , le coefficient c 5 de 85 dans y vé-

ri fie I c I ,s; pn 
s p 

-m+n+l -m+n -m+n+l 
si s < p ; donc, si p :s; s < p , on a 

s-1 ic 1 ,s; Pm 
s p 

Pour tout 

1 b 1 ,s; no-1 
s p p 

s-11 b 1 
s p 

s E S , le coefficient b 
s 

; si r est un nombre réel 

-1 no-1 
:s; r p si s ;;,: r . 

-n +1 
de 8 dans p O S 

s 
vérifie 

> 0 , on a donc 

On en déduit que pour tout r > 0 , le coefficient 

vérifie la 1 ,s; c(r)s , pour tout s ;;,: r , si l'on pose 
s p 

a de 8 dans a. 
s s n -1 

c(r) max{pm,r- 1p O ). 
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Par conséquent a, donc 
-1 

p a , vérifie et appartient à IBK . On a donc 

montré que l'image de mk est contenue dans IBK/IBA . 

Si a= ~a 8 s s est un élément quelconque de IBA , nous posons, pour 

a (n) = ~cr -n(a ) 8 (rappelons que cr est le Frobenius tout entier n ;;,, 0 , 

absolu). On voit que 

(a(n))pn = a (mod pIB A) 

P-n-1 (,..,(n)) pn -n-1 
u. =P a 

s sp-n 

ou encore que 

-n 
(mod p IB A) . 

On en déduit facilement que l'image par mk de CWu (IBk) (sous-groupe de 

CWk(IBk) formé des covecteurs dont presque toutes les composantes sont nulles) 

est ŒlK/ŒlA . 

Soit maintenant a = ~a 8 s s 
un élément de IBK . Nous allons chercher 

un élément .2. de CW k (IBk) 

IBj/ŒlA . La condition (~ 2) 

tel que mk {.5!.) soit égal à l'image de a dans 

montre que ~ a 8 E IBK . Comme IBK/IBA est 
Q,:;s<l s s 

contenu dans l'image de mk , on voit que l'on peut supposer as = 0 pour 

s < 1 D'après ( ~3) il existe donc un c > 0 tel que I a I ,:; cs , pour 
s p 

tout s E S . 

tout 

donc 

Pour 
-1 

s < c p , on a 

entier n ;;,, 0 et pour 

la 1 ,:; pn+l. On a donc 
s p 

a = f ( ~ a 8 ) (mod IB ) 
n-0 -1 n+l -1 n+Z s s A ' 

- c p ,:;s<c p 
-1 n+l -1 n+Z 

si c p ,:; s < c p . Soit 
n+l 

avec p a E A 
m -1 s 

p ,:; c p . On voit que l'on peut réécrire a sous la forme 
CIO 

a - ~ p-n-le S 
n=0 Pm+n n 

les Sn étant des éléments de IBA . 

et as E A ; pour 

las IP < Pn+Z , 

tel que 

Pour achever la démonstration de la proposition il suffit donc d'établir le 

lemme suivant : 

LEMME 6. 10. - Soit m E ~ et soit 

existe .2. E CW k (Œlk) tel que mk (.2.) 

f p -n-le S 
n=0 pm+n n 

S0 ,S 1 , ... ,Sn, ... des éléments de IBA 

soit égal à l'image dans Œlj/ŒlA de 
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!?~~~~~t~~!_i_?_!l : soit m' E ~ et soit y0 ,y 1 ,. .. ,yn,... des éléments de 

(BA . Pour tout n ~ 0 , on a ( y ~n)) Pn = y n (mod pŒA) ; par conséquent 

y~ = p-l(Yn+l -(y~:~l)tn+l) E (BA , pour tout n ~ 0 

et ~ -n-1 ~ -n-1 ~ (n))pn up 8 , Y= uP 8 ,Y + 
n-o m +n n n-o m n - p - p 

C0 
~ -n-1 8 , 
_ P (m'+l)+nYn · n-0 p 

;., -n-1 
On voit donc que l'image de u p 8 , y dans (BK' /(BA est égale à la 

n=0 pm +n n 
C0 

~ -n - l 8 ' t d 1b) ou' 
~ P (m'+l)+n Yn e e wk~ 

n-0 p 
somme de l'image de 

Q = ( ... , b -n, ... , b 0) est un élément de CW k (Œk) tel que b -n E 8 m(Bk , pour 
p 

tout n . 

En appliquant ceci successivement à m' = m,m+l, ... ,m+t, ... , on voit que 

l'on peut construire des éléments ~•~+i •···•~+t'··· de CW(Œk) vérifiant, 

pour tout t ~ 0 , 

■ les coefficients de b 
7n+t 

appartiennent à 8 m+t~ ' p 

■ si est un relèvement dans (BK de wk ~ +~+ 1 + ... + ~+t) , on a 

_ a. + Ï; p -n- l 8 5 ( d œ ) ù 1 
t n=0 p(m+t)+n n,t mo A ' 0 es 

5 sont dans (BA . 
n, t 

On voit donc que la suite des a.t 

le fait que les coefficients de 

converge vers l'image de a. dans 

b 
7n+t sont dans 8 m+t~ implique 

p 
que la série de terme général ~+t converge, dans 

ment .§. ; la continuité de wk implique que mk (.§.) 

CW k ((Bk) , vers un élé-

est égal à l'image de a. 

dans œ· /œ 
K A 

6. 7. On conserve les hypothèses et les notations du numéro précédent. Posons 

C = CJ\(k) 
k 

rappelons que c'est le quotient de l'anneau (Bk = BA(k) par l'i-

déal engendré par 8 
p 

Notons le sous-A-module fermé de 

CWk((Bk) formé des covecteurs dont toutes les composantes sont dans 8p(Bk 

Il est clair que l'on a une suite exacte de A-modules topologiques 

Soit (B" 
K 

:Ba 8 E CBK s s 

a = 0 si s < p 
s 

\as\ps:s pourtout 
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On voit que (BK c (BK et qu'un élément 

dans (BK si et seulement si pnas E A 

(B" est aussi l'ensemble des éléments de 

a. de (BK de la forme ~ a 8 est 
s:2:p s s 

si pn ~ s < pn+l . Il est clair que 
~ 

K 
(BK qui peuvent s'écrire sous la for-

me 
~ -n-1 
LJ P 8 +l~ , avec des 

n=0 pn n 

On voit facilement (cf. la démonstration du lemme 6. 10) que l'image par 

de est formé des éléments de CBK/CBA que l'on peut relever, 

dans (BK , en un élément de (BK . Par passage au quotient, on en déduit un 

isomorphisme 

On peut énoncer ce résultat sous la forme suivante : 

PROPOSITION 6. 11. - Notons le A-module formé des éléments 

a E { K/A si 
s K/p-nA si 

s < p , 

vérifiant les conditions (4\) , (~ 2) et (~3) . L'application mk 

passage au quotient, un isomorphisme mk du A-module CWk(Ck) 

~a 8 , s s 

définit, par 

sur e 
k 

Remarque : en particulier, la structure de Dk -module à gauche sur CW k (Ck) se 

transporte sur ek . On voit que l'action de F et de Y. sont définies par 

F(~a 8) = ~cr(a )8 
- s s s sp 

et V(~a 8 ) = ~pcr -l(a )8 / 
- SS S sp 
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CHAPITRE III 

MODULE DE DIEUDONNE 

Dans tout ce chapitre et dans les suivants, on note k un corps parfait 

de caractéristique p , on note A = W(k) l'anneau des vecteurs de Witt à 

coefficients dans k et Dk = A[E,.Y.] l'anneau de Dieudonné de k . Si -r 

est un automorphisme de k , on note encore -r son relèvement à A ainsi 

que le prolongement de ce relèvement à Dk (avec ,(I) = .E , ,(.Y.) = .Y.). 
p 

Nous appliquerons ceci en particulier au Frobenius absolu 

pour tout x dans k ) . 

0 (on a o(x) = X , 

§ 1. - Classification des p-groupes formels. 

1.1. Nous disons qu'un groupe formel (commutatif) G sur k est un p

groupe forme 1 s'il s'identifie à la limite inductive, pour n __, "' , des noyaux 

de la multiplication par 
n 

p 

Les assertions suivantes sont évidentes : 

■ tout k-groupe formel connexe est un p-groupe formel ; 

■ si G = Gex Get , avec Ge connexe et Get étale, est un k-groupe for

mel, G est un p-groupe formel si et seulement si Get l'est ; 

■ un k-groupe formel G est un p-groupe formel si et seulement si G(k') 

est un groupe de p-torsion, pour toute extension finie k' du corps k 

■ un k-groupe formel G est un p-groupe formel si et seulement si G(R) 

est un groupe de p-torsion, pour tout k-anneau fini R ; 

■ la catégorie des p-groupes formels sur k est une sous-catégorie épaisse 

de la catégorie des k-groupes formels ; 

A 
■ le groupe CWk est un p-groupe formel. 

1. 2. Soit G un k-groupe formel et soit 

des morphismes de k-schémas formels de 
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A 
lemme de Yoneda, à CW k (BG) et a donc une structure naturelle de 

module A[I.] -pro-artinien (chap. II, prop. 4. 1). 

A 

D -
k 

Soit M(G) = Hom(G, CWk) le groupe des morphismes (de k-groupes for-
A 

mels) de G dans CW k . L'identification précédente permet de considérer 
A 

M(G) comme un sous-Dk-module topologique fermé de CWk (BG) . Plus préci-

sément, considérons les trois applications continues suivantes de BG dans 

BG@ BG : le coproduit t:,G , l'application a ..... a 1811 , l'application a ..... 1 <SI a 
A 

par fonctorialité, elles induisent des applications continues de CW k (BG) dans 

êwk(BG®BG) que nous notons de la même manière ; on voit que M(G) s'i
A 

dentifie au sous-Dk -module fermé de CWk (BG) formé des éléments .2. véri-

fiant L::.G (w = .2.® 1 + 1 0.2. . 

Si cp : G .... H est un morphisme de k-groupes formels, il est clair que 
A A 

l'application évidente M(cp) : M(H) = Hom(H,CWk) .... M(G) = Hom(G,CWk) est 

continue. 

nEIN, G 
n 

Si maintenant G est un p-groupe formel et si, pour tout 

désigne le noyau de la multiplication par pn dans G , on voit que M(G) 

s'identifie à la limite projective des M(Gn) et que chaque M(Gn) est tué 

par pn . On en déduit que () pn M(G) = (O} et il en résulte facilement 
n=O 

que M(G) est un Dk -module A[[] -profini. 

On a donc ainsi défini un foncteur contravariant M , que nous appelons 

le foncteur module de Dieudonné, de la catégorie des p-groupes formels sur k 

dans celle des Dk -modules A[I.] -profinis. Il est immédiat que M est addi

tif et exact à gauche . 

1. 3. A tout Dk -module A[I.] -profini M , on associe un k-foncteur en grou

pes formels q(M) en posant 

cont A 
■ pour tout k-anneau fini R q(M)(R) = HomDk (M,CWk(R)) est le groupe 

A A 
des applications Dk-linéaires continues de M dans CWk(R) (où CWk(R) 

est muni de sa topologie naturelle, cf. n° II .1. 6) ; 

■ si ri : R .... S est un morphisme de k-anneaux finis, q(M)(ri) est l'appli-
"' A A 

cation qui, à cp : M .... CWk(R) , associe CWk(ri)0 cp : M .... CWk(S) 
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Soit M un Dk -module A[[] -profini . Comme êwk est un k-groupe 

formel, c'est un foncteur exact à gauche et on en déduit que g_(M) est un 

foncteur exact à gauche, donc que c'est un k-groupe formel (chap.I, prop.4.1). 

Soit R un k-anneau fini. On sait (n°II.4.5) que le A-module topologique 

êwk (R) est le produit direct de CW~(R) qui est tué par pm , pour m suf

fisamment grand, et de êwe\R) qui est discret. Comme M est A[I.] -
k 

profini, on en déduit que le groupe Homlont (M,êwk(R)) des applications A
A 

linéaires continues de M dans CWk (R) est de p-torsion. Il en est a fortio-
cont A 

ri de même de g_(M)(R) HomD (M, CWk (R)) . Par conséquent g_(M) est un 
k 

p-groupe forme 1. 

On peut considérer g_ comme un foncteur contravariant de la catégorie 

des Dk-modules A[I.]-profinis dans celle des p-groupes formels sur k : si 

cp : M - N est un morphisme de Dk-modules A[I.]-profinis, g_(cp) est le 

morphisme de g_(N) dans g_(M) défini par : 

\ po~r tout k-annea~fini 

{ qui, à 1j1 : N - CW k (R) 

R , g_(cp)R : g_(N) (R) - g_(M) (R) 
A 

, associe ljl o cp : M - cwk (R) 

est l'application 

Il est clair que g_ est un foncteur additif exact à gauche. 

1.4. L'objet essentiel de ce chapitre est de démontrer le résultat suivant 

THEOREME 1. -

i) les foncteurs M et g_ sont adjoints à gauche. 

ii) Le foncteur M induit une anti-éguivalence entre la catégorie des p

groupes formels sur k et celle des Dk -modules A[[] -profinis, et g_ 

est un quasi-inverse. 

iii) Si G est un groupe fini sur k d'ordre pr , M(G) est un A

module de longueur finie r . 

On voit que ce théorème implique que le foncteur M est exact, donc 
A 

que le groupe CWk est un objet injectif dans la catégorie des p-groupes for-

mels sur k . On a en fait un peu plus 

A 
THEOREME 2. - Le groupe CWk est un objet injectif dans la catégorie des k-

groupes formels. 
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Comme tout k-groupe formel se décompose de manière unique en le pro

duit direct d'un groupe connexe par un groupe étale, et comme tout k-groupe 

formel connexe est un p-groupe formel, on voit que la seule chose à démontrer, 

en sus du théorème 1, est la proposition suivante : 

PROPOSITION 1. 1. - Le groupe êw~t est un objet injectif de la catégorie des 

k-groupes formels étales. 

Ce résultat sera démontré au § 2. 

Remarque : appelons Dk -module fini tout Dk -module à gauche qui est de lon

gueur finie en tant que A-module. On voit que, muni de la topologie discrète, 

tout Dk -module fini est A[.E] -profini et même Dk -profini. Le théorème précé

dent montre donc en particulier, par restriction à des catégories convenables, 

que 

■ le foncteur M induit une anti-équivalence entre p-groupes finis sur k 

et Dk -modules finis ; 

■ il induit aussi une anti-équivalence entre les groupes formels sur k qui 

sont des limites inductives de p-groupes finis et les Dk -modules profinis. 

1. 5. Soit G un p-groupe fini sur k . On peut le considérer aussi bien 

comme un k-groupe affine que comme un k-groupe formel. En particulier, le 

groupe G(R) est défini pour tout k-anneau R (pas nécessairement fini). Nous 

nous proposons de déduire du théorème 1 une description de G(R) à l'aide 

de M(G) . 

PROPOSITION 1. 2. - Soit G .!:!!1 p-groupe fini sur k et soit M = M(G) . 

Pour tout k-anneau R , le groupe G(R) s'identifie canoniquement (et fane-

toriellement en R) au groupe des applications 

linéaires de M dans CW k (R) 

Démonstration : comme G est fini, M est un Dk -module fini et la 

topologie de M est la topologie discrète. Si R est un k-anneau fini, 
cont A A 

d'après le théorème 1, G(R) = Hom0 k (M,CWk(R)) = Hom0 /M,CWk(R)) 

la topologie de M est la topologie discrète) = Hom0 (M,CWk(R)) (car 
~ k 

CWk(R) = CWk(R)) et la proposition est vraie. 

on a, 

(car 

Dans le cas général, soit :o,(R) l'ensemble des sous-k-anneaux finis de 
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R . Comme l'algèbre affine de G est un k-anneau fini, on a 

G(R) = lim G(S) ; par conséquent, G(R) s'identifie canoniquement (et fonc
SE"i(R) 

toriellement en R) à lim HomD (M, CW k (S)) . Tout revient donc à montrer 
SE:1(R) k 

que, si u est une application Dk-linéaire de M dans CWk(R) , elle se 

factorise à travers un CW k (S) , pour un S E :,(R) convenable. 

Pour cela, choisissons des éléments .9.1 , .9.z, •.• '2r qui engendrent M 

en tant que A-module et posons u(a1.) = ( ... ,a . , .•. ,a 0 .) . Il est clair - -n,1 ,1 
qu'il suffit de montrer que le sous-k-anneau S de R engendré par les a . , 

-n,1 
pour nEIN et i=l,2, ... ,r, est fini. 

Supposons d'abord G unipotent. Il existe donc un entier s tel que 

0 • On a donc a . = 0 , pour n ~ s , et il n'y a qu'un nombre 
-n,1 

non nuls. Si, d'autre part, on a, pour i= 1,2, ... ,r, fini de a . 
-n,1 

E.ê.i = L "ï,i.ê.i avec les 

( ... ,aP ., ... ,aPO .) 
-n,1 ,1 

À. . E A , on doit avoir 
1,J 
r 
L "-· .( ... ,a ., ... ,a0 .) • 

i=l 1,J -n,J ,J 

Si l'on note [. . 
l,J 

l'image de À. .• dans 
l, J 

k , on en déduit facilement que 

l'on peut écrire 

r 
L >:. . a . + P . ( (a .) 1 . ) 
j-l 1,J -n,J n,1 -m,J n<m<s, :s;J:s;r 

où les P . 
n,1 

sont des polynômes à coefficients dans k . On voit alors , que 

S est engendré, en tant que k-espace vectoriel, par les monômes en les 

a . , pour 0 :s; n < s et 1 :s; i :s; r , de degré < p en chacun d'eux ; 
-n,J 

c'est donc bien un k-anneau fini. 

Supposons maintenant G connexe et soit 

par les a . • Il existe un entier s tel que 

a l'idéal de S engendré 

FsM = 0 · on a donc - , -n,1 

aPS = 0 pour tout n et tout i d'où Ps 
= 0 Si, d'autre part, on -n,i I Q 

pour i = 1, 2, ... ,r Va. = 2: µi, i.ê.i I on doit avoir --1 

( ... ,a 1 . ' ••• , a 1 .) -n- , 1 - ,1 

Si l'on note µ 
i,j 

l'on peut écrire 

l'image de 

r 
=~µ,.( .•. ,a ., ... ,ao ,) . 

j=l 1,J -n,J ,l 

dans k , on en déduit facilement que 
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r 
I: µ .. a . + P .((a .)) , 
j=l 1,J -n,J n,1 -m,J 

où les P . sont des polynômes, à coefficients dans k , sans terme cons
n, 1 

tant, ni termes du premier degré. Comme l'idéal a est nilpotent, on en dé-

duit que l'on peut exprimer les 

Comme Ps O ' a 0 ,j = , 1 anneau s 
a . comme des polynômes en les -n,1 

est bien un k-anneau fini. 

Le cas général s'en déduit en remarquant que tout p-groupe fini sur k 

est le produit d'un groupe étale (donc unipotent) par un groupe connexe. 

1. 6. Montrons que les foncteurs M et Q. sont adjoints à gauche. Soit G 

un p-groupe formel sur k et soit M un Dk -module A[I] -profini. D'après 

le lemme de Yoneda, l'ensemble des morphismes de k-foncteurs formels de G 

dans Q.(M) s'identifie à Q.(M)(B8 ) (où B8 désigne l'algèbre affine de G). 

Si B8 = ll,_m Ri , avec les Ri des k-anneaux finis, on a 
iEI 

A 
ensemble des applications Dk -linéaires continues de M dans CWk (B8 ) . On 

voit immédiatement que, dans cette identification, une application Dk -liné,üre 
A 

continue de M dans CWk (BG) est un morphisme de k-groupes formels si et 

seulement si son image est contenue dans M(G) On a donc ainsi construit 

une bijection entre le groupe Hom(G ,Q.(M)) des morphismes du k-groupe for

mel G dans Q.(M) et le groupe HomD (M, M(G)) des applications Dk-
k 

linéaires continues de M dans M(G) . On vérifie immédiatement que cette 

bijection est compatible avec les structures de groupe et est fonctorielle en G 

et M . Les foncteurs Q. et M sont donc bien adjoints à gauche. 

1. 7. Soit M un Dk -module A[.E] -pro-artinien. Nous disons que M est 

étale (resp. connexe) si .EM = M (resp. si pour tout .§. E M , la suite des 

Fn.§. tend vers O). 

PROPOSITION 1. 3. - Tout Dk -module A[I] -pro-artinien s'écrit d'une manière et 

d'une seule comme la somme directe d'un module étale et d'un module connexe. 

Démonstration 

l'ensemble des 

soit M un tel module. Soit Met n .EnM et soit 
n=O 

2 dans M tels que la suite des Fn2 tend vers 0 
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Il est clair que Met et Mc sont des sous-Dk-modules fermés de M , que 

Mc est connexe, et que, si N est un sous-Dk -module étale (resp. connexe) 

de M , alors N c Met (resp. N c Mc) . On voit donc qu'il suffit de montrer 

que M = Met EB Mc et que Met est étale. 

Remarquons que les définitions de et Mc gardent leur significa-

tion si M est seulement un A[[] -module pro-artinien (i.e. si l'action de Y. 

n'est pas définie). Comme les limites projectives filtrantes sont exactes dans 

la catégorie des A-modules pro-artiniens, on voit qu'il suffit de démontrer le 

lemme suivant : 

LEMME 1. 4. - Soit M un A[f.] -module à gauche, gui est artinien en tant que 

A-module. Posons Met r1 f.nM et soit Mc l'ensemble des _g_E M tels 
n=O 

que f.n_g_ = 0 , pour n suffisamment grand. Alors M = MetEBMc et 

[Met = Met . 

Démonstration : comme M est artinien, la suite des f.nM est station-

naire. Soit m un entier tel que f.mM = n f.nM On a alors 
n=O 

et est le noyau de Le lemme s'en déduit. 

Si M est un Dk -module AŒ.] -pro-artinien, et si M = Met EB Mc , 

avec étale et Mc connexe, nous appelons la composante étale 

de M et Mc la composante connexe de M . 

Il résulte de la proposition 4. 1 du chapitre II, que si R est un k

anneau fini ou profini, CW~(R) est la composante connexe de CWk (R) et 

cwt (R) sa composante étale. On en déduit immédiatement que 

■ si G est un k-groupe formel étale (resp. connexe), M(G) est étale 

(resp. connexe) ; 

■ si M est un Dk-module A[f.l -profini étale (resp. connexe), le p-groupe 

formel G_(M) est étale (resp. connexe). 

On voit donc que la démonstration du théorème 1 se décompose en deux 

parties 

étapes 

le cas étale et le cas connexe. En fait, nous procéderons en trois 

1ère étape : on commence par démontrer l'exactitude de M restreint aux 

k-groupes formels étales, autrement dit, la proposition 1.1 : ce sera fait au 

131 



GROUPES p-DIVISIBLES 

§ 2 , comme conséquence de l'étude du comportement de M vis à vis de 

l'extension des scalaires ; 

2e étape : on montre (§ 3) que le noyau de y_ dans M(G) s'identifie 

à l'espace tangent du dual de G et on en déduit le théorème 1 dans le cas 

étale (proposition 3. 4) ; 

3e étape : on montre (§ 4) que le quotient M(G)/1 M(G) s'identifie à 

l'espace cotangent de G et on en déduit le théorème 1 dans le cas connexe 

(proposition 4. 5). 

§ 2. - Extension des scalaires. 

2. 1. Commençons par établir le résultat suivant : 

PROPOSITION 2 .1. - Soit k' une extension finie galoisienne de k . Soit M 

.Jd.!1 W(k')-module pro-artinien sur lequel 4 = Gal(k'/k) opère contin0ment et 

semi-linéairement (i.e. M est un W(k)[q] -module et si g E 4 , a E W(k') , 

x E M , .Q.!l._g_ g(ax) = g(a) g(x)) . Alors 

i) l'application de W(k') ®w(k) M4 dans M ~ a®x associe ax 

est un isomorphisme ; 

ii) le 4-module M est cohomologique ment trivial. 

Démonstration : posons A = W(k) et A' = W(k') 

Comme A' est un A [q] -module libre de rang 1 , le 4-module 

est induit, donc cohomologiquement trivial et la deuxième assertion résulte de 

la première. 

Désignons par 

des éléments de A' 

g 1 ,g2 , ... ,gn les éléments de 

qui relèvent une base de k' 

4 et par e 1 ,e2 , ... ,en 

sur k . Il est clair que 

les e. forment une base du A-module libre A' 
J 

est inversible dans A' 

et que la matrice des g,(e.) 
1 J 

Tout élément de s'écrit, de manière unique, sous la forme 
n 
I: e.®a. , avec les 
j=l J J 

n 
a. E M4 Si I: e.a. = 0 , on a, pour tout 

J j=l J J 
i , 

0 = g.(L e.a.) 
1 j J J 

= I; g,(e.)g,(a.) = I; g,(e.la .. Comme la matrice des 
jlJlJ j lJJ 

est 
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inversible dans A' , ceci implique que les ai sont tous nuls, et l' applica

tion considérée est injective. 

Montrons que, si M /. 0 , alors MQ ,j. 0 : soit en effet x un élément 

n n 
u.(x) = Z:, g,(e.x) = Z:, g,(e.)g,(x) 

J i=l l J i=l l J l 
non nul de M Pour tout j 

' 
l'élément 

sont pas nuls et comme la matrice appartient à MQ Comme les g, (x) ne 
l 

u. (x) ne sont pas tous nuls. 
J 

des g/ei) est inversible dans A' 
' 

les 

Montrons la surjectivité dans le cas où M est de longueur finie (en 

tant que A'-module) : il est clair qu'il suffit de montrer que lgA(MQ) = lgA'(M); 

on le fait par récurrence sur lgA' (M) : 

■ c'est clair si lg A' (M) = 1 , car alors MQ /. 0 implique que MQ est iso

morphe à k et M à k' 

■ supposons lgA 1 (M) > 1 On sait qu'il existe un élément non nul x E MQ 

et il est clair que l'on peut choisir x tel que px= 0 . 

On a alors une suite exacte de A' -modules sur lesquels Q opère semi

linéairement 

0 - k' - M - M' - 0 

à laquelle correspond une suite exacte de A-modules 

car On a donc (par hypo-

thèse de récurrence) = lgA' (M) . 

La surjectivité dans le cas où M est artinien s'en déduit en remarquant 

que M est alors la réunion des noyaux de la multiplication par r p , pour 

r E IN , et que le noyau de la multiplication par pr est de longueur finie. 

Enfin, si M est pro-artinien et si N est un sous-A' -module ouvert, 

n 
on voit que n g. (N) , qui est stable par Q , est encore un sous-A' -module 

i=l 1 

ouvert. Par conséquent, M admet un système fondamental de voisinages ou

verts de O formés de sous-A'-modules stables par Q et la surjectivité de 

l'application se déduit, par passage à la limite, de la surjectivité dans le cas 

artinien. 
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2. 2. Soit k' une extension finie de k ; posons encore A = W(k) et 

A' = W(k') 

Si M est un Dk -module topologique, l'action de .E et de y_ se pro

longe au A' -module A' ®AM en posant 

)
.E(a®x) = cr(a)®.Ex 

si 
Y.(a®x) = cr- 1(a)®Y.x 

aEA' , xEM, 

et A' ®AM devient ainsi un Dk, -module topologique qui est A' [I.] -profini 

(resp. pro-artinien) si M est A[I.]-profini (resp. pro-artinien). 

Supposons k' /k galoisienne et soit q = Gal(k' /k) . Si R est un k

anneau profini, q opère continûment et semi-linéairement sur le k' -anneau 

profini k' ® R et l'on a 
k 

/"'. 
D'autre part, il est clair que 

,,...,_ 
cwk, CWk ®k k' . Par fonctorialité, q 

,/'. 

opère continûment et semi-linéairement sur le A'-module pro-artinien CWk' (k'®kR). 
/'. /'. 

Si .§. = ( ... ,a_n, ... ,a_1 ,a0 ) E CWk 1 (k'®kR), on voit que .ê. E (CWk 1 (k'®kR))Q 

si et seulement si chaque 
,/'.. 

,,...._ 
a_n E (k'@kR)Q = R. Donc (CWk 1 (k'~\R))Q s'iden-

tifie à CW k (R) . 

Pour tout p-groupe formel G' ,,...,_ sur k' , notons M'(G') le Dk 1 -module 

A' [I.] -profini Hom(G' ,cwk,) . Si G est un p-groupe formel sur k d'algèbre 

affine BG , on a (cf. n° 1. 2), avec des notations évidentes, 

/'- A A 

M'(Gk,l = (.§.E cwk,(k'®kBGl l 6..§. = s®l + l®.9.} 

et 
,,...._ A A 

M(G) = (.§.E cwk(BG) l @ = .§.®1 + l®.§.} 

Par conséquent, M(G) = (M' (Gk,))4 . 

La proposition 2.1 implique alors que M1 (Gk,) s'identifie à A'®AM(G) 

Le même résultat reste vrai si l'extension finie k'/k n'est pas galoisienne 

comme on le voit en plongeant k' dans une extension finie galoisienne k" 

de k et en regardant l'action de Gal(k"/k) 

On a donc démontré le résultat suivant : 

PROPOSITION 2.2.- Soit k' une extension finie de 

groupe formel sur k . Posons M = M(G) et M' 

k et soit G un p-
.,,..__ 

M'(Gk,) = Hom(Gk,,cwk,) 

i) L'application naturelle de W(k') ®w(k) M dans M' est un isomor-
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phis me. 

ii) Supposons l'extension k'/k galoisienne et soit 4 = Gal(k'/k) . Le 

groupe 4 opère semi-linéairement et continûment sur M' et M = (M')4 . 

2. 3. Nous allons maintenant démontrer la proposition 1. 1 (cf. n° 1. 4). 

Soit K une clôture algébrique de k . Si G est un k-groupe formel 

étale, notons G(k) la réunion des G(k') pour k' parcourant les extensions 

finies de k contenues dans k . Si 4k = Gal(k/k) , G(k) est un 4k -

module discret et le foncteur G ..... G(k) induit une équivalence entre la caté

gorie des k-groupes formels étales et celle des 4k-modules discrets (n° I. 7 .1). 

Rappelons (n°II.2.3) que, si l'on note Anr la limite inductive des 

W(k') , pour k' parcourant les extensions finies de k 

et K le corps des fractions de 
nr 

A , le 
nr Qk -module 

contenues dans k , 
éw:\k) = êw k (k) 

s'identifie à K /A . La proposition 1. 1 est donc équivalente à la proposi-
nr nr 

tion suivante 

PROPOSITION 2. 3. - Le module K /A est un objet injectif de la catégorie 
nr nr 

des 4k -modules discrets. 

Démonstration : Soit 'U. un sous-groupe invariant ouvert de et soit 

k' 

de 

le corps fixe de 

A' . On voit que 

'U. • Soit A' = W(k') et soit K' le corps des fractions 

(K /A )'U. s'identifie à K'/A' . Posons 
nr nr 

4 = Gal(k' /k) = 4k/'U. . Nous allons commencer par montrer que K' /A' est un 

4-module injectif. 

Soit f' un 4-module quelconque. On voit facilement que le groupe 

Hom~(ï,K'/A') peut être considéré comme un A'-module pro-artinien sur lequel 

q opère continûment et semi-linéairement (la structure de A' -module et l'action 

de q sont évidentes ; la topologie est celle de la convergence simple ; com

me 4 est un groupe fini, f' est réunion de ses sous-~[4] -modules rf 

qui sont de type fini sur ~ ; chaque Hom~(r f'K' /A') est visiblement un A'

module artinien et Hom~(r ,K' /A') , qui est la limite projective des 

Hom~(rf, K'/A') est pro-artinien). 

Considérons alors une suite exacte de 4-modules 

o -- r' -- r -- r'' -- o . 
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Comme K' /A' est divisible, il lui correspond une suite exacte 

0 -- Hom~(r" ,K'/A') -- Hom~(r ,K' /A') -- Hom~(r• ,K'/A') -- 0 . 

D'après la proposition 2 .1, Hom~(r" ,K'/A') est cohomologiquement trivial et 

la suite 

0 -- Hom (r" K'/A') -- Hom (r K'/A') -- Hom (r' K'/A')--0 ~[q] I ~[q] I ~[q] I 

est encore exacte. Et K' /A' est bien un q-module injectif. 

Pour achever la démonstration de la proposition, il suffit alors d'établir 

l'assertion suivante 

PROPOSITION 2. 4. - Soit L un qk -module discret. Pour que L soit injectif 

(dans la catégorie des qk-modules discrets) il faut et il suffit que, pour tout 

sous-groupe ouvert invariant 'U. de qk , L 'U. soit un (qk/'1,()-module injectif. 

Commençons par établir un lemme : 

LEMME 2. 5. - Soit R un anneau et soit M un R-module à gauche. Soient 

L et N deux sous-modules de M tels que Ln N = {O} . On suppose L 

injectif. Alors il existe un sous-module N' de M contenant N tel que 

M = LEBN' . 

Démonstration du lemme : soit M = M/N . Le sous-module t:, s'envoie 

injectivement sur son image X dans M . Comme L , donc X , est injectif, 

il existe un sous-module N' de M tel que M = 6EBN' . On voit que l'image 

réciproque N' de N' dans M répond à la question. 

~~~o_?-_~tE~!_i.9_!1_.9~_ la _prop. 2. 4 : si 'I,( est un sous-groupe ouvert inva

riant de qk , et si on pose q = qk/'I,( , tout q-module peut être considéré 

comme un qk-module discret sur lequel 'I,( opère trivialement. Pour un tel mo-

dule M , on voit que Hom~[q] (M, L 'U.) Hom~[qk] (M, L) et on en déduit que 

1:,'U. est injectif si L l'est. 

Réciproquement, soit M un qk -module discret contenant L et soit N 

un sous-qk -module de M tel que N n L = 0 et qui est maximal pour cette 

propriété. Pour tout sous-groupe ouvert invariant 'U. de qk , on voit que N 'I,( 

est un sous-(qk/'1,()-module de M'U. vérifiant N'l,(nt:,'U.= 0. Supposons L'U. 

injectif. D'après le lemme précédent, il existe un sous-(qk/'U,)-module N' de 
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MU contenant NU tel que Mt{ = tYEB N' . Si, avec des notations évidentes, 

n+n' = ô E (N+N')nb. , on a, pour tout g E '1,( , (g-l)n = (g-1)6 = 0 , puisque 

Nn1:. = 0; par conséquent ô E 6'1,( et nEN' . On a donc (N+N') n 6 = 0 , 

d'où N +N' = N , ce qui implique 

on a donc Mt{ = 6 '1,(EB Nt{ , pour tout 

N' = N . Si les 6 '1,( sont tous injectifs, 

'1,( , d'où M = 1:.œN , car M = lim Mt{ . 

2. 4. Conservons les notations du n° 2. 3. Nous allons établir un résultat qui 

ramène la démonstration du théorème 1 dans le cas étale au cas fini : 

PROPOSITION 2. 6. -

i) Tout p-groupe étale G est réunion de ses sous-groupes finis et le 

Dk -module topologique M(G) s'identifie à 101 M(Gf) , pour Gf 

parcourant les sous-groupes finis de G . 

ii) Tout Dk -module A[I.] -profini étale est Dk -profini (i.e. admet un sys

tème fondamental de voisinages ouverts de O formé de sous-D -
k 

modules). Si M est un tel module, le p-groupe formel étale Q(M) 

s'identifie à lim Q(M/N) , pour N parcourant les sous-Dk -modules 

ouverts de M . 

Démonstration 

i) Soit r 
invariant ouvert de 

un 4k -module discret de p-torsion, soit '1,( un sous-groupe 

Qk et soit 4 = qk/'1,( . Comme 4 est un groupe fini, le 

4-module est réunion de ses sous-4-modules qui sont de type fini sur 

comme r est de torsion, un tel sous-module est un groupe fini. Comme r 
est la réunion des , pour '1,( parcourant les sous-groupes invariants ou-

verts de 4k , on voit que r est la réunion de ses sous-4-modules qui sont 

des groupes finis. L'équivalence de catégorie entre p-groupes formels étales et 

4k-modules discrets qui sont de p-torsion montre que si G est un p-groupe 

formel étale, G est la réunion de ses 
/',. /',. 

M(G) = Hom(G,CWk) = HomO!1!1Gf,cwk) 

sous-groupes finis Gf . On a alors 
,À 

= 101 Hom (Gf, CWk) = ljln M(Gf) . 

ii) Soit M un Dk -module ALE] -profini et soit 0M l'ensemble des 

sous-A[I.]-modules ouverts de M On sait que 0M est un système fonda-

mental de voisinages ouverts de O • Pour tout N E 0M , le quotient M/N 

est un A[I.] -module, de longueur finie en tant que A-module. Si M est 

étale, on a f.M = M et on en déduit que I. est surjectif sur le quotient, 
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donc aussi injectif. Si x E N , x s'écrit f_y , pour un certain y E M ; 

comme l'image de f_y dans le quotient est nulle, y E N , donc 'jJ{. = py 

aussi. Les éléments de OM sont donc tous des sous-Dk -modules. 

On sait (cf. n° 1. 7) que si M est étale, Q_(M) est un p-groupe formel 

étale. Pour montrer que Q.(M) lim G(M/N) , il suffit donc de montrer que, 
NËOM -

pour toute extension finie k' de k , G(M)(k') = lim Q_(M/N)(k') • Or 
- NÊoM 

cont " cont 
G(M)(k') = Hom (M,CWk(k')) = HomD (M,K'/A') , groupe des applications 

Dk k 

Dk-linéaires continues de M dans K'/A' . Comme K'/A' est discret, la 

continuité implique que le noyau d'une telle application est ouvert et 

Q.(M)(k') = lim HomD (M/N ,K'/A') = lim G(M/N)(k') 
NÊOM k NÊQM-

§ 3. - Module de Dieudonné et espace tangent. 

3. 1. Soit G un p-groupe formel sur k , soit BG son algèbre affine et 

soit IG l'idéal d'augmentation de BG . Soit V = V le décalage comme 
B BG 

endomorphisme de l'anneau BG (n° I. 7. 5). Il est clair que VB (IG) c IG . Si 
n 

G est étale, pour tout a E IG , la suite des V8 (a) tend vers O • Autrement 

dit, pour tout a E IG et pour chaque composante locale Bi de BG , les 
n projections des v8 (a) dans Bi sont nulles pour n suffisamment grand. 

Dans le cas où G est quelconque, ceci implique que, pour tout a E IG et 

pour chaque composante locale Bi de B , les projections des v;( a) dans 

B. sont presque toutes dans l'idéal maximal de B .. Par conséquent (n° II. 4. 4), 
1 1 

le covecteur 

w n 
a = ( .. .,a , ... ,a 1 ,a) , avec a_n = VB(a) pour n ElN , 

-n - o ,,.... 
est un élément de CW k (BG) . 

Nous notons Bw l'ensemble des éléments de 
G 

qui sont de la 

forme a w , pour un a E IG . On voit que B ~ est un sous-Dk -module fermé 
/',. 

de CWk(BG) . 

L'application a .., a w définit une bijection de IG sur B; . On voit 

que c'est en fait un homéomorphisme (si IG est muni de la topologie induite 
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par celle de B8 ). 

Soit maintenant .§. = ( ... ,a , ... ,a 1 ,'l ) un élément de 
-n - o 

M(G) . On voit 

facilement que l'égalité 

IG . Comme dans 

L',G (a) = a® 1 + 1 ® a implique que tous 
,,....._ 

les a -n sont 

l'algèbre affine de CWk , le décalage envoie X 
-n 

dans 

sur x_n-1 (n° II. 4. 3, remarque 1), on voit que 

Y.§.= ( ... ,a_n-l '"''a-2,a-1) = ( ... ,VB(a_n), ... ,VB(a_l),VB(ao)) 

Donc, pour tout 

résultat suivant 

n , et 
w 

.§. E B8 • On a donc démontré le 

PROPOSITION 3 .1. - Si G est un p-groupe formel sur k et si B8 est son 

algèbre affine, M(G) est un sous-Dk -module fermé de B~ . En particulier, 

l'application gui à .§. = ( ... ,a , ... ,a 1 ,a ) E M(G) associe a0 E I8 est in-
-n - o -

jective et continue. 

3.2. Regardons maintenant quel est le noyau de Y dans M(G). C'est l'en

semble des a= ( ... ,a , ... ,a 1 ,a) E M(G) tels que a =O si n:21 . Par 
- -n - o - -n 

conséquent, le noy~u de y s'identifie à l'ensemble des a0 E IG tels que 

L',8 (a0 ) = a 0 0l + l®a0 , ou encore (n°I.8.6) à l'ensemble Hom(G,Ga) des 

morphismes du k-groupe formel G dans le complété formel du groupe additif. 

Le noyau de y dans M(G) est, d'autre part, un sous-Dk-module fermé N 

de M(G) tel que YN = 0 . C'est donc un Dk!Y:Dk = k[I_] -module topologi

que. On a vu au n° I. 8. 7 que Hom(G ,Ga) a une structure naturelle de k[f.] -

module topologique. On vérifie immédiatement que, dans l'identification qui 

précède les deux structures de k(f.] -modules topologiques coihcident. 

Si ID(G) désigne le dual de Cartier de G , on sait (n° I. 8. 7) que 

Hom(G ,Ga) s'identifie au k[f.] -module topologique tID(G) (k) . On peut donc 

énoncer : 

PROPOSITION 3. 2. - Soit G illl p-groupe formel sur k . L'application, gui à 

a= ( ... ,a , ... ,a 1 ,a) associe a 0 , définit, par restriction au noyau de y 
- -n - o 

un isomorphisme du noyau de Y dans M(G) sur le k[f.] -module topologique 

Hom(G ,Ga) = tID(G/k) 

3 .3. La démonstration du théorème 1 dans le cas étale utilise le résultat sui

vant 
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PROPOSITION 3. 3. -

i) Soit G 1ill p-groupe fini sur k , d'ordre pr , tel que V = 0 
G 

Alors M(G) est un Dk-module fini vérifiant Y. M(G) = 0 dont la 

longueur sur A est égale à r 

ii) Soit M 1ill Dk-module fini, de longueur sur A égale à r , véri

fiant Y. M = 0 . Alors Q(M) est un groupe fini sur k , d'ordre pr, 

tel que V = 0 
G 

Démonstration : 

i) Posons M = M(G) . Il est clair que Y. M = 0 . Par conséquent, 

d'après la proposition 3.2, M s'identifie à tID(G/k) Le fait que V = 0 
G 

implique que F ID(G) = 0 ; comme ID(G) a le 

que l'algèbre affine de ID(G) est de la forme 
i~ / 2 

même ordre que G , on voit 

k[x 1 ,x2 , ... ,xr] /(x~ ,x~ , ... ,x~) 

En particulier, tID(G) (k) = IID(G) IID(G) est un espace vectoriel sur k de 

dimension r donc aussi son dual tID(G) (k) 

ii) Si Y.M O , on a pM O et M est un k[.[] -module, de dimen-

sion r sur k . Soit G = Q (M) . Pour tout k-anneau fini R , on a 

G(R) = HomDk (M,CWk(R)) . Comme 

CW k (R) est formé des covecteurs 

Y. M = 0 et comme le noyau de Y. dans 

( ... ,0, ... ,0,a ) , on voit que G(R) s'iden
o 

tifie à Homk[.[] (M,R) (où R est muni de sa structure évidente de k[I.] -

module à gauche, f. opérant par fy = yp , pour tout y E R). 

Soit (u.) 1 . une base de M sur k . Pour tout 
l Sl~ 

r 
et r , posons Fu. = L a .. u. , avec les 

- J i=l l, J l 
a. . E k . Si 
l, J 

compris entre 1 

est une appli-

cation k-linéaire de M dans R , et si ri(u.) = Y. , on voit que ri est un 
l l 

élément de G(R) si et seulement si, pour tout i , ri(I.ui) = I.ri(ui) , i.e. 

si y~=L a .. Y .• Par conséquent, l'algèbre affine de G s'identifie au quo-
J i l, J l 

tient BG de l'anneau k[x 1 ,x2 , •.. ,xr] par l'idéal engendré par les 

x~ - La .. x. 
J i l, J l 

base de BG 

. Les images des 

sur k , donc BG est un espace vectoriel sur k de dimen-

sion pr , autrement dit G est d'ordre pr . Comme l'addition dans G(R) est 

induite par l'addition dans R , on voit que le coproduit dans BG est défini 

par b.X, 
l 

-
x.®1 + l®x. 

l l 
Par conséquent VG = 0 . 
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3. 4. Nous allons terminer ce paragraphe en démontrant le théorème 1 dans le 

cas étale. On sait (cf. n° 1. 6) que les foncteurs M et Q. sont adjoints à 

gauche. Il suffit donc de prouver la proposition suivante 

PROPOSITION 3. 4. -

i) Si G est un p-groupe fini étale d'ordre 

module de longueur r . 

r 
p M(G) est un A-

ii) Pour tout p-groupe formel étale G , le morphisme de G dans 

Q M(G) provenant de l'adjonction est un isomorphisme. 

iii) Pour tout Dk-module A[.E] -profini étale M , l'homomorphisme de M 

dans MQ(M) provenant de l'adjonction est un isomorphisme. 

Démonstration : 

i) Si G est un p-groupe fini étale simple, on a V = 0 et l'as-
G ' 

sertion (i) est vraie, d'après la proposition 3.3. Le cas général s'en déduit 

par récurrence sur la longueur de G , en utilisant le fait (cf. n° 2. 3) que M, 

restreint aux k-groupes formels étales, est exact. 

ii) D'après la proposition 2.6, on voit, par passage à la limite, qu'il 

suffit de démontrer l'assertion (ii) dans le cas où G est fini. Notons 

uG : G - Q M(G) le morphisme défini par l'adjonction. 

Si G est simple, d'ordre pr , on a VG 

d'après la proposition 3. 3, M(G) vérifie Y. M(G) 

0 . Par conséquent, 

0 et est un A-module 

de longueur r , donc QM(G) est encore d'ordre pr Si uG n'était pas 

un isomorphisme, on aurait donc uG = 0 , donc M(uG) = 0 . C'est impossi-

ble, puisque M(uG) MQ M(G) - M(G) est un épimorphisme et M(G) ,J O • 

- Le cas général s'en déduit par récurrence sur la longueur de G : En 

effet, comme M restreint aux k-groupes formels étales est exact, à toute 

suite exacte de p-groupes finis étales de la forme 

0 - G' - G - G'' - 0 

correspond une suite exacte 

0 - M(G") - M(G) - M(G') - 0 , 

d'où un diagramme commutatif 
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0 - G' - G - G" - 0 

+uG' +UG tuG" 

0 - QM(G') - QM(G} - QM(G") 

où les lignes sont exactes. On en déduit que UG est un isomorphisme si UG' 
et en sont. 

iii) De même, par passage à la limite, en utilisant la proposition 2. 6, 

on voit qu'il suffit de démontrer l'assertion (iii) dans le cas où M est de 

longueur finie sur A • 

Notons vM M ..... MQ(M) le morphisme défini par l'adjonction. 

- Si M est simple, le même raisonnement qu'en (ii) montre que vM 

est un isomorphisme. 

- Le cas général s'en déduit par récurrence sur la longueur de M (en 

tant que Dk -module) : A toute suite exacte 

0 - M' - M - M'' - 0 

de Dk -modules finis étales, correspond une suite exacte 

0 -Q(M") - Q(M) - Q(M') 

Comme les groupes Q(M") , Q(M) et Q(M') sont étales et comme M 

restreint aux groupes étales est exact, on a un diagramme commutatif 

0 - M' M" - 0 

MQ(M') --+- MQ(M) - MQ(M") - 0 

où les lignes sont exactes. On en déduit que, si vM, et vM" sont des 

isomorphismes, vM est un épimorphisme. Soit N le noyau de vM . Comme 

Q est exact à gauche et comme Q(vM) est un épimorphisme, on voit que 

Q(N) = 0 . 

Supposons N ,f O • Comme N est étale, .Y.N = .Y.IN = pN et 

N/2'.N N/pN ,f O • D'après la proposition 3. 3, on aurait donc Q(N/2'.N) ,f O , 

d'où, a fortiori, 

phis me. 

Q(N) ,f O • Par conséquent, 
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§ 4. - Module de Dieudonné et espace cotangent. 

4 .1. Rappelons (cf. n° 3 .1) que, si G est un p-groupe formel sur k , tout 
w 

élément de M(G) est de la forme b O , pour un b O appartenant à l'idéal 

d'augmentation de l'algèbre affine de G . 

PROPOSITION 4. 1. - Soit G un p-groupe formel sur k Soit BG son algè-

bre affine et soit IG l'idéal d'augmentation. Pour tout b E IG il existe 

b o E IG vérifiant b = b modulo l' adhérence de 12 tel gue w M(G) 
0 G 

b 0 E 

Démonstration : comme ce résultat est trivialement vrai si G est étale, 

on peut supposer G connexe non réduit à O • 

Pour tout entier m ;;? 0 , notons l'algèbre affine de 

I son idéal d'augmentation notons aussi, pour tout entier r.? 1 I 
m m,r 

l'adhérence de { dans B 
m m 

Soit ê; 
a 

le complété formel du groupe additif sur k . Si l'on considère 

c·(G,G) 
a 

(n° I. 10. 4), on voit que le groupe des m-cochafnes le complexe 

Cm(G,G ) 
a 

s'identifie à Bm . Nous notons è a 

correspondant. Il est clair que O (I ) c I +l . 
a m m 

: B - B m m+l 
l'opérateur bord 

"" Considérons d'autre part le complexe C"(G,CWk) I.e groupe des m-

cochafnes s'identifie à CWk (~m) et contient B: (i.e. l'ensemble ~es 

a= ( ... ,a , ... ,a 1 ,a) E CWk(B) tels que a E I et a VB (a) 
- -n - o m o m -n m o 

pour tout n). On voit que les B: forment un sous-complexe de C. (G, év,,v, 
i.e. que l'image par l'opérateur bord de B: est contenue dans B:+l Lors-

que l'on identifie Bw à I (en envoyant .È.=( ... ,a , .•• ,a) sur a) 
m m -n o o 

l'opérateur bord induit une application, que nous notons è , de I dans 
w m 

Im+l (on a donc (owa)w = 0 (aw) si è est l'opérateur bord). 

On a donc è 0 0 = 0 , mais l'application èw n'est pas en général k-w w 
linéaire, ni même additive. Toutefois, si CEi 

w 
( ... ,c , ... ,c ) , , on a C = 

m,r -n o 
n 

avec C = C et C VB (co) E I et on en déduit immédiatement que 
0 -n m,r m 

si c E I , alors m,r 

si 

On voit que, si b 0 EI 1 , on a b~EM(G) si et seulement si èw(b 0)=0. 
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Pour tout bEI1 , on voit que owb = 0ab = 0 (mod 1212); comme G est 

connexe, 11 et 12 sont topologiquement nilpotents et, compte-tenu de (1 1) , 

pour démontrer la proposition, il suffit de prouver le lemme suivant : 

LEMME 4. 2. - Soit r un entier ~ 2 et soit b E 11 tel que o b E 12 w ,r li 
existe cEI1 tel que ,r 

Démonstration posons b' = o b . On voit que b' est un tenseur sy
w 

métrique de I et que 
2 ,r 

o b' 
w 

ow(owb) = 0 . D'après (1 2) , on a 

0ab' = 0 (mod 13 ,r+l) 

Si r n'est pas une puissance de p , il résulte de la proposition 10.5 

du chapitre I qu'il existe c E 11 tel que ,r b' = 0 c (mod 12 +l) . D'après a ,r 
(1 2 ) on a ôa c = awc (mod 12 ,r+l) donc 0 b = 0 c (mod 12 1) . 

w w ,r+ 

Supposons donc que r = ps , avec s ~ 1 . Choisissons (cf. n° I. 9 .1) 

un k-homomorphisme continu e 
sur BG tel que le noyau de e 

\) (j) 
xP 

j 
, pour +"' (où les 

d'un anneau de séries formelles 

soit l'adhérence de l'idéal engendré par les 

sont des éléments convenables de 

IN*U[+"'} , vérifiant \l(j} ~ 2) et posons 8(X.) = x .. Si 
J J 

/\(X,Y) = p-1((X+Y)P-xP_yP) , la proposition 10.5 du chapitre I montre qu'il 

existe c E 11 et des :>,,. E k tels que 
,r J 

s-1 s-1 
b' = ôac + I::>,,j{\(xf @1, l®xf ) (mod 12 ,r+l) , 

la sommation étant étendue aux j EJ tels que s s: v(j} 

Les formules (1 1) et (12) montrent que 

s-1 
A s-1 

(2) ow (b-c) = 2::::>,,,{\(x~ ®1, l®x~ ) (mod 12,r+l) J J J 

et, pour achever la démonstration du lemme, il suffit de vérifier que ceci im

plique la nullité de tous les À j 

Pour tout entier m ~ 2 , posons 

c'est un polynôme à coefficients entiers rationnels. On voit que T2 (X,Y) = A(X,Y) 

et que, pour tout entier m ~ 2 , 
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Pour I l'unique vEI tel que 
w w w 

u1 , u2 E I notons u 1 EBu2 u 1 +u2 = v . 
m m 

Il est clair que EB munit lm d'une loi de groupe abélien et que 

(4) si u 1 E lm et u 2 E I u 1 œu2 = ul +u2 (mod I ) 
m,r m,r+l 

Si on pose a = b-c , la formule (2) se réécrit 

s-1 s-1 
(2') 0w(a) = L, "iA(xf ® 1 , 1 ixf ) (mod 12 ,r+l) 

On voit tout de suite que t:,.a (a0 l)EB (1 ®a) 8 o (a) on a donc, 
w 

d'après (4) , 

(5) 
s-1 

t:,.a = ((ai 1) EB (1 ® a)) - L, À .11(x~ 
J J 

s-1 
A A p 
®l,l@X, ) 

J 
(mod 12 1) . 

,r+ 

Pour tout m :2 2 , soient a.m et i3m les éléments de lm définis par 

a.m = (a®l® ... ®1) EB (l®a® ... ®1) EB ... EB (li&l0 ... 0a) , 

Ps-1 A A A s-1 s-1 
i3 = Z:, À . T (x. ® 1 ® ... 18 1 , 1 ® xp ® •.. 0 1 , ... , 1 0 1 ® ... 0 x~ ) 

m JmJ J 

Notons le m-ième itéré de 1:::,. (on a /:::,.2 = 1:::,. I l:::.3 = (!:::,. ® 1) 0 /:::,. I •••) • 

Par récurrence, on montre que, pour tout m :2 2 , 

(6) 

pour 

1:::,. a =a. -13 (modI 1): 
m m m m,r+ 

m = 2 , c'est la formule (5) ; on voit que 

(t:,.@1@ ... ®l)(a.m) = a.m+l 8 (aw(a)@l® ... 01) 

= a.m+l - ow(a) ® 1@ ... @1 (mod Im+l ,r+l) (d'après (4)) 

(mod I +l +l) m ,r 

et que 

( A A A )( ) = "" p A A A A p - A A ( 
s-1 s 1 

t::.®l@ ... ®1 i3 - L.,t..,T x. ®1® ... ®l+l®x. ®···® 1 , 
m JmJ J 

A A Ps-lA A. A A A Ps-1) 
l®l®x. ® ... 181, ... ,1®1® ... ®x. (modI ) 

J J m+l,r+l 

on voit donc, en utilisant (3), que 

(t::.®l® ... ®l)(a,m-i3m) = a.m+l -i3m+l (mod 1m,r+l) ' 

ce qui achève de prouver (6) . 

Soit alors le sous -groupe de IP formé des tenseurs symétriques 
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et soit s l'opérateur de symétrisation (on a donc 

Tout élément u de TSPI 
1 Ap 

s'écrit d'une manière et d'une seule sous la forme 

b(u)® +u 0 , avec b(u) E 1i et 
Ap 

t.P a = VB (a)® + (t.P a) 0 , avec 

u 0 E s(Ip) . On 

VB(a) = b(t.pa) . 
,,.._ 

sait (cf. n°I.7.6) que 

Soit Bk l'algèbre affine de CWk . Notons encore t.P le p-ième itéré 

du coproduit dans Bk . Comme VB (X0) = x_ 1 (cf. n° II.4. 3, remarque 1), 
k Ap 

on a, de la même manière, avec des notations évidentes, t.pXO = X~1 +(t,PX0)0 . 

Notons cp l'homomorphisme de l'algèbre Bk dans BG défini par le 
w ®P Ap Ap 

covecteur a et * = cp : ® Bk _, ® BG . On voit que lji (t.PX0) = ap On 
Ap ef Ap 

a donc aP *(x!1) + *((t.lo)o) = cp(X_l) +(*(t.lallo = VB(al® +(*(t.lo)) 

et b(ap) = VB (a) . 

D'après (6), on a t. a = a - j3 (mod 
p p p 

I 1) . Comme 
p,r+ 

b (t. a) = b (a ) = VB (a) , on en déduit que 
P p G 

Ap 
b(i3 )® =- 0 (mod I I ) 

p p,r+l = p,ps+l 

ou que b(j3 ) = 0 (mod I s-l ) . Un calcul simple montre que 
p 1,p +1 

s-1 
b(j3 ) = I:: o- 1(À..)x? ; les ÀJ. doivent donc être tous nuls, ce qui achève 

p J J 
la démonstration du lemme. 

4. 2. Soit G un p-groupe formel sur k , soit BG 

IG l'idéal d'augmentation et soit I~ l'adhérence_de 

( f O I 8 7) l' t t ti• (k) = I /!2 c . n . . que espace co angen G G G 

son algèbre affine, soit 

I~ Rappelons 

de G a une structure 

naturelle de k[Y] -module topologique, autrement dit de Dk -module topologique 

annulé par .E . 

PROPOSITION 4. 3. - Soit G .1ill. p-groupe formel sur k . Soit T"JG l' applica

tion de M(G) dans tG (k) gui à 12. = ( ... ,b -n, ... ,b _1 ,b0 ) E M(G) associe 

l'image de b O dans t8 (k) . L'application riG est Dk -linéaire continue sur

jective. Son noyau e§.t .EM(G) . 

Démonstration : ici encore ce résultat est trivialement vrai si G est 

étale et nous supposons G connexe non réduit à 0 . On conserve les nota

tions utilisées dans le n° 4. 1. 
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La linéarité et la continuité sont évidentes. La surjectivité n'est autre 

que la proposition 4. 1. 

Il est clair que I.M(G) est contenu dans le noyau de 17G . Comme 

l'idéal d'augmentation est topologiquement nilpotent, on voit que, pour achever 

la démonstration de la proposition, il suffit de démontrer que, pour tout entier 

r ;;a 2 , si b est un élément de I tel que b w E M(G) , il existe c E r1 1 ,r ,r 
tel que b = c (mod Il,r+l) et cw E I.M(G) . 

Soit donc b E I - I 
1,r l,r+l 

w 
tel que b E J'tl(G) . On a donc o b = 0 

w 
donc, d'après (1 2) , oab = 0 (mod I ) . D'après la proposition 10.5 du 

1,r+l 
chapitre I ceci implique que r = ps , avec s entier ;;a 1 et que 

- Ps b ~:[,À.X, (mod I1 1) , 
. l l ,r+ 
J 

les étant des éléments de 

tels que s <v(i) . On a donc 

D'après la proposition 4 .1, il 
s 

k , la sommation étant étendue aux j E J 

b = dPs (mod r1 ,r+l) , avec d = :[, o-s(Àj)xj 

existe d 0 E r1 vérifiant d 0 = d (mod r1 2) 
I 

d; E M(G) . Posons 

c = b (mod I1 ,r+l) 

c = d~ . On voit que 

et c w E .Es M(G) c I.M(G) 

c E 11 ,r 
et vérifie 

et 

COROLIAIRE 1. - Si G est un o-grouoe formel sur k tel que 

~ I.M(G) = 0 et M(G) s'identifie canoniquement à t(:;(k) 

FG=O,Q!l 

En particulier, 

si G est un p-qroupe fini d'ordre pr tel que F G = 0 , M(G) est un es

pace vectoriel sur k de dimension r 

C'est clair ! 

COROLIAIRE 2. - Le foncteur M , restreint à la catégorie des k-qrouoes formels 

connexes, est exact. 

Il suffit en effet de montrer que, si G' .... G est un monomorphisme de 

k-groupes formels connexes, l'application correspondante M(G) .... M(G') est 

surjective. Comme M' = !':J(G') est un Dk -module A[I.] -profini connexe, on 

voit que si N est un sous-Dk -module fermé de M' I on aura N = M' si 

et seulement si N/([.M' n N) = M'J!M' 

Le fait que G' .... G soit un monomorphisme implique que l'application 

correspondante sur les algèbres affines est surjective, donc que l'application 

canonique t(:;(k) .... të;, (k) est surjective. 
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Il est clair que le diagramme 

M(G) ---- M(G') 

! 11G !11G' 

tê;(k) tê;,(k) 

est commutatif. On en déduit que l'application de M(G) dans 

të;, (k) = M(G')/EM(G') est surjective, d'où le corollaire. 

4 .3. Soit M un Dk -module A[[] -profini et soit G = Q_(M) . On sait 

(cf. n°I.8.4) que l'espace tangent tG(k) de G s'identifie au noyau de 

G(.:) : G(k[t] /t2) .... G(k) où e : k[t] /t 2 .... k est définie par e(Hµt) = À 

si À,µ E k • 

On voit que êwk (k[t] /t2) est l'ensemble des covecteurs de la forme 

( ... ,À +µ t, ... ,À 1+µ 1t,À. +µ t) , avec les À 
-n -n - - o o -n 

et les k 

et les À presque tous nuls. On voit aussi que le noyau 
-n 

dentifie à êw~(k[t] /t 2) 

s' i-

et est formé des covecteurs de la forme 

( ... ,µ_nt, ... ,µ_lt,µOt). 

En particulier, s'identifie à 
cent ,,,.._ c 2 

HomD (M,CWk (k[t] /t )) . Comme 
k 

"C 2 
il est clair que .[CWk(k[t] /t ) = 0 , on voit que l'on peut encore identifier 

cent "c 2 
tG(k) à HomD (M;!_M,CWk(k[t] /t )) . 

k 
A cent ,,,...._ c 2 

Soit u E tG (k) et soit u son image dans HomD (M;tM, CW k (k[t] /t )) . 
k 

Pour tout .s. E M/tM , Û(g_) = ( ... ,µ t, ... ,µ 1t,µ t) , où µ = µ (u,a) -n - o -n -n -
est un élément de k. qui dépend de u et de .2. • Posons s M(u) (g_) = µ 0 (u ,.§.). 

PROPOSITION 4 .4. - Soit M 1!.!1 Dk -module A[[] -profini et soit G = Q(M) . 

i) Pour tout u E tG(k) , l'application sM(u) : M/IM .... k définie ci

dessus est k-linéaire continue. 

ii) 
cent 

L'application SM: tG(k) .... .i.:k (M;tM,k) , espace des applications 

k-linéaires continues de M/I.M dans k , ainsi définie, est un 

isomorphisme de k-espaces vectoriels. 

Démonstration : il résulte immédiatement du fait que le carré de l'idéal 

maximal de k[t] /t2 est nul que l'application qui à ( ... ,µ_nt' ... ,µ_ 1t,µ 0t) 
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associe (µ_n)nEI!',! définit un isomorphisme du k-espace vectoriel topologique 

êw~ (k[t] /t 2) sur kW . La première assertion de la proposition, ainsi que le 

fait que SM est une application k-linéaire en résultent. 

Soit (.ê.i) iEI une base topologique du k-espace vectoriel profini M/[M 

Se donner une application k-linéaire continue 9 : M/tM --+ êw~(k[t] /t2) re-

vient à se donner une famille (µ ) d'éléments de k telle que, 
-n,i nEI!',I ,iEI 

pour n fixé, presque tous les µ -n, i sont nuls : l'application 9 est alors 

définie par 9{.ê..) = ( ... ,µ .t, ... ,µ 1 .t,µ0 .t) . 
l -n, l - , l 1 1 

s'écrit sur la base des .Ë.i sous la forme Pour tout j E I , Vaj 

= I: À .. a. , avec les 
iEI 1,1-1 

À. . E k ; le fait que 
1, J 

Y. est continue implique que, 

pour i fixé, presque tous les À. . sont nuls. 
l,J 

Il est clair que l'application k- linéaire continue 

sera Dk-linéaire si et seulement si, pour tout j E I , 

ou encore si 

9 définie ci-dessus 

e 1V a .) = V ( 9 1 a . ) ) , ~-J - \.9.J 

l..,ŒÀ .. µ .lt, ... ,ŒÀ .. µ 1 .lt,ŒÀ .. µ 0 .lt) 
\ i l , J -n , 1 i l , J - , l i l , J , 1 

= ( ... , µ 1 ,t, ... , µ 2 ,t, µ 1 jt) , pour tout j E I 
-n- ,J - ,J - , 

Si les µ 0 . , presque tous nuls, sont donnés, on voit que les 
, J 

se calculent, de proche en proche, par la formule 

r; À. ,µ ' ; 
i 1, J -n, l 

le fait que les À i, j sont presque tous nuls, pour i fixé, implique que si 

les µ-n,j sont presque tous nuls (n fixé), les µ-n-1,j le sont aussi. On 

voit donc que les µO,j ' 
presque tous nuls, étant donnés , il existe un élé-

ment u de tG(k) et un seul tel que SM(u) (.ê.i) = µO,i ' 
pour tout i 

' 
ce 

qui montre que l'application SM est bijective. 

4 .4. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème 1 dans le 

cas connexe. Compte-tenu de ce qui a été fait au § 1, il suffit d'établir le ré

sultat suivant : 
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PROPOSITION 4 . 5 . -

i) Si G est un p-groupe fini connexe d'ordre 

module de longueur r . 

r 
p ' M(G) est un A-

ii) Pour tout k-groupe formel connexe G , le morphisme de G dans 

.Q M(G) provenant de l'adjonction est un isomorphisme. 

iii) Pour tout Dk -module A[f.] -profini connexe M , l'homomorphisme de 

M dans MQ.(M) provenant de l'adjonction est un isomorphisme. 

~~~~~s_t.!:~!_i_9_!1 : montrons (i) : si G est un p-groupe fini connexe sim-

ple, on a F = 0 
G 

et (i) résulte du corollaire 1 de la proposition 4. 3. Le 

cas général s'en déduit par récurrence sur la longueur de G en utilisant le 

fait que M est exact (cor. 2 de la prop. 4. 3). 

Pour tout k-groupe formel connexe G , notons G le sous-groupe de 
n 

G noyau de F~ . On sait que G = l_gn Gn . On a donc 

L'> - -M(G) = Hom(G,c;Wk) = Hom(lim G ,CWk) = lim Hom(G ,CWk) 
- n - n 

liJn M(G ) . 
- - n 

L'exactitude de M implique en outre que M(Gn) = M(G)/EnM(G) 

De même, pour tout Dk-module A[E] -profini connexe M , posons 

M = M/I.nM . Il est clair que M = lim M 
n - n 

Si R est un k-anneau fini, le radical de R est nilpotent et on en dé-

duit qu'il existe un entier r tel que I.r évv"~(R) 0 • On a donc Q.(M)(R) 

oo~ - oo~ ~c HomD (M,CWk(R)) = HomD (M,CWk(R)) (car M est connexe) 
k k 

cont r - c cont -c HomD (M/t.M,CWk(R)) = l!_!!l HomD (Mn,CWk(R)), donc Q.(M) = l!_l!l Q.(Mn). 
k k 

En outre, comme Q. est exact à gauche, on voit que G(M ) = (G(M)) . 
- n - n 

Ces considérations ramènent en particulier la démonstration de l'assertion 

(ii) (resp. (iii)) au cas où Fn = 0 (resp. f.nM = O). 
G 

L'assertion (ii) se démontre alors par récurrence sur l'entier n tel que 

Fn = 0 
G 

■ soit G un groupe tel que F G = 0 ; On voit que f.M(G) = 0 et on en 

déduit que F Q. M(G) = 0 . Il suffit donc de montrer que le morphisme cano

nique uG : G - Q.M(G) induit un isomorphisme des espaces tangents. 

D'après le corollaire 1 à la proposition 4. 3, M(G) s'identifie canonique-
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ment à të/kl ; la proposition 4 .4 définit un isomorphisme canonique de 

\;~M(G) (k) sur le dual topologique de M(G) ; on a donc un isomorphisme 

de tG(k) sur \lM(G)(k) et on vérifie facilement que c'est bien la flèche 

provenant de l'adjonction. 

■ Soit G un groupe tel que F~ = 0 . On considère la suite exacte 

0 - Ker FG - G lm FG 0 • 

L'assertion (ii) se déduit de l'exactitude de M (cor. 2 à la prop. 4.3) 

et de l'hypothèse de récurrence appliquée à Ker FG et lm FG (exacte

ment comme pour la démonstration de l'assertion (ii) de la proposition 3. 4). 

L'assertion (iii) se démontre de manière analogue : 

■ Soit M un Dk -module A[I] -profini tel que .[M = 0 . On voit que 

Fg(M) = 0 , donc que I.Mg(M) = 0 . Comme f.M = 0 , tg(M)(k) s'i

dentifie (prop.4.4) au dual topologique de M, donc tg(M)(k) s'identi

fie à M . Comme Fg(M) = 0 , Mg(M) s'identifie (cor.1 à la prop. 4.3) 

à t;(k) donc à M et on vérifie encore que cette identification n'est 

autre que la flèche provenant de l'adjonction. 

■ Le cas d'un module M tel que .EnM = 0 s'en déduit par récurrence sur 

n (exactement comme pour la démonstration de l'assertion (iii) de la pro

position 3 .4) : il suffit de considérer la suite exacte 

0 - FM - M - M;!.M - 0 

on applique l'hypothèse de récurrence à f.M et à M;tM , et on utilise 

l'exactitude de M et le fait que si N est un Dk-module A[.[] -profini 

non nul, g(M) ,J O , ce qui est une conséquence triviale de la proposition 

4 .4. 

§ 5. - Dualité. 

5 .1. Rappelons que le k-anneau Ck = C/\(k) 

étant l'anneau des éléments de la forme I: 
sES 

les a étant des éléments de k vérifiant 
s 
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pour tout r > 0 , il existe e: > 0 tel que a 
s 

0 si r-e: ~ s < r 

Soit k une clôture algébrique de k . Pour tout 

l'application de Ck dans Ck(x) = CA(k(x)) définie par 

x E k , notons 'Vx 

'V (La 8 ) = La xsë · 
X S S S S' 

il est clair que 'Vx est un homomorphisme de k-anneaux. 

Soit G un p-groupe fini sur k . Les éléments de G(Ck) sont les k

homomorphismes de l'algèbre affine BG de G dans le k-anneau ck 

Pour tout nombre premier e jt P , soit 

de l'unité dans k et soit 

ue(cp) = L 'Ve: ocp; on voit que, si e:Eµe , 
e:Eµe 

de G(Ck ) 
e 

il en est donc de même de 

µe le groupe des racines e-ièmes 

cp E G(ck) , nous posons 

'Ve: 0 cp : BG - Cke est un élément 

, mais, comme il est clair que 

l'image de ue(cp) est contenue dans Ck , on peut considérer ue(cp) comme 

un élément de G(Ck) . Il est clair que ue est un endomorphisme du groupe 

Pour tout automorphisme , de k notons (-r) l'application de ck 

dans lui-même définie par (,)(La 8 ) = L,(a )8 . Il est clair que c'est un 
s s s s 

endomorphisme de l'anneau (et non du k-anneau) Ck . 

Notons FBG (resp. '13G) : BG - BG l'endomorphisme (de l'anneau BG) 

définissant le Frobenius (resp. le décalage). Pour tout cp E G(Ck) , posons 

Il est clair que F .cp et V .cp sont des éléments de G(Ck) p p et que F et 
p 

VP sont des endomorphismes de G(Ck) . 

PROPOSITION 5 .1. - Pour tout p-groupe fini G fil!!: k soit M' (G) le sous

groupe de G(Ck) formé des éléments cp vérifiant u e (cp) = 0 , pour tout nom

bre premier e jt p 

i) Il existe une structure de Dk -module à gauche et une seule sur M' (G) 

vérifiant, pour tout cp E M' (G) , 

[e:] cp = 'V o cp , si [e:] désigne le représentant multiplicatif dans 
e: 

A = W(k) d'un élément quelconque e: de k , 
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ii) Le Dk -module à gauche M' (G) est un Dk -module fini. Alors M' 

est (de manière évidente) un foncteur covariant additif de la catégorie 

des p-groupes finis sur k dans celle des Dk-modules finis ce 

foncteur induit une équivalence entre ces deux catégories. 

iii) Notons 1D le foncteur contravariant additif de la catégorie des p

groupes finis sur k dans elle-même gui à G associe son dual de 

Cartier. Il existe une équivalence naturelle entre les foncteurs M' 

et M•ID . 

Démonstration : soit l'algèbre affine du p-groupe fini G . Soit 

R = BG l'algèbre affine du dual de Cartier ID(G) de G . Comme ID(ID(G)) 

s'identifie à G, on sait (cf. n°I.5.5) que, pour tout k-anneau S, le 

groupe G(S) s'identifie canoniquement au groupe multiplicatif de l'anneau 

R ®k S formé des éléments a, vérifiant /::,a, = a ®a. et e:a. = 1 . 

Comme R est un k-anneau fini, on voit que l'anneau CJ\(R) défini au 

n°II.6.3 s'identifie canoniquement à l'anneau R ~\ Ci\(k) = R ®k Ck ; on peut 

donc identifier le groupe G(Ck) au groupe multiplicatif C(G) formé des élé

ments a, de Ci\(R) vérifiant /::,a, = a, 0 a, et e;a, = 1 

On vérifie immédiatement que, dans cette identification, pour tout nombre 

premier e c/ p , l'application ue qui vient d'être définie correspond à l'en

domorphisme Ue de l'anneau Ci\(R) , défini en II.6.5. Par conséquent le 

groupe M' (G) s'identifie canoniquement au groupe multiplicatif 

CT(G) = ! a, E Ci\(R) 1 /::,a, = a,@a, I e:a, = 1 , u ea, = 1 , pour tout e f p 1 

Comme e:a, = 1 implique que a, appartient au groupe noté CC(R) 

en II. 6. 3 et comme le groupe CCT (R) a été défini comme le sous-groupe de 

CC(R) formé des a, vérifiant U ea, = 1 , pour tout e c/ p , on a 

CT(G) = )a E CCT(R) l 1::.a. = a.®a, , e:a, = 1 ! 
Considérons alors l'isomorphisme CER : CW k (R) ..... CCT' (R) (prop. II. 6. 6). 

Le module de Dieudonné M(ID(G)) du groupe ID(G) s'identifie à l'ensemble 

des .ê. E CWk (R) vérifiant f::..ê. = .ê.® 1 + 1 ®.ê. (avec des notations évidentes). 

On voit donc que CER définit un isomorphisme du groupe M(ID(G)) sur le 

groupe 

CT l (G) ) a, E CCT' (R) 1 t,a, 
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Montrons que CT(G) = CT 1 (G) : 

■ comme G est un p-groupe fini tout élément de G(Ck) est d'ordre une 

puissance de p ; comme CT(G) est isomorphe à un sous-groupe de G(ck), 

tout élément de CT(G) est d'ordre une puissance de p et appartient donc 

à CCT'(R) qui, comme R est un k-anneau fini, est le sous-groupe des 

éléments de CCT(R) d'ordre une puissance de p ; d'où CT(G) c CT1 (G) 

■ avec soit a E CT 1 (G) ; alors a 

on sait (cf. n° 3 .1) que les a sont tous dans l'idéal d'augmentation de 
-n 

R ; on a donc E:_io(G) (a -n) = 0 

on en déduit que e; (a) = 1 et 

pour tout n ; comme a = TT F(a T ) , 
-n -n 

a E CT(G) 

On a donc construit un isomorphisme pG du groupe M(ID(G)) sur le 

groupe M'(G): soit .9.. = ( ... ,a_n, ... ,a_ 1 ,a 0) E M(ID(G)) et soit cp = pG(_§_) 

si l'on pose a = CER(a) = TT F(a T ) et si l'on réécrit a sous la forme - -n -n 
a = I: b ë , on voit que cp est défini par 

s s 

cp(x) = I: x(b )8 , pour tout xE BG = R' 
s s 

Par transport de structure M' (G) devient alors un Dk -module à gauche 

montrons que cette structure satisfait l'assertion (i) de la proposition : 

-n 
■ soit e:Ek;ona [e;]a=( ... ,e;P a , ... ,e:a) et 

-n - _ -n o 
[da= TTF(e:P a T ) = I: e;sb 9 ; donc, si xEBG , 

-n -n s s 
([e;] cp)(x) = I:x(e:sb ë ) = L e;sx(b )ë et [d cp = v o cp ; 

s s s s € 

■ on a 
p p 

Fa= ( ... ,a , ... ,a 0) -- -n 
(Frn)(x) = I; x(bP)ë 
-~ s s 

p p-
et Fa = TT F (a T ) = I: b e ; donc, si - -n -n s s 
; mais, pour tout b ER , on a x(bp) = (t, x)(bilf) 

p 
(en appelant 6P le p-ième itéré du co-produit dans BG) et 

6 x = VB (x) + y , où y est un tenseur obtenu par "symétrisation" d'un 
P G 

certain tenseur z ; on voit donc que x(bp) = ((VB x)(b))p o((VB x)(b)) ; 
G G 

d'où ([cp)(x) =I,o((VBGx)(bs))Ss, donc [cp = (o)ocpoVBG 

■ on a Y..9.. = ( ... ,a_n_ 1 , ... ,a_ 1) et Y.a= TTF(a_n_ 1T_n) = Z::::bs/pës; donc, 

si xEBG, (Vcp)(x)=Z::::x(b/)ë ;enutilisantlefaitque Va =a , 
- s p s R -n -n-1 

on voit que b / = V Rb ; en raisonnant comme précédemment, on voit que 
s p s 1 -1 

o(x(VRbs)) =xP(bs); donc (Y.cp)(x) =Lo- (xp(bs))ës et Y.= (cr )ocpoFBG' 

Il est clair que l'isomorphisme pG est fonctoriel en G . La proposition 

résulte alors du théorème 1 du § 1 . 
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Remarques : 

1.- Notons v l'endomorphisme du k-anneau /\k défini par 

v(I: a 8 ) = I: a 8 On voit que pour tout cp E M' (G) , on a aussi Y.cp = Vocp. 
s s s sp 

2. - Lorsque le p-groupe fini G est connexe, on peut, dans la construc

tion qui précède, remplacer, avec les notations du n° II. 6. 2, l'anneau Ck = C/\(k) 

par l'anneau C/\u(k) = lim /\ (k) {qui est le sous-anneau de Ck formé des 
- m 

I:_ases , avec les as presque tous nuls). Si, en effet, m est un entier 
SES 
tel que F~ = 0 , on voit que G(Ck) = G(/\m (k)) 

5.2. Nous allons construire de deux manières différentes le dual d'un Dk

module fini. Il sera commode de la considérer comme un Dk -module à droite. 

Pour cela, observons que tout Dk -module à gauche M peut être considéré 

comme un Dk-module à droite, et vice versa, si l'on pose, pour tout xEM, 

~ ax = xa , pour tout aEA , 

/ Ex = xY. et Yx = xE . 

En particulier, ceci permet de considérer tout Dk -module fini aussi bien 

comme un Dk -module à gauche que comme un Dk -module à droite, ce que nous 

ferons désormais. 

Si M est un Dk-module fini, nous notons M' = HomA (M,K/A) le A

module des applications A-linéaires de M dans K/A . On peut le munir d'une 

structure de Dk-module fini en posant, pour tout u E M' , tout x E M : 

(au)(x) = (ua) (x) = au(x) , pour tout a E A , 

(I.u)(x) (uY.)(x) cr(u(Y.x)) , 

(Y. u) (x) (uf)(x) 

Il est clair que M ,__ M' est un foncteur contravariant additif de la caté

gorie des Dk -modules finis dans elle-même, induisant une dualité sur cette ca

tégorie. 

Pour nE Zl , posons A 
n 

K/A si n<0 et A =K/p-nA 
n 

et considérons le A-module eTk = n An . Avec des notations 
nEZl 

tout élément de eTk s'écrit d'une manière et d'une seule sous 

I: a T , avec 
nEZl n n 
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si n < 0 

si n;:;,: 0 

On munit (8) Tk d'une structure 

l a(L a T ) = I: aa T , 
n n n n 

F(La T ) = I:a(a )T +l , - n n n n 

V(La T) = LPa- 1(a )T l, 
- n n n n-

et 

de Dk-bimodule en posant 

(I: a T )a = I: on(a)a T , 
n n n n 

Œ a T )F = I: a T +l , n n- n n 

(L a T )V = I: pa T 1 n n - n n-

(on prendra garde qu'ici la structure de Dk-module à droite n'est pas la struc

ture à droite induite par la structure de Dk-module à gauche). 

Si M est un Dk-module fini, nous notons M'' = HomD (M,@Tk) le Dk-
k 

module à droite des applications Dk -linéaires à gauche de M dans (8) Tk . Il 

est clair que M ..... M* peut être considéré comme un foncteur contravariant ad

ditif de la catégorie des Dk -modules finis dans celle des Dk -modules à droite. 

PROPOSITION 5 . 2. - Pour tout Dk -module fini M , M* est un Dk -module 

fini. Les foncteurs M ..... M' et M ...... M* de la catégorie des Dk-modules 

finis dans elle-même sont naturellement équivalents. 

Démonstration : pour tout cp E M* et tout x E M , posons 

cp(x) = I; (x,cp) T . 
mE~ m m 

Pour tout entier n ~ 0 , on a 

en particulier 

(1) 
-n n 

(x,cp) = a ((I x,qi) 0) , pour tout n;:;,: 0 • 
-n 

n _.n n n -n 
De même, on a qi(Y x) = I: (v x,cp) T = V qi(x) = I: p a ((x,qi) )T 

m - m m - m m m-n 
en 

particulier pno-n((x,qi)n) = (Ynx,qi) 0 ou encore 

( 11) 
-n n n 

(x,qi)n = p a ((Y x,cp) 0) , pour tout n;:;,: O 

Pour tout qi E M* , soit riM(qi) l'application de M dans K/A définie 

par riM(qi) (x) = (x ,qi) 0 , pour tout x E M 

Il est clair que riM(qi) E M' et que l'application riM Mi' __, M' est 
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A-linéaire. Si l'on pose u = riM(cp) , on voit que 

-1 -1 
(uf)(x) = o (u(fx)) o ((.Ex,cp) 0) ; 

d'autre part riM(cp.E)(x) = (x,cp.E) 0 ; mais (cp.E)(x) = cp(x).E = L (x,cp)mTm+l , 

donc riM(cpf)(x) = (x,cp)_ 1 = o- 1 ((.Ex,cp) 0) , d'après (1) , et riM(cp.E) = riM(cp)f 

De même, on a (u.Y_)(x) = o(u(.Y.x)) = o((.Y.x,cp) 0) ; d'autre part 

riM(cp.Y_)(x) (x,cp,Y.) 0 ; mais (cp.Y_)(x) = cp(x).Y. = I;p(x,cp)mTm-l donc 

riM(cp.Y_)(x) p(x,cp\ = o((Vx,cp) 0) , d'après (l') ; et riM(cp.Y_) riM(cp).Y. . L'ap-

plication riM est donc Dk -linéaire à droite. 

Pour tout u E M' , soit Tlrv/u) l'application de M dans définie 

par 
C0 -n n co -n n n 

riM(u)(x) = L o (u(.E x))T -n + L p o (u(V x))T . 
n=l n=0 - n 

On vérifie immédiatement que riM(u) E M* et on déduit des formules (1) et 

(l') que riM et riM sont des applications réciproques l'une de l'autre, 

donc que riM est un isomorphisme de M* sur M' . En particulier, M* 

est un Dk -module fini. 

Enfin, il est clair que l'isomorphisme 

qui achève la démonstration. 

est fonctoriel en M , ce 

5. 3. Nous allons montrer maintenant que, si G est un p-groupe fini sur k , 

le Dk -module fini M' (G) s'identifie au dual de M(G) . 

Pour cela nous utiliserons de façon essentielle l'isomorphisme tuk de 

sur 

Rappelons 

mé des éléments 

n n+l 
p :,;; s < p et 

et (~ 3 ) . 

Notons 

défini en II. 6. 7. 

(cf. prop. II. 6 .11) que le Dk -module à gauche (8)k est for-

I: b 8 , avec b EK/A si s<p, b EK/p-nA si 
sElN[l/p] s s s s 

n;;,:l, assujettis à vérifier des conditions notées (~1), (~ 2) 

l'ensemble des Lb 8 E ek s s 
vérifiant b = 0 si s n'est 

s 
pas une puissance entière (positive ou négative) de p . Il est clair que c'est 

un sous-Dk-module à gauche de (8)k . Si, pour tout nE ~ , on pose T = 8 n n' p 

on voit que les éléments de 

avec a E K/A si n:,;; 0 
n 

(8)Tk' peuvent s'écrire sous la forme I: a T , 
n n 

a E K/p-nA si n > 0 . Ceci permet d'identifier 
n 
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@Tk à une partie du Dk -bimodule @Tk défini au n° précédent. On constate 

facilement que @Tk est en fait un sous-Dk -module à gauche de @Tk ; si l'on 

explicite les conditions (;p1) , (;p 2) et (;p 3) pour les éléments de la forme 

I; a T , on vérifie immédiatement que @Tk' s'identifie à la partie de torsion n n 
de @Tk , autrement dit au sous-Dk -module à gauche de @Tk formé des élé-

ments dont l'ordre est une puissance de p • En particulier @Tk est stable 

pour l'action de Dk à droite et peut donc également être considéré comme un 

Dk -bimodule. On voit que, pour tout Dk -module fini M , 

M* = HomD (M,@Tk) = HomD (M,@Tk) 
k k 

Soit maintenant G un p-groupe fini sur k et soit BG son algèbre 

affine. Il résulte de la proposition 1. 2 que l'application qui à cp : BG .... Ck 

associe la restriction de CWk(cp) : CWk(BG) .... CWk(Ck) à M(G) est un iso

morphisme du groupe G(Ck) sur Homnk(M(G),CWk(Ck)) . En composant avec 

l'isomorphisme mk : CWk (C) .... @k ,on obtient un isomorphisme 

qui est visiblement fonctoriel en G . 

PROPOSITION 5 . 3. - Soit G fil! p-groupe fini sur k . L'application ÀG in

duit, par restriction à M' (G) , un isomorphisme du Dk-module M' (G) ~ 

M(G)* = Homnk (M(G) ,@Tk) (autrement dit, si cp E G(ck) , ÀG (cp) E M(G)* si et 

seulement si cp E M' (G) et l'isomorphisme de la structure de groupes de M' (G) 

.fil!L M(G)* induit par ÀG est Dk -linéaire). 

Démonstration : soit k une clôture algébrique de k et soit e E k 
L'application \Je : Ck .... Ck(e) , définie au n° 5 .1, induit une application 

CWk(\Je:) : CWk(Ck) .... CWk(Ck(e:)) . Comme les applications mk et mk(e:) sont 

des isomorphismes, il existe une application \Je: : @k .... @k(e:) et une seule 

qui rend le diagramme 

commutatif. On voit facilement que v (I:a e ) = I;[e:] sa 8 , pour tout 
€ s s s s 
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I: a 8 E ®k (on a noté [e] le représentant multiplicatif de e dans A). 
s s 

Notons encore "G l'application de G(Ck(e)) 

qui à $ BG - ck(e) associe œk(e) ° CWk ($) \ M(G) 

dans HomDk (M(G) ,®k(e)) 

. Il est clair que, si 

cp E G(Ck) , "G (\/ 8 o cp) = v8 o "G (cp) 

En particulier, pour tout nombre premier e /; p , comme u (cp) = L \/ o cp e e 
eEµe 

(cf. n°S.l), on a >..G(ue(cp)) = L 
eEµe 

v 8 o "G (cp) . On a donc, pour tout s. E M(G), 

si "G(cp)(a) =La e , "G(ue(cp))(§_) = L ( L ssa e ) = L ( L es)a e = e( La e), 
- SS SS SS SS 

eEµe sES sES eEµe sESe 

où Se désigne l'ensemble des éléments de S = lN[l/p] divisibles par e . 

Par définition, cp est dans M' (G) si et seulement si u/cp) = 0 , pour 

tout e ; ou encore si et seulement si "G (ue (cp)) = 0 , pour tout e . Cela 

revient à dire que, pour tout a E M(G) , si "G(cp) (a) = La 8 , on a a = 0 
- - SS S 1 

pour tout s E S divisible par un nombre premier différent de p ; ou encore 

que 

que 

a = 0 si s n'est pas une puissance entière de 
s 

cp E M' (G) si et seulement si "G (cp) E M(G)* . 

p • On en déduit bien 

La restriction de "G à M' (G) est donc bien un isomorphisme de la 

structure de groupe de M' (G) sur M(G)* et, pour achever la démonstration 

de la proposition, on voit qu'il suffit de vérifier que, pour tout cp E M'(G) , 

"G(cp[E:)) = "G(cp)[E:] , pour tout e E k , 

"G (cp.f.) = "G (cp)E. 

"G (cpY) = "G (cp)Y 

■ Pour tout eEk, on a cp[e] = [e]cp = \/ 8 °cp et "G(cp[e]) = ~ 8 °>..G(cp) 

donc, pour tout s.E M(G), si "G(cp)(§_) = L,bnTn = I:bn8 n, 
n P 

>..G(cp[e] )(_g_) = Lb [e] P 8 = Lb crn([e])Tn = Œb T )[e] , d'où 
n Pn n n n 

"G(cp[e]) = "G(cp)[e] . 

■ On a cpf. = ycp = vocp , d'après la remarque 1 du n° 5 .1. Si v : ®k - ®k 

est définie par v(L C e ) = L C e , on voit que cüko CWk(v) = Voffik 
s s s sp 

Pour tout a E M(G) , si "G (cp)(s.) = Lb T = Lb 8 n , on a donc 
- - nn np 

"G(cpE_)(s.) = vŒbnTn) = LbnTn+l = (LbnTn)E. , d'où >..G(cp.E) = >..G(cp)E_ 
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■ Par définition, on a cpy_ = fcp = (o)acpoVB . 
G 

Il est clair que si (o) : @k ~ @k est l'application définie par 

(Ô)Œc 8 ) = I:o(c )8 , on a iiik°CWk((o)) = (Ô)amk . s s s s 

D'autre part, si .§. = ( ... ,a_n, ... ,a 0) E M(G) , on sait (n°3.l) que 

v8G(a_n) a-n-l , pour tout n , et on en déduit que CWk(v8 G)(.9.) = Y..2. 

On a alors, pour tout .§. E M(G) , 

Si ÀG(r~)(a) = Lb T , -.- - n n on voit que 

(Ô-)(Y.(ÀG(cp)(-9.))) = <Ô-)Œpo- 1(b )T 1) 
n n-

d'où ÀG (cpY.) = ÀG (cp)Y. . 

(( Ô-)a iiik o CW k (cp)HY..2.) 

( Ô) (Y.(ÀG (cp)(-9.))) . 

= I; pb T l n n-

COROLLAIRE 1. - Les foncteurs G - M' (G) et G - M(G)" de la catégorie 

des p-groupes finis sur k dans celle des Dk -modules finis sont naturellement 

équivalents. 

C'est clair puisque l'isomorphisme canonique de M' (G) sur M(G)" 

défini dans la proposition 5. 3 est visiblement fonctoriel en G 

COROLLAIRE 2. - Les foncteurs G - M(ID(G)) et G - (M(G))' de la catégorie 

des p-groupes finis sur k dans celle des Dk -modules finis sont naturelle

ment équivalents. 

Il suffit de composer les équivalences naturelles 

MŒ?(G)) -M'(G) ,....._. M(G)" ,_ (M(G))' 

définies par la proposition 5. 1, le corollaire 1 à la proposition 5. 3 et la pro

position 5. 2. 

COROLLAIRE 3. - Pour tout p-groupe fini G sur k , notons MD(G) le mo

dule de Dieudonné de G au sens de Gabriel ou Manin (tel qu'il est décrit 

par exemple dans [15] , chap. III). Les foncteurs M et MD de la catégorie 

des p-groupes finis sur k dans celle des Dk -modules finis sont naturellement 

équivalents. 

Il est clair qu'il suffit de démontrer ce résultat d'une part pour les 

groupes unipotents, d'autre part pour les groupes de type multiplicatif. 
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Si G est unipotent, on vérifie que MD (G) s'identifie à 
u 

Hom(G,CWk) c M(G) = Hom(G,CWk) mais, pour n assez grand, on a 

V~ = 0 , donc Yni! = 0 , pour tout Il E M(G) et M(G) = MD(G) 

Si G est de type multiplicatif, on a, par définition, MD(G) = (M_o(ID(G)))'; 

comme ID(G) est unipotent, MD(ID(G)) =- M(ID(G)) et l'assertion résulte du 

corollaire 2. 

§ 6. - Groupes formels lisses. 

6. 1. Soit G un p-groupe formel sur k et soit M = M(G) . On sait 

(n° I. 9. 6) que G est lisse si et seulement si F G est un épimorphisme ; on 

voit que ceci revient à dire que l'action de I. sur M est injective. S'il en 

est ainsi, M/[M s'identifie, d'après la proposition 4.3, à t" (k) 
G 

et G 

est de dimension finie si et seulement si M/I.M est un k-espace vectoriel 

de dimension finie ; ces deux dimensions sont alors égales. 

Pour tout p-groupe formel G sur k , et tout 

sous-groupe de G noyau de Fn . Il est clair que 
G 

TI\T GF n E "" , notons le 

M(G)/I.nM(G) Le groupe G 

ou encore si et seulement si 

et seulement si l'action de I 

est connexe si et 

M(G) s'identifie à 

n 
M(GF) s'identifie à 
- n 

seulement si G = l!ni GF 
n 

11B1 M(G)/I.nM(G} I i.e. 

sur M(G) est topologiquement nilpotente. 

I 

si 

Pour tout p-groupe formel G sur k , et tout n E ThJ , notons Gn le 

noyau de la multiplication par pn dans G • Il est clair que 

tifie à M(G)/pnM(G) et que, comme G = l!..!P Gn , on a 

M(G) 

M(G) 
- n 

s'iden-

Rappelons que la catégorie des groupes p-divisibles (ou de Barsotti-Tate) 

sur k s'identifie à la sous-catégorie pleine de celle des p-groupes formels 

sur k dont les objets G ont la propriété suivante : il existe un entier h 

tel que, pour tout n , 

hauteur de G . 

G est d'ordre pnh ; l'entier h s'appelle alors .lli. 
n 

On voit que si G est un groupe p-divisible sur k , de hauteur h , 

M(G}/pnM(G) est un (A/pnA)-module libre de rang h , donc que M(G) est 

un A-module libre de rang h . Réciproquement si G est un p-groupe formel 
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sur k tel que M(G) est un A-module libre de rang fini, on voit que G 

est p-divisible. Enfin, il est clair que tout groupe p-divisible sur k est lis

se de dimension finie. 

Le théorème 1 implique la proposition suivante : 

PROPOSITION 6 .1. - Le foncteur M induit une anti-éguivalence entre la caté

gorie des p-groupes formels lisses sur k et celle des Dk -modules A[.[.] -

profinis sur lesquels l'action de .E est injective. Si G est un p-groupe for

mel sur k et si M = M(G) 

i) le groupe G est connexe si et seulement si l'action de .E .fil![ M 

est topologiquement nilpotente ; 

ii) le groupe G est de dimension finie si et seulement si M/EM est 

.l:!.!l k-espace vectoriel de dimension finie (celle-ci est alors égale à 

la dimension de G ) ; 

iii) le groupe G est p-divisible si et seulement si M est un A-module 

libre de rang fini (celui-ci est alors égal à la hauteur de G). 

Remarques : 

1.- Soit M un A[E]-module profini sur lequel l'action de .E est in

jective. Pour qu'il existe une structure de Dk -module sur M qui prolonge la 

structure de A[.[] -module, il faut que pM c f.M ; on voit que cette condition 

est aussi suffisante et qu'alors cette structure est unique : pour tout .ê.E M , 

Y..ê. est l'unique 12. E M tel que f.12. = P.ê. . On peut donc dire que ~ in

duit une anti-équivalence entre les p-groupes formels lisses sur k et les 

A[E] -modules profinis M sur lesquels l'action de .E est injective et qui 

vérifient pM c f.M . 

2. - Si G est un k-groupe formel lisse et connexe, de dimension finie, 

on a M(G) = lim M(G)/FnM(G) , chaque quotient étant muni de la topologie - ~ - - -
discrète. Ceci permet de considérer M(G) comme un A[[.[]] -module et l'on 

voit que c'est un A[Œ]] -module de type fini. De la même manière que dans 

la remarque 1, on voit que l'on peut dire que M induit une anti-équivalence 

entre k-groupes formels lisses et connexes de dimension finie et A[[.[]] -

modules M de type finis sur lesquels l'action de .E est injective et qui vé

rifient pM c f.M 
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Soit toujours G un k-groupe formel lisse et connexe de dimension finie 

et soit M = M(G) . Soit R un k-anneau fini ; on sait (th.1) que G(R) 
cont ,,..... 

s'identifie canoniquement au groupe HomD (M,CWk(R)) des applications Dk-
,,..... k 

linéaires continues de M dans CWk (R) ; on voit qu'une telle application est 
~c -"'C 

toujours à valeurs dans CWk(R) ; comme l'action de .E sur CWk(R) est nil-
"" C potente, on peut considérer CW k (R) comme un A[[.E]] -module. On voit que 

,..._ C 
G(R) s'identifie encore au groupe HomA[[E]] [Y] (M,CWk(R)) des applications 

A[[.E]] -linéaires de M dans êw~(R) qui commutent à l'action de Y. (les 

hypothèses de continuité sont inutiles). 

3. - Le même type de considérations montre que l'on peut dire que M 

induit une anti-équivalence entre groupes p-divisibles sur k et A[.E] -

modules M qui sont des A-modules libres de rang fini tels que pM c FM 

Ou encore entre groupes p-divisibles sur k et Dk -modules qui sont 

des A-modules libres de rang fini (la topologie sur M qui est la topologie p

adique "ne sert plus à rien"). 

En particulier, soit G un groupe p-divisible sur k , soit M = M(G) 

et soit R un k-anneau fini. On voit que toute application A-linéaire de M 
/'.. 

dans CWk(R) est continue et l'on a, avec des conventions évidentes, 

cont ,..._ ,,,..__ 
G(R) = HomD (M,CWk(R)) = HomD (M,CWk(R)) 

k k 

6. 2. Soit G un p-groupe formel sur k qui est limite inductive de groupes 

finis (c'est le cas si G est un p-groupe formel lisse et de dimension finie, 

en particulier si G est un groupe p-divisible). Soit R son algèbre affine et 

soit M = M(G) Soit (Gi)iEI l'ensemble des sous-groupes finis de G 

Pour tout i E I I soit Ri l'algèbre affine de G. et soit M. = M(Gi) ; on a 
1 1 

donc R = lim R. et M 1_01 M. - 1 1 

Pour tout k-anneau s (pas nécessaire ment fini) notons G(S) le groupe 

des homomorphismes continus de R dans S (muni de la topologie discrète) ; 

on a donc G(S) = lim G. (S) 
- 1 

PROPOSITION 6. 2. - Soit G un p-groupe formel sur k gui est limite induc

tive de groupes finis et soit M = M(G) . Pour tout k-anneau S le groupe 

G(S) s'identifie canoniquement (et fonctoriellement en S) au groupe 
cont 

HomD (M,CWk(S)) des applications Dk-linéaires continues de M dans CWk(S). 
k 
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Démonstration : on sait (proposition 1. 2) que, pour tout i E I , le groupe 
cont 

G/S) s'identifie à HomDk(Mi 1 CWk(S)) = HomDk (Mi1 CWk(S)) . Comme 

M = lim M. , on a G(S) = lim Hom~ont(M. ,CWk(S)) et tout revient à montrer 
- l - K 1 

que si uEHomt~nt(M,CWk(S)) , son noyau est ouvert. 

Il résulte facilement de ce que M est profini qu'il existe un entier 

r ~ 0 et un idéal nilpotent n de S tel que, avec les notations du n° II. 1. 6, 
t 

u(M) c CWk(S,n,r) . Pour tout entier t~l , notons CWk(n) le sous-Dk-

module fermé de CWk(S,n,r) formé des covecteurs dont toutes les composan

tes sont dans nt et ~ l'image réciproque par u de CWk (nt) . Comme 

CWk(n) est ouvert dans CWk(S,n,r) , M1 est ouvert dans M ; comme n 

est nilpotent, Mt est égal au noyau de u dès que t est suffisamment 

grand et il suffit de démontrer le lemme suivant : 

LEMME 6. 3. - Pour tout entier 

Démonstration : posons 

t ~a Pour tout a E n , notons 

t ~ 1 , Mt+l 

E = nt/nt+l 

est ouvert dans Mt . 

t t+l 
et CWk(E) = CWk(n )/CWk(n ) 

son image dans E . On vérifie immédiatement 

(a ) ElN -n n 
induit, par passage au quotient, un isomorphisme du groupe topologique sous

jacent à CWk (E) sur ElN (la topologie de ElN étant la topologie produit, 

avec la topologie discrète sur chaque composante). Si on l'utilise pour identi

fier CWk(E) à ElN , on voit que CWk(E) est un Dk-module tué par f. 

ce qui permet de le considérer comme un k[YJ -module, et que, pour tout 

§'. 

xEk 

Il est clair que Mt est un Dk-module profini et que u induit une ap-

plication Dk -linéaire continue u' de Mt dans CWk(E) dont le noyau est 

Mt+l et contient f_Mt Posons Mt = M/fMt ; c'est un k[.Y:] -module profini 

et, par passage au quotient, u' induit une application k[.Y:] -linéaire conti

nue u : i'\ ..... CW k (E) ; on voit qu'il suffit de démontrer que le noyau de u 

est ouvert dans ~ . 

Soit l'application qui à (a _n)nElN associe 

est clair que 8 est k-linéaire continue. L'application 8 °Ü est donc k

linéaire continue et son image est un sous-k-espace vectoriel de dimension fi-
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nie E' de E . En utilisant le fait que l'application Ci est Y-linéaire, on 

voit facilement que l'image de u est contenue dans le sous-k[.Y.] -module 

CWk(E') de CWk(E) formé des covecteurs dont toutes les composantes sont 

dans E' . Comme l'anneau k EB E' (où la multiplication est définie par 

(x+a)(y+b) = xy + (xb +ya) , pour x,y E k , a, 5 E E') est fini, tout 
cont ~ , _ cont ~ , _ cont ~ , 

u E Homk[.Y.] (Mt,CWk(E )) - HomDk (Mt,CWk(E )) - HomDk (Mt 1 CWk(kEBE )) a 

son noyau ouvert (en effet Q(i\HkEBE') s'identifie à Hom~0 n\i:\,cwk(kEBE')) 
k 

et, comme ~ est profini, le groupe formel §0\\) est réunion de ses sous-

groupes finis). 

Remarque : si le noyau de la multiplication par p est un groupe fini (en par

ticulier si G est un groupe p-divisible), toute application Dk -linéaire de M 

dans CWk(S) est continue et on a donc aussi G(S) = HomDk(M,CWk(S)) 

6.3. Soit G un groupe p-divisible sur k et soit, pour tout 

le noyau de la multiplication par pn . La multiplication par p 

n E IN , G n 
définit un 

épimorphisme de 

me de ID(G ) 
n 

Gn+l sur Gn ; on en déduit, par dualité, un monomorphis

dans ID(Gn+l) . On voit que l!.p ID(Gn) est un groupe p-

divisible sur k , de même hauteur que G ; nous le notons et l' ap-

pelons le dual de G ; il est clair que ID définit de manière évidente une p 
dualité dans la catégorie des groupes p-divisibles sur k . 

Soit mainten.:int M un Dk -module qui est un A-module libre de rang fi-

ni on munit le A-module Md des applications A-linéaires de M dans A 
d 

d'une structure de Dk-module en posant, pour tout u E M et tout .È. E M 

La correspondance M - Md définit, de manière évidente, une dualité dans 

la catégorie des Dk -modules qui sont des A-modules libres de rang fini. 

PROPOSITION 6 .4. - Les foncteurs et G ,._, M(ID (G)) - - p de la ca-

tégorie des groupes p-divisibles sur k dans celle des Dk-modules sont na

turellement équivalents. 

Cela résulte immédiatement du corollaire 2 à la proposition 5. 3. 

6 .4. Pour terminer ce paragraphe, nous allons donner une interprétation élé

mentaire du module de Dieudonné d'un groupe formel lisse et de dimension finie. 
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Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur k et soit 

R son algèbre affine. Appelons relèvement lisse de R la donnée d'un A

anneau spécial R (au sens du n° II.5 .4) et d'un isomorphisme de 

R/pot ""' R®A k sur R . Un tel relèvement existe toujours (si R = TT Ri est 

la décomposition de R en produit d'anneaux locaux, alors, pour chaque i , 

un choix de coordonnées permet d'identifier Ri à l'anneau des séries formelles 

ki[[X1 ,x2 , ... ,Xd]] à coefficients dans une extension finie ki de k ; on 

peut prendre 6t = TT oti , avec °"i = W(ki)[[X 1 , ... ,Xd]] et l'isomorphisme 

évident de R/pR sur R) ; il est unique à isomorphisme non unique près. 

Soit t,, : R .... R ®k R le coproduit et soit 6 : R .... R ®AR un homomorphis

me continu de A-anneaux qui relève 6. (un tel homomorphisme existe toujours 

-on ne demande pas qu'il munisse R d'une structure de bigèbre formelle). Il 

est clair que Z se prolonge, de manière unique, en un homomorphisme conti-
Aan /4'--. an A 

nu de RK dans ( R ®A R)K que nous notons encore 6. • 

Pour tout 
Aan 

a. E RK , posons 

c'est un sous-A-module de P(rt) contenant pR ; on voit que 77(:i:!R (G) ne dé

pend pas du choix du relèvement 3. de 6. (si 3. 1 est un autre relèvement 

de 6. , on a Z 113 = Zs (mod pR) , pour tout i3 ER ; tout élément de P (oi) 

s'écrit comme une somme infinie d'éléments de la forme 

et nE IN , et l'on a Z113Pn = 2,13Pn (mod pn+lR) donc 

n 
p-n13P , avec 13 ER 

3.1 (p-n13Pn) = t,(pn13Pn) 

(mod pR)). 

Posons MHR (G) = 71(:i:! R (G)/pR . On peut considérer MHR (G) comme un 

sous-A-module de P(R)/pR . D'après la proposition 5. 5 du chapitre II, l' appli-

cation définit un isomorphisme de CWk(R) sur P(R)/pR ; en particulier, 

P(R)/pR devient, par transport de structure, un Dk-module. On sait que M(G) 

est le sous-Dk -module de CWk (R) formé des covecteurs .§. tels que 

.§.© 1 - 6..§. + 1 ®.§. = 0 ; on en déduit le résultat suivant : 

PROPOSITION 6. 5. - Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie 

fil!!'.. k et soit R un relèvement lisse de l'algèbre affine de 

MHO'l(G) est un sous-Dk -module de P(R)/pR et l'application 

isomorphisme de M(G) .§lU' MHR (G) . 
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CHAPITRE IV 

GROUPES FORMELS LISSES SUR UN ANNEAU DE VALUATION DISCRÈTE 

§ 1 . - Le cas e = 1 . 

1. 1. Soit G un p-groupe formel lisse de dimension finie sur A = W(k) et 

soit R son algèbre affine. Soit Gk = G ®A k la réduction de G modulo p 

c'est un groupe formel lisse de dimension finie sur k dont l'algèbre affine 

s'identifie à Rk = R ®A k = R/pR . On voit, avec les conventions de II.5.4 et 

III.6.4, que R est un A-anneau spécial qui est un relèvement lisse de Rk. 

(resp. llk : Rk _, Rk ®k Rk) le coproduit relatif à G 

(resp. à Gk) 

gement de 6 à 

Notons '?li l:I (G) 

il est clair que 6 
Aan 

relève 6k . Notons encore .6 le prolon-

RK et, pour tout 
Aan A A 

a. E RK , posons oa. = a.® 1 - 60. + 1 ®a.. 

le sous-A-module de 
Aan 
RK formé des a. E P(R) tels que 

;,,a E pR ®AR et MH(G) le quotient de 

du n° III. 6.4, on a 'ml:l(G) = 'ml:IR(Gk) et 

de la proposition 6.5 du chapitre III que 

module de Dieudonné 

'ml:l(G) par pR . Avec les notations 

MH(G) = MHR(Gk) . Il résulte donc 

MH(G) s'identifie canoniquement au 

Notons .l:(G) l'ensemble des éléments a de P(R) tels que oa. = 0 

Il est clair que .l'.(G) est un sous-A-module de 77/l:l(G) . Nous notons p(G) 

l'application A-linéaire 

.l:(G) inclusion 
77/l:l(G) 

proj. can. 
MH(G) iso. can. 

L'image par p(G) de p.1'.(G) est contenue dans p!'{[(Gk) c I~(Gk) on en 

déduit, par passage aux quotients, une application k-linéaire p(G) de 

.l'.(G)/p.l'. (G) dans M(Gk)/.IM(Gk) 

PROPOSITION 1. 1. - Soit G un p-groupe formel lisse de dimension finie sur A. 

Posons M = !'{[(Gk) , .I'. = .l'.(G) et p = p(G) . Alors 

i) l'application p : .l'./p.!'. _, M/.IM est un isomorphisme de k-espaces 

vectoriels ; 

ii) le A-module .I'. est libre de rang fini. 
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Démonstration 

i) posons p p(G) . Soit o. E s, si p (o.) = ,2. , ,2. s'écrit comme 

un covecteur ( ... , a , ... , a 0) à coefficients dans 
-n 

choix des relèvements a des a dans R , 

Rk et, quel que soit le 
"' -n-pn 

a. - LJ P a -n E pR . -n -n 

Si o. E s, est tel que p(o.) = .2. E _[M , il existe ..Q = ( ... ,b_n,···,bo) E M 

tel que .2. = I..!2 = ( ... ,b~n•···•b~) . Si, pour tout n , b_n est un relèvement 
-n ~p pn ~ n+l 

de b -n dans R , on a donc o. - I: p (b -n) = o. - I: p-nb~n E pR . Il 

~ ~ -n~pn+l ( ~ -n~pn ) 
existe donc un élément b 1 E R tel que o. = LJ p b = p LJ p b 

n=-1 -n n=O -n+ 1 
-1 

on voit donc que 13 = p o. vérifie 013 = 0 et 13 E P(R) . Donc o. E pl , ce 

qui montre que l'application p est injective. 

Pour montrer que p est surjective, commençons par établir un lemme : 

LEMME 1. 2. - Soit r un entier ;;, 1 et soit o. E P(R) tel que 

Il existe un élément y E ?7!:l:l(G) tel que p(y) E _[M et 
r-1 r+l ~ 

èl (o. - p y) E p R ®A R (on a encore noté p la projection canonique de 

?J!l:I (G) sur M(Gk) = M ) . 

Démonstration du lemme si est le complété formel du groupe ad-----------------------~n 
ditif sur A , R ® s'identifie au groupe des n-cochaînes de G à valeurs 

dans GaA et l'opérateur bord coïncide, en dimension 1 , avec èl 

Si l'on pose oO. = prl3 , alors 13 E R ®AR et vérifie 013 = 0 car 

prol3 = 0 (prl3) = à(oo.) = 0 . Si bO désigne l'image de S dans Rk ®k Rk , 

on a donc ob0 = 0 (où o désigne maintenant l'opérateur bord pour la coho

mologie de Gk à valeurs dans Gak ) . Si l'on pose 

/',.. A 1 /',.. 
..Q = (. .. ,0, ... ,0,b0) E CWk(Rk®k Rk) = C (Gk,CWk) , 

on voit que o..Q = 0 (où, cette fois-ci, èl est l'opérateur bord pour la coho
,,-....._ 

mologie de Gk à valeurs dans CW k ) . Comme b 0 est un tenseur symétrique, 
,/',. 

..Q est un 2-cocycle symétrique. Comme CWk est un objet injectif de la caté-

gorie des groupes formels sur k (théorème 2 du chapitre III), on a 

2 ,,,,...._ 1 /'-.. 
Hs(Gk,cwk) = Extab(Gk,cwk) = 0 

on en déduit l'existence d'un élément Q 

àQ = ..Q . Si l'on désigne par 

donc que 

C -n un relèvement de 

(mod pR®A R) . Posons 

168 

C -n 
dans R , on voit 



GROUPES FORMELS LISSES 

On voit d'autre part que y est un relèvement dans P(R) de 

pc = I.Y..f. = .I( ... , c-n+l '"'' c _ 1) mais l'égalité è_g_ = _g_ montre que 

0 (.Y__g_) = .Y__g_ = 0 , donc que .Y__g_ E M . On voit donc que y E ?Jll:l(G) et que 

p(y) = p_g_ E .IM , d'où le lemme. 

Pour montrer que p est surjective, on voit qu'il suffit de vérifier que 

pour tout i!_ E M , il existe o. E :;, tel que p (o.) = a (mod I M) . 

Si i!_ E M et si o.1 est un élément de P(R) tel que p(o.1) = i!_ , on 

sait que o.1 E ?Jll:I (G) , donc que oo.1 E pR . 

Le lemme permet donc de construire par récurrence une suite 

Y1,y 2 , ... ,yr''" d'éléments de ?Jll:l(G) tels que 
r-1 r+ 1 A 

(o.1 - Y 1 - ... - P Y r) E P R ®A R , pour tout r . 

p(y) E FM 
r - et 

Mais ?Jll:I (G) , extension du A-module pro fini MH(G) (""' M) par le A-

module pR qui est topologiquement libre donc pro fini, est un A-module pro fini. 

Il est donc séparé et complet pour la topologie p-adique. En 
r-1 

rie de terme général p y r converge dans P(R) ; si o. = 
"' r-1 

voit que oo. = 0 et que p(o.) = p(o.1) ~ P p(y) - p(o.1) 
r=l r 

est bien surjective. 

particulier, la sé
"' r-1 

o. 1 - ~ p y , on 
r=l r 

(mod I M ) et p 

L'assertion (ii) est alors évidente : d'après (i), :;, est un A-module de 

type fini ; mais c'est un sous-A-module de P(R) qui est sans torsion ; il est 

donc libre de rang fini (on voit que son rang est égal à dimk (M/.I M) , donc à 

la dimension de G ) . 

1.2. Notons e ./\A la catégorie dont les objets sont les triplets (:;,, M, p) 

■ où M est un Dk -module profini sur lequel l'action de I est injective, 

tel que le quotient M/.I M est un espace vectoriel de dimension finie sur 

k ' 

■ où :;, est un A-module libre de rang fini, 

■ où p est une application A-linéaire de :;, dans M telle que l'applica

tion p : i/p:;, ... M/.IM , induite par passage aux quotients, est un isomor

phisme de k-espaces vectoriels. 

Un morphisme u: (i,M,p) ... (i',M',p') de la catégorie est un 
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couple formé d'une application A-linéaire U • " _, "' s, . .., .., et d'une 

application Dk -linéaire continue uM : M _, M' tel que le diagramme 

u 
s, ~S,' 

pi u p•i 
M~M' 

soit commutatif. 

Il est clair que /\! est une catégorie additive. 

La proposition 6. 1 du chapitre III et la proposition 1. 1 montrent que, si 

G est un p-groupe formel lisse, de dimension finie, sur A , le triplet 
e .S:MA(G) = (.S:(G),M(Gk),p(G)) est un objet de /\A. 

Soit maintenant f : G' _, G un morphisme de p-groupes formels lisses de 

dimension finie sur A . Par réduction modulo p , f induit un morphisme 

fk : Gk _, Gk donc une application Dk -linéaire continue M(fk) : M(Gk) _, M(Gk) . 

Soit, d'autre part, lit (resp. lit') l'algèbre affine de G (resp. G') ; le mor-

phisme f induit un homomorphisme continu 

manière unique, en un homomorphisme continu 

que f* envoie P(lit) dans 
K 

P(lit') et .S:(G) 

f * : lit _, lit' qui se prolonge, de 
* -an - an 

fK litK _, (lit')K . Il est clair 

dans S-(G') . Si l'on note t (f) 

la restriction de f: à .S: (G) , on vérifie immédiatement que le couple 

(S-(f),M(fk)) est un morphisme de la catégorie /\! , i.e. que le diagramme 

est commutatif. 

Ceci permet de considérer .S:MA comme un foncteur contravariant de la 
e catégorie des p-groupes formels lisses de dimension finie sur A dans .I\A 

On voit facilement que ce foncteur est additif. 

Rappelons (cf. n° I. 7. 6) que l'on dit qu'un k-groupe formel H est unipo

tent si H = 1.01 Ker V crn . Si G est un groupe formel sur A (plus généra
H 

lement sur A' , anneau des entiers d'une extension finie totalement ramifiée de 

K = Frac(A) ) , nous disons que G est unipotent si Gk l'est. 

Notons enfin la sous-catégorie pleine de 
e 

/\A dont les 
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objets sont les triplets (J'.,M,p} tels que M est "connexe" (resp. "unipo

tent") i.e. tels que l'action de I (resp. de Y.) sur M est topologiquement 

nilpotente. 

Il est clair que, si G est un p-groupe formel lisse de dimension finie 

sur A qui est connexe, (resp. unipotent), 
u 

J'.MA(G) est un objet de 

(resp. flA) . 

L'objet essentiel de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant : 

THÉORÈME 1. - Si p 1- 2 , le foncteur J'.M A induit une anti-équivalence entre 

la catégorie des p-groupes formels lisses et de dimension finie sur A et la 

catégorie fli 

Pour p quelconque, la restriction de J'.MA aux p-groupes formels lisses 

et connexes (resp. et unipotents) de dimension finie sur A induit une anti-

équivalence entre cette catégorie et 

1. 3. Soit (J'., M, p) un objet de fli . Nous allons lui associer un foncteur co

variant de la catégorie des A-anneaux p-adiques (cf. n° II. 5. 1) dans celle des 

groupes abéliens. 

Soit g un A-anneau p-adique : 

■ nous notons N .l:(g) 

(resp. HomA(J'., gK/pg) 

(resp. dans gK/pg) 

(resp. N~(g)) le groupe HomA(J'., SK) 

des applications A-linéaires de J'. dans 

cont 
■ nous notons GM(g) le groupe HomDk (M,CWk(8i.c)) des applications Dk-

linéaires continues de M dans CWk(gk) (où gk = g ®A k) ; 

■ nous notons i:pp l'application de GM(S) dans N~ (g) qui à u E GM(g) 

associe w g O u O p (où wg : CWk(gk) gK/pg est l'application qui a été 

définie au n° II. 5. 2) ; il est clair que i:pp est un homomorphisme de grou

pes ; 

■ enfin, nous notons G(.1:,M,p)(g) le produit fibré N.l:(g) x O GM(g), où 
N.l:(g) 

le morphisme de N .l:(g) dans N~ (g) est celui qui provient de la projec-

tion de gK sur gK/pg et celui de GM(g) dans N~(g) est i:pp . 

Il est clair que toutes ces constructions sont fonctorielles en S . 
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Choisissons maintenant un p-groupe formel lisse Gk dont le module de 

Dieudonné M 0 = !'{l(Gk) est isomorphe à M (un tel groupe existe et est uni

que, à isomorphisme près, d'après la proposition 6. 1 du chapitre III) ainsi 

qu'un isomorphisme de M sur M0 . 

Soit R l'algèbre affine de Gk et choisissons un A-anneau spécial R 

qui relève R Choisissons enfin un isomorphisme de 1 sur un sous-A-

module 10 de P(R) tel que le diagramme 

1 ......!.._ 1 ~ P(R) 
1 0 ~ pt P(R)/pR 

M -2-M0 c.....- cw k (Rl A 
soit commutatif (il est clair qu'un tel existe toujours) et notons Po l'ap-

. (-1) 
plication A-linéaire 1 ° p O t : 1 0 _, M0 . 

Pour tout A-anneau p-adique g , notons l'ensemble des homomor-

phismes continus du A-anneau R dans g . 

Si x E XR ( g) , x 
~an 

se prolonge, de manière unique, en un homomorphisme 

continu de RK dans gK ; nous notons x 1 
0 

x 1 : 1 _, gK l'application A-linéaire composée 

sa restriction à et 

De même x induit un homomorphisme continu xk : R _, gk donc une 

application Dk-linéaire CWk(xk) : CWk(R) _, CWk(gk) ; nous notons xM 0 

restriction à M 0 et xM : M _, CWk(gk) l'application Dk-linéaire composée 

XM O i 
0 

LEMME 1.3.- Pour tout x E XR(g) , (x1 ,xM) E G( 1 ,M,p)(g) . L'application 

sa 

x >--+ (x1 ,xM) de XR(g) dans G(1 ,M,p)(g) est bijective si p f. 2 ou si M 

est unipotent (i.e. si Gk l'est). 

1. 4. 

soit 

nant 

La démonstration de ce lemme est renvoyée au n° 1. 6. 

Soit alors G un p-groupe 

1MA(G) = (1,M,p) Il est 

Gk = G ® k 
A I MO = M I 

et t = id 
1 

formel lis se et de dimension finie sur A et 

clair que le lemme précédent s'applique en pre-

i = idM I R = l'algèbre affine de G I 
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PROPOSITION 1. 4. - Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur 

A , soit R son algèbre affine, et soit (.l:, M, p) = .l:MA(G) . Soit g un A

anneau p-adigue. Pour tout x E G(g) = Homcont(R,g) , (x.l:,xM) E G(.l:,M,p)(g) 

et l'application x r< (x.l:,xM) est un homomorphisme du groupe G(g) dans 

c'est un isomorphisme si p cJ 2 ou si G est unipotent. 

!?~E:~~s_t_:~!_i_?_El : compte-tenu du lemme 1.3, il suffit de montrer que l'ap

plication x r' (x.l:,xM) est un homomorphisme de groupes, ou encore que cha-

cune des deux applications 

groupes. 

et est un homomorphisme de 

Pour l'application x r' xM c'est clair : on voit que c'est le composé de 

l'application canonique de G(g) dans G(gk) = Gk(gk) par l'isomorphisme ca

nonique de Gk(gk) sur GM(g) résultant de la proposition 6.2 du chapitre III. 

Montrons donc que l'application x ,... x.l: est un homomorphisme de grou

pes. Soit 6 : R - R ®AR le co-produit ; il se prolonge en une application 
Aan Aan A Aan 

llK : RK - RK ®A RK . Soit x et y des éléments de G(g) et soit 

z = x + y . Les applications x, y, z de R dans g se prolongent en des ho-

momorphismes continus xK,YK,zK de 

que zK(a) = (TTgo(xK®yK)o 6K)(a) , où 

multiplication dans gK . Si a E .l: , on a donc 

d'où la proposition. 

Aan 
a E RK , on voit 

est définie par la 

1. 5. Montrons maintenant le théorème 1 pour p i- 2 et pour les groupes uni

potents (et p quelconque). 

Il résulte du lemme de Yoneda qu'un groupe formel topologiquement plat 

sur A est complètement déterminé par la restriction du foncteur en groupes 

qu'il définit à la catégorie des A-anneaux p-adiques. 

Si p i- 2 et si 

conque et si (.l:,M,p) 

e 
(.l:, M, p) est un objet de ·\ (resp. si p est quel-

u 
est un objet de t,.A ), le lemme 1.3 implique qu'il exis-

te un A-anneau spécial R tel que, pour tout A-anneau p-adique g , 

G(.l'.,M,p)(g) s'identifie à l'ensemble des homomorphismes continus de R dans 
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g , et ceci fonctoriellement en g . On voit donc que G (J:,M,p) définit un p-

groupe formel G lisse et de dimension finie sur A , dont l'algèbre affine est 

isomorphe à R On vérifie immédiatement que J:M A (G) s'identifie à (J:, M, p) 

et que G est unipotent si M l'est. On en déduit que le foncteur J:MA est 

essentiellement surjectif. 

Il reste donc à montrer que J:MA est pleinement fidèle : soit G et G' 

deux groupes formels lisses et de dimension finie sur A . Posons 

Avec des notations évidentes, il résulte de la proposition 1. 4 que, pour tout A-

anneau p-adique g ' G' (g) (resp. G(g)) s'identifie canoniquement (et foncto-

riellement en g ) à N J:' (g) x N~, (g)GM, (g) (resp. N J:(g) XNQ (g)GM(S)). 
J: 

Soit f un morphisme de G' dans G et soit J:MA (f) = (J:(f), ~:H\ll 
Pour tout A-anneau p-adique g , et tout x = (x.S:' ,xM,) E G'(S) on a 

fg(x) = (x.S: ,xM) avec x.S: x.S:' o J:(f) et xM = xM, o M(fk) ; on voit donc 

que x.S: = 0 si J:(f) = 0 et xM = 0 si M(fk) = 0 ; par conséquent, si 

J: MA (f) = 0 , on a fg (x) = 0 , pour tout A-anneau p-adique g et tout 

x E G' (g) , ce qui montre que J:MA est fidèle. 

Si maintenant u: (L,M,p) .... (L',M',p') est un morphisme de la catégorie 
e u 

A.A (resp. A.A si p=2), il définit, de manière évidente, un morphisme 

us: NJ:,(g) XN~,(g)GM,(g) .... NJ:(g) X Ni(g)GM(g) , pour tout A-anneau p-adique 

g , visiblement fonctoriel en g . D'où une famille, fonctorielle en g , de 

morphisme fg: G'(g) .... G(S) , i.e. un morphisme f: G' .... G tel que 

J:MA(f) = u et le foncteur J:MA est pleinement fidèle. 

1. 6. Nous reprenons les hypothèses et les notations du lemme 1. 3 que nous 

nous proposons de démontrer maintenant. Nous posons G(g) = G (J:, M, p) (g) et 

nous utilisons l'application (resp. t) pour identifier M et M0 (resp. J: 

et .s:0 ) . 

Comme tout p-groupe formel sur k , Gk se décompose en le produit 

c Get , 1 Si' c ( Ret) direct d'un groupe Gk connexe et d'un groupe k eta e. R resp. 

désigne l'algèbre affine de G~ (res p. G~t) , Re et Ret s'identifient à des 

sous-anneaux de R et le produit définit un isomorphisme de Ret ®k Re sur 
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R . Nous notons Ret le relèvement de Ret dans R et nous choisissons un 

sous-anneau local Re de R qui relève 

sur R 

; ici encore le produit définit un 

d et ~ c, C 
isomorphisme e R ®A '" 

Comme G = Ge x Get , on a 
k k k 

C et 
M = M EB M , avec et 

tout élément ~ 

C et 
le sous la forme ~ = ~ + ~ 

E M 

avec 

s'écrit donc d'une manière et d'une seu

~c E Mc c CWk(Rc) et 

~et E Met c CWk(Ret) 

C C C C 
si ~ = ( ... ,a , ... ,a 1 ,a 0 ) 

-n -
C et 

Soit a. E S, et soit ~ = p (a.) = ~ + ~ 

des relèvements âc des 
-n 

et et et et 
et ~ = (. .. , a , ... , a 1 , a O ) -n -

et si l'on choisit 

aet dans Ret , w0 @) C 
a 

-n 
C -et 

dans R et a des 
-n 

CO n 
6 p-n(âc )p + 

n=O -n 
de 

-n "' 
est l'image, dans 

CO t n 6 p-n(âe )p . Comme 
n=O -n 

~ = p(a.) , l'image de 

C et a. dans P(R}/pR est WR@) et l'on a donc a. = a. + a. + p(3 , avec 

a.c = 6p-n(âc )Pn E P(Rc) , a.et= 6p-n(âet)pn E P(Ret) et 13 ER 
-n -n 

Choisissons des coordonnées X= (X 1 ,x2 , ... ,Xd) 

s'identifie donc à A[[X]] = A[[X 1 , ... ,Xd]) et Re 

en notant \ l'image de Xi dans R . 

pour l'anneau 

Si maintenant a.1 ,a.2 , ... ,a.d est une base du A-module libre S,, chaque 

a.. peut s'écrire, compte-tenu de ce qui précède, sous la forme 
1 

_ C + et i:, a.. - a., a., + pµ. , 
1 1 1 1 

avec a.: E P(Rc) , a.:t E P(Ret) 13. E R ; en particulier, chaque a.c1. peut 
l l 1 

être considéré comme une série formelle en les Xj à coefficients dans K • 

Commençons par établir un autre lemme : 

LEMME 1. 5. - C 
oa.. 

i) La matrice des 
l 

oX. 
est à coefficients dans Re et inversible dans 

Re J 

ii) la matrice des 
a Pa.? 

l 
est à coefficients dans Re 

potent (i.e. si 
ax? 

J 
l'est), on peut choisir les coordonnées 

a.i pour que cette matrice soit topologiquement nilpotente. 

Démonstration : 

si M est uni-

X. et la base des 
J 

i) Si et si 
C C 

( ... ,a . , ... ,ao .) , on a 
-n, 1 , 1 
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C 
O., 

l 
, pour des relèvements convenables 

dans 

-c a . -n, 1 
des 

C 
a . 

-n, 1 

Notons m (resp. m) l'idéal maximal de Re C C 
(resp. R ) . Comme Gk 

C C /' C L'-C 
est connexe, M = Hom(Gk,CWk) = Hom(Gk,CWk) est contenu dans CW~(Rc) , 

autrement dit tous les ac . sont dans m ; par conséquent, tous les 
-n, 1 

sont dans m 

èl a~ ex, n 
On a 

1 
~ (âc _}P -1 

èlXi n=0 -n, l 

De plus, comme les -c a . 
-n, 1 

n -:) 0 , et 

-c 
èla 

-n, i 
E Re 

èlX. 
J 

sont dans m 
n 

(âc .l -l E m 
-n, 1 

si 
-c 

èlao ' 
- , 1 

=~ 
(mod m) . 

qui à On sait (cf. proposition 4. 3 du chapitre III) 

.2, = ( ... ,a_n, ... ,a 0) E Mc associe l'image de a 0 

passage au quotient, un isomorphisme de Mc /IMc 

que l'application 

dans m/m 2 , induit, par 

sur m/m 2 (= t~t(k)) 
comme p induit un isomorphisme p : r,/ps, ... M/IM et comme la projection 

sur Mc /IMc , on en dé

base du k-espace vec-

de M sur Mc induit un isomorphisme de 

duit que les images des a~, i dans m/m2 

M/IM 

forment une 

toriel 2 m/m : il en résulte que la matrice des 
èla CQ , 

, 1 

~ 
est inversible dans 

; on voit qu'il en est de même de celle des 

-c 
èlao ' 

'1 , donc aussi de celle 
~ 

des 
èlo.~ 
--1 , dans Re 
èlX. 

J 

1·1·) 1 1 aPo.~ èlp-1 (èlo.i) E "'c 
I est c air que = --- -- "' 

ax? ax?- 1 axi 
J -c J d 

Posons, pour 1 ~ i ~ d, a 1 . = pb, + ~ c .. X.+ termes de 
- , 1 1 j=l l,J ) 

(avec les b1. et les c. . dans A ) . En utilisant le fait que les 
1, J 

tous dans m , on voit que 

.,.P C 
u ai 

ax? 
J 

-1 p - p 
- p .p!.c .. = -c .. 

1,) 1, J 
(mod m) 

-c 
a . -n, 1 

sont 

Il est clair que la matrice des 
axP 

J 

est topologiquement nilpotente si et 

seulement si la matrice des - c? . 
1, J 

l'est, ou encore si et seulement si la ma-

tri ce des c. . est nilpotente dans 
1, J 

k ) . 

k (en notant 
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Dire que M est unipotent revient à dire que l'action de y_ sur M/pM 

est nilpotente ; il revient au même de dire que l'action de y_ sur M/.IM 

l'est ; on en déduit que l'on peut trouver une base Œ1 ,~ 2 , ... ,Qd) de M/IM 

sur 

p (a.,) 
1 

s.,/ps., 

k telle que Va = 0 --d et, pour 1 ,,; i < d , y__[ i = ou bien 0 ou bien 

Choisis sons, pour 1 ,,; i ,,; d , un élément o1 de S., tel que l'image de 

dans M/IM soit a. 
-1 

sur M/_IM implique 

: le fait 

que de tels 

que 

a., 
1 

p induise un isomorphisme de 

existent et forment une base du 

A-module libre S., 

L'isomorphisme composé s.,/ps., -+ M/_IM -+ Mc /.IMc -+ m/m2 nous montre 

que, si l'on note Xi un relèvement de a O, i 

système de coordonnées pour Re . L'image de 

dans Re , les X. forment un 
1 

d m/mz l'' d c d m ~mz 

C C C 
Va. = ( ... ,a 1 ., ... ,a 1 .) 
--1 -n- , 1 - 1 

dns est image e a - l, i ans ; , et c'est donc aussi celle de 

I: c .. X. mais, comme la projection de M/_IM 
j=l l, J J c 

sur Mc /.IMc est un k[y_]-

isomorphisme, on voit que l'image de Ysl.i dans m ~m 2 11 d ;, est aussi ce e e 

Va. 
--1 

dans 

qui vaut ou bien 

m/m 2 est O , 

0 ou bien on voit donc que l'image de 

sauf si Va = a , auquel cas c'est l'image de --i -Hl 

Finalement les c .. 
1' J 

sont nuls, sauf peut-être certains des c. . +l pour 
1, 1 

1 ,,; i < d et la matrice des c .. 
1' J 

est bien nilpotente. 

Démontrons maintenant le lemme 1. 3 

Montrer que (x s.,, xM) E G ( 8) revient à montrer que le diagramme 

Xs., 
s.,-gK~ 

pi XM Wg 
M - CWk(gk) - gK/pg 

est commutatif. Soit tl E :i, et soit .§. 

sir des relèvements a des a dans 

( ... ,a , ... ,ao) -n 
R pour que 

p (a.) . On peut choi
-nh n 

a. = I: p aP ; on a -n -n 
-n Pn 

alors x ~(a.) = I: p (x(â ) ) . 
,1., -n 

-n 

D'autre part, on a 

est l'image dans g K/pg 

quelconque dans g de 

xM(p(a.)) = ( ... ,xk(a_n), ... ,xk(a 0)) et (w8 o xMo p)(a.) 
"" -nh n de u p bP , en désignant par b un relèvement -n -n 

xk(a_n) il est clair que l'on peut choisir 

x(â_n) et on en déduit que (w8 ° xMo p)(a.) est l'image de 

, ce qui démontre la première partie du lemme. 
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Soit I; une application A-linéaire de S: dans 

plication Dk -linéaire continue de M dans CWk(gk) 

gK et soit T\ une ap

telles que (s,n) E G(g), 

Pour achever la démonstration du lemme, il faut montrer qu'il existe un homomor

phisme continu x : R ... g et un seul tel que 

D'après la proposition 6. 2 du chapitre III, 

Gk (gk) : plus précisément, il existe un homomorphisme continu xk : R ... gk 

et un seul tel que n@l = CW k (xk) (ll) , pour tout 2- E M . 

comme dans le lemme 1. 5 et cher-Choisissons alors des Xi et des aï 
chons quels sont les homomorphismes continus tels que 

ou, ce qui revient au même, qui relèvent xk 

Si l'on note 
et 

la restriction de à Ret on voit xk xk ' 
que 

relève, de manière unique, homomorphisme continu 
et Ret en un X 

et 
xk se 

g ; si 

de plus, on pose xi = xk (Xi) E gk , on voit que la restriction de X à Re 

est déterminée par le d-uple (x 1 , x 2 , ... ,xd) , avec xi = x(Xi) , et que les xi 

peuvent être des éléments quelconques de g relevant les xi Comme R 
et A c 

s'identifie à R ®A R , on a ainsi obtenu une bijection entre les x : R --+ g 

tels que xM = T\ et les d-uples (x 1 , ... ,xd) d'éléments de g relevant les 

x. 
1 

Si maintenant X est un relèvement quelconque de xk , on voit, d'après 

et on en déduit que la première partie du lemme, que (xS:,xM) = (xr,,T\) E G(g) 

le composé de xr, avec la projection de gK sur gK/pg est égal au compo-

sé de x avec cette projection ; on en déduit que, pour tout a. E S: , 

On voit donc que, pour achever la démonstration du lemme, il suffit d'éta

blir le résultat suivant : 

soit r un entier :cc 1 . Supposons qu'il existe un d-uple 

d'éléments de g relevant les xi , uniquement déterminé modulo pr , tel que 

x~(a.) - l;(a.) E prg, pour tout a.ES: . Il existe alors un d-uple (x1 ,x2 , ... ,xd) 

d'éléments de g relevant les xi , uniquement déterminé modulo pr+l , tel 

que xr,(a.) - i;(a.) E pr+lg , pour tout a. E S: (on a noté x 0 (resp. x) le re-
0 0 

lèvement de xk associé au d-uple (x 1 , ... ,xd) (resp. (x 1 , ... ,xd) ) . 

0 r 
Pour le montrer, posons, pour 1 s i s d , x1 (a.i) !;(a.i) + p Yi , avec 
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y i E g . On voit que, avec des notations évidentes, 

0 
x.!:(a) 

Pour 1 :,; i :,; d , posons X. 
1 

les sont des éléments 

quelconques de g . On a 

x.!:(a) = a.~(x 1, ... ,xd) + x~(a.t) + px{\3i) . 

Comme x(Xi) = x 0(xi) (mod prg) , pour tout j , 

(mod pr g) , pour tout i . On en déduit que 

on voit que 
0 

- X (\3i) 

r c c O O r+l 
- l;(a.i) + P Yi + a.i (xl , ... ,xd) - a.i (xl , ... ,xd) (mod p g) . 

Posons ~ = (x 1 , ... ,xd) 
0 0 0 

et ~ = (x 1 , ... ,xd) Pour tout 
d 11 = (n 1 , ... ,nd) E IN , posons !ni =n1 + ... +nd, n! =n1 ! ... nd!, 

0 1111 0 1111 

avec 

nl nd 
0X1 ... èXd 

lnl c 
o-a.i 

n nl nd c c O ~ rn .._, 
et :1_- = y 1 ... yd . On a a.. (~) - a.1 Œ ) = LJ p LJ u , 

i n=l lnl=n 11 

Soit 
d 

n E IN , avec n = !ni ;:,,, 2 et soit s un entier tel que 

Soit vp la valuation p-adique. Si rn - v (n ) ;:,,, r + 1 , on voit que p s 
prnu E pr+lg Or 

11 
• si 2:,; n < p n est premier à p et r - v (n ) = rn;:,,, Zr ;:,,, r + 1 

s n p s 

si 
t ,;; n t+l 

t entier 1 
t+l 

donc • p < p 
' 

avec ;:,,, 
I on a n ,;; n < p I 

t 
s 

V (n) :,; t et rn -v (n ) ;:,,, rp -t ;:,,, r+ 1 sauf si on a simultanément p s p s 
r = 1 I p = 2 et t = 1 

■ si r = 1 , p = 2 et si n = 2 ou 3 , on voit que n - v 2 (ns) ;:,,, 2 , sauf 

si n est de la forme (0, ... ,0,2,0, ... ,0) . 
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Finalement, on voit que 

d ôa.? 
a.?~) - a.?~O) = l ~ ôXl ~O)y, 

1 1 j=l J J 

r+l 
(mod p 8) , 

sauf, peut-être, si p = 2 et r = 1 , auquel cas on a 
C 2 C 

( 
d ôa.. ~ d ô a.. z 

= z _r; ô/ ~ol. Y. + _r; -f (~ol. Y. 
l = 1 j l l = 1 ôX. l 

J 

(mod 48) 

Supposons d'abord p f 2 ou p = 2 

x1 (a1) • Sia1) + p'(v i + 1: ::; 0<0). YJ) 

et r ~ 2 . On a alors, pour tout i, 

Les 

r+l (mod p 8) 

doivent donc être solutions du système d'équations 
ôa.ç 

Y + I;-1 (xÛ),y. = 0 (mod p8) . 
i ôX. - J 

J 

Comme la matrice des est inversible dans 1;{ , on voit que l'image, 

est inversible ; le système d' équa-
ôa.'? 

dans 8k = 8/p8 , de celle des --1 ~O) ôX, 
tions linéaires ci-dessus admet donc1 une solution et une seule modulo p , d'où 

le résultat. 

Supposons enfin p = 2 et r = 1 . Le même raisonnement montre que 

l'on doit résoudre le système d'équations 
C 2 C 

oc\ O o a, z 
y i + r; ôXj ~ ) . yj + r; ôXzl ~o). yj - 0 (mod 28) . 

j oa? 
dans 8k = 8/28 , de la matrice des --1 (xÜ) 

ôX. -
J 

On voit que l'image, 
ô2a.ç: 

(resp. des --1 (xÛ) 
ôX~ -

est inversible (resp. nilpotente) et l'on en déduit 

J 
lement l'existence et l'unicité d'une solution modulo 2 . 

faci-

1. 7. Nous allons maintenant indiquer comment on peut modifier les constructions 

des numéros précédents pour obtenir un analogue de la proposition 1. 4 et une 

démonstration du théorème 1 pour les groupes connexes (pour p quelconque, 

bien qu'il suffirait, évidemment, de le faire pour p = 2 ) . 

Soit G un p-groupe formel connexe sur k (pas nécessairement lisse) 

qui est réunion de ses sous-groupes finis, soit R son algèbre affine et soit 

r R l'idéal maximal de R . Notons R Il le A-anneau pro fini A EB r R (la struc

ture de A-module topologique est claire, le produit est défini par 
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(À..l+a)(µ.l+b) = À.µ.1 + ()._b+µa+ab), si 

que R Il® k = R ll/pR Il s'identifie à R 
A 

À,µ E A et a,b E rR ). On voit 

et il est clair qu'il existe sur R Il 

une structure de bigèbre formelle et une seule telle que rR soit l'idéal d'aug

mentation de R Il et que la structure de bigèbre formelle induite sur R , par 

passage au quotient, soit celle provenant de G ; nous notons G II le A-groupe 

formel dont l'algèbre affine est R Il . 

Soit s un A-anneau (muni de la topologie discrète) et soit rs son nil-

radical ; supposons que prs = 0 Notons S' le k-anneau S' = k œ rS ; on 

voit que le nilradical de S' s'identifie à rs ; si X E G 11(s) , X est une 

application continue de 

que le groupe G 11(s) 

R dans S et envoie r R dans r S ; on en déduit 

s'identifie au groupe G(S') . D'après la proposition 6. 2 

du chapitre III, le groupe G(S') s'identifie au groupe Hom~:n\M, CWk(S')) 

des applications Dk -linéaires continues de M = M(G) dans CWk(S') . Si l'on 

note CWk(rS) le sous-Dk-module fermé de CWk(S') formé des covecteurs 

dont toutes les composantes sont dans r S , on voit que 

Comme G est connexe, on a 

G(k) = 0 et 

cont , _ cont 
HomD (M,CWk(S )) - HomD (M,CWk(rS)) 

k k 
D'où 

Si X 

un isomorphisme canonique u~(S) de G ll(s) 
Il Il 

E G (S) , uG(S) (x) est l'application qui à 

cont 
sur Hom0 (M, CWk(r s)) 

k 
.ê. = (. .. ,a_n•···•ao) E M as-

socie ( ... ,x(a_n), ... ,x(a 0)) E CWk(rS) (le fait que .ê. E M implique que tous 

les a sont dans rR ) . -n 

Soit maintenant g un A-anneau p-adique et soit rg l'idéal de g for

mé des x tels que xn E pg , pour n suffisamment grand. Si l'on pose 

S = g/pr g , S est un A-anneau dont le nilradical r S = r g /pr g vérifie 

pr S = 0 , et la topologie induite sur S par la topologie p-adique sur g est 

la topologie discrète. 

dans n , soit a_n un relèvement de a 
-n 

~ P-na~pn ù converge dans gK et que son image 
n=O -n 

; on voit que la série 
Il 

w g@) dans gK/pr g ne dé-

pend pas du choix des relèvements des a ; on voit facilement que l'appli-
-n 
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Soit (.S:, M, p) un objet de fic . Soit g un A-anneau p-adique et soit 
A 

r = {x E g I xn E pg , pour n assez grand} g 

■ comme au n° 1.3, nous notons N.S:(g) le groupe HomA(,s:,gK) des applica

tions A-linéaires de .S: dans gK = g ®A K , et nous notons N: (g) le quo-

tient Hom A (.S:, gK/pr g) 

• CO~ 
■ nous notons GM(S) le groupe HomDk (M,CWk(r g/pr g)) des applications 

Dk -linéaires continues de M dans CWk(r g/pr g) 

■ nous notons cp • l'application de G!(g) dans N :(g) qui à 
• p 

associe Wgouop ; il est clair que c'est un homomorphisme de groupes ; 

■ enfin, nous notons G(~ M )(g) le produit fibré • Ns,(g) xN•{g)GM(g) 
s, 

, où 
, ,p • 

le morphisme de N.S:(g) dans Ns,{g) 

tion canonique de 

cp •• 

gK sur gK/pr g 

est celui qui provient de 

et celui de G~(g) dans 

la projec

N;(g) est 

p 

Il est clair que toutes ces constructions sont fonctorielles en g et nous 

permettent de considérer G • comme un foncteur covariant de la catégo-(.S:, M, p) 
rie des A-anneaux p-adiques dans celle des groupes abéliens. 

Choisissons maintenant un p-groupe formel lisse Gk dont le module de 

Dieudonné M 0 = M(Gk) est isomorphe à M (un tel groupe existe, est unique 

à isomorphisme près et est connexe) ainsi qu'un isomorphisme i de M sur 

Soit R l'algèbre affine de Gk et choisissons un A-anneau spécial R 

qui relève R , ainsi qu'une augmentation e: , i.e. un homomorphisme continu 

du A-anneau profini R sur A , et notons Re: le noyau de e: • 

Le Dk -module topologique CW~(R) est formé des covecteurs dont les 

composantes sont toutes dans l'idéal maximal de R . Si 
C 

.9. = ( ... ,a_n•···,ao) E cwk{R) et si l'on choisit des relèvements a des a 
-n -n 

dans Re: (et pas seulement 

~ p-na~Pn dans / 
n~O -n P(R) pr R 

) , l'image 
€ 

dans R on voit que w R (.9.) de 

(où rR est l'idéal maximal de R ) ne dépend pas 

du choix de ces relèvements ; on vérifie encore que l'application 
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ainsi définie est A-linéaire continue. 

Choisissons enfin un isomorphisme 

de P(~) tel que le diagramme 

de s, sur un sous-A-module .r.0 

soit commutatif (l'existence d'un tel est claire). 

Pour tout A-anneau p-adique g notons, comme en 1.3, XR(g) l'ensem

ble des homomorphismes continus du A-anneau R dans g . A x E XR(g) on 

associe, comme en 1.3, un élément x.î. de Ns,(g). On lui associe aussi un 

élément x~ de G!(g) de la manière suivante : 

le A-anneau profini s'identifie à ; on a 

et x définit, par passage aux quotients, un homomorphisme continu 
e Il 

xk : R -+ g/pr g ; il lui correspond donc un élément 
e Il e 

xMo = uG(g/prg)(xk) 

cont(M CW ( / )) e e . HomDk O, k r g pr g et xM xM 0 o 1 

LEMME 1. 3'. - Pour tout 
€ 

x .- (xs, ,xM) 

e Il 
x E XR(g), (x.î.,xM) E G(S.,M,p)(g) 

Il 
L'application 

de x~y~) dans G(.î.,M,p)(g) est bijective. 

de 

La démonstration est entièrement analogue à celle du lemme 1. 3. Avec les 

conventions employées dans la démonstration de ce lemme, on voit que le seul 

problème est pour p = 2 et r = 1 où l'on est ramené à résoudre un système 

d'équations du type 

oa. s: 
Y.+ ~-l(xo).y. 

1 oXi - J 

2 C 
0 a.i O 2 

+ ~-2-~ ).y. 
oX. l 

J 

= 0 (mod zg) 

dont on veut montrer qu'il admet une solution (y1 ,y2 , ... ,yd) formée d'éléments 

de r g et que cette solution est unique modulo 2 g ; on sait encore que l' ima

ge, dans g/zg , de la matrice des !~: ~O) est inversible ; il n'est plus 

2 C 

toujours vrai que l'image de celle des -o a. i 'x=Ü) 1 ~ est ni patente, mais on sait 
ox? 

que les y i sont dans r g ; l'existence) et l' uni ci té s'en déduisent facilement. 

Soit alors G un p-groupe formel lisse et connexe, de dimension finie sur 

A, et soit ol'.MA(G) = (ol'.,M,p). Il est clair que le lemme précédent s'applique 
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en prenant Gk = G ®A k , M0 = M , i = idM , R = l'algèbre affine de G , 

e: = l'augmentation provenant de G , .i:0 = .!: et t = id.!: . 

PRO POSITION 1. 4' . - Soit G un p-groupe formel lis se et connexe, de di mens ion 

finie sur A , soit r;i, son algèbre affine et soit (.!:, M, p) 

x E G(S) = Hom t(R, g) , 
con 

et l'application x ... (x.!: ,x~) est un isomorphisme du 

La démonstration de cette proposition est entièrement analogue à celle de 

la proposition 1. 4. Le théorème 1 dans le cas connexe se déduit du lemme 1. 3' 

et de la proposition 1. 4' de la même manière qu'il se déduit, dans le cas 

p ,/ 2 , du lemme 1. 3 et de la proposition 1. 4. 

1.8. Le théorème 1 implique le résultat suivant, d'ailleurs bien connu : 

COROLLAIRE. - Tout groupe formel lisse et de dimension finie sur k admet un 

relèvement lisse sur A . 

Soit, en effet, G un tel groupe formel. Il s'écrit sous la forme 

G = Ge x Get 
' 

avec Ge connexe et Get étale ; comme il est clair que 

Get se relève, il suffit de vérifier que Ge se relève. Soit d sa dimension 

et soit M son module de Dieudonné : soit .2_1 ,.2.2 , ... ,.2.d des éléments de M 

qui relèvent une base de M/IM sur k : soit e1,e2•···•ed la base canoni-

que du A-module libre Ad et soit p l'application A-linéaire de Ad dans M 

P (ei) 
d un ob-définie par =a. ' 

pour 1 ,;; i ,;; d On voit que (A ,M,p) est 
-1 

jet de Ac 
A 

qui définit un groupe formel lisse sur A relevant Ge 

1. 9. Remarque : soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A. 

Si p = 2 , supposons G connexe ou unipotent. Soit (.!:, M, p) = .!:M (G) . On 

peut décrire le groupe G(S) des points de G à valeurs dans n'importe quel 

A-anneau fini S à l'aide du triplet (.!:, M, p) . En effet, on vérifie facilement 

que l'on peut trouver un A-anneau p-adique g (qui est un A-module libre de 

rang fini) et un homomorphisme de g sur S . Soit a le noyau de cet homo

morphisme. Comme G est lisse, l'homomorphisme de G(g) dans G(S) est 

surjectif et il suffit donc de savoir décrire son noyau. Si est l'algèbre af-
+ 

fine de G et si R 

sous-groupe G(a) de 

est l'idéal d'augmentation, on voit que ce noyau est le 
+ G(S) formé des x : R ... g tels que x(R ) c a . Le 
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A-module libre de rang fini A EB a peut être muni d'une manière évidente d'une 

structure de A-anneau p-adique telle que la projection sur la première composan

te soit un homomorphisme d'anneaux. On voit que G(a) s'identifie au noyau de 

la projection de G(AEB a) sur G(A) 

1.10. Appelons système de Honda lisse sur A tout couple (L, M) 

■ où M est un Dk-module profini sur lequel l'action de I est injective, 

tel que le quotient M/IM est un espace vectoriel de dimension finie sur 

k , 

■ où L est un sous-A-module de M vérifiant IM n L 

L/pL = M/IM 

pL et 

Les systèmes de Honda lisses sur A forment une catégorie : un 

morphisme u : (L, M) - (L', M') est une application Dk -linéaire continue de M 

dans M' telle que u(L) c L' . 

Il est clair que la catégorie H! est additive. 

à un triplet (.S:, M,p) Il existe un foncteur additif évident 

on associe le couple (L, M) où L = p(.S:) On voit que H n'est pas pleine-

ment fidèle. Cependant, on vérifie immédiatement 

■ que H est essentiellement surjectif ; 

■ que deux objets de 

H sont isomorphes dans 

sont isomorphes si et seulement si leurs images par 

He 
A 

Si l'on note LM A le foncteur Ho .S:M A , on voit donc que tout p-groupe 

formel G lisse et de dimension finie sur A est déterminé, à isomorphisme 

près, par LMA(G) . 

En particulier, soit Gk un p-groupe formel, lisse et de dimension finie 

sur k si p = 2 supposons Gk connexe ou unipotent. On voit que déter-

miner les classes d'isomorphismes des relèvements lisses de Gk 

vient à déterminer les classes d'isomorphisme des couples (L, M) 

sur 

de 

A re

He où 
A 

M = M(Gk) . Le groupe Aut(M) des automorphismes continus du Dk -module to

pologique M (qui est isomorphe au groupe des automorphismes de Gk ) opère 

à gauche sur l'ensemble /\(M) des sous-A-modules L de M vérifiant 

_IM n L pL et L/pL = M/IM ; les classes d'isomorphismes des relèvements 
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lisses de Gk correspondent alors aux classes de i\(M) suivant Aut(M) . 

Remarque 1 : nous verrons au § 2 du chapitre V que la classification des p

groupes formels lisses et de dimension finie sur A par leurs systèmes de 

Honda n'est autre, dans le cas connexe, que celle qui avait été obtenue par 

Honda ([32), au langage près et par des méthodes complètement différentes, la 

théorie de Honda ne donne pas de description de G(g) , elle consiste à cons

truire explicitement la loi de groupe formel). C'est pourquoi nous avons employé 

l'expression de "système de Honda", bien que des objets du même type aient 

été aussi considérés par Grothendieck ( [2 9]). 

Soit maintenant G un groupe p-divisible sur A . Il est clair qu'il re

vient au même de dire que G est un p-groupe formel, lisse et de dimension 

finie sur A , tel que Gk est un groupe p-divisible sur k Par conséquent 

(cf. rem. 3 du n° III. 6. 1), un p-groupe formel G , lisse et de dimension finie 

sur A , est un groupe p-divisible si et seulement si M(Gk) est un A-module 

libre de rang fini. 

Notons alors 11! (resp. H:) la sous-catégorie pleine de 11! (resp. H!) 

dont les objets sont les (1,M,p) (resp. les (L,M)) tels que M est un A
d 

module libre de rang fini. Si (!, M, p) est un objet de /\A , on voit que 

p : 1 ~ M est injective et on en déduit que la restriction du foncteur H à 
d d d 

i\ A définit une équivalence entre la catégorie .I\A et HA . 

Sl. l'on note Hd,c ( Hd,u) 1 t' · 1 · d Hd dont A resp. A a sous-ca egone p e1ne e A 

les objets sont les couples (L, M) tels que M est connexe (resp. unipotent), 

le théorème 1 implique alors le résultat suivant : 

PROPOSITION 1. 6. - Si p 'f 2 , le foncteur LM A 

entre la catégorie des groupes p-divisibles sur A 

induit une anti-éguivalence 
d 

et la catégorie HA . 

Pour p quelconque, le foncteur LM A induit une anti-éguivalence entre 

la catégorie des groupes p-divisibles connexes (resp. unipotents) sur A et la 

catégorie H!' c (resp. H!' u) 

On obtient ainsi les résultats annoncés dans [21). Profitons-en pour si

gnaler que le théorème 2' de [2 1] n'est énoncé correctement que pour p 'f 2 . 

L'énoncé correct dans le cas général est la proposition 1. 6 ci-dessus. 

Remarque 2 : soit G un groupe p-divisible sur A et soit, pour tout entier 
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n , G le sous-groupe de G noyau de la multiplication par pn . Soit g 
n 

un A-anneau p-adique. Dans la proposition 1. 4, nous avons noté G(g) le 

groupe des homomorphismes continus de l'algèbre affine de G dans g , i.e. 

le groupe des points de G , considéré comme groupe formel, à valeurs dans 

g . Ce groupe ne doit pas être confondu avec le groupe des points de G , 

considéré comme limite inductive de groupes finis, à valeurs dans g , autre-

ment dit avec le groupe 

sous-groupe de torsion 

lim G (g) . Il est clair que ce dernier s'identifie au 
- n 

Gt (g) de G(g) . 
or 

Avec des notations évidentes, si (L,M) = LMA(G) , le groupe G(g) s'i

dentifie canoniquement (en supposant G unipotent si p = 2 ) au groupe 

N1 (g) x O GM(g) (cf. prop. 1. 4). Comme 
NL(g) 

NL(g) est sans torsion et comme 

GM(g) est un groupe de torsion, on voit que G (g) s'identifie au sous
tor 

groupe de formé des u : M - CWk(Sk) tels que (wgo u)(L) = 0 • On 

obtient une description analogue, dans le cas p = 2 et G connexe, en uti

lisant la proposition 1. 4'. 

Remarque 3 : soit G un groupe p-divisible sur A si p = 2 , supposons 

G unipotent. On vient de voir que, si g est un A-anneau qui est un A-module 

libre de rang fini, le groupe Gt (g) or 
s'identifie à un sous-groupe de 

GM(g) = HomD/M,CWk(gk)) . On voit que la flèche Gtor(g) - GM(g) n'est 

autre que la composée de l'homomorphisme canonique de Gt (g) c G(g) dans 
or 

G(g/pg) = G(gk) = Gk(gk) par l'isomorphisme canonique de Gk(gk) sur 

HomD (M,CWk(gk)) . On en déduit donc que l'homomorphisme canonique de 
k 

G (g) dans Gk(gk) est injectif. Ce résultat avait été annoncé dans [21] 
tor 

(th. 3) et peut d'ailleurs se démontrer directement. 

§ 2. - Le foncteur M ...... MA' 

Dans ce paragraphe et dans les suivants, on note K' une extension finie 

totalement ramifiée de K et e son degré. On note A' l'anneau des entiers 

de K' m l'idéal maximal de A' et on désigne par TT une uniformisante de 

A' 

On note v(e) l'entier min [pn-ne} et s(e) le plus petit entier 
nEll'J 

tel que v(e) = ps - se . On écrit v et s au lieu de v(e) et s(e) 

s 

lors-
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qu'il n'y a pas de confusion possible. Remarquons que, si e s: p- 1 , on a 

v(e) = 1 et s(e) = 0 . 

2. 1. Pour tout Dk -module 

Dk -module déduit de M 

M , et pour tout entier , nous notons 

par l'extension des scalaires cri (rappelons que 

le 

a désigne le Frobenius absolu sur k et A ; on le prolonge en un automor-

phisme de Dk en posant o(I) = l et 

tifions le ~ [ F, V]-module sous-jacent à 
p - - (' 

o(Y) = Y ) . Dans la suite, nous iden

M(j) au~ [F,V]-module sous-jacent 
p-- ' 

à M ; l'action d'un À E A sur M J) est alors la flèche ~ 1-+ o-1(\)~. 

Pour tout Dk -module 

l'application Dk -linéaire de 

~ E M(j) (identifié à M ) 

M et pour tout entier j , on note v (resp. f) 

M(j) dans M(j+l) (resp. dans M{j-l)) qui à 

associe Y~ (resp . .I~) . 

Il est clair que, si M est un Dk-module topologique, M(j) est, de 

manière naturelle, un Dk -module topologique et que les applications v et f 

sont continues. 

Considérons le cas particulier où l'on se donne un k-anneau linéairement 

topologisé, séparé et complet, R et où M = CWk(R) . On pose alors 

CW~) (R) = M(j) . Il est commode de considérer les éléments de CW~) (R) com

me des covecteurs ( ... ,a , ... ,a . 1,a .) dont les composantes (qui sont des 
-n -1- -1 

éléments de R vérifiant les conditions habituelles) sont indexées par les en-

tiers s: -j : avec ces conventions, les formules donnant l'addition et la mul

tiplication par un scalaire sont les mêmes que celles qui nous ont servies à 

définir le Dk -module CWk(R) . L'application v : CW~) (R) - CW~+l) (R) (resp. 

{j)() (j-i)()) . ( ) f : CWk R - CWk R associe à ••. ,a , ... ,a . 1 ,a . l'élément 
-n -1- -1 

( ... ,a_n, ... ,a _i_ 1) (resp. ( ... ,a~n, ... ,a~j-l 'a~j)) . 

On voit que v est surjective et que f est injective si et seulement si 

R est réduit. 

2. 2. Nous allons associer 

■ pour tout (i,j) E ~ X~ 

à tout Dk -module M un A' -module MA' 

notons M!j) le A' -module mi ® M{j) 
1 A 

■ pour tout (i,j) E ~ x~ , notons cp, . : M~j) - M~j)l 
l,l 1 !-

l'application A'-linéaire 
i i-1 

déduite, par extension des scalaires, de l'inclusion m - m 

188 



GROUPES FORMELS LISSES 

■ pour tout (i,j) E ~ x ~ , notons f · M(j) - M(j-l) l'application A'-liné-
i, j . i i 

aire, déduite, par extension des scalaires, de l'application f : M(j) - M(j-l); 

■ enfin, pour tout 

A'-linéaire qui, à 

(i, j) E ~X~ , notons v .. : M~j) - M~j+l) 
l,J l 1-e 

l'application 

À. ® .§. E mi ®A M(j) , associe p-lÀ. ® v(.§.) 

Pour tout sous-ensemble de ~ x ~ , nous notons .&1(M) le diagram-
(') 

me (dans la catégorie des A' -modules) dont les objets sont les M. 1 avec 
l 

(i, j) E I et les flèches les cp, . , f. . et v .. 
1,] 1,] 1, J 

dont la source et le but 

sont des objets de .&1(M) . Il est clair que ce diagramme est commutatif. 

Soit I l'ensemble des ( i, j) E ~X~ vérifiant j ~ 0 et 
e 

~ 
i ~ 0 si = 0 

i ~ Pj-1 _ je si ~ 1 

On pose alors MA' = l_!E1 .&I (M) 
e 

Lorsque M est un Dk -module topologique, les 
M(j) 

ont une structure 
l 

naturelle de A' -modules topologiques et les applications cp, . , f. . et v .. 
1, J 1,] 1, J 

sont continues. On peut donc considérer MA' comme un A' -module topologique. 

On vérifie facilement que, si I' est l'ensemble des 
e 

(i, j) E I 
e 

tels que 

i ,,: 1 , on a encore MA' = l_!E1 .&1, (M) . Comme 
e 

I' est un ensemble fini, on 
e 

voit que, si M est un Dk -module A-pro-artinien (resp. A-pro fini), MA' est 

un A' -module pro-artinien (resp. pro fini). 

Il est clair que la correspondance M f"" MA' est fonctorielle : si M et 

N sont des Dk-modules (topologiques) et si u : M - N est une application 

Dk -linéaire (continue), nous notons uA' : MA' - NA' l'application A' -linéaire 

(continue) induite par u . 

Remarques soit M un Dk -module. 

A' 181 M = M(O) et, pour 1 ,;; j ,;; s + 1 , 
A 0 

M0!_ 1 . On voit que, étant donné un objet quelcon-
PJ -je 

que du diagramme 

vers l'un des 

.&1 (M) , il existe un chemin partant de cet objet et allant 
e s+l 
On en déduit que l'application canonique de ® M. dans 

j=0 J 
MA, est surjective. 

2. - Posons en outre, pour 0 ,;; j ,;; s , M' 
j et 
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M" 
i+l 

-1 
(avec la convention que mp = A' ) . En 

"éliminant toutes les flèches inutiles", on voit facilement que MA' s'identifie 

à la limite inductive du diagramme 

'+b Mo VÜ cp, M.' V, cps M' V 

'/ " / "' y J ✓ / " 1/ 
s 
~ 

MO Ml M. 
Mi+l M M 

J s s+l 

' /qi,· ' / f~ M" /cp'. ' / t'- M" /cp• M" 0 s s+l s 1 J i+l J 

où toutes les flèches sont évidentes. 

En particulier, si 2 ~ e s p-1 , MA' est la limite inductive du dia gram-

me 

M' 
cp(y 0 vo 

~ 

~ Ml 

t'- M" ~ 0 1 

2. 3. Pour tout Dk -module M , regardons comment le A' -module MA' est re-

lié au K'-espace vectoriel M = K' ® M 
K' A 

PRO POSITION 2. 1. - Soit M un Dk -module. Posons 

MK, = K' ®A M = K' ®A• (A' ®AM) . La flèche canonique de A'® M = M(O) 
A 0 

dans MA' induit. par extension des scalaires, un isomorphisme de MK, sur 

K' ®A' MA' 

i 
Démonstration : pour tout (i, il E ~ x ~ , l'inclusion de m dans K' et 

l'application fi : M(j) __. M induisent, par passage au produit tensoriel, une 

application A'-linéaire de M(j) = i ® M(i) dans i m A MK, ; d'où, par extension 

M(i) dans M E des scalaires, une application K' -linéaire p, . : K' ®A' 
1, J 

utilisant le fait que le noyau de fi est contenu dans 

cation par pi et le fait que l'image de fi contient 

i K' . n 

le noyau de la multipli-

pi M , on voit que cha -

que p, . 
1, J 

est un isomorphisme. On voit que les p. . sont compatibles avec 
1, J 

les flèches du diagramme .&1 (M) . On peut donc passer à la limite inductive 
e 

et on obtient encore un isomorphisme. 

Remarque : soit M un Dk -module qui est un A-module libre de rang fini h . 
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Alors MK' est un espace vectoriel de dimension h sur K' et il résulte de 

la proposition précédente que MA,/(MA,\or s'identifie à un réseau (i.e. un 

sous-A'-module libre de rang h ) de MK, ; il est clair que l'application 

fi M(j) - M est injective et que son image est le sous-Dk-module .IiM de 

M Si l'on utilise la platitude pour identifier les mi ®A xiM à des réseaux de 

MK, , on voit que l'image de MA' dans MK, est 
"' . j-1 s+l . j-1 

(A'® M) + 1:: p-JmP ® FjM = (A'® M) + 1:: p-JmP ® FjM 
A j=l A - A j=l A -

Si e s: p - 1 , on montre facilement que MA' n'a pas de torsion et 
-1 

s'identifie donc au réseau A' ®AM + p m ®AIM . Si e > p- 1 , en revanche, 

(MA,\or est un A'-module de longueur finie, non nul en général. 

2. 4. Pour tout entier 

(i,j') E I' tels que 
e 

vérifiant O s: j s: s+l , soit I' l'ensemble des 
e,j 

j' ~ j . Pour tout Dk -module M , on note MA' [j] la 

limite inductive du diagramme 

que MA,[s+l] s'identifie à 

BI' . (M) . On a donc MA' [O] = MA' 

e,J -s-1 ps M(s+l) 
M = p m ® s+l A ' 

et on voit 

PROPOSITION 2. 2. - Soit M un Dk -module sans .I-torsion. Pour tout entier 

vérifiant Os: j s: s , l'application canonique de MA' [j+l] dans MA, est in

jective. 

Démonstration : il est clair qu'il suffit de montrer que, pour tout j , 

l'application canonique de MA' [j+l] dans MA, [j] est injective. En utilisant 

les notations des remarques 1 et 2 du n° 2. 2, on voit que MA' [j] est la li

mite inductive du diagramme 

M' 
~/ j ~ 

M M. 1 J ]+ f' M" -1fl.' 
j+l 

can. 

On voit qu'il suffit de montrer que l'application canonique de Mj+l dans la 

limite inductive du diagramme 

V, 

""'J 
/cp'. 

J 
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est injective. 

Soit N ; soit Ep l'application de 

duite par extension des scalaires de l'inclusion de 
-j pi-1 

p m 
~ 

M. dans N dé-
l -j-1 pi 

dans p m 

et soit 

res de 

f l'application de M.+l dans N déduite par extension des scalai-

f : M(j+l) - M(j) . Il ~st clair que le diagramme 

M' 
~/ j '\i 

M. M.+l 
)~ J 

~\~"M" 4•/~ 
cp \. j+l/f 

N 

est commutatif. Comme M est sans .f-torsion, l'application f est injective. 
-j-1 pi f 

Comme p m est un A-module plat, l'application est encore injective 

et l'assertion en résulte facilement. 

2. 5. Conservons les notations qui précèdent. La proposition précédente permet, 

lorsque M est un Dk -module sans .f-torsion, d'identifier les MA' [j] à des 

sous-A'-modules de MA, ; on obtient ainsi une suite décroissante 

MA' = MA,[o] :::) ... :::) MA,[j] :::) MA,[j+l] :::) ... :::) MA,[s+l] = Ms+l 

PROPOSITION 2. 3. - Soit M un Dk -module sans .f-torsion. Pour O s i s s , le 

A' -module MA, [j ]/MA' [ j+l] est isomorphe. canoniquement et fonctoriellement 

en M , .ê. (mPj-l /mPi) ®A (M/.fM) (j) (en convenant que mp-l = A' ) . 

Démonstration Comme MA 1 [j] est la limite inductive du diagramme 

M' 
~/ j ~ 

M. Mj+l 
J t\ /4· 

l M" . 
j+l 

can. 

on voit que la composée de l'application canonique de M. 
J 

dans MA 1 [j] avec 

la projection de MA' [j] sur MA' [j ]/MA' [j+l] est surjective et que son 

noyau est Im cp, + lm f. . D'où un isomorphisme canonique de M ./(lm cp. + lm f.) 
J J -j J J J 

sur MA' [j]/MA' [i+l] . Or la multiplication par p définit un isomorphisme 

j-1 (') . i-1 (') 
canonique de mP ®AM J sur Mi = p-JmP ®AM 1 • On voit que l'image 

réciproque, par cet isomorphisme, de lm cpi (resp. Im fi) est, avec des no-
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j (j) j-1 (') 
tations évidentes, Im mP ®A M (res p. Im mP ®A _[M J ) • Il est clair que 

le noyau de la projection de mPj-l ® M(j) sur (mPj-l /mPj) ® (M(j) /FM(j)) est 
A A -

Im mpi '°' M(j) + Im mpj-l '°' FM(j) M(j)/_[M(j) .,,, "" et que est canoniquement isomor-
A (') A-

phe à (M/_[M) J • On en déduit un isomorphisme canonique ni de 

(mPj-l/mPi) ®A (M/_[M)(j) sur MA 1 [j]/MA1 [j+l] . 

Enfin, il est clair que cette construction est fonctorielle en M . 

COROLLAIRE 1. - Soit M un Dk -module sans _[-tors ion. Le A' -module 

MA,/MA' [ 1] est tué par m et l'application gui à .9. E M associe l'image de 

1 ~ .9. E A' ®AM dans MA' induit, par pas sage aux quotients, un isomorphisme 

(de k-espaces vectoriels) de M/[.M sur MA,/MA' [1] . 

Démonstration : c'est clair, cet isomorphisme n'est autre que l'application 

'Tl 0 définie ci-dessus. 

COROLLAIRE 2. - Soit M 

module de M vérifiant 

un Dk -module sans _[-torsion et soit L 

_[Mn L = IL . L'application de LA' dans 

un sous-Dk -

MA' dé-

duite par fonctorialité de l'inclusion de L dans M , est injective. 

!?j~~n-~t_E,~!_i_9_EJ-_: avec des notations évidentes, on voit que _[Mn L = _IL 

implique que l'application canonique de L/_[L 

voit qu'il en est de même, pour O .,; j .,; s , de 

dans M/_[M est injective ; on 

(L/_[L) (j) - (M/_[M) (j) et de 

j-1 j . j-1 j . 
(mp /mp ) ® (L/FL) ()) - (mp /mp ) ® (M/FM) (i) . D'après la proposition 2. 3, 

A - A -

l'application canonique de LA' [j ]/LA, [j+l] dans MA' [j ]/MA, [j+l] est donc 

injective. Enfin il est clair que l'application canonique de LA 1 [s+l] = Ls+l dans 

MA 1 ls+l] = M est injective et l'assertion en résulte. 
s+l 

2.6. Donnons maintenant d'autres propriétés d'exactitude du foncteur Mi--, MA,. 

PROPOSITION 2. 4. - Le foncteur M 1--< MA' est exact à droite. 

Démonstration soit 

L-M-N-0 

une suite exacte de Dk -modules. Comme le produit tensoriel est exact à droite, 

on voit que, pour tout (i, j) E ~ x ~ , la suite 

L(j) - M(j) - N(j) - 0 
i i i 
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est exacte. L'exactitude de la suite 

s'en déduit par passage à la limite inductive. 

COROLLAIRE 1. - Soit 

O-L~M 

une suite exacte de 

0 LA, 
UA' - -

est exacte. 

u' 
- N - 0 

Dk -modules sans .I-tors ion. 

MA' 
UA' 

NA' 0 - -
La suite 

Démonstration : compte-tenu de la proposition 2. 4, il suffit de montrer que 

uA' est injective. Si l'on utilise u pour identifier L à un sous-Dk-module 

de M , on voit que le fait que N soit sans .I-torsion équivaut à .IM n L = .IL ; 

il suffit alors d'appliquer le corollaire 2 à la proposition 2.3. 

COROLLAIRE 2. - Soit 

0 -L~M 
u' 
- N 

une suite exacte de Dk -modules sans .I-torsion. Supposons que _IN n v(M) = v(.IM) . 

Alors la suite 

est exacte. 

Démonstration : soit M le conoyau de u . Comme M s'identifie à un 

sous-Dk -module de N , M est sans .I-torsion et, d'aprÀs le corollaire 1, la 

suite 

0-L'-M -A A' 

est exacte. Il suffit donc de montrer que l'application de MA' dans NA' in

duite par l'inclusion de M dans N est injective. Mais _INnu'(M) = u'(.IM) 

signifie _IN n M = .IM et il suffit d'appliquer le corollaire 2 à la proposition 

2. 3. 

2. 7. Donnons, pour terminer ce paragraphe, une description de MA' lorsque 

l'action de V sur le Dk -module M est surjective : 
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PROPOSITION 2.5.- Soit M un Dk-module tel que _'{M =M. Alors l'applica

tion canonique de A' ®AM = M60) dans MA' est surjective et son noyau est 
ex, j-1 . 

le sous-A' -module _:B Im(mP ®A Ker yl I M) 
1=1 

Remarques : 

1. - Si :;, s + 1 , on a j - 1 :;, s donc pi - je ,,; pi -l - (j-1) e et 
. . 1 

p1 :;, pJ- +e par conséquent, 

j ·+1 
Im(mp 'l,A Ker yl I M) c 

j-1 . 
c Im(mp ®A Ker yl I M) 

ex, j-1 . 
On en déduit que _:B Im(mP ®A Ker yl I M) 

i=l 

ticulier, si M est A-pro-artinien, ce sous-A' -module est bien fermé dans 

A'®A M . 

2. - Si M est un 

est injective, on a alors 

quotient de par 

Dk -module tel que _'{M = M 

Ker vi 1 = Ker pi I et 
- M M 

ex, j-1 . 
_:B Im(mP ®A Ker pli M) 
i=l 

N' 

et tel que l'action de 

s'identifie donc au 

ex, j-1 . 
_:B Im(mP ®A Ker yl I M) 
i=l 

l 

et N = (A' ®A M)/N' . Pour tout (i,j) E Ie , nous allons définir une application 

A' 1· , · 0 M(j) N - 1neaire . . : . .... 
1, J 1 

■ si j = 0 , alors i :;, 

plication canonique de 

0 , et l'application 
i 

8. 0 est la composée de l'ap-
1' 

m ®AM dans A' ®AM et de la projection de 

A' 'l,A M sur N 

■ si j :;, 1 , alors i :;, pj-l - je , et tout élément de M!i) est somme finie 
. . . 1 j-1 (') 

d'éléments de la forme p-J,._ ®AI! , avec À E m1+Je c mP et I! E M J ; 

comme _'{M = M , on a yiM(j) = M(j) , ou encore l'application 

) : M .... M(j) est surjective ; il existe donc 12. E M tel que vi.!2. = I! 

si 12.' est un autre élément de M tel que )12.• = I! on a 12.' Q + .f. ' 

avec .f. E Ker ) I M ; on en déduit que l'élément À ® 12. - À® _Q' de 
j-1 . 

A'® M appartient à mP ® Ker vl 1 , donc au noyau de la projection 
A A - M 

canonique de A' ®AM sur N . Il est alors clair qu'il existe une applica-
(') -j 

tion A'-linéaire 0 .. : M.J .... N et une seule telle que 01.,J.(p "-®J!) soit 
1, J 1 

l'image de À ®A Q (E A' ®AM) dans N . 
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On voit tout de suite que les 8, . 
1,J 

sont compatibles avec les flèches du 

diagramme on en déduit donc une application 

8 : l.!!!1 .&1 (M) = MA' .... N . 
e 

Comme le composé de la flèche canonique 8' de A'® M 
A 

dans 

avec El n'est autre que la projection canonique de A' ®AM sur N , on voit 

que le noyau de 8' est contenu dans N' 

Pour montrer que le noyau de 8' contient N' , il suffit de vérifier que 
j-1 ' 

si ;;,l ),,EmP et s!_EKerilM,alorsl'élément À.®s!_ de A'®AM 

appartient au noyau de 8' . Mais cet élément provient, par une 

gramme .&1 (M) , de l'élément ),,® s!_ de mPj-l ®AM = M(~) 1 . 
e ~-

s'envoie, par une flèche de 

-jm pj-l ® M{j) = M(j) 
p A ·-1 

PJ -je 
d'où N' c Ker 8' 

.&1 (M), sur l'élément p -j À ® vj (s!_) 
e 

. Comme s!_ E Ker .Y:i I M , on a 

flèche du dia-

Ce dernier 

de 

0 ' 

Enfin le fait que y:M = M implique que toutes les applications v. . du 
1' J 

diagramme .&1, (M) 
e 

très facilement. 

sont toutes surjectives et la surjectivité de 

§ 3. - Relèvement des covecteurs (suite). 

8' en résulte 

On conserve les hypothèses et les notations du paragraphe précédent. Pour 

tout k-anneau R linéairement topologisé, séparé et complet, on note 

CW k, A' (R) le A' -module topologique (CW k (R)) A' . 

3. 1. Rappelons (cf. n° II. 5. 1) que l'on a appelé anneau p-adigue tout anneau 

g linéairement topologisé, séparé et complet, dont la topologie est la topologie 

p-adique, tel que p n'est pas diviseur de O • On appelle A'-anneau p-adigue 

tout A'-anneau topologique qui est un anneau p-adique. Il est clair que l'inclu

sion de A dans A' permet de considérer tout A' -anneau p-adique comme un 

A-anneau p-adique. 

Pour tout A' -anneau p-adique g , on pose gk = g ®A• k = g/m g et 

gK = g ®A• K' = g ®A K on identifie g à un sous-anneau de gK de manière 

évidente. On note P'(g) le sous-A'-module de gK engendré par les éléments 
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de la forme 
-nApn 

avec n E IN P a , , 
A 

a E mg ; pour n suffisamment grand, 

on a 
-nApn 

P a E g 

A'-module fermé de 

, pour tout â 

gK vérifiant 

E mg 

mg C 

on en déduit que P' (g) est un sous

P' ( g) c m v g (rappelons que 

v = min[pn-ne}; en particulier, P'(g) = mg si es: p-1 ). 
nEIN 

Soit g un A'-anneau p-adique. On a défini au n° II.5.1 une application 

A-linéaire continue wg: CWA(g) - gK. Si i = ( .. .,â_n, ... ,â_ 1 ,â 0) E CWA(g) , 

A (A) ~ -nApn ( ) alors w eo 9 = LJ p a On voit que l'homomorphisme canonique de CWA g 
a n=0 -n 

dans CWA(g/mg) = CWk(gk) est surjectif et que son noyau est le sous-A-mo-

dule fermé CWA(mg) de CWA(g) formé des éléments dont toutes les compo-

santes sont dans mg ; l'image de CW A (mg) est contenue dans P'(g) 

et, par passage aux quotients, on en déduit une application A-linéaire continue 

de CWk(gk) dans gK/P'(g) ; d'où, par extension des scalaires, une applica

tion A' -linéaire continue 

wg: A'®A CWk(gk) - g/P'(g) 

LEMME 3.1.- Soit M = CWk(gk) . 

<X> j ·+1 
dule M' = ~ Im(mp ~ Ker y_l \ ) 

j=0 A M 

Le noyau de 

A'® M 
A 

!?j~~~s_t_E~~i_?_!l : il suffit de montrer que, si 

w' g 

. j+l 
"- E mP1 et si .9. E Ker Y._ \M , on a wg(\®_g_) = 0 

contient le sous-A' -mo-

est un entier ;;e 0 si 

. On voit que .9. s'écrit 

est un relèvement de b sous la forme ( ... ,0, .. .,0,b ., ... ,b 1 ,b0) ; si b 
-J - -n -n 

dans que wg (1-.®.9.) est l'image, dans 

s = 

g , on voit 
. n 
f, P -nÀf;P . 

n=0 -n 
Soit n une uniformisante de A' 

j 
on peut écrire "- '1TTP 

avec µ E A' On a alors E P' (g) , d'où 

s j ·+1 
Le sous-A'-module M' , qui est aussi .~ Im(mP ®A Ker y_l \ M) , est fer-

1=0 
mé dans A' ®AM (cf. rem. 1 du n° 2. 7) et l'application wg induit, par pas-

sage au quotient, une application A'-linéaire continue 

Il est clair que le Dk-module M = CWk(gk) vérifie 

donc de la proposition 2. 5 que l'application canonique de 

induit, par passage au quotient, un isomorphisme cp de 

MA' . On obtient alors une application A'-linéaire continue 

wg = wgo cp(-l) : CWk,A'(gk) - gK/P'(g) . 
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Il est immédiat que l'application est une transformation naturelle au 

sens suivant : soit 1\1 : g .... g• un morphisme de A' -anneaux p-adiques ; soit 

\\lk : gk .... gk la flèche déduite de 1\1 par extension des scalaires et soit 

cwk,A'(\\lk) : cwk,A'(gk) .... cwk,A'(gk) la flèche déduite de 

CWk(\\lk) : CWk(gk) .... CWk(gk) par fonctorialité ; soit \\IK : gK .... gK la flè

che déduite de 1\1 par extension des scalaires et soit ~K : gK/P' (g) .... gK/P' (g') 

la flèche déduite de \\IK par passage aux quotients (il est clair que 

\\IK(P'(g)) c P'(g')); alors le diagramme 

cwk,A'(gk) 

cw,,A,<1,1 J 

Wg, 
cwk,A'(gk) --- gk/P'(g') 

est commutatif. 

3.2. Pour tout A'-anneau spécial (cf. n° II.5.4) R, on pose 

On identifie R, à un sous-anneau de RK = R,®A K = R®A' K' et RK à un 

de 
-an (id.). On a défini P(R) étant le sous-A' -module sous-anneau RK comme 

fermé de 
-an 

formé des tels da. E RK a. que 

un sous-module de 

Soit P' (R) 

forme p -ni3pn 

le sous-A' -module de 

avec n E IN et i3 E mR 

0A,(R) (en identifiant 0A 1 (R) à 

engendré par les éléments de la 

c'est un sous-A'-module fermé de 

P(R) , contenu dans RK et vérifiant mR c P' (R) c m \IR . 

Soit R un A' -anneau spécial. On a défini au n° II. 5. 6 une application 

A-linéaire continue ~R : CW A (R) .... P(R) Ici encore l'homomorphisme canonique 

de CW A (R) dans CW A (R/mR) = CW k (R,k) est surjectif et son noyau est le 

sous-A-module fermé CW A (mR) de CW A (R) formé des éléments dont toutes les 

composantes sont dans mR il est clair que l'image par wR de CWA(mR,) 

est contenue dans P' (R) et, par passage aux quoti nts, on en déduit une ap

plication A-linéaire continue de CW k (6\) dans P(R)/P' (R) ; d'où, par exten

sion des scalaires, une application A' -linéaire continue 
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Si M = CW k (R k) , on voit, comme dans le cas des A' -anneaux p-adiques, 

que le noyau de w~ contient le sous-A'-module fermé 

~ j ·+1 
M' = ,6 Im(mP ®AKery_l \M) de A'® M 

J=0 A 

d'où, par passage au quotient, une application A'-linéaire continue w" 
R 

de 

(A'® M)/M' dans P(R)/P' (R) . 
A 

Comme .:{M = M, la proposition 2.5 implique que l'application canonique 

de A' ®AM dans MA, induit, par passage au quotient, un isomorphisme cp 

de (A' ®A M)/M' sur MA, . D'où une application A'-linéaire continue 

wR = wR o cp(-ll : cwk,A'(Rkl - P(R)/P'(Rl . 

PROPOSITION 3. 2. - Soit R un A' -anneau spécial. L'application A' -linéaire 

continue wR : cwk,A'(Rk) .... P(R)/P'(R) est un isomorphisme. 

Démonstration : choisissons un A-anneau spécial R0 contenu dans R 

qui relève Rk (il est clair qu'un tel anneau existe toujours : on se ramène au 

cas où R est local si l'on choisit des coordonnées, R s'identifie alors à 

un anneau des séries formelles A" [[x1 , x 2 , ... , Xd ]] à coefficients dans l'anneau 

A" des entiers d'une extension finie non ramifiée du corps des fractions de A'. 
' 

si k" est le corps résiduel de A" , on peut prendre 

R0 = W(k") llx1 ,x2 , ... ,Xd]] ) . On voit que A' ®A RO s'identifie à R et 

A' ®A P(R 0) à P(R) ) . 

Posons N = P(rr. 0)/pR 0 . L'isomorphisme 

w0tO : CWk(Rk) = M - P(R0)/pR0 = N 

défini au n° II.5. 7 permet de munir, par transport de structure, N d'une struc-

wR induit un isomorphisme 
0 

ture de Dk -module topologique et 

wii A' : MA, - NA' 
0' 

Le Dk -module N 
' 

comme M , vérifie .Y:N = N et NA' s'identifie 

(pro p. 2. 5) au quotient de A' ® N par le sous-A' -module 
i ·+1 A 

_2', Im(mP ®A Ker y_l IN) . On voit que NA, s'identifie aussi au quotient de 
1=0 

P(R) = A'®A P(R0) par le sous-A'-module N' de P(R) engendré par 
pi i -n~pn 

Im(A' ®A pR 0) = pR 

et les b dans -n 

et les éléments de la forme 11 • L.J p b , pour 
n=0 -n 

R0 (et où 11 est une uniformisante de A' ) . 

199 

i E lN 



GROUPES p-DIVISIBLES 

Il est immédiat que N' c P'(R) et que WR est le composé de l'isomor-

phisme 

P(R)/N' 

NA' = P(R)/N' 

Tout revient 

core à établir le lemme suivant : 

et de la projection canonique 

donc à montrer que P'(R) C N' 

Il 

LEMME 3.3.- Soit n E lN et soit b E mR . Alors p-nbp EN' . 

de 

, ou 

e . 
b = ~ rlb. , avec les 

i=l 1 
Démonstration : Ecrivons b sous la forme 

en-

bi E R0 (où TT est une uniformisante de A' ) . On procède par récurrence sur 

Il 

■ c'est clair si n = 0 , car TTbi E N' , donc a fortiori 
i-1 

n nb. EN' 
1 

■ on vérifie facilement que 

où les cpr sont des polynômes à coefficients dans ~ on a donc 

n-1 . r e . n n 
~ p-rcp ((nlb,)p) + ~ p-nTT1p b~ 

r=0 r 1 i=l 1 

on déduit facilement de l'hypothèse de récurrence que la première somme est 

dans 
Il Il 

p- (TTb.)P E N' donc, a fortiori, 
1 

3. 3. L'isomorphisme wR que l'on vient de construire définit une transformation 

naturelle : si 1\1 : R ... R' est un morphisme de A'-anneaux spéciaux, le dia-

gramme 

cwk,A'(Rk) 

cwk,A' (\\lk) l 
cwk,A'(Rk) 

P(R')/P' (R') 

(où toutes les flèches sont évidentes) est commutatif. 

De même, si R est un A' -anneau spécial, si g est un A' -anneau p

adique et si w : R __, g est un homomorphisme continu de A'-anneaux, le dia

gramme 
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w&t 
cwk,A'(&tk) --- P(R)/P'(R) 

cwk,A'(c,\) l 
Wg 

cwk,A'(ak) --- gK/P'(g) 

(où toutes les flèches sont encore évidentes) est commutatif. 

Remarque : soit g 

aK engendré par les 

un A' -anneau p-adique et soit P(a) le sous-A' -module de 
-n-pn 

p b , avec n E lN , b E g . Il est clair que P(g) 

contient P'(a) et que l'image de est contenue dans P(g)/P' (g) . Dans 

toute la suite de ce chapitre, on peut remplacer gK/P' (g) par P(g)/P' (g) sans 

changer ni les démonstrations, ni les résultats. 

On sait que P' (g) c m \ig on pourrait de même remplacer gK/P'(g) 

gK/P'(g) 

par 
'J 

gK/m a et wg par son composé avec la projection canonique de 
\) 

sur gK/m a ; en revanche si est un A'-anneau spécial, il sera essentiel 

P(&t) /P' (R) et non avec P(R) /(m \iR) n P(R) (l'application 

avec la projection canonique de P(R)/P'(R) sur 

de travailler avec 

campos ée de w fit 

P(R)/(m\)R) n P(R) n'est un isomorphisme que si m\iR = P'(R) , ce qui se produit 

si et seulement si e,,;p-1). 

§ 4. - Groupes formels lisses sur A' 

On conserve les hypothèses et les notations des deux paragraphes précé-

dents. 

4. 1. Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A' et soit 

R son algèbre affine. Soit Gk = G ®A• k sa fibre spéciale ; c'est un p-groupe 

formel lisse et de dimension finie sur k dont l'algèbre affine s'identifie à 

Rk = R ®A' k et R est un A' -anneau spécial. 

Notons !:, : fit .... R ®A• fit (resp. t:,k : R .... 
k &tk ®k Rk) le coproduit relatif à 

G (resp. Gk) il est clair que !:, relève 6k Nous notons encore !:, le 

prolongement de !:, à 
-an 

a E 
-an 

RK et, pour tout RK I nous posons 

èîa = a® 1 - la + 1 ® a 

le sous-A' -module de formé des a E P(fit) tels 
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que èa E P' (R®A• R) et MHA' (G) le quotient de ?71'-"A' (G) par P' (R) (c'est 

donc un sous-A'-module de P(R)/P' (R) ) . 

Dk-module sans I-torsion. On sait que M(Gk) s'identifie à un sous-Dk-module 

de CWk(Rk) . En outre, si .2. = ( ... ,a_n•···•a 0) E M(Gk) n J:CWk(Rk) , on voit 

que l'image de a 0 dans tG(k) est nulle et on en déduit {prop. 4. 3 du chap. 

III) que .2. E IM(Gk). On a donc M(Gk) nxcwk(Rk) = IM(Gk) et il résulte 

du corollaire 2 à la proposition 2. 3 que l'application canonique de 

dans cwk,A'(Rk) est injective. Nous l'utilisons pour identifier 

sous-A'-module de cwk,A'(Rk) . Comme M(Gk) est fermé dans 

MA 1 {Gk) est fermé dans cwk,A'(Rk) . 

MA,(Gk) 

MA,(Gk) à un 

CWk(1tk) , 

PROPOSITION 4.1.- Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur 

A' et soit R son algèbre affine. Soit Gk = G®A• k et Rk = R®A• k . 

i) Les A'-modules 7lll{A1 (G) = [aEP(R) j~aEP'(R®A• R)} et 

MHA' (G) = 7/ll{A' (G)/P' (R) ne dépendent que de la réduction modulo m 

du coproduit relatif à G 

ii) La restriction de wR : CWk,A'(Rk) _, P(R)/P'(R) 

isomorphisme du A'-module topologique MA 1 (Gk) 

.§. MA' (Gk) induit un 

sur MHA,(G) 

Démonstration : il est clair que la première assertion résulte de la secon-

de. Montrons (ii). 

Notons o1 l'application Dk -linéaire continue de 

qui à ( ••• ,a , ... ,a0) associe 
-n 

dans 

( ... ,a_n®l, ... ,a0 ®1) - ( ... ,,\a_n•···•6kaO) + ( ... ,l®a_n•···•l®a 0) 

et è l'application de P(R)/P'(R) dans P(R®AR)/P'(R®A,R) déduite, par pas

sage aux quotients, de l'application è définie plus haut. Il est clair que le 

diagramme 
1 

cwk A,(Rk) 
èA' 

cwk,A'(Rk®k Rk) , 

WR !I !I WR®A· R 
a 

P(R)/P'(R) P(R®A,R \ / P' (R®A,R) 

est commutatif. On en déduit que WR induit, par restriction, un isomorphisme 
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du noyau de 
1 

oA' sur celui de à 

Pour tout entier n ;:,- 0 , soit 

qui n'est autre que 

n ./'-.. ®n 
C = CWk(Rk) 

suite exacte de Dk -modules sans X-torsion 
1 

0 -- M(Gk) -+- c 1 .2... c 2 . 

On a une 

Admettons que J:C 2 n o 1c 1 à 1 (.IC 1) le corollaire 2 à la proposition 2. 4 

implique que la suite 

1 
est bien le noyau de oA' 

Montrons donc que xc2 n a1c 1 = o1(.Ic 1) . Pour cela, considérons le 
/'-

complexe de Hochschild de Gk à valeurs dans CW k . On voit que le groupe 

des n-cochaines s'identifie à Cn et que l'opérateur bord en degré 1 coïnci

de avec o 1 . Comme êw k est injectif (th. 2 du § 1 du chap. III), on a 
2 ./'-.. 1 /". 1 1 

Hs (Gk, CW k) = Ext (Gk, CW k) = 0 • Soit alors .§. E C tel que o .§. = 1:12 

avec 12 E c 2 ; il est clair que o 1.2. est une 2-cochaihe symétrique, et on en 

déduit que b aussi ; on a .I(i12) = a2(.I12) = a2o 1.§. = 0 , donc 0 212 = O , 

puisque c 2 est sans ..[-torsion ; il existe donc .§.' E C 1 tel que 12 = c? .2.' 

et on voit que /.2. = 1:12 = .I{/.§.1 ) = 0 1(.I.2.') E o 1(EC 1) , d'où le résultat. 

4. 2. Conservons les hypothèses et les notations du n° précédent et posons 

Notons îA, (G) l'ensemble des a, E P(R) tels que oa. = 0 • Il est clair 

que c'est un sous-A'-module de 711~A.(G} . Notons p(G) l'application composée 

inclusion proj. can. iso. can. 

L'image par p(G) de mîA'(G) est contenue dans mMA, , lui-même con

tenu, avec les notations du n° 2.4, dans MA 1 [l] puisque (cor. 1 à la prop. 

2. 3) MA,/MA' [l ] est tué par m . Par passage aux quotients, p (G) induit 

donc une application k-linéaire de îA, (G)/mîA' (G) dans 

composant avec l'isomorphisme canonique de M A,/M A' [l] 

à la prop. 2. 3), on obtient une application k-linéaire 
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PROPOSITION 4. 2. - Soit G un p-groupe formel lis se et de dimension finie sur 

A' . Posons M = M(Gk) , S, = s,A' (G) et p = p (G) . Alors 

i) l'application p s,/mS, ..... M/.fM est un isomorphisme de k-espaces 

vectoriels ; 

ii) le A' -module S, est libre de rang fini. 

Démonstration : remarquons d'abord que la deuxième assertion résulte faci-
0et lement de la première. Soit, en effet, Ill, "la sous-algèbre étale maximale de 

R ", i.e. l'algèbre affine du quotient Get de G par sa composante neutre. 

On vérifie aisément que S, n P(Ret) = 0 et que n mnP(R) = P(Ret) . On en 

déduit que 
"" n n=0 n m s, = 0 . D'autre part, la première assertion montre que S,/mS, 

n=0 
est un k-espace vectoriel de dimension finie égale à celle de 

la dimension d de G . Comme s, est un sous-A' -module de 

sans torsion, et S, est un A'-module libre de rang d 

M/.fM 

P(R) 

, i.e. à 

, il est 

Posons p = p(G) et N = CWk(Rk) ; on a donc CWk,A'(Rk) = NA' 

Reprenons les notations du § 2. On voit facilement que, pour tout (i, j) E Ie , 

l'image de l'application 

N?) can. NA' wR P(R)/P' (R) 

est contenue dans (mPi-lP(R) + P' (R))/P' (R) . On en déduit que l'image par wfl 

de NA1 [l] est contenue dans (mP(R) + P'(R))/P'(R) , donc dans (mP(R))/P'(R) 

puisque P' (R) c mP(R) 

Soit a.ES, tel que p(a.) E MA1 [l] . Il est clair que MA 1 [l] c NA 1 [l] 

et on en déduit que l'image de a. dans P(R)/P'(R) est contenue dans 

(mP(R ))/P' (R) . Si n est une uniformisante de A' , on peut donc écrire 

a. = n[3 avec [3 E P(R) ; on a nof:l = o(n[3) 

P(R®A1 R) est sans torsion. Donc [3 E S, et 

p est injective. 

oa. 0 , donc o[3 = 0 puisque 

a. = ni3 E mS, , ce qui prouve que 

Posons alors g = R®A• R et considérons le complexe de Hochschild de G 

à valeurs dans le complété formel du groupe additif sur A' . Pour tout entier 
-n 

n ~ 0 , le groupe des n-cochaines s'identifie à en = R® (en particulier, 

c1 = R , c2 = g ) . Soit on : en ..... Cn+l l'opérateur bord ; il est clair que 

on(mCn) c mCn+l et que l'application de C~ = en/men dans C~+l = Cn+l/mcn+l 

induite par on , par pas·Sôge aux quotients, n'est autre que l'opérateur bord en 

204 



GROUPES FORMELS LISSES 

degré n de la cohomologie de Hochschild de Gk à valeurs dans le complé

té formel du groupe additif sur k ; nous le notons encore ,t 
En outre, l'application et Cn .... Cn+l se prolonge, de manière unique, 

en une application A' -linéaire continue de P(Cn) dans P(Cn+l) 
I que 

tons encore on ; on voit que 
n+l n 

0 0 0 = 0 et que 01 : P(R) .... P(g) 

autre que l'application à 

Enfin, nous notons encore p l'application 

'T!I_J:IA,(G) 
proj. can. iso. can. 

LEMME 4.3.- Soit a.' E P'(g) un tenseur symétrique vérifiant a2a.• 

existe y E 'T!I_J:IA,(G) vérifiant p(y) E MA 0 [l] tel que Oy= a.' 

nous no-

n'est 

0 • Il 

Commençons par montrer comment la surjectivité de p se déduit du lem-

me comme l'application 

est surjective, il suffit de vérifier que si a. E 711_ J:IA' (G) , il existe y E 711_ J:IA' (G) 

vérifiant p(y) E MA,[1] tel que a.-y ES.,, i.e. tel que àa.= ày. Il suffit 

d'appliquer le lemme à a.' = àa. . 

Avant de démontrer le lemme, commençons par introduire quelques notations 

soit II l'ensemble des (s+l)-uples d'entiers rationnels i. = (i 0 ,i 1 , ... ,is) 

vérifiant 

' 1 
- PJ- ,;; i. ,;; i. 

J J-1 

Pour tout i. E Il , soit P(i) (g) 

, pour 1 ,;; j ,;; s . 

le sous-ensemble de gK = S ®A• K' for
i. 

mé des sommes finies d'éléments de la forme À.a.Pi , avec Q,;;j,;;s, À.Em 1 

et a. E g ; il est clair que c'est un sous-A'-module de gK . On voit en outre 

■ que si 

fiant i, ,;; i'. , pour tout 
J J 

et f = (i0, ... ,i~) sont deux éléments de 

j , alors p(f)(g) c p(i.)(S) 

j j-1 
■ que si i. = i. - e + p - p , pour tout j :?: 1 , alors 

J J-1 
i. = (i - 1) + pi - je , pour tout j , et, par conséquent, 
J O ' 1 

p(i.) U!) = m10- P' (S) 

■ et que de ces deux résultats on déduit que, pour tout i. 

205 

Il véri-



GROUPES p-DIVISIBLES 

on a en particulier les sont contenus dans 
P' (g) 

Le lemme 4. 3 va résulter du lemme suivant 

LEMME 4.4.- Soit j__ = (io , ... , is) E Il 

i) Soit r le Qlus 2etit entier ~ 0 vérifiant i 
r i et soit 

s 
i = i i Posons 

r s 

\ ii , QOur O ~ j ~ r - 1 , 

/ i + 1 + pi - pr - (j -r) e , Qour r ~ j ~ s . 

ii) Soit a.' un tenseur symétrigue de pUJ (g) tel gue 2 
= 0 à a.' 

Il existe 
i 0-1 

vérifiant p (y) E MA' [1] y E m ?713:IA,(G) tel gue 

a.' - ày E p(l'.) (g) • 

Commençons par montrer comment le lemme 4. 4 implique le lemme 4. 3 

munissons Il de l'ordre induit par l'ordre lexicographique sur ~s+l 

On a a.' E P'(g) = pU..0l(g), _io (1 i s ) avec , ... ,p -je, ... ,p -se E Il, et 

le lemme 4. 4 montre que l'on peut trouver une suite strictement croissante 

0 1 .n .n+l 
.i <j__ < ••• <.!,_ <.!,_ < ••• 

d'éléments de Il et des éléments y 1 ,y2 , ... ,y , ... de ?7/l\A,(G) vérifiant 
in 1 n 

p(yn) E MA,[!] et yn E m o- ?7/llA,(G) , tels que 

(.in+ 1) 
a.' - o(v1 +y2 + ... +yn) E P 1 (g) (on a posé .in (i~,i~, ... ,i:) ). 

On voit que le fait que la suite des in soit strictement croissante im

plique que la suite des i~ tend vers l'infini avec n . Comme les A'-modules 

MA' , MHA 0 (G) et ?llllA,(G) sont visiblement séparés et complets pour la to

pologie m-adique, et comme toutes les applications qui interviennent sont conti-

nues, on voit que la série de terme général converge dans 
a:, 

a.' - à( Z::: y ) 0 ; comme MA' [1] 
n=l n 

, on a p ( I: y ) = I: p ( y ) E MA' [1 ] 
n n 

est un sous-A'-module fermé de 

, d'où le lemme 4.3. 

et 

Il reste à démontrer le lemme 4. 4. La première assertion se vérifie sans 

difficulté. Prouvons la seconde : 
rt 

on voit que toute somme finie de la forme Z::: ),.tBi , avec les \ dans 
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A' , les 1\ dans g et les des entiers ;;, r , est congrue modulo mg à 

la puissance pr -ième d'un élément de g . On en déduit que, si TT est une 

uniformisante de A' , on peut écrire a,' sous la forme 
. r 

a,' TT18P + B 1 

où 13 E g et où 131 
. ' j 

est une somme finie de termes de la forme TT1 ( 8') P 

avec 13' E g et ou bien j < r et 

particulier on voit que B E P (r) ( g) 

i' ;;, i. , ou bien j = r et i' > i ; en 
J 

1 
en outre les i' vérifient tous i' > i 

-i 
et TT 13 1 E mg . 

On a alors 
-i 

TT a,' 

Soit l'image de e 
13Pr + TT -il3l et O = rJZ(TT -ia,') 

dans gk = 3/mg = e! . Comme 

= i(13Pr) + i(TT -il3 1) . 

-i 2 TT 13 1 E m3 = me , 
r r 2 -i 3 

on a à (TT 13 1) E me et 
2 ~pr 

à ( i3 ) = 0 . Il est clair que o2 (~p) = (i(mP 

et, comme l'anneau e 3 
k 

~ 
Posons b B 

,,,.... -r 

est réduit, on a a2S = O . 

et soit .Q l'élément ( ... ,0, ... ,0,b ) 
-r 

groupe CW k ( 3k) s'identifie au groupe des 2-cochafnes du complexe de 

Hochschild de Gk 

bord en degré 2 

à valeurs dans CWk . Si l'on note encore a2 l'opérateur 

de ce complexe, on voit que o2b = 0 implique que 
-r 

i12 = O • 

Mais a,' est un tenseur symétrique et il en est de même de 
~ Pr 
13 donc 

aussi de b 13 
2 /",, -r 

; on voit donc que .Q est un 2-cocycle symétrique. Comme 
/"-. 

Hs(Gk,CWk) = 0 , il existe un élément .f. = ( ... ,c_n, ... ,c 0) E CWk(Rk) tel que 

èls:_ = È. 

Si l'on note _g_' le covecteur 

_g_' = ( ... ,c + , ... ,c0 , 0, ... , 0) 
-n r 

(où c 0 est la composante d'indice - r ) , on voit que 

o1_g_• = ( ... ,o, ... ,O,b ,b +1·····bo) -r -r 

où les b . , pour O ,;; j ,;; r - 1 , sont des éléments convenables de ~ . 
-J -k. 

Choisissons pour tout n un relèvement 

de 

C -n de 

b . dans 
-J 

pour O ,;; j ,;; r -1 , un relèvement 6 . 
-J 

~ -n-r ~pn+r 
y' = u p c , on voit que y' est un élément 

n=O -n . 
r r-1 _ · ~ l 

ày' =' p-r13P + I; p lbP, (mod P' (g)) 
j=O -J 
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Posons y = PrTT\• ; on a 

i r r-1 r-j i-pi 
oy = TT 13P + ~ p TT b . 

j=0 -J 

Finalement, on peut écrire a.' - oY = 13 1 + 132 + 133 , avec 

r- l r-J· i - pi r i 
13 = ~ p TT b . et 13 3 E p m P' (g) . Montrons que 13 

2 j=0 -J 2 
et 13 3 sont aussi 

dans P (i'.) ( g) 

■ pour 13 2 , il suffit de vérifier que i + (r-j)e 

ce qui ne présente pas de difficultés ; 

:2: i '. 
J 

i. , pour 
J 

,;; r - 1 , 

j 
■ on voit que 13 3 est somme finie d'éléments de la forme }.,(13')P , avec 

i+re+pi-je 
13' E g , 0 ,;; j ,;; s et À. E m ; il suffit donc de vérifier que, 

pour 0 ,;; j ,;; s , on a i + (r-j)e + pi :2: i'. , ce qui ne présente pas, non plus, 
J 

de difficultés. 

I' ') 
On a donc a.' - oy E p\l. (g) . Il reste à vérifier que 

et que p(y) E MA' [1] 

r r 
■ posons y" = TTP y' . On voit que y" E mP P(R) c P(R) et que 

r r r-1 . r-j · 
0y" = p-rTTp 13P + ~ p-J(TTP b .)P (mod P'(g)) , donc que y" E 7l1l{A,(G) 

j=0 -J 

on en déduit que y = PrTTi-P\ .. E mi+re-pr7l1}{ A'(G) . Des inégalités 
j j-1 r 

ij ;;,: \-l - e + p - p , on déduit que i = ir ;;,: i 0 - re + p - 1 , donc que 

r io-1 
i + re - p :2: i 0 - 1 , et y appartient bien à m 7?1 l{A' (G) . 

11 Enfin, comme o.f. = 12. = ( ... ,o, ... ,0,b ) , on a oÜ[Q) = Y(o.f.) = Yl2. = o et 
-r 

Y.f. = ( ... ,c_n_ 1 , ... ,c_ 1) E M(Gk) = M . On a i - e :2: pr - (r+l)e et M~r+l) 

M (r+l) i-e 
est un objet du diagramme .&r (M) Si l'on identifie M à , on 

peut considérer p -lTTi ® Y.f. ~omme un élément de M(r+l) comme 
i-e 

r + 1 :2: 1 , l'image de M (r+ l) dans M est contenue dans M (1] Il 
i-e A' A' ' 

suffit alors pour terminer la démonstration de vérifier que p (y) est égal à 
-1 i 

l'image de p TT ® y_.9. dans MA' . 

4. 3. Soit M un Dk -module sans I-torsion, soit S, un A' -module et soit 

p: S,-+ MA' une application A'-linéaire. Comme MA./MA,(1] est canonique

ment isomorphe à M/1:M (cor. 1 à la prop. 2.3), le noyau de l'application 

composée 
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s, ____E___.. M proj. M /M [1) 
A' A' A' 

_i_s_o_. _c_a_n_ . ._ M/J:M 

contient ms, et nous notons p l'application k-linéaire de S,/mS, dans M/J:M 

induite par passage au quotient. 

Notons 
e fi.A, la catégorie dont les objets sont les triplets (s,, M, p) 

■ où M est un Dk -module profini sans .I-torsion tel que le quotient M/J:M 

est un espace vectoriel de dimension finie sur k , 

■ où s, est un A' -module libre de rang fini, 

■ où p est une application A'-linéaire de S, dans MA' telle que l'appli-

cation k-linéaire p S,/mS, - M/J:M soit un isomorphisme. 

Un morphisme u (S,,M,p) - (S,',M',p') de la catégorie est un cou-

ple (uS,,uM) formé d'une application A'-linéaire us,: S, - S,' et d'une appli

cation Dk -linéaire continue UM M - M' telles que le diagramme 

s, US, 
S,' 

p ! 
uM,A' 

p' ! 
MA' MÀ, 

(où l'on a posé uM,A' = (uM)A' ) soit commutatif. 

Il est clair que /1. i• est une catégorie additive. 

La proposition 6. 1 du chapitre III et la proposition 4. 2 montrent que, si 

G est un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A' , le triplet 
e 

S,MA,(G) = (s,A,(G),M(Gk),p(G)) est un objet de fi.A' 

Soit maintenant f : G' - G un morphisme de p-groupes formels lisses et 

de dimension finie sur A' . Par extension des scalaires, f induit un morphis

me fk : Gk - Gk des fibres spéciales, donc une application Dk-linéaire conti

nue M(fk) : M(Gk) - M(Gk) . Soit, d'autre part, R (resp. R') l'algèbre affine 

de G (resp. G') ; le morphisme f induit un homomorphisme continu 

fi~ R - R' 

f* . ô an -
K . "'K 

dans S,(G') 

qui se prolonge, de manière unique, 

(R') an 
K 

Il est clair que f* 
K 

envoie 

Si l'on note S,(f) la restriction de 

en un homomorphisme continu 

P(R) dans P(R ') et S,(G) 

f* 
K 

à S,(G) 
I on vérifie 

sans difficultés que le couple 
e 

(S,(f), M(fk)) est un morphisme de la catégorie 

/1. A' , i.e. que le diagramme 
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est commutatif. 

Ceci permet de considérer !, MA' comme un foncteur contravariant de la 

catégorie des p-groupes formels lisses et de dimension finie sur A' dans A!, 
On voit facilement que ce foncteur est additif. 

4.4. Nous allons maintenant associer à tout objet (!,, M, p) de un 

foncteur covariant G (!.,M,p) 
de la catégorie des A'-anneaux p-adiques dans 

celle des groupes abéliens , en généralisant la construction faite au n° 1. 3 dans 

le cas e = 1 

Soit g un tel anneau (nous renvoyons au § 3 pour la définition de gK , 

P'(S) gk et de l'application wg : cwk,A'(gk) ..... gK/P'(g)) 

■ nous notons N !,(g) 

HomA' (s.,, gK/P' (g)) 

gK/P'(g) 

0 
(resp. N !,(g)) le groupe HomA,(!,, gK) 

des applications A'-linéaires de S., dans 

(resp. 

gK (resp. dans 

cent 
■ nous notons GM(g) le groupe HomDk (M,CWk(gk)) des applications Dk-

linéaires continues de M dans CW k(gk) 

■ nous notons cpp l'application de GM(g) dans N~(g) qui à u E GM(g) 

associe 

pes ; 

WgoUA1 °p ; il est clair que cp P est un homomorphismes de grou-

■ enfin nous notons G(!.,M,p)(g) le produit fibré N!,(g) xN~(g)GM(g) , où le 

morphisme de N !,(g) dans N~(g) est celui qui provient de la projection 

canonique de gK sur gK/P' (g) et celui de GM(g) dans N~(g) est cpp 

Autrement dit un élément de G(!,,M,p)(g) est un couple (uS.,,uM) où 

us., : !, ..... gK est une application A'-linéaire, uM : M ..... CWk(gk) est une 

application Dk -linéaire continue, tel que le diagramme 

!, 
u!, 
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est commutatif. 

Il est clair que toutes ces constructions sont fonctorielles en g . On voit 

qu'elles sont aussi fonctorielles en (t,M,p) , i.e. que tout morphisme 

u : (t,M,p) .... (.!:' ,M' ,p') induit, de manière évidente, un morphisme de fonc-

teurs en groupes de G(.S:',M',p) dans G(.S:,M,p). 

4.5. Dans toute la suite de ce chapitre, nous notons t le plus grand entier 
t n 

tel que p - te ,,; p -ne , pour tout entier n ?e 0 (on a donc t = s si 
s s-1 s+l s s+l s 

p -p < e < p - p t = s + 1 si e = p - p ; en particulier 

t = 0 si 1 ,,; e < p - 1 et t = 1 si e = p - 1 ) . 

tout 

nus 

X E 

nue 

Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A' • Pour 

A'-anneau p-adique g 
' 

notons G(g) le 

de ~ dans g et, pour tout entier r ;;,, 

G(g) tels que l'image par X de l'idéal 

dans mrg. Il est clair que les G(mrg) 

groupe des homomorphismes conti-

1 , G(mrg) l'ensemble des 

d'augmentation de IR est conte

forment en fait une suite décrois

sante de sous-groupes de G(g) et que G(g) est séparé et complet pour la 

topologie définie par cette suite de sous-groupes, i.e. que G(g) s'identifie 

canoniquement à lim G(g)/G(mrg) . 

Il est clair que G(mg) est le noyau de l'application canonique de G(g) 

dans G(3/mg) = Gk(gk) . Comme G est lisse, cette application est surjective 

et G(g)/G(m3) s'identifie canoniquement (et fonctoriellement en g et en G ) 

à Gk(3k) . 

Si G est étale, on voit que G(mr g) = 0 , pour tout r ;;,, 1 . On en dé

duit que, si l'on note Ge la composante connexe de l'élément-neutre de G , 

on a G(mr g) = Ge (mr g) , pour tout entier r ::e 1 

PROPOSITION 4. 5. - Soit G un p-groupe formel lis se et de dimension finie sur 

A' et soit g un A' -anneau p-adigue. Pour tout entier r vérifiant O ,;: r < t , 
r r+l 

le groupe G(mP g)/G(mP g) est d'exposant p . 

Démonstration : il est clair que l'on peut supposer G connexe. Soit d 

sa dimension, soit R son algèbre affine et soit x1 ,x2 , ... ,Xd des générateurs 

de l'idéal d'augmentation on a donc R = A' [[x1 , ... ,Xdjj . 
~p 

Soit tip : fil, .... R® , le p-ième itéré du coproduit. Il est clair que chaque 
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6. P (Xi) est une série formelle sans terme constant en les 

1 ® 1 ® ... ® 1 ® X. ® 1 ® ... ® 1 et que c'est aussi un tenseur symétrique. On 
J 

en déduit immédiatement que l'on peut écrire 6. (X.) = a. + b. , où a. est un 
p 1 1 1 1 

tenseur obtenu par symétrisation d'un tenseur qui est une série formelle sans 

terme constant et où b. ne contient pas de terme de degré < p par rapport 
1 

à l'ensemble des variables. 

Si l'on note ri l'endomorphisme de ii1, qui définit la multiplication par 

p , on en déduit que ri(Xi) = pa1 + bi , où ai = ai (X 1 , ... ,Xd) et 

sont des séries formelles sans terme constant et où b' 
i 

ne 

contient pas de terme de degré < p . 

r 
Soit x E G(mP g) , soit y = px et soit, pour 1 ,,; i ,,; d , 

yi y(Yi) . On a 

Yi = pai(xl , ... ,xd) + bi(xl , ... ,xd) 

On voit que 
r+l 

mP g 

et que 

X, 
1 

x(X.) , 
1 

puisque r ,,; t - 1 implique 
r+l r 

p - p s: e . On a donc 
r+l 

Yi E mP g, pour 

tout i , d'où le résultat. 

4. 6. Conservons les hypothèses et les notations du numéro précédent et soit 

Soit X E G(g) c'est un homomorphisme continu de (il, dans g et il 

prolonge de manière unique homomorphisme continu de 
~an 

dans gK; se en un iil,K 

par restriction à S., , on obtient une application A' -linéaire xs., : S., -+ gK , i.e. 

un élément du groupe N s.,(g) défini au numéro précédent. 

S., 
Notons q,G(g) : G(g) -+ N .r,(g) l'application qui à x associe x.r, . Pour 

Cl E .r, , oCl = 0 , par conséquent 6.a. = a.® 1 + l@Cl et on en déduit que 

est un homomorphisme de groupes. En outre il est clair que 
.r, 

q,G ( 3) est 

fonctorielle en g et en G . 

Enfin, nous notons N~(g) le groupe des applications A'-linéaires de .r. 
dans mP\~. On a N~(g) c N~(g) c N1 (3) . Si t = 0, i.e. si e < p-1 , 
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on a P'(g) = mg et 

PROPOSITION 4. 6. - Soit G un p-groupe formel lis se et de di mens ion finie sur 
t 

un A'-anneau p-adigue. Si x E G(mP g) , alors A' et soit S 
i 

<:DG(g) (x) = xi 
i 

et l'application cpG(g) induit, par restriction, un iso-

morphisme de sur 

Démonstration : il est clair que l'inclusion de Ge dans G induit un 
C t C t 

isomorphisme de lA' (G) sur lA' (G ) . Comme G(mP g) = G (mP g) , on voit 

que l'on peut supposer G connexe. 

On voit que tout élément a. de P(R) peut s'écrire (de manière non uni-

que) sous la forme 

a. = 6 1l 6 P -na.p . 
e-1 , ( 00 n ) 

i=0 n=0 -n,1 
I 

où TT est une uniformisante de A' 

Soit 

la forme 

a.1,a.2, ... ,a.d une base de 

a.,= 6TT1 6p-n(a.J .)P e-1 '( 00 (') n) 
l i=0 n=0 -n,i 

avec les a.(i) . E R . 
-n, l 

et où les a. . E R • -n,1 

sur A' et écrivons chaque sous 

Il résulte facilement du fait que p(G) : l/ml ... M/_IM est un isomorphis

me que, si l'on pose X = a.(j) , alors x1 ,x2 , ... ,Xd forment un système de 
j 0, 0 () 

coordonnées pour R , i.e. R = A' [[X1 ,X2 , ... ,Xd]] et les a. i sont des sé-
-n,i 

ries formelles en les Xi, à coefficients dans A' . On voit que, quitte à chan-

ger les a.(j) , on peut supposer que les X. sont dans l'idéal d'augmentation. 
0, 1 1 

On doit alors avoir a./0,0, ... ,0) = 0 et on en déduit facilement que l'on peut 

choisir les a.(j) . pour que ce soit des séries formelles sans terme constant 
-n,1 

(') (') - (') n 
(si a 1 . = a. 1 . (0 , ... , 0) , il suffit de remplacer chaque 6P n(a. J .)P , qui 

,.-n,1 -n,: (j) (j) (j) -n,1 
est 1 image par w 0 du covecteur a.. ( ... , a. . , ... , a.0 ,) E CW(R) , par 
~ (j) (j) 01, (j) l -n,1 ,1 

wci(a.. - ( ... ,a . , ... ,a 0 .)) ) . 
01, l -n, l , 1 

LE MME 4. 7. - Soit r un entier 

mr g . Alors, pour 1 ,:; i ,:; d , 

t ;,, p et soit 

Démonstration du lemme : fixons l'entier 
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(en particulier, on a bO,O = bi ). Comme 

série formelle sans terme constant, b . E mr& 

on a donc 
. n . + n 

et 1/p -nbp . E mi-ne rp g . On a 
-n,1 

-n,1 

n n n+t t 
i-ne+rp = r+i+r(p -1)-ne 2e r+i+(p -p -ne) . Il suffit de vérifier que 

l·+(pn+t_pt-ne)2el, saufs1· 0 · ' d d'ff' l' = n = , ce qui ne presente pas e 1 1cu te. 

~~r::_-~e __ l.9-_ _:fj~o_r::_s_t_E:~!_i_?_El_.9~_ la _proposition pour tout entier r 2e 1 , l' ap-

plication qui à x E G(mr&) associe le d-uple (a 1 ,a2 , ••• ,ad), avec ai=x(Xi), 

définit une bijection entre G(mr&) et (mrg)d , et l'on voit que 

xL(a) = a}a 1 ,a2 , ••• ,ad) . 

t 
En appliquant le lemme pour r = p 

t 1 
x E G(mP g) , on a bien xL E NL(g) . 

et b. 
J 

a. , on voit que si 
J 

t t r 
Comme G(mP g) = ll!_n G(mP g)/G(m g) , il suffit, pour démontrer la deuxiè-

me assertion de vérifier que, étant donné un d-uple (a 1 ,a2 , •.. ,ad) d'éléments 
t t 

de mP g , il existe, pour tout entier positif r , un élément x E G(mP g) , 
, . r+l 

uniquement determrné modulo G (m g) 
r r+l 

tel que x (a.) - a. (mod m g) , pour 

tout j . 

On procède par récurrence sur r 

■ c'est clair si 
t 

r < P 

r J J 

t t 
■ Supposons r 2e p et soit xr-l E G(mp g) tel que x 1 (a.) = a. (mod mr g) , 

r- J J 
pour tout . Posons x 1 (a.) = a. - b .. L'élément x cherché doit être 

r- J J J r r 
de la forme xr = xr-l + y , avec y E G(m g) . Comme 

(x 1 + y) (a.) = x 1 (a.) + y(a.) , on doit avoir y(a.) = b. 
r+l 

(mod m g) . Le 
r- J r- J J J J 

lemme montre que pour cela il faut et il suffit que y(X.) = b. 
J J 

ce qui montre l'existence et l'unicité de 

G(mr+lg) . 

y, donc aussi de 

COROLLAIRE. - Sous les hypothèses de la proposition 4. 5, 

t 
i) le groupe G(mp &) est sans torsion ; 

r+l 
(mod m g) , 

x , modulo 
r 

ii) le sous-groupe de torsion G (m&) 
tor 

de G(mg) est le noyau de la 
s, t 

restriction de cpG(g) ~ G(m&) et son exposant divise p 

G (&) G(&) 
s, 

iii) le sous-groupe de torsion de est le noyau de cpG ( g) 
tor 
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Démonstration 

L'assertion i) est claire car 

torsion. 

t 
G(mP g) qui est visiblement sans 

Comme N .l'.(g) est sans torsion, Gt0 /mg) est contenu dans le noyau de 

la restriction de l'.(l~(g) . Réciproquement, soit x E G(mg) tel que x.l': = 0 . Il 
t t t 

résulte de la proposition 4.4 que px E G(mPg) ; comme (px).i'. ptx.l': = 0, 

on a ptx = 0 , d'où l'assertion ii). 

On voit de même que 
.i'. 

Gtor(g) c ker cpG(g) . Réciproquement, soit 
.i'. 

x E ker cpG(g) , i.e. tel que x.i'. = 0 . Comme G(g)/G(mg) est isomorphe à 

Gk(gk) qui est un groupe de p-torsion, il existe un entier i tel que 
i i t i t+i 

Comme (p x) .i'. = p x .i'. = 0 , on a p (p x) = p x = 0 et 

x E Gt (g) 
or 

4. 7. Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A . Notons 

G f le foncteur en groupes sur la catégorie des A' -anneaux p-adiques qui, à 
f 

tout A'-anneau p-adique g , associe le groupe G (g) = G(g) . La correspon-

dance G f-+ Gf peut être considérée, de manière évidente, comme un foncteur 

covariant additif de la catégorie des p-groupes formels lisses et de dimension 

finie sur A' dans celle des foncteurs en groupes sur les A' -anneaux p-adiques. 

On voit facilement que ce foncteur est pleinement fidèle et nous l'utilisons pour 

identifier la première de ces catégories à une sous-catégorie pleine de la secon

de. Autrement dit, dans la suite nous écrivons G au lieu de Gf . 

Pour tout p-groupe formel lisse et de dimension finie G sur A' si 

(.l'.,M,p) = .i'.MA,(G) , nous posons G = G(.i'.,M,p) . Nous nous proposons de 

construire deux morphismes de foncteurs en groupes 

cpG : G _, G et o/G : G _, G 

tels que o/G O cpG 
t 'd p •l G et cpG O ~G = t 'd p •l G 

Soit g un A'-anneau p-adique. On a défini au numéro précédent un ho-

momorphisme cp~(g) : G(g) _, N .l'.(g) • Si maintenant x E G(g) , notons xk son 

image dans Gk(gk) = G(g)/G(mg) . On sait (prop. 6. 2 du chap. III) que le grou

pe Gk ( gk) s'identifie canoniquement (et fonctoriellement en g ) au groupe 

Hom~ont(M,CWk(gk)) GM(g) ; notons xM l'image de xk dans GM(g) 
k 

(rappelons que xM est la restriction à M de CW k (xk) : CW k (Rk) _, CW k ( gk) ) . 
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L'application qui à x associe est un homomor-

phis me de groupes. 

PROPOSITION 4. 8. - Soit G un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur 

A' et soit (J.'.,M,p) = J.'.MA,(G) . Soit g un A'-anneau p-adigue. Pour tout 

x E G(g) l'élément cpG(g) (x) = (xJ.'. ,xM) de N J.'.(a)xGM(g) appartient à G(a) 

L'application cpG(g) G(&) - G(&) ainsi définie est un homomorphisme de grou-

pes, fonctoriel en g ; son noyau est le sous -groupe de tors ion Gt (mg) de 
or 

Démonstration dire que (xJ.'. ,xM) E G(g) revient à dire que le diagram-

me 

J.'. 

est commutatif, ce qui résulte immédiatement des définitions. 

Le fait que cpG(g) est un homomorphisme de groupes (fonctoriel en g ) 
J.'. M 

résulte de ce que les applications cpG(g) et cpG (a) sont toutes les deux des 

homomorphismes de groupes (fonctoriels en ~ ) . 

Enfin, le noyau de cpG(g) est formé des x E G(a) tels que xJ.'. 0 et 

xM = 0 • La deuxième condition est équivalente à xk = 0 , donc à x E G(ma) 

Le corollaire à la proposition 4.6 montre alors que xJ.'. = 0 équivaut à 

X E Gt (ma) or 

Construisons maintenant ~G : soit u = (uJ.'.,uM) E G(g) Soit 

uk E Gk(gk) l'image de uM par l'isomorphisme canonique de GM(g) sur 

Gk(gk) . Choisissons un élément x de G(&) qui relève uk (un tel élément 

existe toujours car G est lisse). Si cpG(g)(x) = (xJ.'.,xM) , on voit que 

xM = uM et que xJ.'. = uJ.'. (mod P'(g)) (i.e. que pour tout o. E J.'. , 

xJ.'. (o.) = uJ.'.(o.) (mod P'(a)) ) puisque (xJ.'.,xM) E G(a) . 

t t t t t 
On a (px) J.'. p xJ.'. donc (px) J.'. = p uJ.'. (mod p P'(g)) , d'où on déduit 

que 
t 

(px) J.'. 

t t 
(px) J.'. - pu J.'. 

t t 
(mod mp g) puisque P' (g) c mp -teg . Autrement dit 

et, d'après la proposition 4.6, il existe un élément 
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t 
y E G(mP g) t 

et un seul tel que y s, = (p x) s, t 
pus, . Si l'on pose 

t 
z = px-y 

on voit que 
t t 

z s, = (p x) s, - y s, = p us, • 

PROPOSITION 4.9.-Avec les hypothèses et les notations gui précèdent, l'élé

ment z E G(g) ne dépend pas du choix du relèvement x de uk . L'applica

tion ~G(g) : G(g) - G(g) gui à u = (us,, uM) associe z est un homomorphis

me de groupes I fonctoriel en g . On a ~G(g) o cpG(g) = pt. idG(g) et 

cpG(g) o ~G(g) = p\ id G(g) 

Démonstration : soit x' un autre relèvement de x . On a x' = x 

(mod ;(~~-))--:;,--;,après la proposition 4.4, /x• = /x (mod G(mPtg)) . Si y' 

est l'unique élément de G(mPt g) tel que (ptx') .1: - y! = ptus, , et si 
t t t t 

z' = px' - y' , on a donc z' - z = (px' - px) - y' + y E G(mP g) et 

(z' - z) .1: = 0 , d'où z' - z = 0 , ce qui prouve la première assertion. 

Les autres assertions sont alors évidentes. 

4. 8. On a le résultat suivant qui généralise le théorème 1 : 

THÉORÈME 2. - Si e < p - 1 , le foncteur .l:MA' induit une anti-éguivalence 

entre la catégorie des p-groupes formels lisses et de dimension finie sur A' 

et la catégorie 

La démonstration de ce théorème est entièrement analogue à celle du théo

rème 1. Donnons-en les grandes lignes : 

soit G et G' deux p-groupes formels lisses et de dimension finie sur 

A' et soit (.l:,M,p) = S.MA 1 (G) , (.l:',M',p') = .l:MA 1 (G') . Tout morphisme 

ri: (.l:,M,p) - (S.',M',p') induit de manière évidente un morphisme ri* de 

G' = G(.l:',M',p') dans G = G(.l:,M,p). Com~e e < p-1, on a t = 0, et 

les morphismes ~G : G - G et cpG' : G' - G' sont des isomorphismes. Si 

on pose ri1f = ~Go rj*o cpG' G' - G , on vérifie immédiatement que 

iMA 1 (rilf) = Tl et la pleine fidélité s'en déduit. 

Il reste à vérifier que .l:MA, est essentiellement surjectif. Pour cela, 

soit (.1:, M, p) un objet de 1"1, Choisissons un p-groupe formel lisse Gk 

sur k dont le module de Dieudonné M 0 = !'{l(Gk) est isomorphe à M (un 

tel groupe existe et est unique, à isomorphisme près,d'après la prop. 6.1 du 

chap. III) ainsi qu'un isomorphisme de M sur MO . 
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Soit R l'algèbre affine de Gk et choisissons un A'-anneau spécial R 

qui relève R Choisissons enfin un isomorphisme de S, sur un sous-A'-

module s,0 de P(R) tel que le diagramme 

s, s,o 

p! 
iA' 

MA' (MO)A' 

soit commutatif (rappelons que, comme e s p - 1 , on a P' (R) = m R ) . Enfin, 

notons 
' (-1) 

p0 l'application A'-linéaire 1A' 0 p o i de s,0 dans (M 0) A' . 

Pour tout A'-anneau p-adique g , notons XR(g) l'ensemble des homo-

morphismes continus de R dans g 

Si x E XR(g) , x 
~an 

se prolonge, de manière unique, en un homomorphisme 

continu de RK dans gK nous notons xs, 
0 

x.S: : S, - gK l'application A'-linéaire composée 

sa restriction à et 

De même x induit un homomorphisme continu xk : Q, - gk donc une ap-

plication Dk-linéaire continue CWk(xk) de CWk(R) dans CWk(gk) nous 

notons xM sa restriction à M0 et xM : M - CWk(gk) l'application Dk -
0 

linéaire composée xM o i . Il est clair que le théorème résulte alors du lemme 
0 

suivant 

LEMME 4.10.- Pour tout x E XR(g), (x.S:,xM) E G(.S:,M,p)(g) 

x - (x.S:,xM) de XR(g) dans G(.S:,M,p)(g) est bijective. 

L'application 

Il s'agit d'une généralisation du lemme 1.3 et la démonstration se transpo

se sans difficulté. 

C U 
Remarque : notons /\A' (resp. /\A' ) la sous-catégorie pleine de 

e 
/\A' dont les 

objets sont les triplets (L, M, p) , avec M "connexe" (resp. "unipotent") (cf. 

n° 1. 2). Par une généralisation sans difficultés des raffinements utilisés pour 

e = 1 et p = 2 , on démontre que, si e = p-1 (et, bien sür, aussi si 

e < p - 1 ) , la restriction de .S:MA' à la catégorie des p-groupes formels lisses 

et connexes (resp. unipotents) de dimension finie sur A' induit une antiéquiva

lence entre cette catégorie et la catégorie /\~, (resp. /\~,) . 

4.9. Lorsque e ;,, p-1 , le foncteur S,MA' n'est plus essentiellement surjec-
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tif, ni même, en général, pleinement fidèle. Toutefois, on a le résultat suivant : 

PROPOSITION 4. 11. - Soit G et G' deux p-groupes formels lisses et de di

mension finie sur A' . L'homomorphisme canonique du groupe Hom(G', G) dans 

Hom(.l:MA' (G}, .l:MA' (G')) est injectif et son image contient 

pt. Hom(.l:MA' (G), .l:MA, (G')) 

Démonstration : soit R l'algèbre affine de G . Il est clair que si 

a. E P(R) , alors da. E 0A, (R) (on a identifié le module des A'-différentielles 

continues 0A' (R) de 5't à un sous-module du module des K' -différentielles 

continues de l'anneau R~n ) . Il résulte immédiatement de la proposition 4. 2 et 

de l'isomorphisme canonique entre wG/A' et të/A') (cf. prop. 8. 1 du chap. I) 

que l'application qui à a. associe da. induit, par restriction à .l:A,(G} , un 

isomorphisme de sur ; il est clair que cet isomorphisme est 

fonctoriel par rapport à G . 

Soit alors f un morphisme de G' dans G et soit \ Gk - Gk le 

morphisme induit sur les fibres spéciales. Supposons que 

■ Il résulte de ce qui précède que .l:(f) = 0 implique que l'application A'

linéaire de wG/A' dans wG'/A' induite par f est nulle ; on en déduit 

facilement que le noyau de f contient la composante neutre G'c de G' , 

donc que f se factorise à travers le quotient G,et = G' /G'c qui est un 

groupe formel étale. 

■ Comme le foncteur M est fidèle, M(fk) = 0 implique fk = 0 ; on en 

déduit facilement que l'image de f est contenue dans la composante neutre 

Ge de G • 

On voit donc que f se factorise à travers un morphisme d'un groupe éta

le dans un groupe connexe et est donc bien nul. 

Soit maintenant Tl E Hom(.l:MA' (G), .l:MA, (G')) et soit ri* le morphisme de 

G' dans G induit par Tl ; si ri*= i)rG o ri* o cpG' , on vérifie immédiatement 

.l:MA,(ri*) 
t 

et la deuxième assertion de la proposition s'en déduit. que = p Tl 

Remarque : on peut montrer que, si e :s: Z(p-1) , la restriction de .l:MA' à la 

catégorie des p-groupes formels lisses et connexes, de dimension finie sur A' , 

est pleinement fidèle. Ceci n'est plus vrai, en revanche, si e ;,, Zp-1 (même 
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en se restreignant aux groupes p-divisibles). 

§ 5. - Groupes p-divisibles sur A' 

On conserve les hypothèses et les notations des trois paragraphes précé-

dents. 

5.1. Notons la catégorie dont les objets sont les couples (L,M) 

■ où M est un Dk-module profini sur lequel l'action de F est injective, tel 

que le quotient M/_fM est un espace vectoriel de dimension finie sur k 

D où L est un sous-A'-module de MA' tel que l'application de L/mL dans 

MA,/MA,[1] (= M/_fM) déduite, par passage aux quotients, de l'inclusion 

de L dans MA, est un isomorphisme. 

Un morphisme u : (L,M) ..... (L', M') de la catégorie est une appli-

telle que CL' (où cation Dk -linéaire continue de M dans M' 

uA, : MA' ..... MA, est l'application déduite de u par fonctorialité). 

Il est clair que la catégorie est additive. 

Nous notons la sous-catégorie pleine de dont les objets sont 

les couples (L, M) tels que M est libre de rang fini sur A et L est li

bre sur A' (si e ,;;; p-1 , MA' est sans torsion et la deuxième assertion 

résulte de la première). 

Si G est un p-groupe formel lisse et de dimension finie sur A' , nous 

notons LA,(G) l'image de .S:A 1 (G) dans MA,(Gk) par l'application p(G) Il 

résulte du n° 4.3 que le couple LMA 1 (G) = (LA,(G),M(Gk)) est un objet de 
e 

HA' . On peut, en fait, de manière évidente, considérer LMA, comme un 

foncteur contravariant additif de la catégorie des p-groupes formels lisses et de 

d f A' d He imension inie sur ans A' 

PROPOSITION 5. 1. - Si G est un groupe p-divisible sur 
d 

un objet de HA, . De plus 

A' 
' 

est 

i) si e < p-1 , la restriction de LMA' à la catégorie des groupes p

divisibles sur A' induit une anti-éguivalence entre cette catégorie et 
d 

HA, 
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ii) si G et G' sont deux groupes p-divisibles sur A' , l'homomorphis

me canonique de Hom(G',G) dans Hom(LMA,(G),LMA'(G')) est in

jectif et son image contient ptHom(LMA 0 (G),LMA 1 (G')) . 

Démonstration : si G est un groupe p-divisible sur A' , Gk est un 

groupe p-divisible sur k et M(Gk) est un A-module libre de rang fini (prop. 

6. 1 du chap. III). On voit alors que montrer que est un objet de 
d 

HA, revient à vérifier que l'application p(G) est injective. Si elle ne l'était 

pas, on voit que l'on pourrait trouver un élément non nul o. E P'(R) tel que 

o o. = o.® 1 + 1 ® o. . On voit que, quitte à multiplier o. par une puissance 

convenable d'une uniformisante de A' , on peut supposer que o. E R et 

o. If. mR • L'image de o. dans l'algèbre affine de Gk définirait un homomor

phisme non nul de Gk dans le groupe additif, ce qui n'est pas possible puis

que Gk est p-divisible. 

L'assertion (i) résulte alors trivialement du théorème 2 (n° 4. 8) et l'as ser

tion (ii) de la proposition 4. 11. 

5. 2. Soit K[I,y] l'anneau (non commutatif si k 'f IP) K®A Dk = K®A A[I,y] . 

Si M est un Dk -module, le K-espace vectoriel MK = K®A M est, de manière 

évidente, un K[I,y]-module à gauche ; la correspondance M f-+ MK est foncto

rielle. 

Notons la catégorie dont les objets sont les couples 

■ où MK est un K[.I,Y]-module à gauche qui est un espace vectoriel de di

mension finie sur le corps K 

■ où LK, est un sous-K' -espace vectoriel de 

de la catégorie me u : (LK,, MK) _. (LK,, MK) 

K[I,y]-linéaire de MK dans MK telle que 

l'application déduite de u 

MK' = K' ®K MK . Un morphis

H~, est une application 

UK' (LK,) C Li<, (on a noté 

par extension des scalaires). 

Il est clair que est une catégorie additive. 

d 
Enfin, on a un foncteur additif évident de la catégorie HA, 

d 
à tout objet (L, M) de HA' , on associe le couple (LK', MK) 

dans 

■ et où LK' est l'image dans MK' K' ®K MK de K' ®A• L (d'après la propo-
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sition 2. 1, MK, s'identifie canoniquement à K' ®A• MA, ) . 

En composant la restriction de LMA' à la catégorie des groupes p-divi

sibles sur A' avec ce foncteur, on obtient un foncteur contravariant additif 

de la catégorie des groupes p-divisibles sur A' dans 

PROPOSITION 5. 2. - Soit G et G' deux groui::es p-divisibles sur A' . L'ho

momorphisme canonique de Hom(G', G) dans Hom(LMK' (G), LMK' (G')) est in

jectif et induit, par extension des scalaires, un isomorphisme de 

~ ®~ Hom(G', G) dans Hom(LMK, (G), LMK, (G')) (autrement dit LMK, , consi
P p 

déré comme un foncteur contravariant de la catégorie des groupes p-divisibles 
d 

sur A' "à isogénies près" dans HK, , est pleinement fidèle). 

!?~~~n_s_t_E~!_i.9~: il est immédiat que Hom(LMA,(G),LMA,(G')) est un ~p

module sans torsion et que Hom(LMK' (G) ,LMK, (G')) s'identifie canoniquement 

à ~p ®~P Hom(LMA, (G) ,LMA, (G')) . La proposition résulte alors de l'assertion 

(ii) de la proposition 5. 1. 

5. 3. Soit G un groupe p-divisible sur A' . Nous allons donner une interpré

tation de LMK, (G) = (LK' (G), MK(G)) en terme de "fonctions analytiques". 

Soit R 

K®A (R®A• R) 

l'algèbre affine de G . Il est clair que K®A R = K' ®A• R (resp. 
- -an 

K' ®A• (R®A• R)) s'identifie au sous-anneau de RK (resp. 

- an n -(R®A• R)K ) formé des o. tels que p o. E R (resp. R®A• R) pour n 

assez grand. On voit que l'on a aussi K' ®A• R = K' ®A• P' (R) et 

K' ®A• (R®A• R) = K' ®A• P' (R®A• R) . 

En reprenant les notations du n° 4.1, on voit alors que 

-an 
s'identifie au sous-K'-espace vectoriel de RK formé des o. E K' ®A• P(R) tels 

que oo. E K' ®A• (R®A• R) et que K' ®A• MHA' (G) s'identifie au quotient 

MH~~(G) de 71/~~?(G) par K' ®A• R . Il est clair que l'isomorphisme de 

MA, (Gk) sur MHA, (G) défini au n° 4. 1 induit, par extension des scalaires, un 

isomorphisme de MK' (G) = K' ®i<; MK(G) = K' ®A• MA' (Gk) sur MH~~(G) . 

Si l'on note 

tels que oo. = 0 

an 
.S:K' (G) le 

an 
et LK, (G) 

K' -espace vectoriel formé des o. E K' ®A• P(R) 

l'image de .S:~~(G) dans MH~~(G) , on voit 
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tout de suite que L~?(G) 

nonique de MK' (G) sur 

est aussi l'image de 
an 

par l'isomorphisme ca-

MHK' (G) . 

Montrons, pour terminer, que, dans la définition de MH~?(G) et de 

an( ) 1 K' "" P( ) Aan Pl ' · ' t LK, G , on peut remp acer .,,,A' R par RK . us prec1semen 

PROPOSITION 5. 3. - Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit R son al-

gèbre affine. Si 
Aan 

a. E RK vérifie 

Démonstration : il est clair qu'il existe un entier n tel que 

à(pna.) E R®A,R c P'(R®A 1 R). Avec les notations du n° 4.2, on voit que 

à(pna.) est un tenseur symétrique de P'(R®A• R) vérifiant i(o(pna.)) 0 

D'après le lemme 4.3, il existe donc y E P(R) tel que ày = à(pna.) . Quitte 

à remplacer a. par a. - p -ny , on voit que l'on peut supposer que àa. = 0 • 

Soit alors e: : R -+ A' l'homomorphisme d'augmentation et soit 
Aan Aan 

e:K : RK -+ K' son prolongement à RK . Soit I le noyau de e: et IK ce-

lui de e:K . On voit facilement que aa. = 0 implique que a. E IK et que 

l'application qui à fl E t~?(G) associe son image modulo I~ définit un iso

morphisme de t~?(G) sur IK/I~ . Pour achever la démonstration, il suffit donc 

d'établir le lemme suivant : 

LEMME 5. 4. - Soit a. E I~ . Si àa. = 0 , alors a. = 0 • 

Démonstration il est clair que 
2 

et que IK/IK 

I/I2 est un A' -module libre de 

s'identifie à K' ®A• (I/I2) . Soit 

rang la 

dimension d de G 

qui relèvent une 
2 

base de I/I . On voit des éléments de 

facilement que, pour tout entier Ir 11r+l 
r«l, KK s'identifie à l'espace vecto-

riel des polynômes homogènes de degré 

et que t:,X, = X.® 1 + l®X. 
1 1 1 

proposition 10. 4 du chapitre I que si 

a. E Ir+ 1 ; autrement dit a. E fÎ !Kr 
K ~™ 

r en les Xi à coefficients dans 

Il résulte alors facilement de la 

r « 2 est tel que a. E { , alors 
K 

Notons RO le facteur local de R correspondant à l'élément-neutre et 

K' 

(~:n) O la composante de ~:n correspondante. Il est clair que a. E n ( re

vient à dire que la composante a.0 de a. dans (Ran)O est nulle. 
K 

de 

Soit 

K' 

AC l'anneau des entiers du complété 
cont 

Pour tout x E G(AC) = Hom (R,AC) , 

C d'une clôture algébrique 
Aan 

notons xK : RK ... C l 'ap-

plica tion qui prolonge x Il est clair que l'application qui à x E G(Ac) as-
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socie x(et) définit un homomorphisme de G(AC) dans le groupe additif de C 
n C 

Pour tout x E G(AC) , il existe un entier n tel que p x E G (AC) , autre-

ment dit tel que l'application pnx se factorise à travers la projection de R 
0 r O ) r sur R ; on a alors (px)K(et) = 0 {puisque et = 0 , donc p .xK(et) = 0, 

d'où xK(et) = 0 , pour tout x E G(AC) . On en déduit facilement que ceci im

plique que et = 0 . 

Remarque soit AC l'anneau des entiers du complété C d'une clôture algé-

brique de K' . Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit N l'unique 

sous-schéma en groupes fermé fini et plat de G tel que N(AC) = Gt0 /mAc) 

On a un diagramme commutatif 

0 - N(Ac) - G(Ac) - (G/N)(Ac) - 0 

Il Il 
o - Gtor(mAc)- G(Ac) - G(Ac) 

dont les lignes sont exactes. Comme (G/N) (AC) est un groupe p-divisible 

(au sens élémentaire) et comme /G(AC) est contenu dans l'image de G(AC) , 
t-

on voit que (G/N)(AC) = p G(AC) . La connaissance de LMA 1 (G) détermine 

donc (G/N) (AC) , donc aussi, d'après le théorème de pleine fidélité de Tate, 

le groupe p-divisible G/N . 
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§ 1. - Le module de Tate. 

CHAPITRE V 

COMPLÉMENTS 

On conserve les notations des chapitres III et IV. On note B un anneau 

qui est soit k , soit A' (ce qui comprend le cas B = A = W(k) lorsque 

e = 1). On note C le complété d'une clôture algébrique K' de K' et AC 

l'anneau des entiers de C . 

1 .1. Soit G un groupe p-divisible sur B et soit R son algèbre affine. 

Pour tout B-anneau topologique S , on note G(S) le groupe des homomorphis

mes continus du B-anneau R dans S et Gt (S) son sous-groupe de tor-
or 

sion. On voit que G(S) s'identifie à l_!!!l G(S)/pnG(S) , ce qui permet de 

considérer G(S) et G (S) 
tor 

comme des :;g; -modules. Nous posons 
p 

1 T(G)(S) = Hom..,. {(l) /:;g; ,G(S)) = 
- u., p p 

p 
Uo(G)(S) = Hom:;g: {(l) ,Gt (S)) , 
- P p or 

U(G)(S) = Hom:;g; {(l) ,G(S)) 
- p p 

Homz {(l) /:;z: ,Gt (S)) , 
P p p or 

Si, pour tout u E 1!.(G)(S) , on pose u(p -n) = u , cela permet de cons i
n 

dérer u comme une suite (u0 ,u1 , .•• ,un, ... ) d'éléments de G(S) vérifiant 

pun+l = un . On voit que 1l_0 (G)(S) (resp. I.(G)(S)) s'identifie au sous-:;g;P

module de 1!.(G)(S) formé des u tels que u 0 E Gtor(S) (resp. u 0 = 0) • On 

voit aussi que 1l_0(G)(S) s'identifie canoniquement à (l) ®z T(G)(S) . 
p p -

L'application, qui à u 

lJ.(G)(S) (resp. 1l_0 (G)(S)) dans 

d'où un diagramme commutatif 

associe u 0 , définit un homomorphisme de 

0 - I.{G){S) 

Il 
0 - I.(G)(S) 

1l_0{G){S) 

f 
1[{G)(S) 

G(S) (resp. Gt (S)) dont le noyau est T(G)(S), 
or -

dont les lignes sont exactes. Lorsque G(S) est un groupe p-divisible (au 
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sens élémentaire ! ) , l'application u __, u0 est surjective. C'est en particulier 

le cas lorsque B = A' et S = AC , auquel cas nous posons T(G) = l_(G)(AC) , 

U 0 (G) = !L0 (G)(AC) , U(G) = !I.(G)(AC) ; les lignes du diagramme commutatif 

0 - T(G) - U0 (G) - Gtor(AC) - O 

Il f f 
0 - T(G) - U(G) - G(AC) - 0 

T(G) , qui est le module de Tate de G , 

est un Z -module libre de rang fini égal à la hauteur h de G et que, par p 

sont alors exactes. On sait que 

conséquent, u0 (G) est un espace vectoriel sur ~p de dimension h . 

Remarques : 

1.- Il est clair que les constructions de l_(G)(S) , ![0 (G)(S) et ![(G)(S) 

sont, de manière évidente, fonctorielles en G et en S 

Soit cp : G __, G' une isogénie de groupes p-divisibles sur B et soit N 

son noyau. On voit facilement que, pour tout S , les applications 

![0 (G)(S) __, Q0 (G')(S) et Q(G)(S) __, Q(G')(S) sont des isomorphismes et que la 

suite exacte des Extz (~ /1L, , -) donne une suite exacte 
p p p 

0 -+- l_(G)(S) -+- l_(G')(S) - N(S) - 0 

(l'application de 1.(G')(S) dans N(S) peut se définir ainsi : comme G __, G' 

est une isogénie, il existe un entier r tel que prG' (S) c lm cp(S) ; on en 

déduit que si u = (uo, ... ,un····> E l_(G' )(S) I les u sont tous dans l'image 
n 

de cp(S) ; si u est un relèvement dans 
n 

G(S) de u I l'image de u dans n 
N(S) est l'image de pnÛ pour n suffisamment grand). 

n 

2. - Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit Gk = G ®A• k sa 

fibre spéciale. Soit g un A' -anneau p-adique et soit gk = g®A' k = g/ma . 

Notons u __, u l'application canonique de G(g) dans Gk (1\) . Elle induit un 

homomorphisme de I[(G)(g) dans !I.(Gk)(gk) qui est, en fait, un isomorphisme : 

■ cet homomorphisme est injectif : si 

nul de , il existe un entier 

u = (u 0 , ••. ,un•···) est un élément non 

m tel que u ,j. 0 ; si R est l'al
m 

gèbre affine de 
+ 

G et R l'idéal d'augmentation, on en déduit qu'il 
+ r+l 

te un entier r tel que u (R ) </. m g ; on voit facilement que cela 
m 

que que, pour i:;;;r , u +·(R+) et mr+l-ig; on a donc u _,_(R+, i mg m 1 m,, 
üm+r ,j. 0 et l'image de u dans !I.(Gk)(gk) n'est pas nulle. 
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■ cet homomorphisme est surjectif: si t = (t 0 , ... ,tn, ... ) E l[(Gk)(!\), choi-

sissons, pour tout n , un élément f E G(g) qui relève t (c'est tou-
n n 

jours possible car G est lisse) ; on voit que (pfn+1-t)(6~,+) c m3 et on 

en déduit facilement que, pour tout entier n fixé, la suite des pm € 
n+m 

converge dans le groupe G(3) (qui est séparé et complet pour la topologie 

p-adique) ; si on note u la limite de cette suite, on voit que 
n 

u = (u 0 , ... ,un•···) est un élément de l[(G)(~) qui relève t 

Ce résultat nous permettra d'identifier 1[0(G)(3) et I(G)(3) à des sous

~P -modules de !l.(Gk)(~k) . 

1. 2. Soit G un groupe p-divisible sur k et soit S un k-anneau (quel

conque, mais muni de la topologie discrète). On voit que G(S) est un groupe 

de p-torsion et on a donc !l.{G)(S) = 1[0(G)(S) . 

Pour tout entier n 2 0 , soit Gn le noyau de la multiplication par pn 

dans G Il est clair que I(G)(S) s'identifie à l!Ei Gn (S) , la flèche de 

Gn+l (S) dans Gn(S) étant la multiplication par p , et que !l (G)(S) s'iden-

tifie à l!.!!1 G(n)(S) où l'on a posé G(n)(S) = G(S) , pour tout entier n2 0 

et où la flèche de G(n+l)(S) dans G(n)(S) est la multiplication par p . 

Soit M = M(G) le module de Dieudonné de G . La structure de Dk -

module à gauche sur M se pro longe, de manière évidente, en une structure 

de Dk -module sur K ®AM . L'identification de M à un sous-Dk -module de 

K ®A M permet d'identifier K ®A M à l!J:!1 p -nM , et la multiplication par pn 

définit un isomorphisme de p-nM sur M . La proposition 6. 2 du chapitre III 

implique donc le résultat suivant : 

PROPOSITION 1 .1. - Soit G un groupe p-divisible sur k et soit M = M(G) 

Soit S un k-anneau. Alors !l.{G)(S) = 1[0(G)(S) ~- I(G)(S)) s'identifie 

canoniquement, et fonctorielle ment en S et en G , au (t) -espace vectoriel -- - p -

(.!:§..ê_P_. au ~p-module) HomDk(K~AM,CWk(S)) (resp. HomDk((K®AM)/M,CWk(S))) 

des applications Dk-linéaires de K®A M ~- (K<S:A M)/M) dans CWk(S) . 

1. 3. Nous allons maintenant donner une autre description de I(G)(S) et de 

l[(G)(S) , lorsque G est un groupe p-divisible sur k et S un k-anneau, 

qui peut paraitre plus compliquée, mais qui devrait être plus commode pour cer

taines applications. 
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Pour cela, commençons par introduire les "bivecteurs de Witt". Soit fi 

un anneau commutatif quelconque. Pour tout entier m 2: 0 , posons 

CW (fi) = CW(fl) et BW(fl) 
m li_m CWm(fl) , l'application de CWm+l(fl) dans 

CW (fi) étant définie par 
m 

(autrement dit, c'est le décalage). 

On voit que BW peut être considéré comme un foncteur covariant de la 

catégorie des anneaux commutatifs dans celle des groupes abéliens. Il résulte 

de la définition de CW(fl) que BW(fl) s'identifie, en tant qu'ensemble, à 

l'ensemble des "bivecteurs" 

( ... ,a , ... ,a 1 ,a 0 ,a1 , ... ,a , ... )=(a) ,w 
-n - m n nE"" 

où les an , pour n E Zl , sont dans A et vérifient la condition 

~ il existe _un entier no et un idéal nil12otent Q de fi tel que 
($) 

an E a .fil. n ,s;n0 

Si maintenant fi est un k-anneau, on voit que BW(fl) peut encore être 

considéré comme un Dk -module : si .9. 

on a 

( ... ,a , ... ,a 0 , ... ,a , ... ) E BW(A) , 
-n m 

f..9. 

y_g_ ( ... ,a 1, ... ,a 1, ... ,a l'"') -n- - m-

Enfin, si fi est un k-anneau linéairement topologisé, séparé et complet, 

on pose BW(A) = l_!!!l BW(A/a) , pour a parcourant les idéaux ouverts de fi ; 

les éléments de BW(fl) peuvent encore se représenter, de manière évidente, 

comme des covecteurs. 

Nous allons d'autre part associer à tout anneau S de caractéristique p , 

un anneau parfait li: (S) , linéairement topologisé, séparé et complet, de la 

manière suivante : 

pour tout entier r E IN , on pose S = S , et li: (S) = lim S , l' applica-r -+- r 

tion de Sr+l dans Sr étant l'élévation à la puissance p-ième (la to

pologie de li: (S) est la topologie de la limite projective, chaque Sr 

étant muni de la topologie discrète). 
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On voit qu'un élément x de .K(S) peut se représenter comme une suite 

x = (x 0 ,x 1 , ... ,xr, ... ) d'éléments de S vérifiant x~+l = xr , et que l'addi

tion et la multiplication se font alors "composante par composante". 

On voit que si S est un k-anneau, X(S) devient un k-anneau parfait, 

linéairement topologisé, séparé et complet, en posant, pour tout À E k et tout 

x = (x 0 ,x1 , ... ,xr 1 ••• ) E .K (S) , 

Àx = (1,.x 0 ,o- 1(1,.)x 1 , ... ,o-r(1,.)xr' ... ) 

Si .2. = ( ... ,a_n' ... ,a0 , ... ,am, ... ) E BW(.li.(S)) , alors, pour tout mE:IA': , 

a peut s'écrire a = (a 0 ,a 1 , ... a , ... ), avec les a dans S et 
m m m, m, m,r m,r 

ap = a . Nous notons ri l'application de BW(X(S)) dans 
m,r+l m,r 0 

qui à .2. = (a ) ..., E BW(K(S)) associe ( ... ,a_ 0 , ... ,a_ 1 0 ,a0 0) . 
m mEau n, , , 

clair que rio est Dk -linéaire et nous notons BW 0(X(S)) son noyau. 

PROPOSITION 1. 2. - Soit G un groupe p-divisible sur k et soit M = M(G) . 

Soit S un k-anneau. Alors 11:(G)(S) '™· 1.(G)(S)) s'identifie canoniquement 

(et fonctoriellement en S et G) ~ HomDk (M,BW(J<(S))) '™· 
Homnk (M,BWo(X(S)))). 

Démonstration : pour tout r E lN , posons 

V(S) = l!!!J V/Sl , l'application de Vr+l (S) dans 

par p . 

V/Sl = cwk (S) et soit 

V (S) étant la multiplication 
r 

Soit ri : BW(K (S)) .... CWk (S) = V (S) l'application qui à 
r r 

( ... ,a , ... ,a0 , ... ,a , ... ) associe (. .. ,a _._ , ... ,a 1_._ ,a ) on vérifie -n m -n,,,r - ~,r r,r 
que rir est Dk -linéaire et que le diagramme 

rir+l 
BW(.K(S)) ----vr+l (S) 

~ 
est commutatif. On obtient donc ainsi une application Dk-linéaire 

ri : BW(X(S)) .... V(S) 

On vérifie tout de suite que ri est injective. Mais ri est aussi sur

jective : soit b = (b ) lN E V(S) , avec b E V (S) = CWk(S) . Si - --r rE --r r 
b = ( ... ,b , ... ,b 1 ,b 0 ) , on voit que bP 1 1 = b-n,r , pour tout n --r -n,r - ,r ,r -n- ,r+ 
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et tout r ; on en déduit que Q = ri(g_) , avec .§. = ( ... ,a , ... ,ao,··· ,a , ... ) et -n m 

a (b 0 ,b 1 1 , ... ,b , ... ) pour n ;.,:Q • 
-n -n, -n- , -n-r ,r 

a 
m 

p m-1 
(b 0 ,bP0 , ... ,b 0 ,b_ 1 +1 , ... ,b , ... ) pour m >Ü • 

,m ,m ,m ,m m-s,s 

Par conséquent, ri est un isomorphisme. 

Or, si l'on pose G(r)(S) = G(S) , on a 1L(G)(S) = llfll G(r)(S) , la flèche 

de G(r+l)(S) dans G(r)(S) étant la multiplication par p. Comme G(r)(S) =G(S) 

s'identifie canoniquement (et fonctoriellement) à HomDk(M,CWk(S)) (cf. prop. 

6.2 du chap.III) = HomD (M,V (S)) , on voit que U(G)(S) = lim HomD (M,V(S)) 
k r - - k r 

est aussi HomDk(M,1!!!1 'f(S)) qui s'identifie à HomDk(M,BW(.K(S))) en utili-

sant l'isomorphisme ri • 

Un élément u de .!l(G)(S) est dans .I(G)(S) si et seulement si son 

image dans G(O)(S) est nulle ; si on identifie lI(G)(S) à HomDJM,BW(X(S))), 

on voit que cela revient à dire que ri 0°u = 0 , donc que uE HomDk(M,BW0 (.11,(S))). 

1.4. Soit g un A'-anneau p-adique. Notons Res(3) l'ensemble des familles 

x = (x(n)) d'éléments de g , indexées par les entiers rationnels, vérifiant 
nE~ 

(x(n+l))P = x(n) , pour tout nE ~ 

(/nl)nE~ deux éléments de Res(g) . Il 

( (n+m) (n+m))Pm 
Soient X = et y 

est clair que, pour tout entier n fixé, la suite des x +y est 

convergente dans g ; si l'on note z(n) sa limite, on voit que z = (z(n)) 
nE~ 

est un élément de Res (3) . 

On vérifie alors facilement que l'on munit Res(g) d'une structure de k

anneau en posant, pour x, y E Res (g) 

( ) (n) 1. ( (n+m) (n+m))pm 
x+y = lm X +y , 

m-++oo 
(xy)(n) x(n)Y{n) 

( ) (n) -n (n) 
(1..x) n o -n([t..] )x = [o (1..)] x , pour tout À E k (où [1..] est le 

représentant de TeichmUller de À dans W(k) = A c A') . 

Notons Rest, (g) le sous-ensemble de Res(3) 

x (O) E m3 . On vérifie immédiatement que Res;, (g) 

que Res (g) est séparé et complet pour la topologie 

230 

formé des x tels que 

est un idéal de Res (g) et 
+ 

Res A' (g)-adique. 



COMPLEMENTS 

PROPOSITION 1 . 3 . - Soit g un A' -anneau p-adigue et soit gk = a®A' k = &/mg . 

Les k-anneaux topologiques Res (g) et x(gk) sont isomorphes, canoniquement 

et fonctoriellement en g . 

Démonstration : pour tout s E g 

x = (x(n)) E Res(g) , on voit que 
nE~ 

notons s son image dans ,,...._,, ,--....., 

x = (x(O) , ... ,x(n) , ... ) E X(gk) 

gk . Si 

et il est 

immédiat que l'application x ,-.. x est un homomorphisme continu de Res(&) 

u un relèvement de 
n 

dans & • On voit facilement que, pour tout entier n fixé, la suite des 

ûPm converge dans g 
n+m 

A(n) 
vers un élément u , ne dépendant pas du choix 

des relèvements, et que û = (Û(n))nE~ E Res(g) . On vérifie que l'application 
A 

u - u est continue et que les applications x - x et u - u sont inverses 

l'une de l'autre. 

Remarque : soit K" un sous-corps du corps des fractions K' de A' conte-

nant le corps des fractions K de 

de A" . Tout A' -anneau p-adique 

A = W(k) et soit m l'idéal maximal 
A" 

g peut être considéré comme un A"-anneau 

p-adique. Les k-anneaux topologiques J{ (&/mg) et ~ (g/mA,,g) sont canonique

ment isomorphes puisqu'ils s'identifient tous deux à Res(&) . Sur Res(g) , 

les topologies Res;,(g)-adiques et Res;,,(g)-adiques colhcident donc, mais 
+ + 

l'inclusion ResA,(g) c ResA,,(3) est, en général, stricte. 

Compte-tenu de la remarque 2 du n° 1. 1 et de la proposition 1. 2, la pro

position 1 . 3 implique le résultat suivant : 

COROLLAIRE. - Soit G un groupe p-divisible sur A' et soit M = M(Gk) . 

Pour tout A' -anneau p-adigue g , 1[(G) (g) s'identifie canoniquement (et fonc-

toriellement en g et G) .§_ HomD (M,BW(Res(S))) . 
k 

1.5. Le reste de ce paragraphe est consacré à donner une description de u0(G), 

et plus généralement de J1 0(G)(g) pour tout A' -anneau p-adique g , lorsque G 

est un groupe p-divisible sur A' , à l'aide du couple L~,(G)=(LK,(G),MK(G)) 

défini J.U n° IV. 5. 2. 

Commençons par énoncer les résultats (nous les démontrerons dans les 

n°S suivants) : 
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PROPOSITION 1. 4. - Soit g un A' -anneau p-adigue et soit 

gK = K®A g = K' ®A' g : 

" n (n) i) pour tout (xn)nE~ E BW(Res(g)) , L..J p x 
nE~ n 

ii) l'application bw8 : BW(Res(g)) .... 8K , gui à 

I: pnx(n) , est K-linéaire. 
nE~ n 

converge dans 8K 

(x ) .,,, associe 
n nE~ 

THÉORÈME 1. - Soit G un groupe p-divisible sur A' ~ (LK,,~) = LMK' (G) 

Pour tout A'-anneau p-adigue g , posons 8K = K®A g = K' ®A' g et soit 

bwg,K' : K' ®K BW(Res(g)) .... gK l'application K'-linéaire déduite de bw .P.fil. g 
extension des scalaires. Pour tout u E HomK[I.,.Y.] (MK,BW(Res(g))) , notons 

uK, : K' ®K MK .... K' ®K BW(Res(g)) l'application K'-linéaire déduite de u .P.fil. 

extension des scalaires. Alors y 0 (G)(g) s'identifie canoniquement, et foncto

riellement en G et g , au sous-~ -espace vectoriel de 

HomK[I.,.Y.] (~ ,BW(Res(g))) formé des u tels que ~• (LK,) c ker bw g,K' 

Nous démontrerons en fait un résultat plus précis : si G est un groupe 

p-divisible sur A' , notons G le plus petit sous-schéma en groupes fermé 
m 

de G tel que, pour tout A' -anne:iu p-adique g , G (g) est le noyau de 
m 

Gtor(g) .... Gk(gk) (il revient au même de dire que c'est le plus petit sous-

schéma en groupes fermé de G tel que Gm (AC) est le noyau de 

Gto/Ac) .... Gk (Ac/mAc) On voit facilement que G est un schéma en grou-
m 

pes fini et plat sur A' et que le quotient G/Gm (dans la catégorie des 

faisceaux en groupes fppf sur A') est un groupe p-divisible isogène à G 

PROPOSITION 1. 5. - Conservons les hypothèses et les notations du théorème 

précédent et soit M = M(Gk) (identifié à un sous-Dk -module de MK = K®A M). 

Soit BW+/A' (Res(g)) le sous-Dk-module de BW(Res(g)) formé des (xn)nE~ 

tels que x~0) E Res~1 (g) pour ns0. Alors .I(G/Gm)(S) s'identifie canoni-

g , au sous-~p -module de guement, et fonctoriellement en G et 
+ 

HomDk (M,BW /A' (Res(g))) formé des u tels que uK' (LK,) c ker bw g,K' 

Remarques : 

1.- Si e<p-1 

n°IV.4.8) que Gm 

, ou si e = p-1 et si G est unipotent, on voit 

0 , donc que T(G/G )(g) = T(G)(g) 
- m -

+ 
2.- On voit facilement que E.W(Res(g)) s'identifie à K®ABW /A' 

On en déduit que HomK/tI,.Y.] (MK,BW(Res(8))) = HomDk (MK,BW(Res(g))) 
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tifie à + Q) ®~ HomD (M,BW /A' (Res(g))). Comme la projection de G sur 
P P k 

est une isogénie, 1! 0 (G) (&) et 1[0 (G/Gm) (g) s'identifient et le théorè-G/G 
m 

me 1 résulte donc de la proposition 1. 5. 

1. 6. Commençons par démontrer la proposition 1. 4. 

Rappelons que l'on a défini au n°II.5.1 une application A-linéaire conti

nue wa: CW(g) - gK. On voit (cf. n°IV.3.1) que l'image par w8 de 

CW(ma) est contenue dans P' (g) et, par passage aux quotients, on en déduit 
0 

une application w g : CW(gk) - gK/P' (g) . 

Reprenons les notations utilisées dans la démonstration de la proposition 

1. 2 et soit, pour tout entier r ;;, 0 , 

w~ : \(gk) == cwk (gk) - gK/prP' (g) 

0 
l'application obtenue en composant w g avec l'application de ~/P' (g) dans 

gK/pr P' (g) déduite, par passage aux quotients, de la multiplication par pr 

dans gK . Il est clair que le diagramme 

w_:+1 
g 

est commutatif. 

r+l 
gK/p P' (g) 

! proj .can. 

gK/ls 

On sait que BW(Res(S)) == BW(x(gk)) s'identifie à 1.01 Vr(gk) ; comme 

il existe un entier \i tel que P' (g) c p \ig , 1.01 ~/pr P' (s) s'identifie à ~ • 

Par passage à la limite, les applications w~ définissent donc une application 

A-linéaire bw~ de BW (Res (S)) dans gK et il suffit, pour démontrer la pro

position 1.4, d'établir le lemme suivant 

0 
LE MME 1 . 6. - On a bw g == bw g 
" n (n) O 
L., P x n converge et bw g (x) 

nE~ 

(i.e. , pour tout 

L pnx~n) ). 
nE~ 

(x ) ,.., E BW (Res(S)) , 
n nE.,,., 

a -n 

Démonstration si .§. 

est un relèvement de 

( ... ,a_n•···•a_ 1 ,a 0) E Vr(gk) == CWk(gk) et si 

a_n dans g, on voit que ~(.§.) est l'image, 

r 00 -n+r Apn 
modulo p P' (&) , de I: p a 

n==O -n 
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Lorsque l'on identifie 

lô) (m) 
(x , •.. ,X , ••• ) 

n n 

On voit que l'image 

GROUPES p-DIVISIBLES 

Res(g) 

(où Jrn) 
n 

est l'image de 

(x(m)) 
n mE~ 

x(m) dans 
n 

w (r) w 
( ... ,x ..... , •.. ,x 1 ..... ,x ) ; comme est un relèvement dans -n ,, - ,, r 

~(17rW) est l'image, modulo lP'(g) , de 

; -n+r( (r) )pn ; -n+r (r-n) ~ n (n) 
L.JP X = LJ p X =L.JpX 

n=0 -n+r n=0 -n+r -00 n 

et, en passant à la limite, on a bien bw g W 

1. 7. Démontrons maintenant la proposition 1. 5. 

s'identifie à 

est 
,,--_J 

(r) 
de x-n+r' 

Posons (L,M) = LMA 1 (G) et soit p l'inclusion de L dans MA' . 

Soit G = G(L,M,p) le foncteur en groupes sur la catégorie des A'-anneaux 

p-adiques défini au n° IV. 4. 7. Commençons par établir un lemme 

LEMME 1. 7. - Le ~ -module T(G/G )(g) s'identifie canoniquement, et foncto-
- P - m 

riellement en G et en g , .§. 

Hom..,. ((l) /'1L, ,Gt (g)) . 
aup p p or 

~~~~i::s_t_:~!_i.9_:1-_~~-]~~~e- : Soit ,Y0 (G) (g) = Hom~P (CO P, Gt0 /g)) . Tout 

élément de !l_0 (G)(g) peut s'écrire sous la forme ü = (u 0 ,ü1 , ... ,ün, ... ) , avec 

ü E Gt (g) et pü 1 = ü . Soit ,1,' : u0 (G)(g) .... u0 (G)(g) l'application qui 
n or n+ n ~ - -

à ü associe f(ü) = (\\fG(g)(üt),\\fG(g)(üt+l), ... ,\\fG(g)(üt+n), ... ) (où t est 

l'entier défini au n° IV.4.5 et où \\rG : G .... G est le morphisme défini ,iu 

n° IV .4. 7). 

Comme \\fG(g)ocpG(g) = /-idG(g) et cpG(g)o\\fG(g) = Pt•idG(g) (cf. prop. 

4. 9 du chap. IV) , on voit que f est un isomorphisme de (l) -espaces vec
P 

toriels. 

Pour tout u E G(g) , notons u' son image dans (G/Gm)(g) et soit 

cp' : !l_0(G)(g) ..c"'!l.0 (G/Gm)(g) l'application qui, à (u 0 ,u1 , ... ,un, ... ) E !l_0 (G)(g), 

associe (u0,u1 , ... ,u~, ... ) . Il est clair que cp' est aussi un isomorphisme 

de (l) -espaces vectoriels. 
p 

L'application cp' 0 f est donc un isomorphisme de JI 0(G)(g) sur 
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1[0 (G/Gm)(g) . Pour achever la démonstration du lemme, il suffit alors de véri

fier que, si ü E !l0(G)(g) , cp'(f (Ü)) E I(G/Gm)(g) si et seulement si 

ü E I(G)(g) : 

Posons Ü = (ü 0 ,ü 1 , ... ,ün,···), f(Ü) = u = (u 0 ,u1 , ... ,un,···) et 

cp'(u) = u' = (u0,u1 , ... ,u~ 1 ••• ) • On voit que u' E I(G/Gm)(g) si et seulement 

si u0 = 0 , ou encore si et seulement si u 0 appartient au noyau de la pro

jection de G(S) dans (G/Gm)(g) , qui est Gm(g) . On voit que 

Gm (â) = Gt0 /mg) est le noyau de cpG (g) (prop. 4. 8 du chap. IV). Donc 

u' E J(G/Gm)(g) si et seulement si cpG (g)(u0) = 0 ; comme u 0 = ljrG (g)(Üt) , 

ceci est équivalent à ljrG (g) o cpG (g)(üt) = 0 ; comme ljrG (g)ocpG (g) = pt. idG(g) , 

c'est encore équiv3lent à ptüt = 0 , i.e. à ü 0 = 0 , ou à ü E I(G)(g) . 

Démonstration de la _proposition_ 1. 5 : on sait (prop. 1. 2) que I(Gk) (gk) 

s'identifie, canoniquement et fonctorielle ment, à HomDk (M,BW 0 CK(gk))) . Lors

que l'on identifie, à l'aide de la proposition 1.3, J,G(gk) à Res(S), donc 
+ 

BW(x(gk)) à BW(Res(g)) , on voit que BW0 (J-G(~)) s'identifie à BW /A' ~es(g)). 
+ 

On peut donc identifier .I(Gk)(gk) à HomDk (M,BW /A' (Res(g))) • 

Rappelons (cf. n° IV.4.4) que le groupe G(g) est formé des couples 

(uL,uM) , avec uL E HomA,(L,gK) , uM E HomDk(M,CWk(gk)) tel que le dia

gramme 

p 

uM,A' 
MA'-----

est commutatif. Comme HomA,(L,~) est sans torsion, on voit que 

(uL, uM) E Gt0 /g) si et seulement si uL = 0 . On en déduit que le sous

groupe "q0 /g) de G{g) s'identifie au sous-groupe de HomDk(M,CWk(gk)) 

formé des uM tels que wg o uM,A' o p = 0 . 

La proposition 6.2 du chapitre III montre que HomD (M,CWk(gk)) s'iden-
- k 

tifie à Gk (gk) . En particulier, l'application de Gt0 /Sl dans Gk (gk) qui 

en résulte est injective et I(G)(g) s'identifie à un sous-:1:p-module de 

.I(Gk)(gk) · 
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Lorsque l'on identifie I(Gk)(gk) à HomDk (M,Bw+/A' (Res(g))) , tout 

élément u E I(Gk)(l\l peut s'écrire sous la forme u = (u 0 ,u 1 , ... ,ur, ... ) avec 

ur E HomDk(M,Vr(gk)) = HomDk(M,CWk(gk)) , u 0 = 0 et pur+l = ur . On voit 

immédiatement qu'un tel u E 1_(G)(gk) si et seulement si, pour tout entier 

r"0, Wgo ur,A'op = 0. 

Pour tout entier r" 0 , posons Vr ,A' (gk) = CWk ,A' (gk) et soit 

wg,r : vr,A'(gk) - gK/lP'(g) l'application obtenue en composant wg avec 

l'application de gK/P'(g) dans ~/prP'(g) obtenue, par passage aux quotients, 

à partir de la multiplication par pr dans ~ . On a un diagramme commutatif 

t 
w&,r+l r+l 

---'----- ~/p P' (g) 

!proj. can. 

~/lP'(g) 

t 
qui, par passage à la limite, défini des applications 

et il est clair que u E I(G) (g) si et seulement si w au A' a p = 0 • 
8,,oo oo 1 

Il résulte facilement de la proposition 2. 5 du chapitre IV que l' applica

tion canonique de A' ®A CWk(gk) dans cwk,A'(gk) est surjective et que son 

noyau est tué par une puisscmce de p (qui ne dépend que de l'indice de ra

mification absolu e de A'). Comme lim V (gk) s'identifie à BW(Res(g)) , 
- r 

on en déduit que 1!!!1 Vr ,A' (gk) s'identifie à A' ®A BW(Res(g)) = K' '\ BW~es(g)). 

Il est immédiat que l'application w : K' ~- BW(Res(g)) ~ gK s'identifie à 
g,oo -K 

bw K' et on voit facilement que le diagramme 
g, 

L 

[ 

est commutatif. On a donc bw K' 0 u A' (L) = 0 si et seulement si 
g, ""' 

uK 1 (LK,) c ker bwa,K' , ce qui achève la démonstration. 
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1. 8. Remarques : 

1.- Soit Q = Gal(Ï<'/K') . Le groupe q opère, par continuité, sur C 

et sur AC , donc aussi, par fonctorialité, sur Res(AC) , sur BW(Res(AC)) 

et sur BWK,(Res(AC)) = K' ®K BW(Res(Acll en outre, il est clair que l'appli-

cation bwA K' : BWK,(Res(AC)) - C est Q-linéaire. 
C' 

Soit V un (ti [q] -module à gauche, de dimension finie sur (ti , avec 
p p 

action de q continue. Notons M~(V) le K[LYJ -module à gauche 

Hom(QP[Q] (V ,BW(Res(AC))) des applications (tlp[q] -linéaires de V dans 

BvV(Res(AcJ) . On voit que le K'-espace vectoriel 

M~, (V) = Hom(QP[Q] (V ,BWK' (Res(AC))) s'identifie canoniquement à K' QSk M~(V) 

Nous notons L~, (V) le sous-K' -espace vectoriel de M~, (V) formé des élé

ments dont l'image appartient au noyau de bwA K' 
C' 

On peut montrer ([24]) que si V est de Hodge-Tate de type (ni\E~, 

alors M~(V) est un espace vectoriel sur K de dimension s I: ni et 
oo i=O 

L~, (V) est un espace vectoriel sur K' de dimension s I: n. 
i=l 1 

[Rappelons ce que signifie "V est de Hodge-Tate de type (ni) iE~" : 

soit X : Q - &!'. ➔, le caractère qui donne l'action de q sur les racines de 
p 

l'unité d'ordre une puissance de p (on a donc g(E:) = ex(g) , pour toute 

racine de l'unité € d'ordre une puissance de p et pour tout g E Q). 

fait opérer q semi-linéairement sur VC = C ®Cl,l V en posant 

g(c®v) g(c) ~g(v) 
p 

= 
' 

pour tout gEq ,cEC,vEV Pour tout iE ~ 
' 

note V~ le sous-K'-espace vectoriel de Ve formé des 

g(x) = X (g)i x , pour tout g E q . L'application évidente de 

x tels que 
i 

EB (C®K VC) 
iE~ 

On 

on 

dans 

Ve est alors injective (cf. [42], p.122) et on dit que V est de Hodge-

Tate si c'est un isomorphisme si l'on appelle ni la dimension (nécessai-

rement finie) de V~ sur K' , on dit, plus précisément, que V est de 

Hodge-Tate de type (ni) iE~.] 

2. Soit alors Q un groupe p-divisible sur A' , de dimension d et 

de hauteur h . On voit que T(G) est un ~ [Q] -module, libre de rang h 
p 

sur ~ et que, par conséquent, u0(G) = (ti ®,w T(G) est un (ti [q] -module, 
p p ~p p 

de dimension h sur (ti . On sait (cf.[44], §4,cor.2 au th.3) qu'il est de 
p 
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Hodge-Tate de type (n.). ~ 
l lE 

avec 

no h-d 

nl d 

n. 0 
1 

si i'I0,1 

Il résulte du théorème 1 que, si (LK''MK) = LMK 1(G), U0 (G) = 1[0 (G)(AC) 

s'identifie, en tant que CD [ql -module, au sous-module de 
p 

HomKŒ.,Y.l (MK ,BW(Res(AC)) formé des u tels que uK, (LK,) est contenu dans 

le noyau de bw Ac,K' . On en déduit, de manière évidente, des applications de 

MK dans M~(U 0(G)) et de ~• dans 1, (U0(G)) et on montre facilement 

qu'elles sont injectives. Le résultat précédent et des considérations sur les 

dimensions impliquent alors que ce sont des isomorphismes. On obtient ainsi 

un procédé pour construire le couple L~, (G) à partir de la seule connaissan

ce du CDP[q] -module u0 (G) . 

§ 2 . - Tra vaux de Bonda. 

Dans ce paragraphe, on conserve les hypothèses et les notations du 

chapitre III et du § 1 du chapitre IV. On se propose de retrouver les résultats 

de Bonda sur la classification des lois de groupe formel commutatif sur 

A = W(k) et sur k en les interprétant à la lumière des résultats que nous 

avons obtenus . 

2 .1. Soit B un anneau commutatif. Rappelons que l'on appelle loi de groupe 

formel (sous-entendu commutatif) à d paramètres sur B , la donnée d'un d

uple de séries formelles f(f,X) 

dans B , en les 2d variables x1x2 ,. .. ,Xd,Y1 , ... ,Yd , vérifiant, avec des 

notations évidentes 

f(f,O) = ï(O,X) = X , 

ï(f(f,Xl .~l = ï(f,r(X,~)) 

r(X,Xl = r(X,Xl 

De ces axiomes, on déduit immédiatement l'existence d'un d-uple de sé

ries formelles sans terme constant, à coefficients dans B , unique, 
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Lorsque B est un anneau commutatif pseudo-compact, se donner une loi 

de groupe formel à d paramètres sur B revient à se donner une structure de 

bigèbre formelle sur le B-anneau profini R = B[[X 1 ,x2 , ... ,Xd]] l'anneau 

R®BR s'identifie à B[[X1 , ... ,Xd,Y1 , ... ,Yd]] en posant Xi®l Xi, 

1 ;&Xi = Yi et le coproduit 6 est défini par 6\ = ri(X,X) , l'augmentation 

par dXi) = 0 . On a ainsi associé à toute loi de groupe formel r sur B 

un groupe formel lisse et connexe, de dimension finie sur B , que nous no

tons Gr 

Si, de plus, B est local, on voit que, réciproquement, étant donné un 

groupe formel G lisse et connexe de dimension finie d sur B , d'algèbre 

affine R, le choix d'un système de coordonnées (i.e. le choix d'un d-uple 

x1 ,x2 , ... ,Xd d'éléments de R relevant une base de t;(B) sur B) permet 

d'associer à G une loi de groupe formel à d paramètres sur B . 

2. 2. Pour tout anneau commutatif B et tout entier d ~ 1 , nous notons 

/\d(B) = B[[X1 ,x2 , •.. ,Xd]] l'anneau des séries formelles en les d variables 

x1 ,x2 , ... ,Xd à coefficients dans B . Si, pour tout l. = (i1 ,i2 , ... ,id) , on 

s'écrit, d'une manière et 

d'une seule, sous la forme 
d 

a1 E B . Nous notons /\ 0 (B) 

l'idéal de /\d(B) formé des séries formelles sans terme constant. 

Lorsque B est un anneau topologique, on munit l\d(B) de la topologie 

produit ; l'idéal /\~(B) est alors fermé dans [\d(B) . 

On munit A = W(k) et son corps des fractions K de la topologie p-

adique et on note K[[I.]] (resp. A[[.E]] ) l'anneau topologique (avec la topo-

logie produit) des séries formelles (non commutatives si i k;z!f) I;a.F, 
P i=0 1 -

à coefficients dans K (resp. A), avec la règle .Ea = o(a).E , pour tout aEK 

(resp. A). On voit que A[[E]] s'identifie au séparé complété du sous-anneau 

A[[] de Dk = A[I,Y] pour la topologie [-adique. 

On peut munir le K-espace vectoriel topologique d 
/\O(K) d'une structure 
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de K[[.E]] -module topologique à gauche en posant 

F(I:: a. Xi-..) = I;o(a. )Xpi. . 
- !.- !.-

Avec les conventions du n° II. 5. 4, on voit que A d(A) est un A-anneau 

spécial et que (cf. n° ILS .5) P(t,.d(A)) s'identifie au sous-A-module fermé 

de A d(K) formé des Lai X!. tels que i/!. E A , pour tout !. = (\, i2, ••• , id) E 11'.Jd 

et pour j = 1, 2, ... ,d 

d d d . 
Nous notons P(t,.0 (A)) l'intersection de P(A. (A)) avec t,. 0 (K) . On voit 

que c'est un sous-A[[[)] -module fermé de A~(K) qui contient lui-même PA.~(A) 

comme sous-A[([]] -module fermé. En particulier le quotient P(A.~(A))/p/\~(A) est 

muni d'une structure de A[(.E]] -module topologique. 

Si l'on pose 

dentifie à A d(k) 

d 
R = A (A), on voit que l'anneau Rk = R®Ak = R/PR s'i-

On a défini au n° II. 5. 7 un isomorphisme de A-modules 

" topologiques wR CWk(Rk) _, P(R)/pR , autrement dit 

~ d d d 
WW, : cwk (A (k)) - P(t,. (A))/pA. (A) 

On voit tout de suite que la restriction de w au sous-A-module fermé 
~ d R 

CWk (A. 0 (k)) , formé des covecteurs dont toutes les composantes sont des séries 

formelles sans terme constant, induit un isomorphisme 

d ,.._ d d d 
w : cwk (Ao(k)) - P(l\o(A))/pl\o(A) 

Il est clair que êwk(/\~(k)) n'est autre que CW~(Ad(k)) et que l'action de 

.E sur ce module est topologiquement nilpotente. Ceci permet de considérer 
~ d 

CWk (t,. 0 (k)) comme un A[[.E]] -module topologique et on vérifie facilement que 

wd est, en fait, un isomorphisme de A[[.E]]-modules topologiques. 

2 .3. Soit r une loi de groupe formel à d paramètres sur A . Posons 

71(J:!(r) = la. E P(t,.d(A)) \ a,(r(~,X))-a,(~)-a,(Y} E p/d(A}( , 

I d 2d 1 
71(l:lo (r) = 1 a. E P (A.a (A)> \ a. (r(~, X))-a,(~)-a, CD E PAO (A) 1 

On voit que ce sont des sous-A-modules fermés de P(Ad(A)) , que 
d 

7l/l:1 0 (r) = 7l/l:l(f') n P(/\ 0 (A)) , que 7lll:l(f') = pAœ 7l/l:1 0 (r) et que, avec les notations 

du n° IV. 1 . 1 , 7lll:l(f') = ?7(l:l(G1 ) 

Si l'on pose, en outre 
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on voit que et que s.(r) = .i::(G1 ) 

De plus, il est clair que le quotient 
d 

MH(r) = 7713:1(r)/p/\ (A) , qui n'est 

autre que MH (G ) , s'identifie canoniquement à r 
d 

771:1:1 0<rl/P/\0(A) . 

Comme G1 est connexe, MH(ï) = MH(G1 ) peut être considéré comme 

un A[[.[]] -module à gauche. On voit tout de suite que 771:1:1 0(r) est un sous

A[[E]] -module fermé de P(/\~(A)) et que la structure de A[[E]] -module sur 

MH(ï) est la structure quotient. 

Soit p(ï) l'application A-linéaire 

,î,(ï) _p_r_o_j_._c_a_n_. __ MH (r) 

On sait (cf. remarque 2 du n° III. 6 .1) que se donner un Dk -module pro

fini M sur lequel l'action de I. est injective tel que dimkM,1:_M < +00 

revient à se donner un A[[[]] -module à gauche de type fini sur lequel l'action 
C 

de I. est injective et qui vérifie pM c [M . La catégorie /\A définie au 

n° IV. 1. 2 peut donc être considérée comme la catégorie dont les objets sont 

les triplets (,î,, M, p) 

■ où M est un A[[E]] -module à gauche de type fini, avec action de I. in

jective, tel que pM c [M , 

■ où ,î, est un A-module libre de rang fini, 

■ où p : .i:: - M est une application A-linéaire telle que l'application 

p : .r,/p.i: - M/IM induite par p , par passage aux quotients, est un iso

morphisme. 

En paraphrasant les résultats du § 1 du chapitre IV, on voit alors que la 

correspondance r - .i::MH(r) = (s,(r),MH(r),p(r)) peut être considérée, de ma

nière évidente, comme un foncteur contravariant additif de la catégorie des lois 

de groupe formel sur A dans /\~ , qui induit une anti-équivalence entre ces 

deux catégories. 

On voit, en outre, que 771 :1:1(r) et MH(r) ne dépendent que de la réduc-

tion rk de r modulo p et que le foncteur, qui à rk associe 

MH(ïk) = MH(ï) (où r est un relèvement arbitraire de rk) I induit une 

anti-équivalence entre la catégorie des lois de groupe formel sur k et celle 

des A[[[]] -modules à gauche, de type fini, avec action de I. injective et 
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pMcFM . 

Ces résultats sont essentiellement, et au langage près, ceux de Honda 

([32] ) dans le cas particulier où la base est soit A soit k . Nous nous pro

posons, dans les n°s suivants, d'indiquer comment se construit le "dictionnaire"; 

cela revient, en fait, à expliquer comment on peut construire explicitement le 

triplet J:MH(r) à partir de la connaissance du "logarithme" de r et vice

versa. 

2. 4. Pour tout entier d ~ 1 , notons ~d l'anneau des matrices carrées (d, d) 

à coefficients dans A[[f.]] Avec des notations évidentes, toute matrice 

peut s'écrire, d'une manière et d'une seule, sous la forme 

avec les C des matrices carrées 
\1 

Honda, disons qu'une matrice u = 

(où 1 d est la matrice unité). 

(d, d) à coefficients dans A 

Ï; C\lf.\l E ~d est spéciale si 
\l=0 

u = f ce, 
\l=0 \1 

Avec 

Soit maintenant (J:, M, p) un objet _de A~ et soit 

de J: sur A . Pour tout i , posons e. = P(e.) 
1 1 

Comme 

(ei\$i:s;d une base 

p est un isomor-

phis me, les ëi engendrent M comme A[[f.]] -module. Comme pM c f.M , 

on voit qu'il existe des éléments aij E A[[f.]] tels que, pour 

Autrement dit, si l'on note u E ~d la matrice 

que u est une matrice spéciale et que l'on a 

p• ld - (a . .)F , on voit 
l] -

u•l o 

en notant e la matrice colonne des li 

Cette matrice spéciale u n'est, bien sûr, pas uniquement déterminée. 

Outre le fait qu'elle dépend du choix d'une base de .1: , on voit qu'elle est 

définie à multiplication à gauche par un élément de Ad de la forme 

près. 

Réciproquement, à toute matrice spéciale u E ~d , on peut associer un 

objet 
C 

AA , muni d'une base de :i, sur A : 

■ 

{.l:,M,p) de 

.1: = Ad on pose 

■ si est la base canonique du 
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et si u est la matrice des uij , on note 

par le sous-A[[[.]] -module engendré par les 

M le quotient de (A[[[.]] )d 
d 
I: u .. e. , pour 1 s:is:d ; 
j=l lJ J 

si (e .)1 · d l s;ls; 
est la base canonique de s, = Ad , l'application p est celle 

qui à e i associe l'image de ei dans M . 

2 .5. Soit r une loi de groupe formel à d paramètres sur A et soit 

(.1:, M, p) = a-MH(r) 

Il résulte facilement du n° 2.3 que, pour i = 1,2, ... ,d, il existe un 
d 2 

élément ei E .1: et un seul tel que ei = Xi (mod (/\0 (K)) ) et que le d-uple 

e1 ,e 2 , ... ,ed est une base de .1: sur A; nous le notons er et l'appelons 

la base canonique de s, (Bonda l'appelle le "transformer" de r). Il est corn-

mode de considérer comme le vecteur colonne 

Œl 
et nous notons le vecteur colonne des 

Soit alors u E md une matrice spéciale telle que u• 1 = 0 . Pour r 
i 1,2, ... ,d , lai-ème composante du vecteur colonne u.e appartient au r 
noyau de la projection de P(/\~(A)) sur P(/\~(A))/p/\~(A) et est donc de la 

d 
forme pa,i , avec a.i E [\ 0(A) . Comme u = pld +vf. , avec v E md , on voit 

que 

Connaissant er 

telle que u. ir = 0 : 

, on peut calculer explicitement une matrice spéciale u 

on cherche u sous la forme u = I; C I.\J , 3vec les 
\J=O \J 

C des matrices à coefficients dans A , et les C se calculent de proche 
\) \) 

en proche: on a c 0 = p.ld et, si c 0 ,c1 , ... ,c\J_ 1 sont choisis, C\J est 

le relèvement arbitraire d'une matrice à coefficients dans k qui est unique

ment déterminée : soit e'. la i-ème composante du vecteur colonne 
\)-1 1 d d 

(C 0+C 1f.+ ... +C\J_ 1 I. ).er; on voit que e~Ep/\ 0(A) +[\Jl\ 0 (K) et que, pour 

toute matrice C = (c .. ) , à coefficients dans A , la i-ème composante e '.' 
~ l 

de (C O +C 1 [+ ... +C \J_ 1[\J-l + C[\J). er vérifie 
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e'.' = e'. + ! ov(c .. )X~v (mod (l\d0(K))pv+l) 
1 1 j=l lJ J 

il doit donc exister des c' .. E A tels que 
lJ 

d V 
e'. = ~ c' .. X~ (mod pl\~(A) + (l\~(K))pv+l) 

1 j=l lJ J 

et la matrice C 
V 

(cij) est déterminée, modulo p , p 3 r 

-v ' ) cij = -cr (cij (mod pA) , pour l:!>i,j:s:d. 

2.6. Réciproquement, soit (.i:,M,p) un objet de l\~. Choisissons une base 

e 1 , e2 , ... , ed de .i: sur A et soit u E ~d une matrice spéciale telle que, 

avec des notations évidentes, u • e = 0 • Si l'on veut que e s'identifie à la 

base canonique du A-module d'une loi de groupe formel r définie 

sur A , telle que (.i:,M,p) s'identifie à .tMH(r) , il résulte de ce qui pré

cède qu'il doit exister un d-uple a 1 ,a2 , ... ,ad d'éléments de l\~(A) , vérifiant 

a. = X, (mod (1\d0 (A)) 2) pour tout i , tel que, si on appelle a le vecteur 
1 1 

colonne dont la i-ème composante est a. , on ait 
l 

dans 

rées 

On voit que, pour a fixé, cette équation a une solution et une seule 

(Ad(K))d (la matrice u est inversible dans l'anneau des matrices car-
0 

(d,d) à coefficients dans K[[.E]] et on a er u- 1 .pa = pu- 1 -a) et 

que cette solution est, en fait, un vecteur colonne dont les composantes sont 
d 

à coefficients dans P(l\ 0(A)) . 

Il n'est alors pas difficile de vérifier, en utilisant les résultats rappelés 

au n° 2. 2, que, pour toute base de sur A , toute matrice 

spéciale u E ~d telle 
d 

de Ao (A) satisfaisant 

l'unique d-uple r(X,y) 

que u• e = 0 , tout d-uple a 1 ,a2 , ... ,ad 

a. = X. (mod(l\d0(A)) 2) , si l'on pose e 
l 1 r 

d'éléments 
-1 = pu •Cl , 

de séries formelles sans terme constant, à coefficients 

dans K ' vérifiant er(r(x,Y)) = erQO + er(Y) ' est une loi de groupe formel 

définie sur A (i.e. les coefficients de r sont, en fait, dans A) telle que 

.i:MH(r) s'identifie à (.i:,M,p) . On vérifie en outre qu'en faisant varier la 

base e 1 ,e 2 , ... ,ed, la matrice u et le d-uple a, on obtient toutes les lois 

de groupe formel définies sur A telles que .l:MH(r) = (.l:, M, p) (en fait il 

suffit de faire varier la base et, la base ét:int choisie, soit de fixer u et 
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faire varier a , soit de fixer a et de faire varier u ) . 

Tous les résultats que nous avons obtenus sur les groupes formels lisses 

et connexes, de dimension finie, sur A ou sur k , peuvent alors se tradui

re en termes de matrices spéciales : on retrouve ainsi les énoncés de Honda. 

Remarque : Honda travaille, en fait, dans un cadre plus général : la base O 

est l'anneau des entiers d'un corps de canctéristique O muni d'une valuation 

discrète, à corps résiduel k de caractéristique p~ 0 Honda suppose donné, 

en outre, un endomorphisme 

maximal, un endomorphisme -r 

de 

de 

D induisant, par réduction modulo l'idéal 

k qui est une puissance strictement posi-

tive du Frobenius absolu. Honda construit alors une famille de lois de groupe 

formel définies sur O ; il montre que, lorsque p est une uniformisante de D 

et -r est le Frobenius absolu, il obtient ainsi toutes les lois de groupes for

mels définies sur D . Lorsque D est complet et k parfait, L. Cox (dans 

le cas de dimension 1, cf. [9] et [10)) et J.M. Decauwert (dans le cas géné

ral, cf. [ 11] et [ 12] ) ont montré que les lois de groupe formel construites par 

Honda sont exactement celles qui, après une éventuelle extension non ramifiée 

des scalaires, peuvent être munies d'une structure de A-module formel, où A 

est un sous-anneau de O tel que l'extension O/A est non ramifiée. 

Decauwert explique en outre comment ces constructions peuvent s'interpréter en 

termes de modules de Dieudonné. 

§ 3. - Théorie de Cartier (courbes typiques l 

Dans ce paragraphe, les hypothèses et les notations sont celles du cha

pitre III. 

3. 1. Appelons Dk -module à gauche (resp. à droite) de type ecf tout Dk

module à g:1uche (resp. à droite) M séparé et complet pour la topologie [

adique sur lequel l'action de I. est injective et qui est tel que M/EM 

(resp. M/MI.) est de dimension finie sur k . 

Les Dk -modules à gauche (resp. à droite) de type ecf forment une sous

catégorie pleine de la catégorie des Dk-modules topologiques à gauche (resp. 

à droite). On sait (prop. 6.1 du chap.III) que le foncteur M induit une anti-
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équivalence entre la catégorie des groupes formels lisses et connexes de di

mension finie sur k et celle des Dk -modules à gauche de type ecf 

Nous nous proposons de construire une dualité entre Dk-modules à gau

che de type ecf et Dk -modules à droite de type ecf . 

3 . 2. Pour tout entier 
€c 

n 2: 1 , posons B = p -nA/A , et considérons le A
n 

module ®k = TT Bn . 
n2:l 

Avec des notations évidentes, tout élément de @a:; s'é
k 

crit d'une manière et d'une seule sous la forme I; b T' , avec 
n2:l n n 

Posons en outre T0 = 0 . On munit @~ d'une structure de Dk -bimodule 

en posant 

À.(I.,b T') = 6À.b T' , pour tout À. E A, 
n n n n 

F(L,b T') = Lo(b )T' +l , - n n n n 

VŒ b T') = I; Po- 1(b )T' , 
- n n n n-1 

et 

(Lb T' )F = Lb T' , 
nn- nn+l 

Œb T' )V = I;pb T' . nn- nn-1 

Il est clair que (resp. à droite) séparé 

et complet pour la topologie .[-adique, sur lequel l'action de .E est injective. 

Pour tout Dk -module à gauche M de type ecf , notons 
\i cont &::: 

M = HomD -g(M,@k) le Dk -module à droite des applications Dk -linéaires à 

k €c. 
gauche continues de M dans ®k , on voit que M\J est un Dk-module à 

droite, séparé et complet pour la topologie .[-adique, sur lequel l'action de .E 

est injective. Il est clair que la correspondance M •- M\J est, de manière 

évidente, un foncteur contravariant additif. 

On définit de la même manière un foncteur contravariant additif de la ca

tégorie des Dk -modules à droite de type ecf dans celle des Dk-modules à 

gauche, séparés et complets pour la topologie [-adique, avec action de I. 
A cont 8:J) 

injective : à N on associe N HomD -d(N ,®k . 
k 
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PROPOSITION 3 . 1 . -

des 

mé 

i) Si M ~. N) est un Dk-module à gauche (resp. à droite) de type 

ect , M'v (resp. NA) est un Dk-module à droite (resp. à gauche) 

de type €cf . 

ii) Le foncteur M ..... M\i induit une anti-éguivalence entre Dk -modules 

à gauche de type ect et Dk-modules à droite de type ect et le 

foncteur N ,_. NA est un quasi-inverse. 

éléments de la forme L a T I avec 
nE~ 

n n 

) E K/A si n < 0 

an E K/p-nA si n "' 0 

Pour tout entier r "' 0 I soit @Tk le sous-Dk -bimodule de 18Tk for-
,r 

des LaT vérifiant 
n n 

0 si n,;; -r 

a 
n E P-n-rA/A si -r < n,;; 0 

E p-n-rA/p -nA si n>0 

Notons T (r) 
@ k le Dk -bimodule qui 

■ en tant que Dk -module à gauche est @Tk ,r 

■ en Lint que Dk -module à droite est le module déduit de 

sion des scalaires / 

@T par l'exten-
k ,r 

Autrement dit, s'identifie en tant qu'ensemble à @T ; l'action 
k ,r 

de 

tout 

Dk à gauche est la même et celle de 

L a T E @Tk(r) , 
n n 

Dk à droite est définie par, pour 

(La T )À. = L on-r(À.)a T , pour tout À. E A , 
n n n n 

(La T )F = La T +l n n - n n 

Œ a T )V = I, pa T 1 n n - n n-

T(r+l) T(r) 
On voit tout de suite que l'application T'lr : e k - e k , qui à 

LanTn associe LanTn+l , est Dk-linéaire à gauche et à droite, surjective 
(r+l) 

son noyau est formé des a E eTk tels que fa 0 , ce qui équivaut à 

a.E = 0 . 
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On voit aussi que l'application , qui à 
a:, 

I: b T' 
n=l n n 

associe I, b T , est Dk-linéaire à gauche et à droite, surjective ; son 
n=l n n-r 

Fr ec ecFr C (r+l) (r) ec , 'd . 
noyau est _ li\ = 8k _ . omme, en outre, rir O ri ri ek s 1 ent1-

fie à l!,!!i 8T~) en tant que Dk -module topologique, à gauche aussi bien 

qu'à droite (la topologie étant la topologie .[-adique sur 8~ et la topologie de 

la limite projective, avec topologie discrète sur les quotients, sur 11.!!1 8T~)). 

Dans cette identification, 8T~) est le conoyau de .Er dans 8~ (comme 

module à gauche aussi bien qu'à droite). 

Soit alors M un Dk -module, par exemple à gauche, de type €cf • On 

a M\J = HomcDont (M,eeck) = HomcDont (M,lim 8Tk(r)) = lim Hom0 (M,8Tk(r)) 
k-g k-g - - k-g 

lim Hom0 (M/{ M,8Tk(r)) . 
- k-g -

(-r) 
Pour tout Dk-module à gauche L , notons L le Dk -module à gauche 

déduit de L par l'extension des scalaires o-r (on convient en outre d' iden-

tifier L et L(-r) comme Z/:P[.E,.Y.] -modules en posant a = 1 i&a) Soit 
(r) r 

\J : eTk ... 8Tk l'application qui à I, a T associe I: a (a )T 
r ,r n n n n 

On véri-

fie immédiatement que, pour tout Dk-module à gauche L , l'application qui à 

cp E Hom0 -g (L, eT~)) associe \Jr o cp définit un isomorphisme du Dk -module 

k (r) (-r) 
à droite Hom0 (L,8Tk ) sur Hom0 (L ,@Tk ) 

k-g k-g ,r 

On peut donc identifier Hom0 -g(M/.Er M, 8T~)) à 
k 

Hom0 ((M/ErM)(-r) ,eT ) = Hom (M(-r)/frM(-r) ,eT ) . 
k-g k,r Dk-g - k,r 

Comme il est clair que 8T est le noyau de l 
k,r dans eTk , considéré 

comme Dk -module à gauche, on a aussi 

r (r) (-r) r (-r) 
HomD -g(M/.E M,eTk ) = Homo -g<M 11' M ,eTk) . 

k k 

Autrement dit, avec les conventions du n° III. 5. 2, 

s'identifie canoniquement au dual 

fini M(-r) /.ErM(-r) . On a donc 

(-r) r (-r) * 
(M I.E M ) du Dk -module à gauche 

M = l!,!!i (M(-r) /FrM(-r))* et il est facile de 

voir quelle est l'application de trctnsition 

f* : (M(-r-1) /Er+l M(-r-1))* -(M(-r) /fr M(-r))* 
r - -

le Frobenius .E définit une application Dk -linéaire à gauche de M(-r) dans 
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(-r-1) 
M qui induit, par passage aux quotients, une application Dk-linéaire à 

gauche 

f .. M(-r) J-c,r M(-r) __ (-r-1) r+l (-r-1) 
r /!_ M /E_ M , 

et f* est la flèche duale. En particulier, comme l'action de I. sur M est 
r 

injective, fr est injective et f* est surjective. 
r 

On en déduit immédiatement que (M(-r) /I.r M(-r))* s'identifie à Mv /MvFr 

et la proposition résulte facilement de la dualité entre Dk -modules finis à gau

che et Dk -modules finis à droite définie par le foncteur L - L* (prop. 5. 2 

du chap. III). 

3. 3. Pour tout anneau commutatif R , nous notons 1\(R) 

des séries formelles en une variable à coefficients dans R 

R[[T]] l'anneau 

Soit G un groupe formel lisse et connexe de dimension finie sur k . 

Avec Cartier ([7]), nous appelons courbe de G tout élément du groupe topo

logique G(A(k)) = G(k[[T]]) = ll.!!1 G(k[T] /rn) et nous notons C(G) le grou

pe des courbes. Comme l'a remarqué Cartier, ce groupe est muni des endomor

phismes suivants : 

a) pour tout x E k , on note (x) l'endomorphisme de C(G) induit 

par l'unique endomorphisme du k-anneau profini J\(k) qui envoie T 

sur xT; 

b) pour tout entier n ;e 1 , on note Vn l'endomorphisme de C(G) 

induit par l'endomorphisme de A(k) qui envoie T sur Tn ; 

c) pour tout entier n ;e 1 , notons T 1 , T 2 , ... , Tn les n racines (dis

tinctes ou non) du polynôme Xn-T dans une clôture algébrique du 

corps des fractions de A(k) et A (n) (k) le k-anneau profini 

A(k)[T 1 ,T2 , .•. ,Tn] ; pour 1 s: i s: n, soit pi l'homomorphisme de 

C(G) dans G(l\ (n)(k)) induit par l'homomorphisme du k-anneau pro

fini A(k) dans A (n\k) qui envoie T sur T. ; on vérifie facile-
1 n 

ment que, pour tout cp E C(G) , '?:, p .cp 
i=l 1 

C(G) et d'un seul (par l'homomorphisme 

1\(k) dans A (n) (k)) ; nous notons Fncp 

provient d'un élément de 

induit par l'inclusion de 

cet élément. 

Une courbe cp E C(G) est dite typique si F nC+l = 0 , pour tout entier n 
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premier à p . Il est clair que l'ensemble CT(G) des courbes typiques de G 

est un sous-groupe fermé de C(G) stable par les opérateurs (x) , pour x E k, 

F P et Vp . On voit aussi que l'on peut considérer CT , de manière évidente, 

comme un foncteur additif de la catégorie des groupes formels lisses et 

connexes, de dimension finie sur k , dans celle des groupes abéliens topolo

giques, munis d'endomorphismes (x) , pour x E k , Fp et V P 

Remarque : on évitera de confondre les groupes C(G) et CT(G) définis ici 

lorsque G est un groupe formel lisse et connexe de dimension finie sur k 

avec les groupes notés de la même manière définis :'IU n °III. 5. 1 lorsque G 

est un p-groupe fini sur k . 

3 .4. Pour tout Dk-module à gauche M , notons M(l) le Dk-module à gauche 

déduit de M par l'extension des scalaires o. (cf. n° IV. 3. 1). Si R est un 

k-anneau fini ou profini, on pose CVV(l)(R) = (êw (R/l) . Rappelons (id.) 
k k 

que tout élément de CW(1\R) peut s'écrire comme un covecteur 
k 

( ... ,a_n•···•a_2 ,a_ 1) dont les composantes sont des éléments de R indexés 

par les entiers s; -1 . L'application vR qui à _g_ = ( ... ,a -n'" .. , a_ 1 , a 0) E CW k (R) 
,.._ (1) 

associe ( ... ,a_n•···•a_2 ,a_ 1) E CWk (R) est une application Dk-linéaire sur-

jective de CW k (R) sur CW~l) (R) dont le noyau est le noyau de '::J.. dans 

CWk(R) . 

Soit A = W(k) et soit g = J\(A) = A[[T]] on a donc 

ak = g/pg = g ®A k = k[[T]] = /\{k) . 

On a défini (cf. prop. 5.5 du chap.Il) un isomorphisme wa: CWk(&k) - P(g)/pg. 

On voit que l'image par w g du noyau de '::!.. dans êwk (gk) est g/pg . On 

déduit donc de w 8 , par passage aux quotients, un isomorphisme 

w~l) : cv-.{1) (gk) - P(g)/g . 

Soit maintenant G un groupe formel lisse et connexe de dimension finie 

sur k , et soit M = M(G) . On sait (cf. th.1 du chap. Ill) que, pour tout k

anneau fini R , le groupe G (R) s'identifie, canoniquement et fonctorie llement, 

au groupe Hom~ont(M,êwk(R)) ; il est clair que ce dernier groupe est canoni

quement isomorph~ au groupe Hom~ont(M(l) ,cv{1\R)) . Par passage à la limi-
k 

te, on voit que C(G) = G(k[[T]]) s'identifie à Hom~:nt(M(l), CW~l) (k[[T]] )) . 
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( 1) 
Finalement, l'application w permet d'identifier le groupe C(G) au groupe 

g 
Hom~0 n\M(l) ,P(g)/g) (en munissant le A-module topologique P(g)/g de la 

struct~re de Dk-module topologique déduite de celle de CW~)(k[[T]]) par 

transport de structure). 

On voit (cf. n° II.5.5) que P(è>) 
i 

est formé des séries formelles I: a.T 
i=0 l 

00 

avec les ai E K vérifiant iai E A , pour tout i . Avec des notations éviden
oo -i 

tes, P(g)/g est le A-module formé des éléments de la forme I: a.T , avec 
i=0 l 

a 0 E K/A et 

[ et y_ sur 

-1 
a. E i A/A , pour 

l 
i ., 1 . On voit facilement que l'action de 

P(g)/g est définie par 

)
FŒ a.Ti) = L o(a.)Tip 
- l l 

VŒ a.Ti) = I: po- 1(a. )'ri . 
- l lp 

Considérons les endomorphismes suivants du A-module P(g)/g : 

a) 
~i i -i 

pour tout x E k , soit v (L a.T) = I:[x] a.T (où [x] 
X l l 

est le 

représentant multiplicatif de x dans A = W(k)) ; 

b) 
-i -ni 

pour tout entier n., 1 , soit V (I;a.T) = La.T ; 
n l l 

c) 
-i 

= I: na. fi pour tout entier n., 1 , soit f Œa.T) 
n l 1n 

On vérifie facilement que, lorsque l'on identifie C(G) à 

Hom~ont (M(l) ,P(g)/g) , on a, pour tout u E C(G) , 
k 

) (x)u ~ 'x • u 
, pour tout XE k , 

( 1) V U V OU , pour tout entier n., 1 
n n 

1F u f 0 U pour tout entier n~l 
n n 

D'autre part, il est immédiat que l'application, qui à 

oo - n 

I: b T' E El f.c 
n=l n n "k 

associe I: b TP 
n=l n 

E P(g)/g , est Dk-linéaire à gauche, injective. Nous l'uti-

lisons pour identifier e~ à un sous-Dk -module à gauche de P(g)/g . 

Les formules (1) montrent que si u E Hom~0 n\M(l) ,P(g}/a) et si 
k 

n;,, 1 , 

on a F u = 0 si et seulement si l'image de u est contenue dans le sous-
n 

A-module de P(8)/g formé des 
-i 

tels I: a? que a. = 0 , pour tout i ;,, 0 
1n 

Si l'on veut que cette condition soit satisfaite pour tout entier n premier à p , 

on doit avoir ai = 0 si i n'est pas une puissance de p et on en déduit 
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cont (1) 
qu'un élément u E HomO (M ,P(g)/g) est une courbe typique si et seule-

ment si l'image par u ae M(l) est contenue dans 8~. On a donc démon

tré la proposition suivante : 

PROPOSITION 3. 2. - Soit G un groupe formel lisse et connexe de dimension 

finie sur k . Le groupe C(G) (resp. CT(G)) s'identifie, canoniquement et 

fonctoriellement en G , au groupe Hom~ont(M(l)(G),P(&)/2ct) 
k 

(resp. (M(l)(G))\i = Homcont (M(l)(G) e&;) (on a posé M(l)(G) (M_(G))(l)) 
Dk-g - ' k -

3. 5. Rappelons que tout Dk -module à droite L peut être muni d'une structure 

de Dk -module à gauche en posant, pour tout a E L , 

pour tout À E A 

fa aY. 

Y.a a.E 

Nous appelons cette structure la structure de Dk -module à gauche induite par 

la structure de Dk-module à droite. 

PROPOSITION 3. 3. - Soit G un groupe formel lisse et connexe de dimension 

finie sur k et soit M(l) = M(l)(G) . 

i) il existe sur le groupe topologique CT(G) une structure de Dk -

module topologique à gauche et une seule telle que, pour tout cp E CT(G), 

~ [x] cp = (x)cp , pour tout 

( [cp = F Pep et Y,cp = Vpcp , 

XE k ' 

ii) (M( H\i cont 11) &:: 
lorsque l'on identifie CT(G) au groupe ï = Hom0 (M ,Bk) , 

k-g 
cette structure de Dk -module à gauche est celle gui est induite par la 

structure de Dk-module à droite de (M(l))\i . 

!?~~~~s_t_!:~!_i.9_!1 : il est clair que, s'il existe une structure de Dk -module 

topologique à gauche sur CT(G) vérifiant les conditions requises en (i) , 

celle-ci est unique. Il suffit donc, pour démontrer la proposition, de vérifier 

que CT(G) , muni de la structure de Dk-module à gauche induite par la struc

ture de Dk-module à droite de (M(l))\i vérifie bien ces conditions ; autrement 
(1) &:: (1) 

dit que, pour tout u : M _, ek et tout a E M , on a 

252 



COMPLÉMENTS 

((x)u)(a) = u(a).l;xl , pour tout xEk , 

(V u)(a) 
p 

(F u)(a) 
p 

u(a) .f. 

u(a) .Y._ 

ce qui se fait facilement à l'aide des formules (1) 

Cette proposition nous permet de retrouver le résultat suivant dû à 

Cartier ([ 7] ) 

COROLLAIRE. - Appelons Dk-module à gauche de type "dual de ecf" tout Dk -

module à gauche L , séparé et complet pour la topologie .Y.-adique, sur lequel 

l'action de .Y. est injective, tel que L/.Y.L est de dimension finie sur k . 

i) si G est un groupe formel lisse et connexe de dimension finie sur 

k CT(G) est un Dk -module à gauche de type "dual de ecf" 

ii) le foncteur G .... CT(G) induit une équivalence entre la catégorie 

des groupes formels lisses et connexes de dimension finie sur k 

et celle des Dk-modules à gauche de type "dual de €cf". 

En effet, CT s'identifie au composé des foncteurs G .... M(G) , 

M .... M(l) , N ~ N\I . Le premier induit une anti-équivalence entre la catégo

rie des groupes formels lisses et connexes, de dimension finie sur k , et 

celle des Dk-modules à gauche de type ect (prop. 6.1 du chap.III). Le se

cond induit visiblement une équivalence de la catégorie des Dk -modules à gau

che de type ecf sur elle-même. Le troisième induit une anti-équivalence en

tre Dk -modules à gauche de type ecf et Dk -modules à droite de type ecf . 

Enfin, il est clair que, si L est un Dk-module à droite, alors L , muni de 

la structure de Dk-module à gauche induite, est de type "dual de €cf" si 

et seulement si L est un Dk-module à droite de type ecf . 

Remarque : on peut aussi déduire très facilement des constructions qui précè

dent le fait (dû à Cartier) que tout élément de C(G) s'écrit d'une manière et 

d'une seule sous la forme I: V n y , avec 
nEI(p) n 

l'ensemble des entiers > 0 premiers à p). 

y E CT(G) 
n 

(et où I(p) est 

3. 6. Lorsque l'on se restreint aux Dk-modules à gauche de type ecf qui 

sont libres de rang fini sur A (i.e. aux modules de Dieudonné des groupes 

p-divisibles connexes sur k ) , on peut donner une description plus simple de 
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la dualité M - MV 

Soit, en effet, M un Dk -module à gauche, libre de rang fini sur A . 

Rappelons (cf. n° III.6.3) que l'on peut munir le A-module Md des applica

tions A-linéaires de M dans A d'une structure de Dk -module à gauche, en 

posant, pour tout u E Md et tout a E M , 

(I.u)(a) = cr(u(.Y.a)) et (.Y.u)(a) = cr- 1 (u(f..a)) , 

et que la correspondance M .... Md définit une dualité dans la catégorie des 

Dk-modules à gauche qui sont des A-modules libres de rang fini. 

PROPOSITION 3 .4. - Les restrictions des foncteurs M .... Md et M .... Mv .§. 

la catégorie des Dk -modules à gauche gui sont simult3nément libres de rang 

fini sur A et de type ecf sont naturellement équivalentes (on a muni Mv 

de sa structure de Dk -module à gauche induite par sa structure de Dk -module 

à droite). 

Démonstration : soit 

rang fini sur A . Pour tout 

finie par 

M un Dk -module à g:1uche de type ecf , libre de 

u E Md , soit pM(u) : M - e~ l'application dé-

"" n n 
pM(u)(a) = L p-ncr (u(.Y. a))T' . 

n=l n 

On vérifie facilement que pM(u) est Dk -linéaire à gauche, donc que, pour 

tout u E Md , pM(u) E MV 

On vérifie aussi que pM : Md - Mv est Dk-linéaire à gauche, i.e. 
d 

qu'elle est additive et que, pour tout u E M , tout a E M , 

pM(Àu)(a) pM(u)(a) .À pour tout À E A , 

p M (.Y.u)( a) pM(u)(a) .[ 

pM(Iu)(a) p M(u)(a) .y_ 

Il est clair que est fonctorielle en M et il suffit donc pour 

démontrer la proposition de vérifier que pM est bijective. Sur M la topolo

gie [-adique et la topologie p-adique coihcident et il existe donc un entier 

r;? 1 tel que Ir M c pM , ce qui implique FrmM c pmM , pour tout entier 

m ;? 1 

Soit u E Ker pM . On voit que, pour tout 
n n 

a E M , u(.Y. a) E p A , donc 
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n n rm m 
que u(Y. M) c p A , pour tout entier n ;,, 0 . Comme I. M c p M implique 

prm M = y_rmI.rmM c pmy_rmM , on a, pour tout entier m;,, 0 , 

prmu(M) = u(prmM) c pmu(Y.rmM) c pm+rm A , donc u(M) c Pm A comme ceci 

est vrai pour tout m on a u = 0 et pM est bien injective. 

Pour tout a E M , notons am l'unique élément de M tel que 

I.rma m 
Soit u' un élément quelconque de M\J Pour tout fixé = p a a 

m 
dans M , on voit que l'on peut écrire 

u' (a ) = L p -nan(b )T' , 
m n,m n 

où b E A et est uniquement déterminé modulo pn En écrivant que 
n,m 

I.rma m 
p a 

m 
on montre facilement que 

on vérifie que 

p (1-r)mb E A . En écrivant que 
rm,m 

Fra pam+l - m 

-rmb = P-r(m+l)+\ (mod A) . 
P rm,m - r(m+l),m+l 

On en déduit que la suite des p(l-r)mb converge vers un élément 
rm,m 

u(a) E A . Il n'y a alors pas de difficulté à vérifier que l'application a - u(a) 
d 

de M d:rns A est A-linéaire, donc que u E M et que pM(u) = u' , d'où 

la surjectivité. 

COROLLAIRE. - Soit G un groupe p-divisible connexe sur k 

son dual. Les Dk -modules à gauche CT(G) et M(l)(]DP(G)) 

canoniquement et fonctoriellement en G . 

et soit ID (G) 
p 

sont isomorphes, 

En effet, CT(G) est canoniquement isomorphe à (M(l) (G)) \J (prop. 4. 2), 

(M(l)(G))\i s'identifie à (M(l)(G))d d'après la proposition précédente, on voit 

tout de suite que (M( 1\G))d s'identifie à (M(G)d)(l) , et M(G)d s'identi

fie à M(IDP(G)) d'après la proposition 6.4 du chap. III, donc (M:(G)d)(l) s'i-

dentifie à M(ID (G))(l) M(l)(ID (G)) 
- p - p 

3. 7. Remarques 

1. - Si G est un p-groupe formel sur k , la connaissance de M(G) 

est équivalente à celle de (M(G))(l) = M(l)(G) (et on prendra garde que, 

suivant les auteurs, ce qui est appelé "module de Dieudonné de G" s'iden-
(1) 

tifie soit à M(G) , soit à M (G)). On peut se demander s'il est plus com-

mode de travailler avec M(G) ou avec M(l) (G) . Du point de vue adopté 

dans ce mémoire, on voit que cela est indifférent lorsque l'on travaille sur k , 
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mais qu'il est plus commode de travailler avec M(G) lorsque l'on étudie les 

relèvements de G sur W(k) . 

On a vu que, pour interpréter les résultats de Honda c'est M(G) qui 

convient le mieux, alors que pour ceux de Cartier c'est M(l)(G) qui est le 

plus naturel. 

Lorsque l'on veut relier nos résultats à la cohomologie de de Rham (à la 

manière de Oda, [41], ou de Mazur-Messing, [38], chap. I, §4, via les ex

tensions universelles), on s'aperçoit que c'est M(l)(G) le plus naturel. 

2 .- Lorsque l'on veut relier nos constructions à l'étude des extensions 

universelles des groupes p-divisibles, les résultats s'énoncent plus commodé

ment avec M(l) (G) , mais, pour les obtenir, on travaille simultanément avec 

M(l)(G) et M(G) : soit B un anneau qui est soit k , soit A' (anneau 

des entiers d'une extension finie totalement ramifiée, de degré e , du corps 

des fractions K de A = W(k)), soit A' /m \J (où m \J est une puissance non 
,,.._ 

nulle de l'idéal maximal m de A' ) . Soit CW B le B-groupe forme 1 défini 

par restriction de CW aux B-anneaux finis (cf. n° II.4.1). On déduit facile

ment du § 2 du chapitre II que le sous-anneau A[Y] de Dk = A[I,Y] s' i

dentifie canoniquement à un sous-anneau de l'anneau des endomorphismes de 

CWB 

Soit G un groupe p-divisible sur B , soit Gk = G 08 k sa fibre spé

ciale et soit EG l'extension universelle de G (cf. par exemple, [38] , 

chap. I, § 1 ) . On peut montrer que, si B = k ou W(k) , le complété forme 1 

ÊG de EG s'identifie canoniquement, et fonctoriellement en G , au B

foncteur en groupes formels 

(1) ,,.._ 
EG(R) = HomA[Y] (M (Gk) ,cw8 (R)) , pour tout B-anneau fini R 

Ce résultat reste-t-il vrai dans le cas général (i.e. B = A' , avec e -/c 1 , 

" ,,..._ 
Notons, d'autre part, N(G) le A[Y]-module à gduche Hom(EG,CW8 ) 

On construit facilement une application A[Y] -linéaire à gauche de N (G) 

dans M(l) (G) . Lorsque B = A , on peut montrer que cette application est un 

isomorphisme ceci reste-t-il vrai lorsque B = A' (avec e -/c 1) ? Que peut-

on dire dans le cas général ? 
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Nous reviendrons sur ces questions dans une publication ultérieure ; ceci 

nous permettra en particulier d'expliciter le lien entre nos travaux et ceux de 

Mazur-Messing ([38]) donc aussi ceux de Grothendieck et Messing ([29], [30], 

[39] ). 
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SUMMARY 

Let k be a perfect field of characteristic p cf O , let A = W(k) the 

ring of Witt vectors with coefficients in k and let Dk A[I,Y] the 

Dieudonné-ring, i.e. the (non-commutative, if k cf lFP) ring generated by A 

and two elements I and y subject to the relations 

V V = VF = p 

{ i: = :~) I , ~Y = Ya(a) , for any aEA 

(where a is the absolute Frobenius on A). 

It is well-known that commutative finite group-schemes, of rank a 

power of p , can be classified by their Dieudonné-modules, which are left 

Dk -modules, of finite length as A-modules. 

By using Witt covectors, we give a new description of the Dieudonné

module M(G) of such a group G : we corn1truct a commutative formal group-
,.._ 

scheme CWk over k , whose endomorphisms ring contains Dk , and then 

M(G) is defined as Hom(G, êwk) . This construction avoid the decomposition 

of the group into an unipotent group and a multiplicative type one. We give 

also a description of G , as a group-functor, in terms of M(G) : if 

M = M(G) , for any finite, commutative and associative k-algebra R , the 

group G(R) can be identified, canonically and functorially in R and G , to 

Since Grothendieck and Messing, one knows that it is possible to asso

ciate to any p-divisible group H over A a couple (L, M) , where M is 

the Dieudonné-module of the special fiber of H and L a suitable sub-A

module of M , and that the correspondence H H (L, M) classifies p-divisible 

groups over A . A new construction of the functor H H (L, M) is given (ac

tually, not exactly the same (L, M) as in Grothendieck or Messing). We give 

also a description of a quasi-inverse functor, as well as a description of the 

Tate-module of H in terms of the couple (L, M) . 
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Suitable generalisations of those results to p-divisible groups and com

mutative smooth forma! group-schemes over the integers of a local field of cha

racteristic O and residue field k are given. 

We explain also how our constructions are related to the work of Cartier 

on commutative forma! group-laws over k and of Honda on commutative forma! 

group-laws over k and W(k) . 
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