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ÉTUDE D'INVARIANTS RELATIFS AUX GROUPES 

DES CLASSES DES CORPS ABÉLIENS 

par 

Georges GRAS 

Le but de cet exposé est d'étudier le problème suivant : 

Partant des formules analytiques du nombre de classes des corps abéliens, 

quelles informations peut-on en déduire sur la structure de ces groupes de clas

ses ? 

Le plan de l'exposé est alors le suivant : 

(i) la définition et l'étude des cp-objets qui permettent de donner une inter

prétation arithmétique des formules analytiques, plus complète que celle de Leopoldt ; 

(ii) l'interprétation arithmétique en question (classes "réelles" puis classes 

"relatives") ; 

(iii) la définition d'invariants rn (îi) et rn (W) puis m (h) et m (h') , 
0 0 0 0 

pour tout caractère £-adique 0 : les m (îi) et m (#') ("invariants classes") 
0 0 

étant des invariants de nature algébrique concernant la structure des groupes de 

classes ; les m (h) et mJ(h') ("invariants analytiques") étant définis à partir 
0 0 

des formules analytiques ; 

(iv) l'étude de ces invariants qui conduit à établir certains résultats, no

tamment : 

- une généralisation des congruences de Leopoldt-Fresnel, 

- une interprétation du théorème de Stickelberger sur l'annulation des 

classes relatives, 
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G. GRAS 

- une application à l'étude des invariants \,M,v , des r-extensions 

cyclotomiques des extensions abéliennes de Q . 

Soit € un nombre premier. Soit Q a l'extension abélienne maximale de 

Q contenue dans une clôture algébrique Q de Q , elle-même contenue dans 

une clôture algébrique Qg de . On fixe un complété de , ce qui 

donne une valuation bien déterminée sur chaque sous-corps de Q . 

Soit G = Gal(Qa/Q) ; on appelle V le groupe des caractères de degré 

1 de G (à valeurs dans ) dont le noyau est fermé et d'indice fini dans 

G et on appelle ï et $ les ensembles de caractères rationnels et £-adiques 

(irréductibles) correspondants ; pour tout sous-corps K de Q a , on note V , 
K 

7i et $ les ensembles de caractères de degré 1 , rationnels et £-adiques K K 
de K . Etant donné x' € V , on notera x (resp. 0) le caractère rationnel 

(resp. €-adique) au-dessus de X' (notations : x' |x , X' (0 et aussi 01X ) . 

On rappelle que si X1 € V , l'ordre de X' , le sous-corps de Q a fixe par 

Ker x' , son groupe de Galois et son conducteur ne dépendent que du caractère 

rationnel X au-dessus de X1 ; on note respectivement g , K , G et f 
X X X Xi 

ces quantités. Enfin, pour tout ensemble Y de caractères (de degré 1, rationnels 

ou £-adiques), on notera Y + (resp. Y ) le sous-ensemble des caractères pairs 

(resp. impairs). 
I. NOTION DE cp-OBTET. 

1) Définition des G-familles et des G'-familles. Soit K l'ensemble des 

extensions finies de Q contenues dans Q a . On suppose donnée une famille 

M = (M(K))^V de G-modules tels que pour tout K € K , Gal(Qa/K) opère tri-

vialement sur M(K) (les M(K) sont canoniquement des Gal(K/Q)-modules ) . 

Dans ce cas, on dira que M est une G-famille. 

Soit alors M une G-famille pour laquelle on dispose de deux familles 

d'homomorphismes de G-modules N = (N^y )̂ et j = indexées par l'en

semble des sous-extensions de Q a , L/K,L,K € K et vérifiant les conditions 

suivantes : 

(i) N

L / K (resp. JjyK) est un homomorphisme de M(L) dans M(K) (resp. 

de M(K) dans M(L) ) , 

N L/K° N E/L = N E/K 6 t jE/L° jL/K = jE/K ' P ° U r t O U t K ' L ' E * * ' 
K c L c E , 
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(iii) J L / K ° N L / K = VL/K ' P ° U R T O U T K ' L ^ K ' K cz L , où est 
défini par vT /^(a) = | | a S , pour tout a € M(L) . 

V K s€Gal(L/K) 
Lorsqu'on a de telles familles M,N,j vérifiant (i), (ii) et (iii), on dit 

que M est une G'-famille (les familles N et j étant supposées associées 

à M sans ambiguïté). 

Exemples de G'-familles. On aura à utiliser, entre autres, les familles M 

pour lesquelles M(K) est le groupe des unités de K , le groupe des classes 

de K et l'algèbre Z[Gal(K/Q)] (les lois de G-modules étant évidentes). Pour 

les unités, les applications N ŷ̂  sont les normes usuelles et les applications 

^L/K ^ e S i n J e c t i o n s canoniques ; pour les classes, ce sont les applications dé

duites, par passage au quotient, des normes et extensions des idéaux ; dans le 

dernier cas, la "norme" ^L/K provient du passage au quotient Gal(L/Q) -» 

Gal(K/Q) et J^/K e S t a ^ o r s déterminé par la condition (iii). 

2) Définition des modules , , M . Soit M une G'-famille. 
ème Soit X € ï , soit P le g polynôme cyclotomique et soit a un générateur X. A. A, 

fixé de G ; on pose : 
M = {a€ M(K ) , P (a )a=l} ; 

X. X X X . on vérifie que cette définition ne dépend pas du choix de a 
X Soit maintenant 0 un élément de $ avec 0|x . On vérifie qu'il existe 

un unique polynôme cyclotomique local (irréductible sur 22 ) divisant P , 

dont l'ensemble des racines dans Q0 est l'ensemble [x'(O) ,i ; on note 
* X X |0 

par abus P ce polynôme qui dépend du choix de a . Supposons alors que les M(K) soient des 22 -modules ; on pose : 
M = {a€M(Kj , p (çj )a=l} . 

On vérifie que cette définition ne dépend que de 0 et non du choix de av . 

Si cp = X ou 0 , les éléments de sont appelés les cp-objets relati
vement à M . 

On a ainsi défini des modules M qui sont des Z[G ]/(P (a )) modules, 
^ (g ) (av) ^ donc des modules sur l'anneau des entiers Z X de Q * ; de même, les 

modules Mj sont des Z„ X -modules. 
0 £ 

PROPOSITION I. 1. - Soit M une G-famille ; alors on a : 

= (a€M(Kx) , vK | R a = l , pour tout K^} . 
X 
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Ceci résulte d'une propriété générale démontrée par J . Martinet (1968, non pu

blié), à savoir que dans 2S[G ] , l'idéal (Pv(a )) est égal à l'idéal engendré 
A. A. X 

par les v K / K , K ^ (cf. [8], Th . I . l ) . 
X 

Ce résultat généralise un résultat de Leopoldt ([16] , Satz 4) qui n'était 

valable que pour les modules sans torsion. 

Cette proposition suscite la définition suivante, dans le cas des G'-famil

les ; on pose : 
= {a€ M(Kx) , N K ^ / K a = 1 , pour tout K^} . 

D'un point de vue arithmétique, nous rencontrerons les deux types de mo-
dules M x et ; comme J R / R = v , on a a 

X X . x. 

La proposition suivante va nous permettre de définir de façon naturelle la 

famille des M' , 0 6 $ . 
0 

PROPOSITION 1.2. - Soit M une G'-famille de Z^-modules ; soit X € ï . 

Alors on a : 
f M = 0 |x 0 * 

On pose alors : 
M' = M" n M . 

0 X 0 
Il en résulte que 

M' = e M' . 
X 0 | X 0 

Remarque I. 1. - Dans le cas "semi-simple" (i .e. £ Y gN/ ) , on a M' = M. 
X 0 0 

pour tout 0 | X . 

PROPOSITION 1.3. - Soit M une G'-famille. Soit L/Q cyclique ; on suppose  

que pour K c L , M(K) est fini et on suppose que pour toute sous-extension 

K/k de L/Q , est surjective. Alors l'ordre de M(L) est donné par 

l'expression : 

| M ( L ) | = T T | M ; I . 

II. APPLICATION AUX GROUPES DE CLASSES. 

1) Préliminaires. Nous travaillons avec les deux G1-familles suivantes : 

IH et M ; les IH(L) étant les groupes de classes (au sens ordinaire) de 

L 6 K et les W(L) les S-Sylow des IH(L) . Il se présente alors de façon na-

38 



GROUPES DES CLASSES 

turelle les familles indexées par X £ X , constituées des H , H' , U et 
X. X. A. 

H' et les familles indexées par 0 € $ constituées des B. et . 
X 0 0 

Une première réduction est la suivante : 

PROPOSITION II. 1. - On a H' = IH , pour tout x G * . 
Y X 

Ce résultat provient du fait plus général suivant ([8], chap. II, §2) : 
Soit L/Q cyclique imaginaire de degré divisible par £ et soit K c L tel 
que [L : K] = £ ; désignons par tt(K) le groupe des £-classes relatives de 
K (pour £ ± 2 ) ; alors H(K)~ H K e r j ^ = (1) ; pour £ = 2 , K e r j ^ = (D 
(si £ = 2 , K est le sous-corps réel maximal de L ). Il en résulte notam
ment, pour L/Q cyclique imaginaire, L^ étant le sous-corps réel maximal de 
L : (hÇH(L) , N L / L h= l} = {hGIH(L) , \ ) . ^ h = 1} . 

Dans le cas X € ï , nous pensons que le résultat est faux mais nous 
n'avons pas d'exemples. Il doit être possible d'en trouver dans le cadre des r> -
tensions K/Q cycliques réelles de degré 4 . 

Une seconde réduction est alors la suivante : 

PROPOSITION II. 2. - Désignons par H(L) (resp. H(L) ) l'ensemble des clas 
ses réelles (resp. relatives) d'un corps L . Si L/Q est cycligue, alors on a : 

|m(D| = T T IH; I , | H ( L ) + | = T T + I H - | et = T T - I H I -

Cette proposition est une conséquence de la proposition 1.3. , car dans 
L/Q (cyclique) aucune sous-extension ne peut être non ramifiée et, d'après le 
corps de classes, les applications normes sont surjectives. 

2) Interprétation arithmétique des formules analytiques. Cette interpréta

tion consiste à exprimer |]H(L)| au moyen des formules analytiques ([10] , §5) 

en essayant d'écrire celles-ci sous la forme |lH(L)| = "| [ A , au moyen 
X€*L

 x 

d'une famille de nombres Â  ne dépendant que de X , pour tout L cy

clique sur Q ; en effet, d'après un argument très simple ([16] , §1.4), on 

pourra déduire des égalités |lH(L) | = 1 \ |H' | = T T A (prop. II. 2), les 

égalités = Ay » P o u r t o u t X € * · 
Les Â  étant de nature très différente selon que X est pair ou impair, 

nous allons chercher à écrire séparément : 
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|H(L)+| = r r _ A et |H(L)-| = T T _ A 
L •L 

Remarque II. 1. - Signalons que l'on a sans changement des résultats analogues 
en remplaçant H par M (il suffit de considérer les ^-participations). 

a ) ÇiËËËËË L€!?.lies# Si l ' o n s e r e P ° r t e à la formule donnée par Leopoldt 
([16], Satz 21), on constate qu'elle est encore inadaptée à notre problème puis
que les coefficients notés et par Leopoldt (et que nous allons noter 

L KJ 

respectivement Q(L) et q(L) ) ne sont pas interprétés. 
Désignons par E la G'-famille des unités (considérées modulo la torsion) ; 

les groupes E de X-unités sont donc bien définis (ils coïncident avec la no-
X 

tion d'unités X-relatives propres donnée par Leopoldt). Posons : 

Q(L) = (E(L) : 0 E j , 

pour toute extension réelle L et posons pour tout X € ï : 

où En(K ) est le sous-groupe de E(K ) engendré par les unités des sous-

corps stricts de . 

PROPOSITION II. 3. - Pour toute extension L/Q cyclique réelle, on a : 

Q(L) - SL
 Q x · 

_2 P l/2 
Pour tout L cyclique posons q(L) = (g / T T d ) , où g = [L:Q] et 

(g ) X € 3 £ L X 

où d̂  est le discriminant de Q X . On pose ensuite : 
cp(gx) 

q = 1 1" p P * , si g n'est pas la puissance d'un nombre premier, 
X P K 

p premier 

qv = p P * , si g ^ 1 est une puissance du nombre premier p , X X 
q i = 1 · 

PROPOSITION II. 4. - Pour toute extension cyclique L de Q) , on a 

q(L) = T T qv · 

Explicitons maintenant ce que Leopoldt note h ([16] , p.40). Pour tout 
X 
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X € ï + , posons 0V = 1 T (Cor -£ 0 r ) , où £ f = exp(in/fy) et où oy  x a€ax

 2 t X 2 t x 2 t X K K 

est un demi-système de représentants de Gal(Q^^/K ) dans (2£/fvZ)* (cf. 
A. A, 

[]6] , §8.1). Si l'on désigne par F le sous-module de E engendré par 
D 

l'unité cyclotomique 0 X (cf. [16], § 8.4) alors la formule de Leopoldt peut s'écrire ([16], Satz 21) : 

Nous avons trouvé les Â  , donc : 

THÉORÈME II. 1. - Pour tout X € X+ , on a H , = - ^ ( l E ·. F J . 

En utilisant les groupes d'unités cyclotomiques "absolues" qui constituent 
une G'-famille F (cf. [l6], §8.3), nous avons prouvé le résultat suivant 
([8], Th.III.2) : 

THÉORÈME II. 1». - Pour tout X € X+ , on a |H^| = G (EflĈ ) : E^K^FOy) , 
où £ est égal à 1 sauf, peut-être, si g est puissance d'un nombre pre-X 
mier £ et si f est divisible par au moins deux nombres premiers distincts, 

A 

auguel cas £ = 1 ou £ . 
A. Remarque II. 2. - On peut calculer £ exactement (cf. [8], Th. III. 2) ; lors-

A. 
que £ = £ , on a |H' | = 0 mod £ , mais ce résultat se retrouve immédiate-X X 
ment au moyen de la formule de Chevalley. 

b) Classes relatives. Dans ce cas, la formule analytique est plus facile 
à interpréter. Soit L une extension abélienne imaginaire de Q . On sait que 
|H(L)-| = QT"wT T T _ T T (xBJX'" 1 )) , Blr'1) désignant le nombre de 

L L X€* L X'|X 2 1 1 

Bernoulli généralisé, pour le caractère X , _ 1 (considéré comme caractère de 
Dirichlet primitif), w étant le nombre de racines de l'unité contenues dans 
L et QL l'indice des unités. On sait que = 1 si L/Q est cyclique 
([10] , Satz 24). On trouve donc immédiatement : 

THÉORÈME II. 2. - Pour tout X 6 ï" # on a : 

IH' I \1H I W Y I, ( Γ Β ί Χ ' )) , 
où = 1 ou 0 selon que g est une puissance de 2 ou non et où w = £ 

x* X 
si K est un corps cyclotomique de conducteur une puissance de £ , w = 1 

X X 
sinon. 

41 



G. GRAS 

Compte-tenu des relations Wv = ? W. et B' = ® W' , il est probable 
x 0|X 0 x 0|x 0 

que l'interprétation des formules analytiques peut être poussée plus loin ; cepen
dant, le principe de Leopoldt n'est valable que pour les caractères rationnels. 
Nous allons essayer d'aborder ce problème. 

III. DEFINITION D'INVARIANTS. 

1) Les invariants "classes" m (tt) et m (&') . Les sont des Z f l -
© © © £ modules de torsion, donc de la forme : 

* 0 - L ì W ' 

p désignant l'idéal maximal de Z 0 (obtenu à partir d'un idéal pv bien 
X (gy) - ~ x 

déterminé de Z résultant du choix du plongement Q c ) . On pose alors : 

rn (B) = E n. . 
0 i>0 1 

De même, on aura : 

0 i>n £ X 
on pose alors : 

mjW) = S n! . 
* i>0 1 

2) Les invariants "analytiques" m^(h') . Nous distinguons encore les cas 

X € X + et X G 36" . 

a) Classes réelles. On a (Th. II. 1') : |lH' | = £ (E(K ) : En(K )F(K )) . 
- X X X (g ) 

On remarque que le quotient E(K )/E (K )F(K ) est aussi un 22 X -module 
x. u x X 

(car annulé par les ^ , pout tout K <p , cf. Prop. I. 1). Pour se rame

ner à une étude locale, on remplace E , E^ et F par t , et 9 , 

où l'on définit pour tout K : 
e(K) = E(K)0Z £ , C (K) = E 0 (K)®Z £ et *(K) = F(K)®Z £ . 

Posons t = £(K )/^ n(K )y(K ) ; on a alors une décomposition : 

X X U X X e = ® t , 
x 0|x 0 

où £ est un 2 n -module (qui est monogène et non trivial pour 0 ^ 1 ) . On 
0 £ 

aura donc : 
(gY) ,~m' 

£ - Z„ x /p , m' > 0 . 
0 £ VX 

Tenant compte de la relation 
> v = V V - e x l , J » V ' o n e s t 

amené à poser : 
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(i) m(h') = m' , dans le cas £ = 1 , 
0 X 

(ii) rn (h1) = m' + 1 , dans le cas £ t = £ (dans ce cas, gx/ est néces-
0 X X 

sairement une puissance de £ , donc 0 = X et = 1̂̂ *1 '· Compte-tenu des définitions posées, on a : 

E m (W) = S m (h1) , pour tout X € X . 
0 | x 0 0|X 0 

Remarque III. 1. - Nous n'avons pas défini d'invariants m (h) , pour 0 € $ 
0 

Une définition générale reste à donner ; il faudrait auparavant trouver une ex
pression analytique pour | # v | . Cependant, dans le cas semi-simple, on peut 

A. 
poser m (h) = m (h1) (cf. Rem.I.l). 

0 0 

^ Çl5ËËËË_L .̂̂ LY.es · ®n raPPelle (Th. II. 2) que l'on a obtenu 
| H X | = = 2 a x w x

 B i ( x ' " 1 ) ) ' p o u r t o u t X 6 *~ ' 

Compte-tenu des résultats de Hasse ([lO] , chap.III) sur les nombres 
7B^(X' h , on peut se convaincre facilement du fait que l'on est conduit à po
ser la définition suivante, pour tout 0 € $ : 

(i) cas £ 4 2 ; 
(i) Kx n'est pas de la forme Q n > 1 ; on pose : 

i _i (9Y) <-MJH) 
(JB^X' X))2Z£ = P ^ / (pour X'|0 ) ; 

(ON) n_i 
(i) K = Q v c , n>l ; on a g = (£-l)£ et on peut écrire 

de façon unique X' = 0 f , \|J' d'ordre £ n , (X,£-l) = 1 . 
On rappelle que X ne dépend que de 0 . On pose : 
i -, (gv) -m (̂h) 

( J B ^ X ' - l ) ) ^ X = p x 0 , pour X ̂  1 (avec X' |0 ) , 
m (h) = 0 , pour X = 1 . 

(ii) cas £ = 2 ; 

(ii) ^ gx n'est pas une puissance de 2 ; on pose : 

( ^ B ^ X ' - 1 ) ) ^ = P x

0 (x'|*> ; 

(ii)^ 9 X est une puissance de 2 ; alors 0 = X et on pose : 
1 _i tax) ~m.(h)-l ( 4 ) 

(JBAX* 1 ) ) ^ 9 = P Y , si K ^ QW , 
2 1 Z A X 

m (h) = 0 , si K = Q . On vérifie que Z) m.(W) = S m (h) , pour tout X € X" . 
0 | X 0 0|X 0 
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Dans le cas impair, on pose rn (h1) = m (h) . 
0 0 

3) Conclusion. On peut conjecturer que m (W1) = ni (h') pour tout ca-
0 0 

ractère £-adique 0 . Cette conjecture est à rapprocher de conjectures de Coates 
et Lichtembaum ([2]) et de Greenberg ([9]). 
IV. ÉTUDE DES INVARIANTS ANALYTIQUES. 

1) Généralisation et interprétation des congruences de Leopoldt-Fresnel. 
On sait que les fonctions L^(s,X') £-adiques, pour les caractères X' € V+ , 

peuvent s'approcher au moyen des nombres de Bernoulli généralisés ([14], [3]). 
On connaît notamment la formule de Leopoldt-Fresnel pour les caractères pairs 
([14], § 5, Th.3) : 

1 | ( α Λ , . . j a s 3 ¡ t ! i s - W - ò 

et les congruences ([3]) : 
L€(1,X') = B (X'I ) mode , 

la notation X' signifiant que l'on considère le caractère de Dirichlet primitif 

associé à X' (cf. [3], pour les règles de calcul sur les caractères de Dirichlet), 

Nous nous intéressons à ces congruences car elles donnent une information 
sur les invariants analytiques qui est la suivante (on suppose Z ̂  2 ) (cf. [7], 
chap. III) : 

Soit 0 € $ + / 0 ^ 1 ; on suppose g premier à Z . On a alors 
A 

(Rem. I. 1) \}Lt\ = |)t' | = (t : 9J , compte-tenu du fait que si Z X gv , 
A. A. X A. A 

Q x /q x est premier à Z et ( 6 ^ ) : e^KyWK )) = : 9^ ([7], chap.I). 

On note 0 le caractère miroir de 0 , défini au moyen du caractère G ([17]; 

[7], Déf. 1. 10). Désignons par 9° l'image dans 9 des unités cyclotomiques 
A A 

e-primaires ([7], 1.2.g) et considérons ([7], Déf. 1.11) : 
Κ = dini (S / S " ) ; 

on a b = 0 ou 1 . 
0 Les congruences de Leopoldt-Fresnel se traduisent alors de la façon sui

vante (avec une hypothèse essentielle) : 

Soit 0 € $ + , 0 1 , Z X g ; alors si Z n'est pas totalement dé-
A 

composé dans le corps , \|f désignant le caractère rationnel au-dessus de 
0 , on a : b, = 1 si et seulement si m-(h) > 0 . 

0 0 
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Ce résultat joint au "Spiegelungssatz" de Leopoldt ([17]) permet d'avoir 

des informations sur certains ensembles {ni (h)} , 0 parcourant certains en-
0 

semblés de caractères £-adiques (cf. [7], chap.V). Donnons un exemple numéri
que illustrant ce phénomène : 

(8 77) 
Soit K le sous-corps cubique de Q . Prenons l - 1 ët représen-x. 

tons sur un schéma les caractères 7-adiques intervenant : 
(877) 

v | ;02 lKto 

Q— -c Q ( 7 ) 

D 

Les deux corps et sont imaginaires et on vérifie facilement en 

calculant les nombres de Bernoulli convenables et en utilisant le théorème de 

Stickelberger (cf. Prop.IV.3 ci-après) que : 
m-r (X) = m- (h) = 1 et que m-r (W) = m- (h) = 0 ; 0 1 01 (f>i 02 

en vérifiant ensuite que tt(Kv) est d'ordre 7 , on obtient rn (h) + m. (h) = 1 . 
Bien que l'on puisse décider numériquement sur cet exemple quel est l'invariant 
analytique égal à 1 et quel est l'invariant classe égal à 1 , relativement aux 
caractères 0^ et 0^ , on veut le "démontrer", de telle sorte qu'on aura éta
bli le résultat pour tous les corps cubiques tels que |tt(Ky)| = 7 , m- (M) = 1 

K 0i 
et m_ (W) = 0 ; on a a priori les quatre cas suivants : 0 2 

cas ni (h) ni (U) ni (h) ni (U) 
0 1 0 1 0 2 0 2 

(i) 1 1 0 0 

(ii) 1 0 0 1 

(iii) 0 1 1 0 

(iv) 0 0 1 1 
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Le Spiegelungssatz complètement appliqué donne m̂  (tt) = 0 , ce qui éli-
0 2 

mine les cas (ii) et (iv). 
Le critère déduit des congruences de Leopoldt-Fresnel donne = 1 et 

p 0 1 
b̂  = 0 ; or b, = 0 entraîne £ = soit, nécessairement (ft : ^ ) 
0 2 0 2 02 0 2 02 02' 

premier à Z , soit m. (h) = 0 , ce qui élimine les cas (iii) et (iv). Il ne res-
02 

te que le cas (i) pour lequel la conjecture est vérifiée. 

La condition " Z non totalement décomposé dans ( \|J au-dessus de 

0 ) " apparaît souvent dans ce type de problème (cf. [2], Th.2.1, 2.4, par 

exemple). Cette éventualité sur la décomposition de Z , que nous appellerons 

"cas spécial", est équivalente à la condition suivante (indépendante de X' 10 ) · 
"le caractère X' est de la forme cp'0 , avec cp' (£) = 1 ". 

Supposons être dans ce cas et revenons aux fonctions L^(1,X') approchées 
par les B^X'jT1) ; on a X ' i " 1 = Sâ'll" 1 = çQ'jf ; or on sait que 
B^cp'jf) = (l-cp'-l(€))B1(cp'-1) = 0 , si £(Z) = 1 ; d'où L^l,^') = 0 mod Z . 

Dans ce cas, les congruences classiques entre nombres de classes et unités 
sont dégénérées en "0 = 0 mod Z " : illustrons ce phénomène sur un exemple 
à partir des résultats de [15] (Th. 1') : 

Soit X un caractère quadratique pair. On suppose Z = 3 . Soit X = X6 
supposé non trivial (donc quadratique) ; on suppose aussi K— distinct des 

(3) (4) x 

corps Q et Q Avec nos notations, le résultat de Kudo peut s'énoncer : 

| |H X | (1-X(3)) = | H X | i ^ L ( i - ^ ) mod 3 , 

où > 1 est l'unité fondamentale de ; on sait que si l'on écrit expli

citement e = t + Us/E7" , on obtient une congruence simple entre |lH | , 
X X 

|IH^| , t et u ([15], §4 et [8]). Cependant, lorsque 3 est décomposé 

dans K— , on obtient : 
log 

0 = IH^I mod 3 , 
et un calcul élémentaire prouve que, dans ce cas, on a aussi toujours : 

log 
= 0 mod 3 . 

Dans [7] nous avons montré que la dégénérescence en question, dans le 

cas spécial, provient du fait que la définition des fonctions L^ utilise le 
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logarithme £-adique qui n'est pas adapté à la notion de £-primarité (log G = 0 
mod Z n'implique pas toujours G -̂primaire) ; or c'est cette notion qui est à 
la base des phénomènes étudiés. Nous avons obtenu, par un procédé tenant 
compte de cette remarque, des congruences qui redonnent celles de Leopoldt-
Fresnel et qui donnent, dans le cas spécial, des congruences non triviales : 
cf. [7], Prop. IV.4 et Chap. IV, §4 pour l'exemple des corps quadratiques et 
Z = 3 ; citons seulement le résultat pour les corps quadratiques dans le cas 
spécial : si f = 0 mod 3 , f /3 = 2 mod3 et si G = t + uVf > 1 est X X X. X 
l'unité fondamentale de K , alors : 

A. 
|Hx|ut = - mod3 . 

Naturellement ces congruences donnent dans le cas spécial le critère déjà 
obtenu dans les autres cas ([7], Chap.IV) : 
THÉORÈME IV. 1. - Soit 0 € $ + , 0 ^ 1 ; on suppose gv premier à Z . 

x 
Alors on a b, = 1 si et seulement si m-(h) > 0 . 

0 0 

Remarque IV. 1. - Si la conjecture relative aux invariants classes et analytiques 
est vraie (au moins pour les caractères impairs), cela entrame notamment le cri
tère : 

b = 1 si et seulement si m_(W) > 0 (0 € $+) ; 
0 0 

or nous avons eu connaissance, aprésales Journées Arithmétiques, du fait que 
ce dernier critère avait été prouvé par Ribet ( [16]) dans le cas particulier 

2k Z-l 0 = 6 , 1 ^ k < -y- , pour tout nombre premier Z . 
2) Interprétation du théorème de Stickelberger. 
a) EUide_ de Ĵ i_dé_al_ I(L) . Soit L une extension abélienne finie de Q , 

de conducteur fL et soit G = Gal(L/Q) . On rappelle que : 
L fL a = 1 a 

est appelé l'élément de Stikelberger ( ( i ) est le symbole d'Artin et S dési-
a 

gne la sommation sur les a tels que ( a / f

L )
 = 1 )· ° n s a i t ([4], [l]) que 

l'idéal : 
Í (L) = S L ^ [ G ] n Z[G] 

annule H(L) . 
On peut exprimer ï (L) sous une forme plus précise ([8], Prop. II. 3) : 

47 



G. GRAS 

PROPOSITION IV. 1. - Soit II le Z-module (. . . , (^) - a,. . . ; A^ où a par 

court un ensemble de résidus mod , (a ,y = 1 , représentant G\{l} et 

où A T est le plus petit entier positif tel que AS 6 [G ] . Alors 

i(L) = S A . 

Remarque IV. 2. - Le nombre AL est un diviseur de f̂  qui peut se calculer 
très simplement (cf. [8], Corol. II. 3, Prop. II. 5 et Prop. II. 7) . 

Remarque IV. 3. - Dans le cas L/Q cyclique, 21 ^ e s t égal a l'idéal 
(( —)-a,A ) de 2Z[GJ , où a est choisi tel que (—) engendre G . a L a 

Remarque IV.4. - Dans [l] (Th.3.1), le théorème de Stickelberger est énoncé 
sous la forme suivante (avec nos notations) : si L/Q est abélienne, alors 
l'idéal I'(L) engendré par les éléments de Z[G] : ((-)-c)S; (où c parcourt 

C 1 (f ) 
l'ensemble des entiers impairs premiers à f̂  et où Sĵ  = Ŝ  - ^ - [ Q ^ : - ^ V L / Q ) ' 

annule H(L) . L'idéal I'(L) proposé par Coates est "moins bon" que l'idéal 
de Stickelberger I(L) que nous avons étudié. Pour s'en convaincre, il suffit de 

(3) (19) prendre pour L le composé de Q avec le sous-corps cubique de Q 

b) n̂j:erpréjtatKDn_ _du Jthéorème de Stickelberger. Soit X € 3E .On sait 
que Œl est un -module, la loi de Z^gX -̂mdoule étant réalisée au 
moyen de l'homomorphisme Z[GV] - %^g^ défini par av - x'(av) , x'|x ; il 

A, ( ) 

en résulte que IĤ  est annulé (en tant que Z "X- -module) par l'image de 

f(K ) dans Z^X* : X'd'fK )̂) . 
Un calcul simple conduit au résultat suivant : 

PROPOSITION IV. 2. - Soit X € 3f . Le Z ̂ -module IH est annulé par l'idéal 
-1 (g ) 

(X' (a) - a , h v )B. (X' ) de Z ^ , a désignant un entier premier à f tel 
K X 1 * 

que (—&) engendre Gv . L'idéal (X'(a)-a, L ) est l'idéal unité sauf lors-a X Kx ( £ ) 

que K est une extension de degré une puissance de £ de Q et que 
A. 

Â  = 0 mod £ , auguel cas c'est l'un des idéaux premiers au-dessus de £ 

dans Q ( G X ) (sauf si K = Q ( 4 ) où l'idéal est l'idéal (4) ) . 
(gv) 

Soit maintenant 0 € $ ; on sait que H est un Z 0 * -module, la loi 
(g ) (g ) de Z^ * -module étant réalisée au moyen de l'homomorphisme Z^G^] - Z^ * 

défini par o - X'(av) , avec cette fois x' 10 . Il en résulte que est 
* (g ) · 

annulé (en tant que Z^ x -module) par X'(I(K )) ; on obtient alors : 
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(gv) 
PROPOSITION IV. 3. - Soit 0 € $ . Le * -module est annulé par l'idéal 
(X'(a)-a , AK JB^X'" 1) de . *l\<b . L'idéal (x'(a)-a,AK) de 
est l'idéal unité sauf si K est une extension de degré une puissance de Z 

(Z) X de Q , gue Â  = 0 mod Z et que, dans la décomposition X' = 0 \|r* X 
( d'ordre puissance de Z , 1<\^Z-1 ), X = 1 , auguel cas 

(4) 
(X'(a)-a , AK ) = pv (sauf si K = Q où l'idéal est l'idéal (4)) . 

X x 

COROLLAIRE IV. 1. - Soit X' = 91/' , étant un caractère dont l'ordre et le 
conducteur sont des puissances de Z , Z ̂  2 ; alors pour le caractère £-adi- 
gue 0 € $ , au-dessus de X' , on a & = (1) . 

0 
En effet, dans ce cas, l'idéal (X'(a)-a, Av- )B,(x' *) de Z X est 

KX 1 € 
l'idéal unité : il suffit d'utiliser les résultats de Hasse ([10] , §31, formule 
(12)). Ceci justifie, a posteriori, le fait que nous ayons posé m (h) = 0 dans 

0 
ce cas (cf. III, 2, b, cas (i) ?). 

Ce résultat est bien connu lorsque f = 1 (cf. [9], Corol. 1 et [2], 
lemme 2.11, pour le cas général). 

Remarque IV. 5. - Outre le cas particulier du corollaire précédent, ces interpré
tations du théorème de Stikelberger (principalement au niveau des # ) donnent 

0 
une justification supplémentaire aux définitions que nous avons données pour les 
invariants m(h) ( 0 € I 

<D Remarque IV. 6. - Il nous semble que le théorème de Stickelberger est insuffi
sant en 2 et en Z dans certains cas. Pour s'en convaincre, considérons 

(7) (3) 

l'exemple suivant : soit = QQ Q . On vérifie facilement que Sjç est. 
égal à j{2 + 4a + 5a2 + 4a3 + 2a4 + a5) avec a = {-^) . Le théorème II.2 
donne |lH I = | I (X'~*)) = 1 . Si on applique la proposition IV.3, on X x - | x 2 1 
trouve que (X'(2) - 2,3)B (X'"1) = 2p annule IH . 

1 \ X 
On peut alors conjecturer le résultat suivant : "pour tout 0 € $ , 

~ mri(h') / 0 

est annule par p ^ " (pour un commentaire plus détaillé sur ce choix, X. 
cf. [8] , Rem. II. 6). 

3) Applications aux T-extensions cyclotomiques. Soit K une extension 
abélienne de Q ; la T-extension cyclotomique de K (relativement à un nom
bre premier Z ) est l'extension U K. , où K. est le composé de K avec 

i>0 1 1 
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l'unique extension cyclique réelle de degré 61 sur Q , de conducteur puissan
ce de £ . On sait que pour i assez grand, 1 (̂̂ )1 = + v

 / ç ]N , 
v G Z , indépendants de n ([il], [12] , [13] , [14]). 

Nous allons montrer que les interprétations arithmétiques précédentes per
mettent de trouver (ou retrouver) certains résultats sur la r-extension cyclotomi
que de K , sous une forme bien adaptée à l'investigation numérique. 

Pour simplifier, nous supposons K/Q cyclique de degré premier à £ . 
Les extensions K̂ /Q seront alors cycliques ; pour cette raison, nous commen
çons par donner un résultat général sur les corps lorsque ĝ  = 0 mod £ n , 
n > 2 , que nous appliquons ensuite aux corps K . Nous décomposons cette 
étude selon les deux étapes habituelles : 

a) Cas réel. Soit X € ï . Supposons g = 0 mod £ n , n >2 . Appe-—————— \ 
Ions le corps défini par [K̂  : K ]̂ = £ . Nous allons voir que l'on peut, en 
un certain sens, comparer les invariants m(h') et m. (h') ( 0 et 0D étant 

0 <p g c 
ainsi définis : soit X' 10 , alors 0 | \|f est le caractère £-adique au-dessus de 
X '« ) . Posons ^ = e(K )̂/N e (K x ) e 0 ( V et V « A . î on aura 
~ (gY) ~xMi £ . Z f t

 K /p. 95 , x., ^ 0 . Supposons pour simplifier que 0 £ y 0 
N / v . y(K ) = ^(K.) (cf. [8], chap. III, §3) et que, dans la formule du théo-

x ' j|f x i 
rème II. 1', on ait £ = 1 (dans le cas contraire, les calculs sont différents) ; 

A. 
on obtient : PROPOSITION IV. 4. - Sous les hypothèses précédentes et pour 01x : 

(i) si m, (h') < £ n" 2(£-l) , alors m (h') = rn (h') - x^ , 
0g 0 0g 0g 

(ii) si m, (h') > £ n" 2(£-l) , alors m (h') > £ n" 2(£-l) - x^ . 
— 0^ 0 0g 

Cette proposition permet de retrouver immédiatement une partie des résul

tats d'Iwasawa ([il], [12]) : 
considérons K = U K. ; l'ensemble § v est de la forme { 0 . } ^ x 

oo i i 0t$^, i>U 
de façon évidente (si 0 est défini ( 0 = 0Q fixé), alors il existe un unique 
caractère £-adique 0. + 1 tel que si cP- + 1 l

( 2 )

i + 1 alors |0. ) ; pour sim
plifier notons pour 0 € fixé, m. = m (h1) , i> 0 , les invariants analy-

K 1 0j_ 
tiques correspondants : 

s'il existe > 1 tel que m. < £ 0 (£-1) , alors il existe i' > i 
0 * 0 0 0 

tel que m. = c t e , pour tout i > i' . 
1 0 
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Lorsque cette hypothèse a lieu pour tout 0 £ $ , on en déduit qu'il 
K. 

existe \ € 3N et v € ̂  tels que : 
|H(K ) | = £ X n + V , pour tout n ^ Max(iV) n 0 0 

(on a donc " \i = 0 " ) . 

Remarque IV. 7. - Ce résultat est plus faible que le résultat d'Iwasawa (car on 

fait une hypothèse, d'ailleurs équivalente à \i = 0 ) , cependant, la méthode par 

laquelle il est obtenu est mieux adaptée à la pratique : en effet, considérons 

la conjecture classique " |i = 0 pour les F-extensions cyclotomiques" ; alors 

la proposition IV. 4 permet de constater numériquement que [i = 0 . 

k) Ças_ relatif. La démarche est analogue. Soit x £ 1 . Supposons 

g = 0 mod Zn , n > 2 (Z^2) ; on définit K comme dans a)). On suppose 

pour simplifier que SK^ = ^ S K^ modulo / Q (cf. fe]. Th. II. 3), que 

S v et S K sont ^-entiers (si ce n'est pas le cas, on peut s'y ramener assez 

facilement) ; on obtient pour 01X (cf. [8], Prop. IV. 1) : 

PROPOSITION IV. 5. - Sous les hypothèses précédentes et pour 0 jx : 

(i) si m0^(h) < e n ~ 2 (£-l) , alors m0(h) = m0 (h) , 

(ii) si m. (h) > £ n " 2 (£ - l ) , alors rn (h) > £ n " 2 (£ - l ) . 
~~ ®Z 0 

Considérons maintenant Kœ , K imaginaire, et utilisons des notations 

analogues à celles utilisées dans a) : 

s'il existe i s> 1 , tel que m. < Z ™ (Z-l) , alors m. = c pour 
0 1 é 1 

tout i > i . 
0 

Lorsque cette hypothèse a lieu pour tout 0 £ , on en déduit qu'il 
K. 

existe X € IN et v € , effectivement calculables, tels que : 
U(K ) I = Z n + V , pour tout n ;> Max (i ) . 

1 1 0 
Ceci donne immédiatement une méthode de calcul des invariants \ , v 

(Z) (Z) 
relatifs à la T-extension cyclotomique Q de Q , à partir des nombres 

00 
2k-l £-1 

de Bernoulli généralisés de la forme B^(9 \|/|) , 1 < k £ - y - , où i|f| est 

un élément de 3c' /n\ d'ordre Z1 , i ̂  0 . On ne considère que les k pour 

lesquels B (G21*"1) = 0 mod (ou, ce qui revient au même, les k pour 

51 



G. GRAS 

lesquels le nombre de Bernoulli ordinaire B est divisible par Z , puisque 
?k-1 ( P) ni- (h B = 2kB (6 A)mod €Z0 ) ; ensuite, on écrit B (0 V j ï = (w-1) ^ ^ 1 <J 1 1 £ 1 c 

(avec w 2 = l ) e t o n regarde si m̂  < Z - 1 ou non ; pour tous les exemples 
numériques connus, on sait que m̂  = 1 . 

On retrouve aussi très simplement les résultats de Gold ([5], [6]) sans 
restriction : 

PROPOSITION IV. 6. - Soit K = Q(vcm) un corps quadratique imaginaire quel-
^ (3) congue ; soit Z ^ 2 (si Z = 3 , on suppose K ^ Q ). Soit K la T-ex-cp » 

tension cyclotomigue de K™ . Posons K. = K , pour i> 0 , et soit m. 
-1 (pi) .m. 1 ^i 1 

défini par B ĉpj )ZV^ = p̂  1 , i>0 . Alors s'il existe iQ > 1 tel gue 
i n - l 1 

m, < Z u (2-1) , on a \i= 0 , \ = m, et v = mn +. . . + m. 1 - X(in-1) . 
Remargue IV. 8. - Signalons que les interprétations arithmétiques au moyen des 
H permettent de donner des informations sur les £-rangs des W(K.) (cf. [8], 

A. 1 
Rem. IV.4). 

En conclusion, on peut dire que l'interprétation arithmétique des formules 
analytiques du nombre de classes des extensions abéliennes conduit de façon 
naturelle à l'étude des invariants d'Iwasawa et qu'elle montre de façon assez 
précise, d'une part le rôle des unités et unités cyclotomiques pour le cas réel 
et, d'autre part, celui des nombres de Bernoulli généralisés pour le cas relatif. 
Il est probable qu'un certain nombre d'applications peuvent aussi être trouvées 
dans des situations autres que celles des T-extensions cyclotomiques. 
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