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N
TRANSFORMATIONS DE FOURIER DISCRETES

par

J. MORGENSTERN

Ce bref exposé ne constitue en aucun cas une étude exhaustive de 1'é-
tat de ces questions qui sont en perpétuelle évolution mais plutdét une in-
troduction, pour mathématiciens non spécialistes, sur un exemple, aux ré-

sultats et techniques de la théorie des algorithmes et de leur complexité.

1.- RAPPELS SUR LA TRANSFORMATION DE FOURIER "CLASSIQUE"

S2iMst
Si on se place dansL (R) par exemple,ondéfinit f(t —— f 1hs ds,
V2ﬂ R
. . 1 - 2iMst . .
ainsi que f(t) ==/ £(s)e“* " 545 en particulier pour n € Z, cela donne :
/2™ R
1 ~ i
fn) =—= [ £(s)e®* "™ %45 , (1)
2™ R
A " + ® .
. . P . : -2i Tnt
Si on développe f en série de Fourier, on obtient : f(t) = e sur
- 0

iMns

. ~ 2
1'intervalle (0,1) avec a = — [ f(s)e ds en comparant avec (1),
R

NI
a

~ +®
il vient a = f(n), donc £f(t) = £ f(n)e

-

-2innt

Supposons maintenant que f soit & support borné, par exemple f(t) = O pour
+S

. i™n t -2im .
[t| > N, on obtient f(t) = Z f(n)e "t T f(n)e Bt: Si on &chan-
- |n| €N
tillonne f aux points d'abscisses E%f’ il vient le théoréme d'échantillon-

N

nage de La Vallée Poussin (attribué a Shannon)
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+ N

f(l)= s f(n)eZiﬂnk/ZN, (2)
2N N

d'ou on peut tirer les formules permettant de calculer exactement f(t) en.un

point t quelconque & partir des échantillons en é?ﬁ . Ceci fait apparaitre:
2.,- LA TRANSFORMATION DE FOURIER DISCRETE
N s
™
(2) peut aussi s'écrire : Ak= Za wnk avec w= e21 /N, k étant égal
n=1

a4 1,2,...,N. Si le vecteur de départ est a= (al,az,...,a“), le vecteur

transformé est lui égal a A= (AI’A ,...,AN). Cette transformation jouit de

2

propriétés analogues a la transformation ordinaire, a savoir

N
- elle posséde une inverse : a = 1/N I Akw-nlc.

k:l

- elle diagonalise les translations de EN : soit a'=(a2,a3,...,aN,ao),

-k
=
on a Ak w Ak )

- propriété de convolution : si a et b sont deux vecteurs et A,B les

transformés correspondants et si C= (Cl,C

N N
k

alors C = Z ¢ wn et on ac = X a *b =a.b c'est une convolution ou
k n=1 n k n=1 n k=-n

les indices sont pris modulo N.

,...,CN) est tel que Co=A B

2 k k

Les physiciens ont souvent besoin de calculer les transformées de
Fourier de certaines fonctions, notamment en astrophysique pour 1l'analyse

spectrale ou autres ...

Dans la pratique électronicienne il est une opération fort répandue,
c'est le filtrage qui lui nécessite des calculs de convolutions circulaires
ou non. A priori, le calcul de la convolée de deux suites ne semble pas
simplifié par la transformation de Fourier discréte, en effet, pour chaque
composante un calcul direct nécessite N multiplications scalaires et N-1
additions, c'est-a-dire de 1l'ordre de N2 opérations au total, cependant que

la transformation de Fourier discréte A = Wa ou
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TRANSFORMEE DE FOURIER

-1
w wz ceees wN 1
2 b4 2(N-1)
w W  eeceece W 1
W =
1 1 eeeee 1 1

ij . . . PR , :
c'est-a-dire W= ((wl‘]))1 nécessite, par un calcul direct déja N opérations
ce qui semble exclure un algorithme ol on calculerait les deux transformées
de Fourier des deux suites que l'on multiplierait terme a& terme, puis ou on

obtiendrait le résultat en calculant la transformée inverse de ce produit

et pourtant ...

3.~ TRANSFORMATION DE FOURIER RAPIDE (Fast Fourier Transform)

Si nous cherchons a calculer le produit de W par le vecteur a en moins
d'opérations, on peut regarder s'il n'y aurait pas dans W des lignes ou des

morceaux de ligne proportionnelsjpour cela recherchons les mineurs d'ordre

i g i_j i j i_j
1
deux nuls de W, il vient : w 1 w 2 2-w 172 w 271 = 0.

Cette condition devient, sachant que wN= 1: (i -il)'(jz-j1)= 0 (mod N).

2

Donc si N est non premier, ils existent .

Exemple : si N = r.s, on peut prendre i_=i_+mr et j

2 1 =j1+ps, c'est-

2
a-dire que l'on prend des sous-suites de lignes et de colonnes réguliére-

ment espacées.

Etudions plus en détail le cas particulier ou N= 29 .

A = g ( W2nk Wwi2n -1)k)
Kk %2n *%n-1
n=1
N 2nk -k N 2nk
A = Z a, w +w Za .
k 2n 2n-1
n=1 n=1
Ici i . . . N/2 .
ci Jz- 31= 2 ; on prend donc 12- 11= 2 , on obtient :
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N/2

{ 2nlk +N/2) -G+ n/2) V2 2n(k+N/2)
Aciny/z © on¥ v Toag,ov

n=1 1

N/2 2nk -(k+ N/2) N/2 2nk

= L a w + W L a w .
2n 2n-1
n=1 n=1

. 2 . N .
Ici, on remarque que w est racine N/2éme de 1. Par conséquent calculer la
transformée de Fourier en N points se raméne au calcul de deux transformées

de Fourier en N/2 points. En effet k varie de 1 4 N/2 ainsi que n.

Si T(N) est le nombre d'opérations nécessaires au calcul de la trans-
formation de Fourier discréte a l'ordre N, on obtient pour N= 2% 1a récur-
rence : T(N) = 2T(N/2) + (3/2)N car il faut 2 additions et 1 multiplication

pour chaque couple de lignes

Ak = Al'( + ka]'(' et

k
A Al'{-w Al'c' pour k=1,2,...,N/2.

k+ N/2°

Ecrivons les récurrences

T(N) = 2T(N/2) + N
T(%p) = 2T(%p+ 1) + %N/zp
T(1) =0

ce qui donne, ep multipliant par des puissances de deux bien choisies
q

T(N) = (3/2) £ N=(3/2)q. N, c'est-a-dire : T(N)=(3/2)N. logN, soit
1

(1/2)N . logN multiplications et N logN additions. En général, si N n'est

a o o
pas premier et égal a P11 . Pzzv cee Prr, on trouve par un algorithme analo-
r
gue dii & Cooley et Tukey un nombre d'opérations de 3 N(Z Cl'i(l:’i -1)). On peut
1

écrire, en se ramenant éventuellement au cas particulier pour 1'échantillon-
nage, que pour N quelconque, on a T(N) = O0(N1logN) par la transformation de

Fourier rapide. Cela change tout.
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TRANSFORMEE DE FOURIER

Exemples : N = 1,000

N2 = 1.000.000

N log N # 10.000
N = 16.000
N2 = 256.106

NlogN = 230.000.

Le temps pris par la transformation de Fourier peut étre négligeable
par exemple pour les calculs de convolution, de multiplications de polynd-

mes, de multiplications de nombres ou on compte les opérations par "bit",

’,
4 .- BORNES INFERIEURES

La question se pose de savoir si le calcul de la Transformation de
Fourier Discréte peut se faire plus rapidement ou si l'algorithme rapide

ci-dessus est optimal.

Les théorémes généraux connus sur les bornes inférieures de Winograd

et Fiduccia ne donne qu'une minoration en O(N).

Algorithmes linéaires.- Si nous considérons des algorithmes de la famille
suivante (ce qui dans ce cas n'est pas une restriction) ou chaque étape

est de la forme :

-F. U
Fiv1=Fp V(A f+u0)

dans lequel Fi est une famille finie de formes linéaires f et g sont dans

Fi N hi et ui sont dans € , au départ nous avons Fo= (les constantes + les

coordonnées), a l'arrivée A C Fm, a la méme étape, la famille A est calcu-

lée. En régle générale on cherche une fonction 4(F) telle que

(1) LF ) =0
o

(2) L(F') 4(F) si F!

F U (f) pour f € F

(3) L(F') =2 4(F) si F'

F U (g) , g quelconque
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(&) 1(F1+1) < l(Fi)+ k ol k est une constante positive.

De cela on déduit simplement par récurrence que :
mk > E(Fm) = LA,

ce qui donne une borne inférieure au nombre d'opérations m de 1'algorithme

calculant A.

Considérons le déterminant de plus grand module que l'on peut extraire
du tableau des coefficients de la famille Fj;soit A(F)son module;on a A(F ) = 1.
o
I1 est invariant et non décroissant selon les prom iétés (2) et (3). De plus

on a, soit

A(F, ) = A(F,)
i+ 1 i
soit, comme
a(r, ) = |det(..., A fs uig)l
= | A, det(eue,f) + py det(eoe,g) ]
2 Max(lk.l,‘ﬂ.') A(F.)
i i i
d'od : A(F, ) S 2M A(F,).
i+ 1 i

De la on conclut que la fonction log(8(F)) satisfait aux propriétés (1),
(2), (3) et (4) avec

log A(Fi+ ) < log2M+ logA(Fi)

1
log A(F )
m

>—m
™2 T logz2M

ce qui donne :

. . N
Dans le cas de la transformation de Four1er1detw|= ( VN)
log &(A) = (1/2)N log N , si M < N® pour tout s < £ , on obtient une borne

inférieure non linéaire. En particulier pour M= 1, on a O(NlogN).

Dans le cas général on ne sait pas si M est borné indépendamment de
N, on peut essayer d'utiliser des propriétés analogues aux précédentes en

prenant comme fonction £(F) la fonction
Idet(fl,fz,...,fn)l

6§ = log Max ﬂf1H-1ﬁzﬂﬁ-----an“ ou “fi“ = S?P Ifij‘
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TRANSFORMEE DE FOURIER

ou fij est le coefficient de la jiéme coordonnée dans la forme fi. On re-
marque alors que 4 est invariante per multiplication d'une forme fk par un
scalaire ; en somme on a normalisé les formes. Mais 4 ce moment la condi-
tion de linéarité du déterminent n'est plus satisfaite et la condition (4)

P , . .
non plus en général. Néanmoins si

lix £l
* Mrsngll> et
e oll
on a
5 JdetC..dfrug)| o Jdet(.o )| Jdet(....0)]
i+l © e (N pogl] oo l|f]] eeellgll
c'est-a-dire 6i+1 <2 bi’ ce qui entraine m 2 log A(F) ou F est la famille

a calculer.
Quels sont les cas ou * est satisfaite ? Par exemple

- si f et g n'ont pas de variable en commun,
- si les coefficients sont positifs,

sinon on a seulement “Kf +ulg“ = l “Kf “ - “ug“ l et on doit chercher les
conditions ou le second terme est supérieur ou égal a Gufu pour une cons-

tante ¢ par exemple. Ces questions sont ouvertes.

5.- TRANSFORMEE DE MERSENNE

Soient p un nombre premier et Fp le corps premier correspondant. Soit
. L -1 k
g une racine primitive de p : g =1 et g # 1 pour 0 <k <p=-1. On peut

définir la transformée aux racines primitives (de Fourier en fait) par

p
A = % a gnk

et la transformée inverse
a

1}
—
kel
1
N
-
™
>
@

n k

2
(sachant que (p=-1)" = 1(mod.p)).
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Cette transfarmée jouit des propriétés de convolutiom mod(p- 1) : si
p
c = Za .b =a*b ol (m-n) =m-n mod(p) et si A=W.a et B=W.b et
m- 4 n (m-n)
si € =W.c alors : Ck= Ak. Bk' Par exemple si p=7 et g= 3, on obtient
/3 2 6 b 5
/ 2 L 1 2 4
6 1 6 1 6
w =
4 2 1 4 2
5 4 6 2 3
\1 1 1 1 1

Les nombres de Mersenne

Ce sont les nombres premiers de la forme p= 29. 1, ce qui entraine que

q est premier, d'ailleurs considérons la représentation binaire d'un entier

q-1 .
a<29: 2= £ a.2' aveca,=0ou1 ; si a, est le complément de a,
o i i i i
S Y -
a= Z a, 2' vérifie a+a = O (mod p) = 29.1 ce qui entraine que la retenue
o

de 1'addition se met en téte car 2%9= 1. Cela est trés simple & cabler dans

une machine.

Les multiplications par une puissance de 2 correspondent a des décala-

ges dans la représentation binaire.

(p-1)/a_

On sait qu'il existe g racine primitive telle que g 2, d'ou

p-1= 29_ 2 est divisible par q (th de Fermat). On peut donc chercher
nk 2

a 2 et a =R ZAkz_
n k=1

N nk
c'est-a-dire A =

q _ nk
A - T aln(g(p 1)/«1) .

k

= ™M

n=1

avec R. q = 1. Cette transformée requiert q(q- 1) additions dont q seulement
ne pourraient étre simplifiées par un bon céblage de l'ordinateur spécifi-

que éventuel et elle ne requiert aucune multiplication. Par contre, comme q

est premier il ne correspond pas de technique de transformation de Fourier

Rapide. Signalons que cette transformation peut s'effectuer sur un anneau.
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TRANSFORMEE DE FOURIER

VI.- TRANSFORMéE DE FERMAT

t
’ 2
Les nombres de Fermat sont de la forme p = 2 + 1
t| o 1 2 3
PI 3 5 17 257 65537
ceux-ci sont premiers. L'arithmétique est un peu moins simple que dans le
P n k .
cas de Mersenne. On a toujours Ak = Z ang « On peut aussi définir
1
2q n k
-1)/2
A = z .‘:\n(g(p )/ ) avec q= 2t. La longueur de la suite est 2q.
1
24 n k
Soit aussi Ak = Z an2 . Dans ce cas on peut utiliser des techniques de
1

Transformation de Fourier Rapide et on aboutit a

qlog2q décalages
2qlog2q additions

O multiplication.

Ces techniques sont en voie de réalisation pratique.

Lire : AHO HOPCROFT ULLMAN : The Design and Analysis of Computer Algorithms.

Addison Wesley 1974.
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