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CALCULS DANS LES ALGÈBRES DE LIE LIBRES : 

LA SÉRIE DE HAUSDORFF ET LE PROBLÈME DE BURNSIDE 

par 
Jean MICHEL 

1.- INTRODUCTION 

La théorie des factorisations du monoïde libre (cf.^71) fournit des 

bases mieux adaptées aux calculs dans les algèbres de Lie que la base clas-
V y/ 

sique de Hall, particulièrement dans le cas de la base de Lyndon-Sirsov. 

Cet exposé montre deux problèmes où les calculs qui interviennent sont ren­

dus possibles par l'utilisation de cette base. Les notations qui ne sont 

pas définies dans cet exposé, sont définies dans [7]· 

2.- CONVERGENCE DE LA FORMULE DE CAMPBELL-HAUSDORFF 

Si x,y € Q<X>, alors eXeY = e

H ( x , y ) où H(x,y) € LA (on notera L̂  , 

L_ pour L ® Q et L <8> 2Z, J . 
Z(p) ( P ) 

Cette formule est au centre de la correspondance entre algèbres de Lie 

et groupes de Lie : sur une algèbre de Lie L où la série H converge, la loi 

(x,y) H* H(x,y) est une loi de groupe. 

On s'intéressera à la convergence de la formule dans une algèbre de 

Lie Banachique pour la norme p-adique. 

Cette convergence est entièrement caractérisée par les entiers 
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v (H (x,y)) définis comme suit pour un élément u £ L : p n,m $ 

-v (u) = inf |r/p r u € L 1 
P ^(p) 

(H (x,y) = composante de degrés n,m en x,y de H(x,y)). ( 7L, , est le lo-n,m \V) 

calisé de $ par l'idéal (p), c'est-à-dire les fractions dont le dénomina­

teur est premier à p). 

M. Lazard [41 a démontré que - v (H ) ^ (n+ m - 1)/(p - 1) ce qui as-J P n,m 
sure la convergence de H (u,v) si v (u) et v (v) sont ^ 1. De plus, il a 

n,m P P 

démontré que l'on a égalité dans cette majoration si n et m sont respective­

ment somme de a et b puissances de p, a+ b= p. Ceci démontre que cette majo­

ration est la meilleure pour sup(|u|,|v|) donnée ; mais on peut se demander 

s'il n'existe pas des droites v (u) = Xv (v) où la convergence est meilleure. 
p p 

Pour cela, le premier pas est de faire des conjectures sur v (H ). Il 
p n, m 

faut donc déterminer systématiquement le plus grand nombre de coefficients 

possibles. 50 coefficients étaient connus (jusqu'en degré 6). Pour en cal­

culer plus il faut : 
a) calculer les coefficients de H(x,y) dans Q <x,y>. Le plus commode est 
d'utiliser la fonction génératrice donnée par Goldberg [3] : 

si c ( s s ) = coefficient de x Sl yS 2 xS 3 ··· dans H(x,y) x l m 
si c ( s, , . . . , s ) = " " y Sl xS 2 y S 3 ···* alors : y 1 m 

C x ( s i " " ' S m ) = ( - l ) n " l c

y

( s i ' " - ' s

m

) = 

/ 1

t [m / 2 ] ( t _ l )C(m- l)/2] G ( t ) > - < G ( t ) 

s s o 1 m 

où [ ] désigne la partie entière, et où les sont les polynômes définis 

par : 

Gl(t) = 1 
e t 2 

i G.(t) = d/dt((t - t) G. _ 1(t)) . 
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b) pour calculer les coefficients dans l'algèbre de Lie, il suffit de re­

tenir les coefficients des mots standards de Lyndon dans l'algèbre associa­

tive et d'appliquer la matrice triangulaire qui exprime 1'isomorphisme en­

tre l'algèbre de Lie et le sous-module engendré par les mots de Lyndon dans 

l'algèbre associative. De plus, cette matrice ayant 1 pour déterminant, il 

suffit, si on ne s'intéresse qu'à v (H ), de calculer le p.p.cm. des 
p m, n 

dénominateurs des coefficients dans l'algèbre associative. 

Après le calcul de 2500 coefficients (jusqu'en degré l4), il apparais­
sait que - v (H ) est très proche de v (n!) + v (m!) (pour comparer cette 

P m,n p p 

valeur à la majoration de Lazard, il faut noter que si s(n) = somme des 

chiffres du nombre n écrit en base p, alors Vp( n !) = (n - s(n))/(p - l) ). 

Cette conjecture qui implique que la convergence est la même sur toutes 

les droites v (u) = Xv (v) a pu être précisée par les trois résultats sui-P P 
vants : 

(1) - v (H ) < v (n!)+v (m!)+[log ( sKn) + sKm)) 
P m,n p P P J 

([ ] désigne la partie entière et lo.g le logarithme de base p) 

(2) - v (H ) >v (n!)+v (m! ) + 1 

P m,n p p 

dans les cas suivants : 

(a) p=2 et n S. m(mod2) et n,m>l, ou n ou m = 1 et l'autre pair 

(b) p ^ 2 et g(n) + g(m) >p , où g(n) = l'entier positif S n(modp - l) 
et compris entre 1 et p - 1 . 

(3) Si il existe o/,k entiers tels que : 

(a) 0 < k < a - 2 

(b) s(n)+s(m) = p Œ -k(p-l) 
& — 1 

(c) sup( s(n) , s(m)) > (p-l)p 
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alors : 
-v (H ) >v (n!) + v (m!)+a-k . p m, η ρ p 

Notons que (3) dit que la majoration de (l) est atteinte si k=0 ou 1, 

c'est-à-dire qu'on ne peut l'améliorer asymptotiqueraent· La base de Lyndon-

Sirsov a encore servi pour la démonstration de ces résultats, qui ont été 

démontrés en étudiant directement les coefficients des mots standards dans 

l'algèbre associative (cf.[5]). 

3.- LE PROBLÈME DE BURNSIDE RESTREINT 

Parmi les groupes à un nombre fini de générateurs r, d'exposant fini 

β(χβ= 1 V χ) y a-t-il un groupe fini maximal (appelé groupe de Burnside 
restreint et noté B(e,r)) ? 

(Le problème de Burnside général demande si un groupe qui a un nombre fini 

de générateurs et est d'exposant fini est toujours fini ; la réponse est 

non en général si r ̂  2 et e ̂  665 impair (Novikov, Adjan £9] î us espèrent 

étendre leur méthode à e ̂  101, peut être e ̂  33) ; la réponse est oui si 

e= 2,3*4 ou 6 et inconnue dans les autres cas). 

Le problème restreint a été résolu pour e premier par Kostrikin [ll^ 

en 1959 en utilisant des méthodes basées sur les algèbres de Lie. 

(Un théorème de réduction de Highman permet alors de résoudre le problème 

quand il n'y a qu'un nombre fini de groupes simples d'exposant e). 

Mais la démonstration d'existence de Kostrikin est non constructive, et de 

nombreux problèmes restent ouverts dont l'ordre du groupe. 

Nous nous intéresserons uniquement au cas d'un exposant p premier. On 

a : B(p,r) = F/F1* OÙ F est le groupe libre à r générateurs, et F P le sous-

,. , . , . , _ . ièmes groupe distingue engendre par les puissances p 

Ce quotient correspond à un quotient d'algèbres de Lie : Soit L l'al­

gèbre de Lie libre (algèbre de Lie du groupe libre en prenant comme N-suite 
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la suite centrale descendante). Soit I l'idéal correspondant à FP. Alors 

B(p,r) existe =̂=? L/l est finie, et cette algèbre de Lie a alors le même 

cardinal que B(p,r). Le problème est donc ramené à l'étude de I. Il est 

connu depuis Zassenhaus que : 

a) I D pL 

b) I Z> où -A. est l'idéal de L engendré par les éléments de la forme 

[u|vP 1 ] (où on note pour u € L, v € s < x > , [u|v] = 6 (̂u), où est l'ima­

ge de v par 1 ' homomorphisme 7L < X > -> End(L) défini par x̂  n>ad x.) . 

En fait, I ressemble beaucoup à A+ pL . Kostrikin [îo] a démontré que 

I C p L + A [l/p] H L , et Sanov [12] a démontré que la composante de degré 

i de I est égale à celle de degré i de -A.+ p L en degré i ^ 2 p - 2 . l i a 

conjecturé que c'était toujours vrai. Cette conjecture a été renforcée ra­

pidement par un résultat de Kostrikin [lO*] qui a démontré que c'était 

vrai pour r=2 et i=2p- l ,2p . 

Or, G.E Wall [8^ a donné une condition qui, si elle est vraie, impli­

que que la composante de degré 2p - 1 de I/A.+ pL est non nulle, et impli­

que aussi que la conjecture de Hugues est fausse (cette conjecture dit que 

si G est un groupe d'ordre p&, si H est le sous-groupe de G engendré par 

les éléments d'ordre supérieur à p, alors si H est non vide, il est d'indi­

ce 1 ou p dans G (c'est vrai pour p=2,3))« 

Tout d'abord Wall a démontré que la composante de degré 2 p- 1 de 

I/A.+ pL est un module irréductible sous l'action de S L̂ ( 7L) comme groupe 

de substitutions linéaires sur les variables. Pour tester la nullité de 

cette composante, il suffit de tester celle de l'élément cp invariant par le 

groupe triangulaire. Il suffit aussi de considérer le cas de 3 variables. 

L'élément Cp se trouve alors être de degrés p-1 , p - 1 et 1 en les trois va­

riables. Prenant un représentant cp de cp dans 1+ pL/pL on est ramené à véri­

fier si cp appartient à A+ pL/pL. Choisissant une base convenable de L, on 
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peut écrire Cp sous la forme fz|9(x,y)]. On peut"simplifier"par z et le 

problème est ramené à tester si 6(x,y) appartient à l'idéal engendré dans 

TZ^-x^y^ par les puissances p - i e m e S des éléments de Lie. 

Pour pouvoir donner l'expression de 9, introduisons les notations sui­

vantes : 
n^+..·+ n

m <nu ,...,n u >= composante de degrés n . ...,n de (u +... + U ) 1 1 m m 1 m l m 

On a alors : 

9 = composante de degrés (p- l ,p- l ) de<R,(p-2)(X+Y) > 

où R est défini comme suit : 

. . p p p „ Un théorème de Zassenhaus dit que (X+ Y) - X - Y est un élément de Lie 

modulo p. Ce théorème admet une forme explicite : 

P-l 
p! R = (X+ Y) P - X P- Y P - S (l/m)[x| <(m-l )X, (p-m)Y>] . 

m=l 

Après quelques calculs, on peut mettre 9 sous la forme : 

P-l 
9 = 2 l/(p-l)!<(<iX , (p-i)Y>-(l/i)[x|<(i-l)X, (p-i)Y> ])/p, (i-l)Y, (p-l-i)X> 

i = l 

D'autre part, (cf.[2]), on peut démontrer que l'idéal J engendré par les 

puissances p - i e m e S des éléments de Lie dans 7L <X > admet comme système de 

générateurs linéaires, les éléments de la forme a<u^,...,u où a dé­

crit une base deZ<X> et les u. une base de L. 

1 

On détermine une base du quotient 2Z<X>/J et la table de multiplica­

tion dans cette base, comme suit : 

a) jusqu'en degré total p- 2, J=0 : on prend comme base tous les monômes. 

b) par récurrence, disposant des bases i e

h ! (resp. l f

k l ) d e degré (i- l,j) 

(resp. ( i , j - l ) ) on détermine la base de degré (i,j) en retenant parmi les 

éléments de la forme x ê  (resp. y f. ) ceux qui sont linéairement indépen-
n k 

dants (on a donc une base formée d'images de monômes). Les relations entre 
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eux sont données par les < u^, . . . , u^ ̂ > calculés sous la forme 

x £ X. e. + y £ u f à l'aide de la table de multiplication (connue en de-h h , k k h k 

grés<(i,j)). Il suffit enfin de calculer la valeur de 9 modulo J dans 

cette base à l'aide de cette table de multiplication. 

4.- RESULTATS NUMERIQUES POUR p = 5 

a) Composante de degrés (4,4) deZ<X>/J. 

Cette table représente la valeur des X,1 dans l'écriture x. e. = SX,1 g, 

k î k k 

(resp. la valeur des M-̂  dans l'écriture y . f = S ĝ_) où Ie ̂  ! (resp. 

I f j j ) est une base de la composante de degré (4,3) (resp. (3^4)) de 

Z < X > / J , et \ une base de la composante de degré (4,4). 
X X X Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y 
Y Y Y X X X X X Y Y Y Y Y Y 
Y Y Y Y Y Y Y Y X X X X Y Y 

|g } X X X X X X Y Y X Y Y Y X X 
X Y Y Y Y Y X X Y X X Y X Y 
Y X X X X Y X Y X X Y X Y X 
X X Y X Y X Y X Y Y X X X X 
Y Y X Y X X X X X X X X X X 

X.XYYXYXY 4 3 4 4 4 2 1 1 2 2 3 1 0 1 
X.YXYXYXY 0 2 1 1 4 2 0 2 2 2 4 4 4 2 
X.YXYXYYX 0 0 3 0 4 3 2 0 0 3 1 3 1 0 
X.YXYYXXY 4 3 3 3 3 3 0 0 3 0 3 4 4 0 
X.YXYYXYX 0 0 2 0 3 0 2 2 1 4 4 3 4 3 

( I X.YYXXYXY 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
* x " e i * X.YYXYXXY o 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

X.YYXYXYX 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
X.YYXYYXX 0 0 0 0 0 2 0 2 0 0 3 0 1 1 
X.YYYXXYX 0 0 0 0 0 0 4 0 0 4 0 0 1 1 
X.YYYXYXX o o o o o o o 4 o o 4 o 4 o 

Y.XYXYXXY 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
Y.XYXYXYX 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
Y.XYXYYXX 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

iy . f. 1 Y.XYYXXYX 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 
J Y.XYYXYXX 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

Y.YXXYXYX 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 
Y.YXYXXYX 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
Y.YXYXYXX 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 
Y.YXYYXXX 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 
Y.YYXXYXX 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 
Y.YYXYXXX 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
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b) Valeur de 6 dans la base ¡9^.1 · 

2YXYXYXYX+ 3 YXYYXXYX+ 2YXYYXYXX+ 2YYXYXXYX+ 4YYXYXYXX+ YYYXYXXX 

On constate que cette valeur n'est pas nulle. 

Ces calculs ont été faits en langage APL, en utilisant au maximum les 

possibilités de traitement vectoriel de ce langage £13]· 

* 
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