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7’ 4
EVALUATION SIMULTANéE DE PLUSIEURS FORMES BILINEAIRES

par

Jean-Claude LAFON

7 4
RESUME . -

Quand on étudie la complexité, quant au nombre de multiplications
""générales'", de 1l'évaluation simultanée de plusieurs formes bilinéaires, on
doit essayer de répondre aux deux questions suivantes : quel est le nombre
minimum de multiplications '"générales' nécessaire pour ce calcul ? Comment
trouver l'algorithme optimum, ou & défaut, un algorithme nécessitant moins
de multiplications que ceux déja connus ? Dans la suite, on présente des

méthodes générales d'approche de ces deux questions.

PLAN. -

Dans une premiére partie, on définit la classe des algorithmes utilisés,
puis le critére d'optimisation considéré. On relie ensuite le nombre mini-
mum de multiplications au rang tensoriel des matrices qui définissent les
formes bilinéaires. On montre comment 1'étude du rang tensoriel permet de

construire de '"bons"algorithmes et permet d'obtenir des preuves d'optimali-

té. Enfin, on aborde le probléme du calcul du rang tensoriel.

1.- ALGORITHMES DE CALCULS ALGEBRIQUES (cf. Winograd [13])

Notations.- Soit K un corps. mm n(K) désigne l'espace des matrices m X n a

b
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J.-C. LAFON

éléments dans K. On considére n+ m indéterminées XyreeenX et COEEERES S
m n

On pose

t t
X" = (xi,...,xm),Y = (yl""’yn)'

Enfin K[xl,...,xm )Y ,...,yn] désigne 1l'anneau (commutatif ou non) des poly-

1

némes a coefficients dans K et 4 n+ m indéterminées EICEREEE P FERRERS AT
m n

(On note par +,-,X les opérations de K et de K[xl,...,xm,y1,...,yn]. Quand

aucune confusion n'est possible, le signe X sera omis.

DEFINITION 1.- Deux éléments p, et p_ de K[xi,...,x Y
2Nt AUN L m

1 2 ,...,yn] seront dits

1

équivalents si l'on peut transformer l'un en l'autre par application des

propriétés des opérations de K[xl,...,xm,y ,...,yn]. On écrira Py = Py

1 2

DEFINITION 2.- Soit p matrices B

1,...,Bp de W% n[K]. On désigne par
b

P(B1,...,Bp) le probléme suivant : calculer a partir deK U [xl,...,xm,

y ,...,yn] tels que

1,...,yn], p éléments pi,...,pé de K[xi,...,xm,y

t :
P! =X B.y 1i=1,4ee,P¢
i i

1

(C'est le probléme de l'évaluation simultanée de p formes bilinéaires en

un point quelconque).

DEFINITION 3.- Un algorithme de calcul du probléme p(B1""’Bp) est un en-
semble fini d'instructions noté I et mis en bijection avec l'ensemble des
entiers de 1 a cardl.

La kiéme instruction d'un tel algorithme doit avoir 1'un des deux ty-

pes suivants :
type 1 <k>«<i>T<;j> (i<k, j<k)

type 2 <k> e <a> a€KUix1,...,xm,y1,...,yn}

Dans une instruction de type 1, T désigne une des opérations +,-,X de
, iéme
K ou de K[xi,...,xm,yl,...,yn]. On désigne par <k > le résultat de la k

instruction.
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FORMES BILINEAIRES

Un tel ensemble I d'instructions sera un algorithme de calcul des p

polyndmes XtBiY s'il existe p entiers i1,...,ip tels que :

. t
<i >=XBY k=1,...,p.

On note par G l'ensemble des algorithmes de calcul de ces p polyndmes.

1
DEFINITION 4.- Le cofit d'une instruction du type 2 est considéré comme
étant nul, et celui d'une instruction de type 1 est égal a 1 quand il s'a-
git d'une multiplication entre deux éléments dont aucun n'appartient a K

(multiplication "générale") et vaut zéro dans tous les autres cas.

Le cofit associé a l'algorithme A € G est 1» somme des colts de chacune

de ses instructions : CA désigne ce colt.

]
DEFINITION 5.- Algorithme optimum. Colit minimum. Le coGt minimum de résolu-

tion du probléme P(Bi""’Bp) est

C(B,yeee3B )= min C, .

1 P prea A
*
Un algorithme A est dit optimum si A € G et Cp+ = min c, -
A€ G
L'étude de la complexité du probléme P(Bi"'°’Bp) consiste a trouver 1l'en-

cadrement le plus fin possible de C "
A

.

1
2.- CARACTERISATION DE L'ALGORITHME OPTIMUM (cf. Lafon [9])

Posons q = min CA. G désigne 1'ensemble des algorithmes permettant de
Aea

calculer les p polyndmes XtBiY de K[xl,...,xm,y ,...,yn]. Si

1

K[xi,...,xm,yi,...,yn] est commutatif, on a le résultat suivant

P

THEOREME 1.- Le nombre minimum de multiplications '"générales" nécessaires
t . . . .

pour calculer X BiY (i=1,...,p) est égal au plus petit entier k tel que

l'on ait

K ... o
i . . . , L o
B.= Z At vItiudvI®y i-1,...,p ;(k;EK;UJ,U‘;E Km;V‘i,V;E ™)

i j=1 j 1 2 2 1 1
sk A2yl vit et = alyd vit matrices anti-symétriques.
4 j 172 j=1 j 12
j= =
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J.-C. LAFON

Dans le czs non commutegtif, le résultat est plus simple (dens la suite,

sauf avis contrezire, on sous entend cette hypothése).

THEOREME 2.- Si K[xl,...,xm,yl,...,yn] est non commutatif, le nombre de mul-

tiplications "générales'" nécessaires pour calculer XtBiY (i=1,...,p) est
égal au rang tensoriel des p matrices Bi’ c'est-a-dire au plus petit entier
k tel que 1l'on puisse écrire

k. .
B, = ZHU,VJt, i=1,00.,D, X;EK, v.e kK™, v, e k"

jop 9 9 J J

Propriétés du rang tensoriel de p matrices B;

a) Le rang tensoriel d'une matrice est égal a son rang.

b) Le rang tensoriel de p matrices Bi ne change pas si l'on remplace une
d'elles par une combinaison linéaire des au’res.
Soit V l'espace vectoriel engendré par les matrices Bi' On peut
parler du rang tensoriel de l'espace V (RtV est le plus petit nombre

de matrices de rang un qui générent un espace V' contenant V).

. : . ., t N
c) Si zl,...,zp sont p nouvelles indéterminées (Z = (z1,...,zp)), d'aprés

ce qui précede le rang tensoriel de l'espace V est égal au rang ten-

p

soriel de la matrice B(Z) = Z ZiBi'
i=1

On a

k
B(z)= T AYzu. vt avec AY=(A1,...,AP).
J J J J J

j=1 J

p

d) Soit F: K" x K" X KP » K la forme trilinéaire définie par

F(X,Y,2) = X'B(2) Y (X,Y,2) € K" X K* x K"

on peut écrire F(X,Y,Z) = by BI’J’k'x.y. z, (B
s i°J k
i,J,k

ik , .
1 désigne le terme

i,j de la matrice Bk)'

! s A i,J,k ,
THEOREME 2.- Le rang tensoriel des p matrices B (Bk(1,3)= B '7'Y) est égal

k
au rang du tenseur Bl"]’k de K™ x"®«P.
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FORMES BILINEAIRES

a
En effet, si B(z) = = AYzu.v', on aura
j=1 3

q
t
x*B(z)y= T (uixviy)atz).
. J J J
j=1
135Ky celui des
i,j . i,j,k
m matrices B! (B'(j,k) = B73’K) ot des n matrices BY (Bg(l,k) =Y
1 1

.. 1
Corollaire.- Le rang tensoriel des p matrices Bk (Bk(l,J) =B

)

L. N e s
est le méme. Ces matrices définissent en effet la méme forme trilinéaire.

1 ~
3.- CONSTRUCTIONS DE FORMULES OPTIMALES - THEOREMES D'OPTIMALITE

On désigne toujours par C " le nombre minimum de multiplications 'gé-

A
. 4 . . t .
nérales" nécessaires pour évaluer X B .Y, i=1,... .
i i) 9 9

Soit k le rang tensoriel des matrices Bl,...,Bp. On a toujours (cf.

Théoréme 1)

(1) dimV 2C _ .
A

On a également

(1) dim V < CA*.

Par conséquent, si k=dim V, (1) et (1') montrent que l'on a

c , = dim V.

A
1 ~
THEOREME 3.- Si le rang tensoriel de l'espace V engendré par les p matrices

Bl""’Bp est égal 4 sa dimension, alors on a :

C ,=dim V (K[xl,...,xm,y ,...,yn] étant commutatif).

A

1

&n) l'espace des matrices de Hankel (ou de Toeplitz) de mn n(K).

1

Une mrtrice H de Hn s'écrit de la maniére suivante

eee X

Xp %4 n+1

s

xn xn+1 X
***"an-1
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J.-C. LAFON

La matrice H(A) suivante est de Hankel et de rang un

1 (S G
2 n
H(A) = A ) Y
)\n—l )‘n )\2n-2

Comme dim Hn =2n-1, si le corps K posséde au moins 2n -1 éléments distincts
le rang tensoriel de un sera aussi 2n -1 puisque les 2n -1 matrices de rang
un H()\l) yeos ’H()\Zn-l) sont linéairement indépendantes dés que les )\i sont

tous distincts (le résultat est le méme pour 1l'espace Cn).

1 N
THEOREME 4.- Le calcul des coefficients du polyndme produit de deux polynd-
mes de degré n nécessite au moins 2n -1 multiplications, et on peut construi-
re toutes les formules nécessitant exactement 2n -1 multiplications (cf.

Lafon [10]).

Posons n
P (t) = cee t 2 P
() =a st a P (£), Py(t) , Po(t) € k[ t]
P(t)=b +...+ b t"
2 o n
2n
P = oo
3(t) c, * + cZnt
Si P3(t) =P1(t)xP2(t), on peut écrire
= z b
c a,b,.
Kojejek *

Soit o nt A% = ( a_) BY = (b b )
oit encore, en posa =(a_yeee5a ), =(b_yeeeyb
t

ck=A HkB k=0,¢es,2n,
u , . .
Hk € el Hk est définie en 2 par

xi=0 Vi;ék,xk=1.

est 1'espace # qui

' é i oo yH
L'espace engendré par ces 2n+ 1 matrices Ho’ oHy el

est de rang tensoriel 2n+ 1 et dont on connait la forme de toutes les bases

teénsorielles.
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1 ~
THEOREME 5.- Le rang tensoriel de l'espace Cn des matrices cycliques de

, N . . . \ . iéme L.
/A n(K) est égal a sa dimension si K possede une racine n principale de
n,

l'unité.

. . . t
Le produit de convolution circulaire de deux vecteurs X = (xo""’xn-l)

et Yt= (yo,...,yn 1) peut se faire en exactement n multiplications '"généra-
les" et il n'existe qu'une formule optimale.

éme

Soit, en effet, A cette racine n* de 1'unité. On considére les n ma-

trices Co""cl’cn—l suivantes :

1 Ad a2a | (n-1)a

c a(n-a ' S
a | o ",
A e A2a ¢ q

x(n—z)q

Les n matrices C ,...,Cn sont cycliques, de rang un et linéairement indé-
[)

-1

pendantes. Elles forment bien une base tensorielle de 1l'espace Cn.

D'autre part, soit Z=X*Y le produit de convolution de X et Y

t
Z = (zo,...,zn_l)

zk=x0y(k) +x1y(k+1)+ ...+xn__1y(n+k_1) k=0y¢¢e,n-1

((k) 2 kmodn).
Les n matrices qui définissent ces n formes bilinéaires engendrent l'es-

pace Cn. D'ou le résultat.

L'unicité provient du fait qu'il n'existe qu'une seule base tensorielle

(aux coefficients multiplicatifs prés). On aura la formule optimale suivante :

1 n-1

n-1
vk oz a(nma)d x) (=

n-
Z = l z
n 4=1 q=0 q=0

4
A9 ).
k yq

Autres exemples : L'espace Sn des matrices symétriques de mn n(K) posséde une
9

n(n+1)
2

base tensorielle (base de matrices de rang un) : (Rt Sn =

).

De fagon plus générale, toute matrice A € mn n(K) telle que A(i,j) =2%A(j,i)
b
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est au plus de rang tensoriel égal a -‘irzil—)- .

Al AN
THEOREME 6.- Minoration du nombre de multiplications générales.
1Y
Soit B(z)= X z; Bi . Si k désigne le rang tensoriel de B(Z), on a la mino-

i=1
ration suivante

k 2 max (min Rt (B(Z')) + q)
Z'
a<p

Z' étznt obtenu a partir de Z en substituant a q de ses composantes des

combineisons linéeires des n-q composantes restantes.En effet, on a

k
B(z)= £ Atzu. vh.
J J

j=1 J
Il existe au moins q vecteurs KJ, linéaires indépendants (on suppose p= dimV).
En annulant q des formes correspondantes (q < p), on obtient
k
t
B(z')= I A zvu v
j=q+1 I

d'ou le résultat.

Au point de vue majoration du rang tensoriel, on a le résultat évident

suivant, trés utile en pratique

) <
Rt(V1 Vz) S Rt V1® Rt V2

V1® V2 désigne la somme directe de V1 et de V2.

Dans ce qui suit, on illustre sur le probléme du produit de deux qua-

ternions, les résultats précédents. Posons

X=x1+x21+x33+xltk i =j =k =-1

Y=y +yi+yj+y4k ij=-ji=k, jk=-kj=1i, ki=-ik=J.

1 2 3

On suppose xi,yi €R, i=1,...,4. Le produit de deux quaternions X et Y est

le quaternion Z.
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FORMES BILINEAIRES

Z= (xiy1 T XYy T Xg¥g - x,¥,)
+ (x1y2+ XYyt Xg¥y - xl*yj)i
+ (xly3 - XY+ XY+ X,¥5)3
+ (x1Y4+ xzy3 - XY+ xl*yl)k

Z= j.1+ jzi+ j2j+ jlkk’

On a donc quatre formes bilinéaires a évaluer pour calculer le quaternion Z.
Les formules ci-dessus nécessitent seize multiplications générales. En fait,

on peut effectuer ce calcul en huit multiplications seulement

[I]: L3 S [II]:xlty2 , [III]: X, ¥y, o [IV]:xBy2

[v] =(x1+x2+x3+xlk)(y1+y2+ y3+Y4)
[vi] =(x, + xz—x3—x4)(y1+y2-y3-yé)
{viz] = (x =%+ X = %)y, =y, + ¥y -y

(viiz]

(x1—xz-x3+ xl*)(yl-y -y

PR IR

Alors, on a
i, = 2(1] -%(lav]+ Tvi]s [viz))
=-2[11]+ %(v] +[vi]-{viz] -[Qvizz)
g,=- 2flrr1]+%({v] - [vi]-[viz] -[vizz)

== 2lw] +u(lv] - [vr]-Qviz] + [vizz]).
THEOREME 7.- Les formules précédentes sont optimales si on n'emploie pas la
commutativité (cf. Howell - Lafon [8]). La formule trilinéaire i calculer
est

T=yzg+ dyzy+ g2+ 3,2,

T =

m,. X.y.2
.. ijk i k
i, i,k J J
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J.-C. LAFON

Soit
81 'az "33 —a[‘t
a, ay -a, ay
1 2 2 2 2
A= a a a -a d(a) = aj+a + a3+ a, -
d(a) 3 3 1 2
a, —a3 a, a,

Si on fait les transformations : X PAX , YP Y, Z P d(a)AZ, la forme trili-

néaire T reste invariante

L m,. (Ax). Y (d(a)Az) = m X.¥.2Z .
L. ijk iJ k P ijk "1i°j 'k
i,j,k J J i,J,k J J
Supposons que le rang de T soit k
k
r= = (utx)viy)wta.
i=1 9 J J
Posons Ut= (U U u U,). Si on prend (a, a_a, a,) = Ut alors on aura :
1 11712 713" "14 1 723 Tk 1’
t
UlA =e1
et donc K
r=(x, vivwiz) s = (et wta .
11 1 . J J J
i=2
De méme soit
b1 —b2 -b -bq
. 1 b2 b1 blt —b3
~ d(b)
b3 _bh b1 bz
blt b3 -b2 b1
On peut faire : X P X, Y P BY, Z P d(B)BZ sans changer la forme bilinéaire
T. En prenant (b, b_b_ b, )= Vt on a : VtB:=e et donc
172 "3 'k 2 2 1
t t t t Kk t t t
T=x (V,Y)(W,2Z)+ (U X)y (W!"Z)+ Z (U " X)(V!™Y)(Wn~2),
1471 1 2 173 io3 J J
En faisant x, =0, on obtient une nouvelle forme trilinéaire T' et

1
Rt(T) 2 2+ Rt(T') :
T = (--xzyz-x3 y3-x4Y4)21+ (x3 y[*"xl*yg)zz

+ (-x2y44-x4y4)z3+ (x2y3-x3y2)24
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Une matrice correspondante est :

-z, z), -z,
M'(Z) = -z, -z, z,
zg -z, -2,

2 2 2 .
Le déterminant de cette matrice vaut : —zl(zf+ z,+ z34-z4). Cette matrice
est de rang trois si z, # O . On peut donc appliquer le théoréme 6 avec

q= 3 et on obtient : RtM'(Z) 23 + 3. DoncRt(T) = 8.

Par des techniques analogues, on peut dénombrer l'optimalité d'autres

formules

- le produit de deux matrices 2 X 2 en sept multiplications est optimum
(cf. Winograd [14], Hopcroft-Kerr [7] )
- le produit de Lie de deux matrices 2 X 2 (AB- BA) en cinq multiplications

est optimum (Lafon).

Le probléme central qui reste a résoudre est celui du calcul ef-

fectif du rang d'un tenseur.

Trés récemment, Gastinel [5] a pu résoudre ce probléme dans le cas
d'un espace engendré par deux matrices B, et B (B(x)=x,B, +x_B_) et
1 2 11 2 2
dans lequel il existe au moins une matrice réguliére.

Le Théoréme est le suivant

Théoréme (Gastinel) .- le rang tensoriel du couple A,B,A inversible, est

égal a dd(Ca)+ n pour presque toutes les valeurs de o:

C, = Wls-ana?t B).

dd(Cd) est le défaut diagonal de la matrice Ca’ c'est-a-dire le nombre mi-
nimum de lignes et de colonnes qu'il faut ajouter a Ca pour le rendre diago-
nalisable.

Si ek(U), (U),...,en(U) sont les diviseurs élémentaires de qy- Ul

ek+1
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et T' le plus grand indice i tel que ei(U) n'ait que des racines simples, on

a @

dd(Ca) =n-T.

Le cas d'un faisceau singulier reste 4 élucider (cas du calcul AB- BA).

(1]

2]

(3]

L]

(5]

(6]

(7]

(8]

(9]

(10]

(11]

(12]
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