Asterisque

GENEVIEVE POURCIN

Théoreme de Riemann-Roch pour les schémas
quasi-projectifs

Astérisque, tome 36-37 (1976), Séminaire Bourbaki, exp. n° V, p. 86-100
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1976__36-37__86_0>

© Société mathématique de France, 1976, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Astérisque » (http:/smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique I’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AST_1976__36-37__86_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

v-C1

THEOREME DE RIEMANN-ROCH

POUR LES SCHEMAS QUASI-PROJECTIFS

par Geneviéve POURCIN

I - Classes de Chern localisées,

Soit X un sous~schéma fermé d'une variété lisse et irréductible M .
Soit Ee wun complexe de fibrés sur M exact sur M-X o On a défini (exposé 4,

§ 1 et 2) un morphisme
cr:MxP‘l-Xx{oo}——>GxP1

ol G =G, X, eee X, G et G, = Grass (E, @ E, ) .
i i i-1

1 "M Mr
Soit W 1l'adhérence de l'image de o dans G><1>‘| s W définit une

rang Ei

famille de cycles [Wkl)\ € P’} rationnellement équivalents sur G et
LA [M,] +2 ou M, est birationnellement équivalent & M et Z est concen-
tré au-dessus de X (exposé n°4, § 2),
On note He(X) = Ae(X) ® @ et ch : K°(G) —> A*(G) ® Q = H*(G) 1le carac-
tére de Chern, défini canoniquement A partir des classes de Chern (exposé n%2 ),
Soit mm ¢ G—>M 1la projection ; on note encore Z 1l'image de Z dans
H.(rr—1 (X)) et € 1le fibré virtuel canonique sur G . H.(n'_1 (X)) est muni
d'une structure de H°(G)-module (exposé n°2) ; on note ~ la loi externe et
on définit

c@(’[(E.) = m(ch E~Z) € Ho(X) .

PROPOSITION {e- Soit i, ¢ He(X) — He(M) le morphisme déduit du plongement
de X dans M . On a

i*(ch;‘(s.)) = ch(E.) ~ [M]

Cela résulte du fait que Woo et Wo sont deux cycles rationnellement

équivalents et des deux assertions suivantes
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THEOREME DE RIEMANN-ROCH V=02

(1) en(8) n 2z = ch(§) AW
(ii) mfch(g) A wo) = ch(Ee) ~ [M] € He(M)
Pour prouver (i) , il suffit de montrer que chf m [My] = O ; comme,

pour tout i , ker di est un fibré, on peut considérer

13
= . U =
G Iil Grasski(Ei) ol ki = rang kerd, .

M est contenu dans l'image de G par le plongement

¥* *

G# —— G
(8,) —> (s, ®5,,)
et |, =0 d'ou (i)
On déduit (ii) du fait que g|w = z(-1)i By o W, = o(M x (0,1)) & M
o]

et de la formule de projection,

II - Propriétés des classes de Chern localisées.

On se propose de montrer que les classes chﬁ( ) ainsi définies vérifient
les propriétés suivantes,
a) Localisations
Soit Y un sous-schéma fermé de M contenant X . Alors
. M M
J*(ChX(E.)) = chy (E.)

Je t He(X) —> Ho(Y) étant défini par le plongement de X dans Y .

b) Excisions
Soient M un ouvert de M , X =XAM et i* 3 He(X) — H.(XO)
la restrictions. Alors

uy M, ¥,
i*(chy(3.)) = chy (E.lM ) .

c) Homotopies

Soient C wune courbe lisse et £ : M — C un morphisme plat. On

suppose que fl est plat et que coker[E1 —_ Eo] est C-plat, Soient

X
t€C et it : He(X) — H.(Xt) le morphisme de Gysine Alors

87



G. POURCIN
vV-03

(i) chMt(E. ) = i*cn (8.)
Xt t t X
(ii) si de plus X =Y xC , tous les cycles chzt(E.t) sont égaux dans
He(Y)
d) Additivité.
Soit O — E% -—b-> Ee —> E" — 0 une suite exacte de complexes sur M
acycliques sur M-~X
chy(Ea) = chz(E'.) + cny (")
e) Module,
Soit Fe un complexe de fibrés quelconque sur M et E. un complexe
acyclique sur M-X o Alors

chﬁ(F. ® Ea) = ch(F.) A chﬁ(E.) .

£) Pull back par morphismes plats.

Soit
X' — - —————— X
M'____£__>M
un carré cartésien ou f est plat. Alors

g*(chi(E.)) = ch;[:(f*E.) .

III - Démonstrations de a)eeef)

Les propriétés a) et b) résultent immédiatement de la construction de chg .
Démons tration de c) (homotopie).

Soit p s V—»C x P1 un morphisme birationnel tel que 3

V est une surface lisse,
p est un isomorphisme au-dessus du complémentaire dans C x P1 d'un en-
semble fini de C x {oo}

si W désigne 1'adhérence dans G, de p*(V|C 9 A1) » W est V-plat .
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THEOREME DE RIEMANN-ROCH v-04

Notons p : W —> V la projectione Alors W étant équidimensionnel
sur V , pour tout cycle y sur V , le cycle W.Py est défini,

D'autre part, si t € C , si D est la courbe non singuliére sur V
isomorphe par p a f{t} x P1 et Wt le cycle permettant de calculer
chzt(E.t) on a

(1) VeD=v, .

En effet, '\'\IJ.pD est De-plat et Wt est une sous-variété de 'VTI.P D cofnci-
dant avec W.pD au~dessus de l'ouvert dense {t} xﬂ-\.1 de D et on applique

le résultat suivant :

PROPOSITION 2.~ Soient X —f—) Y un morphisme propre et plat et Z<C X un

sous-schéma fermé, Alors l'ensemble des points y de Y tels que Z(y) = X(y)

est fermé dans Y .
Enfin soit C' 1la courbe non singuliére de V disomorphe par p a

Cx{w} jona X, =X , My, =M ety d'aprés la propositiqn précédente,
~
| -
(2) W .pc =V .

Soit v (respe v1) le point de D (resp. C') au-dessus de (t,o) .
Soit m ¢ GV —_— MV la projection ; pour toute sous-variété T de V , on

note -1
Ty He(m (XT)) —_— H'(XT) ’

1'application déduite de m
Comme X = =X  , il résulte des égalités (1) et (2) et de 1'égalité (i)
dans la démonstration de la proposition 1 que

M
cth(E.t) = nVo* (che nﬁ.p Vo)

hx(E)-n,*(chgnw.c).
Soit i"‘; : H.(X ) — He (X ) le morphisme de Gysine On a
o o
'rrV % (chg f\wo v ) = 1V*[n (che nW.P D)] .

D'autre part p ((t ©0)) est réunion de cou.rbes rationnelles L jeeeyl = se

coupant transversalement [2] e Si L1 est telle que v0 =D f\L1 » On a de
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G. POURCIN

V-05
méme
CH(E.) =i (m  (che A
ChX Eot —1V* L *C A\ ‘pL1))
t o 1
ol lv: : H.(XL ) — H.(Xv ) est le morphisme de Gysin. Comme XL1 =X, xL

1

choisie En se déplacant le long des courbes Li on atteind v1 et on obtient

°
le morphisme de Gysin H.(XL ) — H.(Xt) est indépendant du point de L
1

Mt s o
chxt(E.t) = 1‘/: (nc,*(cha_, ,\w.pc'))

d'ou le résultate

Démons tration de d) .

En utilisant c)} on se raméne au cas d'une suite exacte scindée : on consi-
dére sur M X € le morphisme surjectif de complexes
h : p*E. @ p*¥EY ——> p*E"
(xyx") — b(x) - "
oli p:tMxXxE€— M est la projection. La propriété c) appliquée a E = kerh
donne
chg(E.) = chﬁ('m".(ﬂ) = chi(ﬁ.(O)): chgé(E,’ ®E") .
Soient alors G, G', G" les grassmanniennes associées respectivement a E!@® EY
E}y E' ; G' x G" s'identifie A une sous-variété fermée de G . Il résulte
alors aisément de la construction des classes de Chern et des propriétés du
foncteur H. que
chy(E! @ BY) = chg(E:) + chg(s'.') "

(pour plus de détails voir [1], che II, § 2.2).

Démonstration de e).

Par une homotopie, on se raméne au cas ou les fléches de F. sont nulles ;
alors par d) :
ch(F, @ E,) = T ch(fv’i ® E.)
i

ol Fi est le complexe nul en tout degré différent de i et égal a Fi en

degré i .
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THEOREME DE RIEMANN-ROCH V-06

~ ’,
Soient M(E.) le "mapping cylinder" de E. et E. le complexe E. de-

calé (Ei =E, ,) o On déduit de la suite exacte

i-1
0 i M(E.) E. > 0

et de d) que
M/~ M
chX(E) = - chX(E.)
d'ou
M, i M
ch (F, ® E.) = (=1) chy(F, ® Ee) o
Il reste alors a montrer que pour un fibré F on a
M M
chx(F @ E.) = ch(F) A chX(E.)
pour cela on considére les grassmanniennes G et E respectivement associées
A E. et E.® F et le plongement de G dans & qui & (Si) associe (Si.® F)

(cf£e [1], che 2, § 243).

Démons tration de f)

Le morphisme g étant plat, g* : Ho(X) — He(X') est bien défini j
d'autre part f*W — W est plat et si W' désigne le cycle utilisé dans le
calcul de chﬁ:(f*E.) y W' est une sous-variété de f£*W qui coIncide avec
£*W  au-dessus d'un ouvert dense de W ; donc (prope 2) W' = £*W , On en

déduit alors aisément le résultate

IV - Classes de Chern localisé¢es d'un faisceau cohérent.

Soient X wune variété quasi-projective et F un faisceau cohérent sur X .
Soient X —> M un plongement de X dans une variété quasi-projective non sin-
guliére et Ees une résolution localement libre sur M de F . On pose

M M
ChXL(F) = Chx(Eo) .
Comme dans ([3], § 4, lemmes 12-13) on montre, & l'aide des résultats du

paragraphe II, que la définition ne dépend pas de la résolution choisie et que

si 0 > /" y F > B > O est une suite exacte, on a
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Vo7 G. POURCIN

chﬁ(F) = ch)pé(ﬁ") + chgé(F") .

PROPOSITION 3.~ Soit X CM P ol M et P sont non singuliéres. Soit N

le fibré normal de M dans P o+ Alors on a

ch%(F) = todd(N)-1/\ chXM(F) .

Déformation du fibré normal,

Soient M< P un plongement de variétés quasi-projectives non singuliéres

et N 1le fibré normal & M dans P « Alors il existe un diagramme commutatif

M x A1 u—aL-—) D
Pr\1\\ . l/{isse
o1
A
ol j est un plongement, D est lisse et
(i) pour tout t € AL{O} s le plongement M x ztg—ﬁé D est isomorphe
au plongement de M dans P 3}
(ii) le plongement M x {03 —J:-O—) D est isomorphe au plongement de M dans N
par la section nulle.
On suppose P localement fermé dans IPn et M défini dans P par des
équations homogénes
F1(xo,...,xn) = eee = Fr(Xo,...,Xn) =0 .
si di = degré Fi , F = (F1""’Fr) définit une section s du fibré

E = GOP(di) « Dualement on obtient la suite exacte

rd

v _F* N N
E > 0, Oy 0

et N s'identifie & un sous-fibré de EI ¢ plus précisément si P = ker F*

M

on a la suite exacte

(*) 0 3 N > E

M N ]?TM = Hom(R/H,0,)

Pour définir D on reprend la construction de l'exposé II dans un cas
particulier ¢ soit
<7:P><,0\1 —%O} _ Ex.LA1

(x,) —— (T 50,2
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THEOREME DE RIEMANN-ROCH V=08

et D 1ltadhérence de l'image de o dans E x.@\1 .
(i) est évident ; on vérifie (ii) localement : on suppose PcC {Xo 4 0}
et M défini dans P par
F1(1,x1,o.o,xn) = eee = Fk(1,x1,0..'xn) =0 o

On a de plus

~

Vi =
i>k ’ Fi(1,x1,...,xn) j§1aij(x)Fj(1,x1,...,xn)

et D est défini dans E xA' = P x/A? xml par

Y.
-

Yi

F.(1,x1,n.,xn) ’ is= 1'.oo,k

LY. i>k
1alJyJ ) > .

I ME R

J
L'assertion (ii) résulte alors de la suite exacte (¥) et au fait que les seules
relations entre les F1,...,Fk sont les relations triviales,
Enfin on déduit des équations (**) de D que D est sous A'_torsion

donc plat sur AY ; D, étant d'autre part A fibres lisses, est lisse,

COROLLAIRE.- Avec les m@mes hypothéses, si X est un sous-schéma fermé de M

et F un faisceau cohérent sur X , on a

chi(]”) = ch;\(I(F) .

Soient M xlh1 s D comme ci-dessus et p 3 M xm1

——— M 1la projec-
tion ; p*F étant plat sur a! s la propriété (c)ii) (homotopie) donne 2

i *chD

. D
*7) = i* * 5
t ch(p F) o ChXxC(P‘)

c'est-a-dire

cHy(F) = ey (7).

Démons tration de la proposition 3.

Soit m ¢ N— M 1la projection, on identifie M a son image Mo dans N
par la section nulle, alors le complexe de Koszul A® TN’  fournit une résolu-

tion de SMO sur L)N .

D'autre part, si E. est une résolution de F sur M , T*E, est une

résolution de m*F . Comme T*E, ®L§,q;l =E, on a
o
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G. POURCIN
V-09

(44
N
Vi>0 , Tor, (GM JT*F) = 0
o

et par conséquent le complexe A T*N' ® m*E. est une résolution de (%4 ®C¢“*F=F
Compte tenu du corollaire, il suffit donc de montrer que °
ch)l\(l(/\' T*NY @ T*E,) = (toddN)'1,\ ch}}g(E.) .
Pour cela, soient P =TP(N® 1) et H le fibré canonique en hyperplans ;
on prolonge le complexe A meNY par le compl=xe de Koszul A H défini par la

section
H— p*(N' @ 1) = (p*N") eaol-) —_
Soit i 3 X ¢ p*¥X le plongement déduit de la section nulle, par II a) et b) on

obtient
. N
i *chx(F)

it

P
chp*X(F)

[}

P,
chp*x(/\ H ® p*E.)

par II e)

. P
ch(AH) N chp*x(p*E.)
et par pull back (II,f£)) :

= ch(AK) A prciy(Es) o

Enfin la formule de projection donne
N . N . M
chy(F) = Pyl che(F) = pych(ANH) m chy(Es)
Il reste donc a montrer le

LEMME.— Dans H*(M) on a P,(ch/AH U p*¥toddN) =1 .,

De la suite exacte 0 — O(~1) —> p*N &1 —3 H ——> 0 (3)

on déduit p*(toddN) = toddH' todd®(-1) . D'autre part, on a

ch N'H

ce(a)todd(HV)‘1 , ob e=rang He (*¥) .
I1 suffit donc de prouver
py(C (H) todd®(~1)) = 1
D'autre part O = Ce+1(NV) = Ce+1(NV® 1) et on déduit alors de la suite exacte

(3) que dans 4°(P) :
0= ce(H") c, ©(-1))

(*) voir note de bas de page, page suivante,
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THEOREME DE RIEMANN-ROCH

v-10

t . .
¢ c () = 2 (=) pc, (v) [c, @=)N1 .
1=0

Enfin N+1 étant un £ibré de rang (e+1) , 4*(P(N+1)) = a*(M)[T]/R(T)
ol T est la classe de ({~1) et R(T) un polyndme de degré (e+1) ; de
plus p*(Tl) =0 si ig e-1 et p*(Te) =1 o Il en résulte que p*Ce(HV) =(-1f

d'ol le lemme, Ce qui termine la démonstration de la proposition 3.

e e
*) si c(H) = TT(1 + ai) =c( & Li) ol les L, sont des fibrés de rang 1 ,
i=1

i=1
on a
c(Nm) =c( & (I, ®.e®L )
i (ooo(i 1 s
1 s
= ‘l (1+ai+...+ai)-
11<.oo(1s 1 S
Alors
a,
en(AH) = 2(~1)° ch(A%H) = [1(e i - 1)
(-1)ea see 2 c (H)
Todd HY = 1 £ = £ .

TT(1 - &%) c(AH)
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V11 G. POURCIN

V = Théoréme de Riemamm-Roch pour les schémas quasi-projectifs.

THEOREME.- Il existe une seule transformation naturelle de foncteurs T 8 !o--;!i.
de la catégorie des schémas quasi-projectifs et morphismes propres dans celle
des groupes abéliens vérifiant les deux propriétés suivantes 3

(i) T est compatible avec l'excision (i.es $i U est un ouvert de X , le

diagramme suivant est commutatif

Io(x) ) Ho(X)

s | | v

X (U) ——— Ho(V)

(ii) Pour tout n , le terme de plus haut degré de T(O-rn) est [Pn] .
Alors de plus 3

(iii) Tt est compatible avec le caractére de Chern (i.e, le diagramme suivant
est commtatif

°(x) ® x (x) e > £ (x)

ch@‘rl l‘l’

H*(X) ® He(X) -~ » He(X)

(iv) Si X est non singulilre 'r((.“,'() = Todd X A [X]

Définition de T o~ Si le schéma X est plongé dans la variété quasi-projective

irrédvctible et lisse M , on pose, pour tout faisceau cohérent F sur X ,

HE) = TH) A i) €m0
ol T(M) € H'(M) est la classe de Todd du fibré tangent 3 M . On va montrer
que ™ est indépendant de M et définit la transformation T cherchée,

8i X =M est lisse et irreductible, il résulte de la proposition | que

cty(F) = ch(F) A [] et

E) = (P U M) A [M]
en particulier 1’“(%) =T(M) ~ [M] d'ob (iv). De plus, le théoréme redonne
le théoréme de Riemann~Roch dans le cas classique ¢ si £ ¢t M —> M! est un

morphisme propre, M et M' étant lisses f£,(chFu T(M)) = ch(e,F) u T(M*) .
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THEOREME DE RIEMANN-ROCH

V=12

L - TM est indépendant de M

On se raméne tout d'abord au cas o M est un ouvert d'espace projectif ;
en effet, il résulte de ( § IV, prop. 2) que si M CP , on a 'rM = 'rP .

Soit j (resp. i) un plongement de X dans un ouvert V (resp, U) d'un
espace projectif P (respe Q) o« Il en résulte un plongement de X dans U x V

va:rrU , et TUxV=TV par symétrie,

et on va montrer que T
Le graphe l"j de j définit un plongement fermé de X dans X X P et
donc deux morphismes KO(X) — KO(X X P) et He(X) —> Ho(X x P) o On consi-

dére alors le diagramme

UxVv
x (%) T 5 He(X)
®
l"j*j/ UxP j/r‘j*
X (X x P) T > Ho(X x P)
PTy) ? lprﬁ
X (x) a > He(X)

La composée des fléches verticales étant l'identité de KO(X) et Ho(X) , il

suffit de montrer la commutativité de @ et @ .

o) Commutativité de @ .

Soit F € Ko(x) , il faut montrer que

™) d;(’;:i /\rj*(F)\) ~ (U xP) = Fj*(‘:h;(]xv(ﬁ') ATU xV) .
Or, par localisation ( 1I, a)) :

UxP UxVv
=T, ( h )
ey o (T3u(P) = Ty (en ™ V(P
et si ~ ¢ UXxV—UXP désigne le plongement naturel, on a

T(U x V) = A'T(U x P) ; la formule (*) résulte alors de la formule de projection.

B) Commtativité de (2) .

Comme KO(X) ® KO(P) —_ Ko(x x P) est surjective ([3], prope 9), on

considére le diagramme
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vV-13

'rU ® 'rP
ro(x) ® IO(P) > He(X) ® Ho(P)
Iy iRe

xo(x) ® xo(-)

i) .
T @7 LH(X) @ Ho(®) | Fumemw

!
!
)
[
!
{
v

U &
8 E (X xP) = ==L~ == >H(X x P)

r'd
7
w Pryw v Pry
x,(x) I > Ho(X)

La commtativité de 2 résultant alors de la commtativité de toutes les autres
faces du diagramme,

X 8 xo(p) J— ro(.) =Z est défini par y(F) = }:(-1)%:1- ni(r,r) et t°
est ltidentité de Z

La commtativité de la face supérieure résulte de celle du diagramme suivant

X, (p) — T &°(¢)

N/

X (o) =z = H°(.)

et de la formule (B.S. prope 10)
e(cn? T(P)) = x(F) (*).

y) Commutativité de ¢

7U®1P

ro(x) ® xo(r) 5 He(X) ® He(P)

(3) | e l"

xo(x x P) y He(X x P)

£ est défini de la fagon suivante ¢t si q, 1 XXP—>P et qZ:XxP——)x

sont les projections, si x € Al(X) et y € A.(P) , on pose

(*) voir note de bas de page, page suivante,
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THEOREME DE RIEMANN-ROCH

V-13 bis

Ex®y) = Gxe, ¥
on a aussi §([vV] @ [W]) = [V xV¥] . De plus l'image de T(M) ® T(P) par
H°(M) @ H*(P) —2— H*(M x P) est T(M xP) .
Dlautre part si E est un fibré vectoriel sur X , il résulte de (II,d))
que 'rM(E ® ) = chE A 'rM(F) ,
il sufpit alors, pour montrer la commutativité de (3), de considérer les éléments
de ro(x) ® ro(p) de la forme F@G’p soit
(4) T (g F) = 5((7(H) @ T(P)) ~ (cie(F) ® [2]))
g étant compatible avec € (4) est équivalent A
3Pt F) = (4 x P) A B(eHY(P) ® [P])
= 71 x P) ~ qjeny (7)
= (4 x P) A ciy(q3F)

ce qui résulte dc la définition de 7 %XF

(*) Rappelons que si re1
a=c,((-1) , Np) -—2  ; en effet, soit LcPxXtap
(1 - e-a)r«n
le fibré canonique, 1'espace tangent & IP" s'identifie A Hom(L,E/AL) 3
Hom(L,L) = L ® LY étant trivial, T(P) est la classe de Todd de
Hom(L,E/L) ® Hom(L,L) = Hom(L,E) somme directe de (r+1) £ibrés égaux & L ,

d'olu le résultate

On peut se borner au cas od F =(#(n) , alors ch(F) = ™ et e¢(ch FuT(P))

na r+
2, 1

est le coefficient de ‘r dans
(1 - e—a)r +1
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V-14 G. POURCIN

B - Fin de la démonstration du théoréme,

1°) Montrons que T est un morphisme de foncteurs, Soit £ $ X — Y un
morphisme propre entre deux schémas quasi-projectifs ; £ est le composé d'un
plongement fermé £1 $ X~—>Y XP , ol P est un espace projectif et de la
projection P, : YXP—s3 P o On considére alors le diagramme

x (x) — &, w.(x)

1 ® | 1a
KO(Y x P) MH.(Y x P)
Pa*l @ l P2*

KO(Y) -&——) He(Y)

Le diagramme (2) ci-dessus n'est autre que le diagrarme (2) du paragraphe L.,
et par conséquent commute 3§ T étant indépendant du plongement et f‘1 étant
un plongement fermé (1) commute par localisation (II, a)) e QeEeDe

2°) L'assertion (i) résulte de la propriété d'excision (II,b), On remarque

d'ailleurs que par (II,f)) (iii) est encore vrai si U .-3»X est plat,

3°) L'assertion (iii) résulte de (II, e) et du fait que, pour tout fibré E
sur X , il existe un plongement de X dans une variété lisse M et un fibré

sur M prolongeant E .,

4°) Unicité de T 3 compte tenu de {exposé n°4 ), il suffit de montrer
que le terme de plus haut degré de T(C%n) est [P"] , ce qui résulte du
fait que T(Oi:n) e T(]Pn),-\ [Pn] par (ii) et que le terme de plus bas degré

de plus bas degré de T(Pn) est1 (§ 4, B) &
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