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COMPARAISON DE L'ANNEAU DE CHOW ET DE L'ANNEAU DE GROTHENDIECK

par Roger MARLIN

§ Oe Notations et préliminairese

Soient

I

un corps algébriquement clos,
G un k-groupe algébrique semi-simple simplement connexe (déployé),
B un groupe de Borel de G ,
T un tore maximal de B (donc de G ),
¥ 1le groupe de Weyl de G par rapport & T (W = NormG(T)/T) .
Si X est une variété lisse et quasi-projective, soient §
A(X) son anmeau de Chow,
K(X) son anneau de Grothendieck,
Grtop(x) 1'anneau gradué associé & X(X) par la filtration topologique (co-

dimension).

Oele Lemme fondamental,

Soient X et (xi)o<i<n

croissante de parties fermées de X , avec Xn =X , u, ¢ Xi‘-—)x et

des variétés telles que (xi)i soit une suite

v:.L H (Xi - Xi 1) Gy Xi les morphismes d'injections, Soit, pour tout i ,

Si une partie de A(Xi) telle que V*i(Si) engendre le Z-module A(Xi-xi_1) .

si Ss=U ui*(Si) » alors S est une partie génératrice du Z-module A(X) .
i

Démons tratione~ (Pour i = O on pose X =X, =X ,dees X, =9 e
Si n =0 1l'assertion est trivialee. Nous procéderons a une démonstration par
récurrence sur n .

Supposons donc n> 0 , et l'assertion démontrée pour les valeurs stric-

inféri 0o e { dé N )
tement inférieures de l'indice, Considérons le systéme Xn_1 ’ (xi)o <ign ?
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X-02
w s X, — X 4 st = L_) u! (s.) .
. ogignt * 1

Il résulte de l'hypothése de récurrence que S' engendre le Z-module
A(Xn_1) .

Considérons la suite exacte

(uh-1)* v:
A(Xn_1) ———)A(Xn) —_— A(xn-xn_1) —_ 0

Comme v;*l(sn) engendre le Z-module A(Xn - Xn_1) et que S' engendre
1
A(Xn_1) . (un_1)*(s Ju s, engendre A(Xn) « Or ce systéme de générateurs

n'est autre que S

§ 1. Anneau de Chow de G/B .

1e¢1e Rappels Décomposition cellulaire de Bruhate
G/B est la réunion disjointe de cellules de Bruhat (BWB/B s WEW),
et chacune de ces cellules est isomorphe A l'espace affine de dimension 1(w)

(longueur de w dans V ).

{e2¢ LEMME.~ Les seuls points de G/B invariants par T sont les classes

modulo B des éléments du normalisateur de T (wB/B , w € W) ,

Démons tratione— Soit g un élément dont la classe modulo B est invariante

par T . Onadonc Tgc gB , soit g~1Tch .

9-1 Tg est donc un tore de B, il est donc conjugué & T dans B o En

d'autres termes, il existe b dans B tel que : g-1Tg = b-1Tb s SOit @

1

by~ Tgb"1 =T , soits gb € NormG(T) .

1¢3+ Notationse
Soient 3
X, 1'adhérence de BWB/B ,
[Xw] la classe (pour l'équivalence rationnelle) de X, »

[Xe] la classe du point,
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EXEMPLES D’ANNEAUX DE CHOW
X-03

v 1'élément de longueur maximale de V (won;1 AB=T) .

1+4s PROPOSITION [III].~ Soient w et w' deux éléments de W tels que

1(w) < 1(w') , alors :

@ 4 Si w;!w' ’

(
a) X v X =
(a) w Yo wow' ’

(®) x N woxwow = wB/B ,

(@) D511, o] = 5, %]

Démons tratione
(a) supposons Xw N onw wt ;! ¢ , et soit A une composante irréductible
o
de cette intersection, Alors A est propre et stable par T , donc contient un

point fixe par T d'aprés le théoréme de Borel ; soit w"B/B ce point, On a

alors :
w"B/B ¢ X, et wow"B/B € X, v o
)
donc Xw" c Xw et Xw W < Xw W' ’
o )
donc (1(w") < 1(w) ou w" =w) et (L(w")>1(w') ou w" =w') .
Vue 1l'hypothése, on a alors w = w! =w" , D'olu (a) «

(b) Ce qui précéde montre que A - contient nécessairement wB/B o Pour

prouver (b), il suffit de démontrer que X,NwX . est réduit 4 wB/B au
o
voisinage de ce points Si n (resp. no) est un représentant de w (respe wo)

‘ln-'1 +» Le morphisme

u u -
dans NormG(T) » posons 3 B =nn B'n
G —— G/B

g ——s gwB/B

induit des immersions ouvertes

u u u
B, s /B , B,NBeeos X, 4 B OVB gy woxwow .
u u u
1 . iz
Soit ] (Bw N B) x (dw N wono) — B,

-1
(%3¥) —s xy
@ ¢étant un isomorphisme, ceci conclut la démonstration.

(Pour de plus amples détails sur les immersions et ¢ voir [II], exps 13).
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(c) vus (a) et (b), il suffit de remarquer que [woxw'] = [Xw,] puisque

les opérations de G dans A(G/B) somt triviales.

Remarque.~ Cette proposition montre qu'il suffit, dans ce cas particulier

(1(w) < 1(w?)) , de faire "bouger" le cycle X, en lui appliquant un

w'
élément de w(wo) pour le mettre "en bonne position" par rapport & X =
Ceci semble malheurcusement faux pour 1(w) > 1(w!') . Il n'y a en fait aucune

formule donmnant en général le produit de deux classes de cycles [Xw] et [Xw,] .

1¢5¢ PROPOSITIONs~ Si on pose 2 = [x

wow] ’ (Zw)wew forme une base du

Z-module libre A(G/B) .

Démons tratione

*(Zw)wf v est une partie génératrice,
Il suffit de remarquer que A(Ai)wé s une base de A(&‘xi) étant constituée
par [Al] , et d'appliquer le lemme fondamental, aprés avoir muni VW d'une
relation d'ordre total compatible avec la relation d'ordre partiel donnée par
la longueur, avec X(w) = U bBw'a/B (les X(w) ainsi définis sont bien

wilsw

fermés puisque l'adhérence d'une cellule de Bruhat est constituée de cette
cellule et de cellule plus petites)e.

*(Zw)w€ y st une partie libres

Soit oZ = T B, 2, avec o £0 , alors
wi>w i

0 =27 . = 2> B2, 2, , =0
Yo o Wi>w io

(d'aprés 1e4ec), donc o = 0 , contradiction,

1e6¢ Homomorphisme caractéristique de la fibration G — G/E .

1e6e1e Fibré vectoriel associé A une représentation de B .,
DéHMTIONS.- Soit p une représentation de B dans GL(V) .

Soit G X BV le quotient de G X V par la relation d'équivalence

(g,v) ~ (gbyp (1))
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G x BV sera le fibré vectoriel de base G/B associé & o .

En particulier & chaque caractére A de B on associe un fibré en droite
de base G/.B .

Si y(B) est le groupe des caractéres de B , soit c, x(B) —e»A1(G/B)
lthomomorphisme qui, & tout caractére ) de B , associe la premiére classe
de Chern du fibré en droite associé a A .

Si s(x(B)) désigne l'algébre symétrique engendrée par x(B) , soit c
1'homomorphisme d'algébre graduée qui prolonge c1
c ¢ 5(x(B))—— a(6/B)

c sera appelé l'homomorphisme caractéristique de la fibration G —» G/B .

146424 PROPOSITION ([I])e- Soient w € W et \ € y(B) . Alors dans A(G/B)

on a ¢

C()\)Zw - 207(72_ <a A= ZWSU ¢
l(WSa) = 1(w)+1

s

ou R+ désigne le systéme de racines positives associé & B , Sa la

symétrie associée A a

COROLLAIRE.- Soient o € S et w € W , Alors dans a(G/B) ona s

2,2 = S < P>z .
s v T R+ @ WS
1(vs ) 1(

Ou S désigne le systéme des racines simples, war le poids fondamental

associé A o

Démonstratione~ Cfo [III] 4e4, Prop. 2.

1e6e3e Remarques— L'homomorphisme canonique de fibration est surjectif si et
seulement si G est sans torsion, c'est-a-dire si G est isomorphe a un pro-

duit de groupes S1(n) et sSp(m)
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§ 2¢ Ammeau de Chow de G

241s PROPOSITION ([V])e- Si m est 1'homomorphisme de projection G —3 G/B ,

m 3 A(G/B) —— A(G) est surjectif et son noyau est 1'idéal engendré par

l'image par ¢ de s*(x(B)) .

COROLLAIREe- A(G) est réduit & Z si et seulement si G est isomorphe 3 un

produit de S1l(n) et Sp(m) .

Démonstratione~ Une démonstration compldte se trouve dans [V] , mais on peut
aisément voir que le noyau de m* contient cet idéal. En effet un fibré en
droite sur G/B associé a un caractére de B se reléve en un fibré trivial

sur G o

§ 3. Anneau de Grothendieck de G/B .

3e1e DEFINITIONS o= 8i X est une sous-variété irréductible de /B , soit

v(X) la classe dans X(G/B) de Oy considéré comme faisceau algébrigue

cohérent sur G/E o Par linéarité vy se prolonge aux cycles sur G/B .

Soit X (G/B) le sous-groupe de K(G/B) engendr¢ par les classes des

faisceaux algébriques cohérents dont la codimension du support est supérieure

ou égale a i .
3¢2¢ Rappel.

Le morphisme vy vérifie alors les propriétés suivantes 3
3¢2¢1. Le groupe Ki(G/E) est engendré par les v(X) , od X parcourt
1l'ensemble des sous-variétés de G/B de codimension supérieure ou égale & i
3e2e2s Si deux cycles X et X' , homogénes de codimension i , sont ra-
tionnellement équivalents, alors dans K(G/B) on a 3

¥(X) = ¥(x*) moa K (o/8)

3e2e3a Si deux cycles X et X' , homogénes de codimensions respectives 1

et j , sont "en bonne position", alors on a
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v(X)ov(X?) 5 v(XeX') mod Ki+j+1(G/B) .
3e2e4e D'aprés ce qui précéde, vy induit un homomorphisme surjectif 4'anneaux
gradués
o ¢ A(G/B) — Grtop(Gﬁ) .
3¢24¢5s Le noyau de @ est de torsion, Ce dernier point résulte du fait que si
¢ est l'homomorphisme classe de Chern
] Grtop(G/D) —s a(6/B)
on 2 alors :
{Yo(x)
9 oy()

Si x est un sous-schéma fermé irréductible lisse de G/B la premiére

(-1)l~1(i—1)!x mod torsion, x € Al(G/B) ,

(~1)1_1(i-1)!x mod torsion, x € Gr:':op(G/B) .

formule n'est autre que Riemann~Roch pour l'inclusion de x dans G/B y la

seconde se déduit de la premiére puisque ¢ est surjective,

3e3e PROPOSITION ([III]).— Soient w et w' des éléments de W tels que

1(w) + 1U(w') < dim(G/B) .
Dans l'anneau K(G/B) , on a alors ¢
(a) Y(Xw)'Y(xw') = 6W,wow'y(xe) !
(B) x(X.20y ) =8

v
(¢) x(G/B) est un Z-module libre de base (Y(Xw))w€ y  Les formes

waw wt o ?
o

forment une base du Z-module duals

linéaires (u+—s X(Xw:u) )w( W

Démonstratione.- Cela résulte des propositions 1.4 et 1.5 et de la partie 3.2.
En ce qui concerne (c), (b) montre que la matrice (X(XW’Y(XW')))W,W'U'I est

“riangulaire", avec des 1 sur la diagonale,

COROLLAIREe~ ¢ est un isomorphisme d'anneaux gradués de 4(G/B) sur

Gr top(G/B) .

Démons tratione~ Cela résulte immédiatement du fait que A(G/B) est sans

torsion et de 34265
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3e4es Homomorphisme caractéristique.

3e4ele La construction faite dans 1.5.1 permet d'associer & toute représenta=—
tion de B wun fibré vectoriel G x BV de base C/ﬁ , auquel on peut faire
correspondre le faisceau localement libre de ses sections. Si Z(yx(B)) dé-
signe 1l'algébre du groupe x(B) , Z(x(B)) s'identifie & R(B) , l'algibre
des représentations de 3 .

En composant le tout, on obtient l'homomorphisme caractéristique c H

X
cp t z(x(B)) —— R(B) — x(G/B) .

du Z-module K(G/@)

3e4e26 PROPOSITION ([III])e~- Il existe une base (ﬁ/xIETJ

telle que 1l'homomorphisme caractéristique soit domné¢ par @

A
c (e™) = 7 x(x ,0(x))a
S ) weEW w! X)w ’

A

ol I(\) désigne le module inversible associé & \ , et e 1'éliment de la

basé du Z-module Z(y%(B)) associé & A .

Démons trations— Ceci résulte immédiatement du fait que les formes linlaires

(u+— X(Xw’u))vé constituent une base du Z-module dual de K(G/B) .
W

W
3e4e3e Remarque ([1II])+- On peut définir des opérateurs Lw , WE€W , de
Ltameau 2Z(X(B)) jouissant des prppriétés suivantes
~si w et w' zppartiennent & V et sont tels que 1(w) + 1(w') = L(ww') ,
alors @ LWLW' = wa, .

- sl @ est une racine simple, Sa la symétrie correspondante, A un
y

caractére 3

Lo Ly =Lg
o o &
\ n Sa(d)
1 (ej)=__e__—_e___ .
S o
o 1 -e

si p désigne la demi-somme des racines positives du systéme, e
1'augmentation naturelle de 2Z(x(G/2)) (ek —3 1) o On a alors

X(X ,Z(N) = er (*7P) .
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§ 4o frmeau de Grotuendieck de G .

4e1e PROPOSITION ([V])e= Si ® est l'homomorphisme de projection m : G —G/B ,

m™ ¢ K(G/B) — X(G) est surjectif et son noyau est 1'idéal engendré par 1'image

par_c, de zt(x(s)) .

Démons tratione.— Cette proposition est l'analogue de la proposition 2.1. Sa dé-

mons tration s'obtient de maniére identique.

Xy %

R ==

§ 5. G groupe algébrique semi-simple déployé de type G

5e¢1 ¢ Lnneaux de Chove

Selele LEMME.- Soit G un groupe algébrique semi-simple déployé de type G2 o
On a :

o

A (e/B) w2 ,

i 2 .

A(eB)~ 2z, 1<ig5 ,

6

A(G/B)NE ’

al(em) = {0} , i>6 .

Démons tration.— Claire d'aprés 1.5 et la structure du groupe de VWeyl du systéme

G2.

Sele2s PROPOSITION.- Soit 7 1l'idéal de L(G/B) engendré par l'image de

l'homomorphisme caractéristique, [ = & I" . soient Zw et Z, les deux

3 i>o 1 2
éléments de base de A”(G/B) o On a alors @

_ri:;.i(G/B) , i>0 , i#3 ,

I3 admet pour base (Zw +2Z, 42, -2, ) .
1 2 1 2

Démons trations— Ce résultat est obtenu dans [VI], §8, en utilisant la formule

de Chevalley 1+6¢26

COROLLAIRE 1.~ L'anneau de Chow de G/% n'est pas engendré par les classes des

modules inversibles,
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COROLLAIRE 24~ Dans l'anneau de Chow de G , on a ¢

IAO(G)N z ,
A?(G)N fz ,
4*(e) = {0} , ig {93} .

5e2e¢ Anneau de Grothendiecke.

S5e2e1e PROPOSITION,- L'homomorphisme caractéristique c, est surjectif,

X

COROLLAIRE 1.- L'anneau de Grothendieck de G/h est engendré par les classes

des modules inversibles.

COROLLAIRE 2.~ X(G) ,et donc GrtOP(G) , sont tous deux réduits & Z .

Démons tratione— D'aprds 3.4¢2, on a @ cK(ex) = T X(XW,L(X))aV . Il suffit
weEy !
donc de trouver une famille de caractéres (Xw)w€ W telle que le déterminant

de la matrice de terme général : o, g = x(XW,L()\W,)) , (matrice carrée
?

dlordre # W ) soit inversible (dans Z ) .
La famille suivante convient

s 3¢ -, g — Q.9 =3%, -4, ,

{5011 + 30, 3y + 2y 200 Ay, A+ 179

2 09 3% Tl Uy Gy my 2

-011-&2,0} .

Les coefficients o, gt étant calculés en utilisant les opérateurs L,
?

de la remarque 3.4.3 la matrice obtenue est

111114111111
/0102~24-1 3-2 401
0010242030021
| 00011 2433601
000041103031
0000021 2-58 01
000011 000031
00000-2-11-6 6 01
00000-1-1 0-6 021
00000-1-1 0-71 01
00000-1-1 0-7 01 1
Q0000-1-1 0-7 00 1

En ajoutant & la 5eme colomne la 7eme et la 12eme,

a la 6eme colomne la deme et la 12eme,
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En ajoutant & la 7eme colonne la 12eme,
3 la 9eme colonne sept fois la 12eme,

on obtient :

/

pary

coo——=0oNngPoOu®
Oo0—o0omonobn =
O—-oOmMOWOWOMNMO-—
s s e s s

i

[eNoNoNeoNeoNoNoNoNoNoNe R
[eNeoNoNeNoNeoNoNoNoNol ol
[eNoNeoNoNeoNoNoNoNo R _JNe Ry
OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O—=0MN—
COoOO0OO0OO0O0OO0O—>—"U1MW
OO0OO0O0O0CO"0O0NNO W
[eNeoNoNoNoR ol VRoN*NeN V]
OO0OO0OO0O—"O0OMNMNOWOW=—
—-—

Ceci achéve la démonstration de la proposition. Les corollaires s'en déduisent

immédiatement.,

5e3e Conclusions,

Si G est un groupe algébrique semi-simple déployé de type G B un

2 ?
sous-groupe de Borel, A(G/B) et Grtop(G/E) sont isomorphes, mais il n'existe
pas d'isomorphisme entre ces anneaux et K(G/@) compatible avec les classes de
Chern (ce dernier est engendré par les classes des modules inversibles, les au-
tres non). K(G) et Grtop(G) sont isomorphes & Z , mais £(G) (qui contient
un sous—groupe de torsion) ne leur est pas isomorphes Néanmoins, dans les deux
cas, les trois anneaux sont isomorphes une fois tensorisés par Q

Cette situation se retrouvera avec tous les groupes algébriques semi-simples
simplement connexes déployés non isomorphes A un produit de S1(n) et de Sp(m)
;1 G

(ieee de type B 9 m>33D ,n>»4;E ;E )e Des dé-

n ;ES;F

7 4 2
tails sur les amneaux de Chow de tels groupes se trouvent dans [VI]. Le fait
que X(G/B) est engendré par les classes des modules inversibles a été obtenu,

par voie topologique, par Hodgkin dans sa thése (pour k=¢C ), ou plus généra-

lement dans [VII].
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