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X-01 

COMPARAISON DE L'ANNEAU DE CHOW ET DE L'ANNEAU DE GROTHENDIECK 

par Roger MARLIN 

§ 0· Notations et préliminaires» 

Soient : 
k un corps algébriquement clos, 
G un k-groupe algébrique semi-simple simplement connexe (déployé), 
B un groupe de Borei de G t 

T un tore maximal de B (donc de G ), 
V le groupe de Veyl de G par rapport à T (W = Norm̂ (T)/T) · 

Si X est une variété lisse et quasi-projective, soient t 
A(X) son anneau de Chow, 
K(x) son anneau de Grothendieck, 
Gr top' X l'anneau gradué associé à K(x) par la filtration topologique (co­
dimene ion) 

6.1. Lemme fondamental. 

Soient X et (X.) ^ ^ des variétés telles que (X.). soit une suite 1 о i ч П ii 
croissante de parties fermées de X , avec X = X % u. : X. 4—»X et 

* n * 1 1 
Vi * ̂ Xi " Xi ^ Xi l e s m°rpkismes d'injections» Soit, pour tout i , 
Ŝ  une partie de A(X̂ ) telle que ^(S^) engendre le Z-module А(Х^-Х^ ) 
Si S « U u ^ ( s ^ ) t alors S est une partie génératrice du Z-module A(x) « 

Démons tration»- (Pour i = 0 on pose X. - X. 4 i 1-1 X. 
"L 

i.e. X-1 0 

Si n = 0 l'assertion est triviale» Nous procéderons à une démonstration par 

récurrence sur n · 

Supposons donc n > 0 , et l'assertion démontrée pour les valeurs stric­

tement inférieures de l'indice» Considérons le système X 4 » (X.) ^ ^ * 
J n-1 f x i'o < i ̂  n-1 
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u? : X. 
i i 

x i n-1 S1 

o ̂  i ̂  n-1 
ui*(S.) 

Il résulte de l'hypothèse de récurrence que S» engendre le -̂module 

A('Xn-1) 

Considérons la suite exacte : 

A(X J n-1 
Vi-1 A(X ) n 

v* 
n A(X -X „) n n-1 0 

Comme V*(S ) n n7 engendre le Z-module A(X - X J n n-1 et que S1 engendre 

A('Xn-1) ('Un-1)*(s) S 
n 

engendre A(X ) 
v n 

Or ce système de générateurs 

n'est autre que S 

§ 1· Anneau de Chow de G/B 

1«1· Rappel» Décomposition cellulaire de Bruhat» 

G/b est la réunion disjointe de cellules de Bruhat (BWB/B , w ( w) f 

et chacune de ces cellules est isomorphe à l'espace affine de dimension l(w) 

(longueur de w dans W )· 

1 «2· LEMME»- Les seuls points de G/B invariants par T sont les classes 

modulo B des éléments du normalisateur de T (wB/B f w £ w) · 

Démonstration»- Soit g un élément dont la classe modulo B est invariante 

par T · On a donc Tg c gB f soit g^Tgc B · 

g""̂ Tg est donc un tore de B , il est donc conjugué à T dans B « En 

d'autres termes, il existe b dans B tel que : g ̂Tg = b ̂  Tb , soit t 

bg~1Tgb~1 = T .soit : gb~1£ Norm̂ (T) · 

1*3· Notations» 

Soient : 

X v l'adhérence de BV/B/B , 

[X̂ ] la classe (pour l'équivalence rationnelle) de X̂  , 

[X̂ ] la classe du point, 
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EXEMPLES D'ANNEAUX DE CHOW 
X-03 

w l'élément de longueur maximale de W 
o 

w Bv/~ 
o o 

•1 B = T' 

1*4· PROPOSITION (III) Soient w et w 1 deux éléments de W tels que 

l(w) < l(w') , alors : 

(a) X w w X 
o w w o 

0 Si W / W 1 

(b) X 
w 

w X 
o w w o 

WB/E 

(c) X X 
w w 
o 

ô X 
' e 

Démonstration. 

(a) Supposons X fl v X ^ f / 0 , et soit A une composante irréductible 
o 

de cette intersection» Alors A est propre et stable par T , donc contient un 

point fixe par T d'après le théorème de Borel ; soit W"B/B ce point» On a 
alors : 

w"B/B i X et v V"B/B £ X 
w w 
o 

donc X II 
w" 

X 
W 

et X 
w w" 
o 

X 
w w o 

donc l(v") < l(w) ou w
,f = w et ;i(w») l(w») ou w'' = w' 

Vue l'hypothèse, on a alors w = wf = w" » D'où (a) 

(b) Ce qui précède montre que A contient nécessairement v/B/B · Pour 

prouver (b), il suffit de démontrer que X H w X est réduit à WB/B au N / ' ^ w o w w ' 
o 

voisinage de ce point. Si n (resp. n ) est un représentant de w (resp» w ) 
o o 

dans Nornu(T) « posons : B U = nn BUn""̂ n ̂  «Le morphisme Gv ' f r w o o 
G G/B 

g gvB/B 

induit des immersions ouvertes 

BU

W 

G/B B U 

w 
B X 

w 
BU 

w 

w Bw 
o o 

w x „ 
o v/ w o 

Soit w B u 
w 

B, R u V 
w Bw 
o o B u 

W 

(x,y) -1 
xy 

cp étant un isomorphisme, ceci conclut la démonstration. 

(Pour de plus amples détails sur les immersions et cp voir [il], exp» 13)« 
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X-04 R. MARLIN 

(c) Vus (a) et (b), il suffit de remarquer que w X . o w1 
x » puisque 

les opérations de G dans A(G/B) sont triviales. 

Remarque»- Cette proposition montre qu'il suffit, dans ce cas particulier 

(l(v) ̂  l(w»)) f de faire "bouger" le cycle X w, en lui appliquant un 
o 

élément de W(w ) pour le mettre "en bonne position" par rapport à X · o w 

Ceci semble malheureusement faux pour l(w) > l(w') · Il n'y a en fait aucune 

formule donnant en général le produit de deux classes de cycles [x ] et [Xwt] 

1.5. PROPOSITION»- Si on pose Z w X 
w w 
o 

Z 
w w EW 

forme une base du 

Z-module libre A(G/&) 

Démonstration 

(Z)ww E w est une partie génératrice» 

Il suffit de remarquer que A(A.)rj Z , une base de A(flL) étant constituée 

par [&] i et d'appliquer le lemme fondamental, après avoir muni V d'une 

relation d'ordre total compatible avec la relation d'ordre partiel donnée par 

la longueur, avec X, \ = U BW'B/B (les X/ x ainsi définis sont bien 
* w'^w 

fermés puisque l'adhérence d'une cellule de Bruhat est constituée de cette 

cellule et de cellule plus petites)» 
(Z)ww E w est une partie libre» 

Soit w E 
W. > V 
1 

ß. z 
1 

avec a / 0 , alors 

aZ w o 
aZ 

w 
Z 
W V 
o w. > w 

1 

1 w. ww 
1 o 

0 

(d'après 1»4#c), donc a = 0 , contradiction» 

1 »6» Homomorphisme caractéristique de la fibration G — G / B 

1»6»1» Fibre vectoriel associé à une représentation de B 

DEFINITIONS·- Soit p une représentation de B dans GL(v) 

Soit azw G x
 BV le quotient de G x V par la relation d'équivalence 

(g»v) [gbiP(b) 
-1 
V, 
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B / G x V sera le fibre vectoriel de base G/B associé à o · 

En particulier à chaque caractère X de B on associe un fibre en droite 

de base G/fe · 

Si X(B) est le groupe des caractères de B , soit ĉ  : X(B) —» Â  (G/B) 

l'homomorphisme qui, à tout caractère X de B , associe la première classe 

de Chern du fibre en droite associé à X · 

Si S(X(B)) désigne l'algèbre symétrique engendrée par X(B) , soit c 

l'homomorphisme d'algèbre graduée qui prolonge ĉ  

c : S(x(B)) A(G/B) 

c sera appelé l'homomorphisme caractéristique de la fibration G — * G/B 

1.6.2· PROPOSITION ([i]).- Soient v É W et X £ x(ß) . Alors dans A(G/B) 

on a : 

c(X)Zy 

cv £ R 
i(wsa) l(v)+1 

OL ,X zws 
a 

Où R+ désigne le système de racines positives associé à B f S^ la 

symétrie associée à a 

COROLLAIRE.- Soient a t S et w É W . Alors dans A(G/B) on a : 

S Y; 
a ß C R 

Kws ß) 100+1 

B, Wa ZWS 
I 

Où S désigne le système des racines simples, a le poids fondamental 

associé à # 

Démonstration.- Cf. [ill] 4«4F prop. 2. 

1.6.3. Remarque.- L'homomorphisme canonique de fibration est surjectif si et 

seulement si G est sans torsion, c'est-à-dire si G est isomorphe à un pro­

duit de groupes Sl(n) et Sp(m) . 
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X-06 R. MARLIN 

§ 2 # Anneau de Chow de G 

2#1 · PROPOSITION ([v])»- Si TT est 1 1 homomorphisme de projection G > G/B , 

TT* : A(G/fe) » A(G) est surjectif et son noyau est l'idéal engendré par 

l'image par c de S +(X(B)) · 

COROLLAIRE.- A(G) est réduit à Z si et seulement si G est isomorphe à un 

produit de Sl(n) et Sp(m) · 

Démons tration»- Une démonstration complète se trouve dans [v] , mais on peut 

aisément voir que le noyau de II* contient cet idéal. En effet un fibre en 

droite sur G/fe associé à un caractère de B se relève en un fibre trivial 

sur G · 

§ 3· Anneau de Grothendieck de G/% · 

3*1· DEFINITIONS,- Si X est une sous-variété irréductible de G/fe t soit 

y(x) la classe dans K(G/fe) de 0 considéré comme faisceau algébrique  

cohérent sur G/fe » Par linéarité y se prolonge aux cycles sur G/fe · 

Soit Y1"{G/B) le sous-groupe de K(G/fe) engendré par les classes des  

faisceaux algébriques cohérents dont la codimension du support est supérieure  

ou égale à i · 

3«2» Rappel» 

Le morphisme y vérifie alors les propriétés suivantes : 

3»2»1. Le groupe K^G/fe) est engendré par les y(x) , où X parcourt 

l'ensemble des sous-variétés de G/fe de codimension supérieure ou égale à i 

3»2»2» Si deux cycles X et X' , homogènes de codimension i , sont ra­

tionnellement équivalents, alors dans K(G/B) on a : 

Y(X) Y(X') mod K
i+1 G/B 

3»2»3» Si deux cycles X et X' , homogènes de codimensions respectives i 

et j , sont "en bonne position", alors on a : 
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v(x).v(Xf ) Y(X.X') mod IC i+j+1 G/B 

3»2»4» D'après ce qui précède, y induit un homomorphisme surjectif d'anneaux 

gradués 

CP : A(g/b) Gr 
top 

G/B 

3»2»5» Le noyau de CP est de torsion. Ce dernier point résulte du fait que si 

w est l'homomorphisme classe de Chern 

w Gr 
top 

G/b A(G/B) 

on a alors : 

T -f(x) ( _ D l - 1 ( i - l ) ! x •J.ia.'.ii-U.i.w x (. A 1 (G/B) 

w *(x) (_Dl-1(i-l)!x mod torsion, x € Gr 
i 
top 

'G/B 

Si x est un sous-schéma fermé irréductible lisse de G/B la première 

formule n'est autre que Riemann-Roch pour l'inclusion de x dans G/B , la 

seconde se déduit de la première puisque <f est surjective» 

3»3» PROPOSITION ([ill]),- Soient w jet W des éléments de W tels que 

l(w) + l(w«) dim(G/b) 

Dans l'anneau K(G/b) , on a alors : 

m Y(X ).y(x t) 6w,w 
O 

(b) 
Y(X ).y(x t)V/ 1 w.v V ' o 

(c) K(G/D) est un Z-module libre de base (v(x )) , TT » Les formes / / s , v w w t W 

linéaires (u »—> Y(x .u)) , TT forment une base du Z-module dual» 
w» "w £ W 

Démonstration,- Cela résulte des propositions 1 «4 et 1.5 et de la partie 3»2» 

En ce qui concerne (c), (b) montre que la matrice (x(X^,Y(X^,)))^ wt£w
 e s t 

lltriangulaire", avec des 1 sur la diagonale» 

COROLLAIRE»- <p est un isomorphisme d'anneaux gradués de A(G/b) sur 

Gr 
top 

G/B 

Démonstration»- Cela résulte immédiatement du fait que A(G/B) est sans 

torsion et de 3»2»5 
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3*4· Homomorphisme caractéristique. 

3»4«1 « La construction faite dans 1„6«1 permet dfassocier à toute représenta­

tion de B un fibre vectoriel G x J^V de base C/Î3 , auquel on peut faire 

correspondre le faisceau localement libre de ses sections. Si Z(X(B)) dé­

signe l'algèbre du groupe X(B) , Z(X(B)) s'identifie à R(B) , l'algèbre 

des représentations de B · 

En composant le tout, on obtient l'homomorphisme caractéristique c 

cK 
Z(X(B)) E(3) K(G/fe) 

3.4.2. PROPOSITION (fllll).- Il existe une base (\) i y du Z-module K(G/B) 

telle que l'homomorphisme caractéristique soit donné par : 

cK 

X 
e w i W 

X(X ti(x))a 

où Z(X) désigne le module inversible associé à X , et eA l'élément de la 

base du Z-module Z(X(B)) associé à X 

Démons tration»- Ceci résulte immédiatement du fait que les formes linéaires 

u x(xw.u) w E w 
constituent une base du Z-module dual de K(G/B) 

3«4e3« Remarque ([ill]).- On peut définir des opérateurs L r , w t W , de 

l'anneau z(X(ß)) jouissant des prppriétés suivantes : 

si v et w' appartiennent à \J et sont tels que l(w) + l(w') l(wv') 

alors : L L f 

w w' 
L . w ' 

si a est une racine simple, S 
a 

la symétrie correspondante, X un 

caractère : 

LS 

a 
LS 

a 
LS 

a 

Ls 

a 

X> e, 
X 
e 

e 
S(v(X) 

4 & 
1 - e 

Si p désigne la demi-somme des racines positives du système, e 

lfaugmentation naturelle de z(x(6/fe)) X 
e 

1 On a alors 

4 & 
1 - evT 

GL 
w 

X- p 
e v 
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§ 4· Anneau de Grothendieck de G 

4.1· PROPOSITION ([v]).- SjL rr est l'homomorphisme de projection TT : G — G/B , 

rr* : K(G/B) K(G) est surjectif et son noyau est l'idéal engendré par l'image 

par c de Z +(X(B)) . 

Démonstration.- Cette proposition est l'analogue de la proposition 2.1. Sa dé­

monstration s'obtient de manière identique» 

§5· G groupe algébrique semi-simple déployé de type G^ a1 a2 

5.1 · Anneaux de Chow. 

5»1 «1 · LEMME.- Soit G un groupe algébrique semi-simple déployé de type G^ 

On a 

A°(q/fe) z 

Â G/fe) z 2 1 i 5 

A6(G/B) Z 

Â G/fe) {0} i > 6 

Démonstration.- Claire d'après 1.5 et la structure du groupe de Weyl du système 

G

2 

5.1.2· PROPOSITION.- Soit I l'idéal de A(G/B) engendré par l'image de 

l'homomorphisme caractéristique, I 
i> o 

Ii 

Soient Z 
W1 

et Z 
V 2 

les deux 

éléments de base de A3(G/k) On a alors 

I 1 Ai (G/B) i > 0 i/3 

I2 admet pour base Z 
W1 

Z 
W2 

Z 
w1 

z 
W 2 

Démonstration.- Ce résultat est obtenu dans [Vl], § 8 , en utilisant la formule 

de Chevalley 1.6.2· 

COROLLAIRE 1 .- L'anneau de Chow de G/B n'est pas engendré par les classes des  

modules inversibles. 
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COROLLAIRE 2·- Dans 1* anneau de Chow de G , on a : 

A°(G) z 

A 3(G) F2 
Ai (G) {0} i /{0,3} 

5.2. Anneau de Grothendieck. 

5.2.1 · PROPOSITION.- L'homomorphisme caractéristique Ck est surjectif. 

COROLLAIRE 1 ·- L'anneau de Grothendieck de G/fe est engendré par les classes  

des modules inversibles. 

COROLLAIRE 2.- K(G) ,et donc Gr 
top 

G sont tous deux réduits à Z 

Démonstration»- D'après 3.4.2, on a : cK 

e 
wÉ W 

X(X ,ZX\))a w v Il suffit 

donc de trouver une famille de caractères (\ ) , TT telle que le déterminant 
ww (y n 

de Ta matrice de terme général : aw,W X(Xw, L(Aw,)) (matrice carrée 

d'ordre $ V7 ) soit inversible (dans Z ) 

La famille suivante convient : 

{5^ + 3c*2, 3^ + 2ct2t 20̂  V<V*2'3°1+VVa1 {5^ + 3c*2, 3^ + 2ct2t 20^ 

{5^ + 3c*2, 3^ 

Les coefficients a , étant calculés en utilisant les opérateurs L w,w' w 

de la remarque 3.4.3 la matrice obtenue est : 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
0 1 0 2 *2 4 -1 3 -2 4 0 1 
0 0 1 0 2 -1 2 0 3 0 2 1 
0 0 0 1 -1 2 -1 3 -3 6 0 1 
0 0 0 0 -1 -1 1 0 3 0 3 1 
0 0 0 0 0 -2 -1 2 -5 8 0 1 
0 0 0 0 -1 -1 0 0 0 0 3 1 
0 0 0 0 0 -2 -1 1 -6 6 0 1 
0 0 0 0 0 -1 -1 0 ~6 0 2 1 
0 0 0 0 0 -1 -1 0 -7 1 0 1 
0 0 0 0 0 -1 -1 0 -7 0 1 1 
0 0 0 0 0 -1 -1 0 -7 0 0 1 

En ajoutant à la 5eme colonne la 7eme et la 1 2eme, 

à la 6eme colonne la Berne et la 12emef 
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En ajoutant à la 7eme colonne la 1 2eme, 

à la 9eme colonne sept fois la 1 2eme, 

on obtient : 

1 1 1 1 3 3 2 1 8 1 1 1 
0 1 0 2 -2 a 0 3 3 4 0 1 
0 0 1 0 5 0 3 010 0 2 1 
0 0 0 1 -1 6 0 3 4 6 0 1 
0 0 0 0 1 0 2 010 0 3 1 
0 0 0 0 0 1 0 2 2 G 0 1 
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 3 1 
0 0 0 0 0 0 0 1 1 6 0 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 2 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

Ceci achève la démonstration de la proposition. Les corollaires s'en déduisent 

immédiatement. 

5.3. Conclusions. 

Si G est un groupe algébrique semi-simple déployé de type Ĝ  , B un 

sous-groupe de Borel, A(G/fe) et Gr^^G/fe) sont isomorphes, mais il n'existe 

pas d'isomorphisme entre ces anneaux et K(G/fe) compatible avec les classes de 

Chern (ce dernier est engendré par les classes des modules inversibles, les au­

tres non), K(G) et Gr ôp(G) sont isomorphes à Z , mais A(G) (qui contient 

un sous-groupe de torsion) ne leur est pas isomorphe. Néanmoins, dans les deux 

cas, les trois anneaux sont isomorphes une fois tensorisés par Q , 

Cette situation se retrouvera avec tous les groupes algébriques semi-simples 

simplement connexes déployés non isomorphes à un produit de Sl(n) et de Sp(m) 

(i,e, de type B n ̂  3 D 
n 

n ̂  4 E6 5 E

7

 J E8 * F4 ; G2 Des dé­

tails sur les anneaux de Chow de tels groupes se trouvent dans [Vl], Le fait 

que K(G/fe) est engendré par les classes des modules inversibles a été obtenu, 

par voie topologique, par Hodgkin dans sa thèse (pour k = C ), ou plus généra­

lement dans Tvill, 
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