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I-01

LEMME DE DEPLACEMENT DE CHOV

par Daniel ALIBERT

§ 0. Cycless Intersection de cycles,

Ce paragraphe rappelle les définitions utilisées dans le reste du texte,

Ou1e DEFINITION.- Soit X un schéma noéthérien irréductible. On appelle cycle
de X un élément du groupe abélien libre engendré par les fermés irréductibles
de X : Zao(X) .

Ce groupe est gradué par la dimension :

Zo(X) = & zk(x) .

Oe2+ DEFINITIOW.- Soit F un G’X—module cohérent, tel que dim(supp F) < k

On pose -
Zk(F) =z (F'ﬂi){ni} ’

la somme étant prise sur les points génériques 'qi du support de F tels que
dim{ﬁ?.g =k o+ On a donc
1

Zk(F) =0 & dim(supp F) < k

Oe3e=- Soit X un schéma intégre, algébrique sur un corps. Soient Z = ZniZi .
i
Y =9YmY, des cycles de X o, On dit que Z et Y sont en bonne position si,
i
pour tous 1i,j , on a les propriétés suivantes @
1°) aucune composante irréductible de ZjNYin'éstcontenue dans SingX j
20) dim(zi.f\ yj) & dim Z, + dim YJ, - dimx .
C'est~a-dire, soit Zi(‘\ Yj est vide, soit toute composante irréductible wijk
de Zi N Yj satisfait a
10) wijk 4, sing X ,

20) dim W,, = dim Z, + dim Y, - dim X .
ijk i J
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Oe¢4e~ Les données X, Z, Y étant celles de 0.3, on suppose Z et Y ene
bonne position. Pour tout i (resp. tout j ) notons :

[ . - Si

z! =2, N (X ~ sing X) ,

(resp. YJ! = Yj N (X - sing X)) .

Pour toute composante irréductible W, de Zi N Yj notons de méme 3

ijk
. -
Wle f\ (X ~ sing X) .
L'ensemble w:'{jk est irréductible, et dense dans wijk s C'est une composante

irréductible de Zj'_ n Y; .

Définissons le produit d'intersection Z{ . YJ! par

o, .
z'.y! =% (-1} 2 (Tor X=sing X e GO))
i 7] . 1 z! Y!
130 1J i J

avec

a5 = sup(~ dim X + dim zZ, * dim Yj :0)
Il existe des entiers bijk tels que @

zi J = E b, Jk le ¢

Définissons le produit d'intersection Zi o Yj par 3

Z.- . = b..W.. o
i YJ lzcljk ijk

On définit alors le produit d'intersection 2Z,Y par

ZeY= Tnm(Z, 4Y.) o
ij i1 7]

§ 1« Le lemme de Chow.

1¢1e DEFINITION.- Soient k un corps et V un schéma intégre algébrique

sur k o Soient Z1 et 22 des cycles de V , On dit que Z1 et Z2

sont rationnellement équivalents et on note

Z.1 ~ 22 s
s'il existe un cycle W de VxP:< et des points rationnels x1 et x2
de ]Pl tels que @
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10) WV et V x {xi‘g sont en bonne position, .
1 -
20) pr, (w. (Vx%xii)) =2,

pour i =1,2 .

142 PROPOSITION ("lemme de déplacement").- Soient k wun corps, V un schéma
intégre lisse et quasi-projectif swr kx , Z et Y des cycles de V o Alors
il existe un cycle 2' de V1 rationnellement équivalent & Z tel que 2Z'
et Y soient en bonne positions

De plus, on peut choisir le cycle VW de Vxl!’;< réalisant 1'équivalence
de Z et Z' de telle maniére que pour tout x de ]Pl sauf un nombre fini,

W et (Vx{x]) soient en bonne position, ainsi que pr1(W. (vx{x})) etvy.

§ 2, Le cas V = P: , k algébriquement clos.

. . n .
2¢1 e PROPOSITION.~ La proposition 1.2 est vraie pour V = Pk et k algébrl-

quement clos.

Démons tratione~ Par linéarité, on peut supposer Z et Y irréductibless
Il existe un ouvert dense de Aut:IPn tel que, powr un s de cet ouvert,
s(Y) et Z soient en bonne position.
En effet, notons G 1la variété des matrices (n+1, n+1) inversibles,
A multiplication scalaire prés. On a
. 2
dimG=n" +2n .
Soit X le fermé de P x P xG dont les points fermés sont les triples
(x,y,8) tels que x = s(y) .
Notons Xx la fibre de
r, : X —> P
pry @ X
en un point fermé x
Notons X la fibre de
XyY

n
pr2 H Xx-—)]Pk

23
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en un point fermé y o Cette fibre est isomorphe au sous—ensemble de G 2
isGG [s(y):x} .
L'équation s(y) = x équivaut 3 un systéme de (n+1) équations linCaires
indépendantes, a (n+-1)2 + 1  inconnues, homogéne. Il en résulte
dim X = n2 +n .
Xy Y
Soit alors X' =XNZxYxXxG o+ On a d'aprés ce qui précéde
dim X' =n2+n+dimZ+dimY .
La fibre de
pr3 ¢ X' —3>G
en un point fermé s est
((zyy)|s(y) =2z, ye€Y,z€2)=2ns(Y)
Elle est donc de dimension au moins égale a ’
sup(dim 2 + dim Y = n, =1)
Si pour tout s de G , cette fibre est de dimension strictement supérieure
A dimZ + dimY - n , alors
dim X' > n2 +2n +dimZ + dimY - n = n2 +n+dimZ + dimyY o,
Donc il existe un ouvert non vide de G dont les points ont une fibre dans X'
de dimension
sup(dim Z + dim Y = n, -1)
Pour un tel point s , s(Y) et Z sont en bonne position. Choisissons une
courbe rationnelle C sur Aut 11=’]r(1 joignant Id & s . Le cycle de ]Pnhx G
défini par
W= {(v,8)|W € s(¥)}

satisfait & 1'énoncé de 261
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§ 3. Principe de la démonstration.

Supposons que k soit algébriquement clos, jusqu'au paragraphe 6. Les
questions de rationalité seront étudiées ensuite,

I1 suffit de démontrer 1l'énoncé suivant, pour obtenir 1.2

3ele LEMMEe~ Soit v Y ]Plr(1 un sous-schéma fermé intégre de ]l’;;1 e Soient

Z=xnZ, et Y= ZniYi des cycles de P, , tels que pour tous (i,j) ,

. JJ k
aucuie composante irrl'éductible de ﬁj s} 71 ne soit contenue dans sing(V) .
Alors il existe un cycle Z' de V , ratiomnellement équivalent & Z , tel
que Z' et ¥ soient en bonne position.

De plus a) pour tout sous-schéma fermé F de ¥V de codimension au moins
égale a4 1 , tel que pour tout j , ZJ.¢F s on peut choisir Z' de telle sorte
qu'aucune de ses composantes irréductibles ne soit contenue dans F

b) Avec les notations de 1.1, on peut choisir W& ¥ x P; de telle sorte
que pour tout point x de 1‘5’11C sauf un nombre fini, W et (¥ x{x}) soient
en bonne position, ainsi que Pr, (We (Vx i{x})) et Y , et que Pr, (w.(\-rx{x} N
satisfasse A a).

En effet, si 3.1 est démontré, on peut l'appliquer en prenant V, Z, Y
comme dans 1.2, et pour V, ('Z'j),(Yi) les adhérences respectives de V, (zJ.),
(Yi) dans ]P;;1 « On appliquera a), b) avec P =V -V , Le cycle Z' sera

l'adhérence d'un Z' de V o

3424~ On suppose donc dans la suite V projective, intégre, non nécessairement
lisses
Par définition, on pose
e (Z.) =dim(y. N Z,) -~ sup(dim Y, + dim 2, = dim V, -
Yi( 3) (1 J) p( D+ 5 im v, 1)

et

e, (2) = it:x; eYi (Zj) .

Le produit YeZ est défini si et seulement si eY(Z) =0 .

25
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Le lemme 341 sera démontré par rlcurrence sur eY(Z) e I1 suffit pour

cela de montrer @

o]

3e3e¢ LEMMEe= Soit V ¢ P, un sous-schéma fermé intégre. Soient Z un cycle

=~

de V irréductible, Y = EniYi un cycle de V o On suppose gu'aucune com-

posante irréductible de Z N Y, n'est contenue dans sing V . Soit F un

fermé de V ne contenant pas Z < On suppose eY(Z) >0 .

I1 existe un cycle C de IP: , irréductible, contenant Z tel que
a) C et V sont en bonne position ;
b) si CoV=2%Z+ R , aucune composante irréductible de R n'est contenue
dans F 3
c) avec les notations de b),
e (R) < e (2) ;
d si R= TrjRj , aucune composante irréductible de Rj(ﬁ Y, nlest
contenue dens sing V
Démontrons en effet 3.1 & partir de 3.3+ Par hypothése de récurrence, il
existe un cycle R' de V rationnellement ¢quivalent & R , tel que R' et
Y soient en bonne position, et les conditions a) et b) de 341 vérifiles,
D'aprés 2.1, il existe un cycle C' de IPE rationnellement ¢quivalent
a C tel que C' et V , C' et Y soient respectivement en bonne position.
I1 en résulte que les composantes irréductibles des intersections (crav) Yi
sont de bonne dimension,
Pour montrer qu'il existe un cycle D de V ratiomnellement (quivnlent

4 C'.V tel que D et Y soient en bonne position, on utilise le lemme sui-

vant 3

3e4s LEMME.~ Soient V un k-schéma integre, F et G des fermis de V X Pl '

tels que F G et

dim F { dim G ,
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G est irréductible,

3 _--';]P1 est surjectif,

. 1
Alors l'ensemble des points x de ]Pk tels que

«

® K(x) #F ® k(x) ,

contient un ouvert dense dans 1P,1‘ .
N

Démons tratione.— Si F _.->.TP1 n'est pas surjectif, cl'est clair sinon il existe
un ouvert de P! tel que les fibres aux points de cet ouvert, dans F et G
soient de dimensions respectives dim =1 et dim G-1 .

On applique 3.4 A G = composante irréductible de W N (Yi X ]P1) ou W
est un cycle de V ><]P1 rlalisant l'équivalence rationnelle de C.,V et C'.V ,
et F =G N(sing V xIP1) .

Il en résulte que D - R' et Y sont en bonne position, et

D-R'~Z .

De plus, par une nouvelle application de 344, on voit que la condition b) de 3.1
est virifice,

Pour construire le cycle C , nous utiliserons la notion de joint de deux

n

sous-variétés projectives de ]Pk .

§ 4. Joint de deux sous-variétés de IP

n
k

n
% .

On appelle joint de Z et L , et on note J(Z,L) , l'adhérence dans IP';;1 de

441. DEFINITION.- Soient Z et L deux sous-schémas fermés intégres de TP

la réunion des droites joignant un point fermé de Z A un point fermé de L .

4.2, Exemplee= Si Z et L sont deux sous-variétés linéaires de IPL1 , J(z,L)

est la sous~varil{té linéaire engendrée par Z et L

4e3e= D'une maniére générale, si Z et L sont disjointes, on a :



D. ALIBERT

dim(J(2z,L)) = dim 2 + dim L + 1 ,
et J(Z,L) est irréductible,
En effet J(Z,L) est l'image d'un morphisme :
1 n
L xZXx Pk —_— IPk N
donc dim J(Z,L) ¢ dim Z + dim L +1 , et Z et L étant disjointes,

1'égalité est vérifiée.

4ede= Si Z = ZniZi est un cycle de ]P;: s on pose
=Y
J(z,L) Zn, J(Zi,L) ’

et J(Z,L) est un cycle de ]P;1 .

445~ Soient Z c V C.IIP;(1 des sous-schémas fermés intégres., On pose v = dim V ,
Considérons le fermé ¢

woc,(z X V = A) x Grass(n,n = v -1) ,
dont les points fermés sont les triples

(xpy4L) » xZy 4 xyALF£D o
Soit W 1'adhérence de W, dans Z xV x Gress(nm = v-1) .
4¢5¢1 e~ Si (z,z,L) est un point de W , alors

T,z ML Ao o
Choisissons un espace linéaire L de dimension n - v -1 o Il détermine une
injection

Jp $2XV—52ZxVx Grass(n,n-v=-1) .
On pose

=1
H = pr(3p (V)

c'est un fermé de V .

4e6¢ LEMME.~ La situation est celle de 4.5. Scit L un point fermé de

Grass(nyn=-v-1) tel que LAV =¢ . Alor; ¢

19) Il existe un ouvert non vide de Z dont les points sont réguliers
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sur J(L,Z2)

2¢) Les sous=raridtés J(z,L) et V sont er borne position.

-

Démons tratione— Considérons la projection de sommet L

n
1

P -1 .

3(1,2) N (B 1) =17 (2(2))
Soit p 1l: restriction de Tt 2 l'intersection ci-dessus. Le morphisme

p : J(L,2) A (p; - L) —— =(2) ,
est 2 fibres lisses, donc génériquement lisse. Comme mwlZ) est génériquement
lisse sur k , J(L,Z) ost donc génériquement lisse swr k , et si Uc m(2)
est l'ouvert des points lisses de w(z) , p—1(U> est lisse et coupe 2
suivant un ouvert non vide, D'ol 1°).

Pour le 2°), rcmarquons d'zbord que toute composante irréductible de

J(L,Z) NV est de dimension au inoins égale 2

n-v-4{+dim2+1 +v-n=d4dim2 .,
Lz restriction i de = & J{L,2) NV est affine et propre, donc finie, et

31‘1(11(2)) = J(Ly2) NV

ce qui démoitre le 2°),
Pour tout L, satisfzisant aux conditions de 4.6, on note
I ?
J(Ly2)eV =R+ 2

L

n
k

o Il existe un ouvert dense de Grass{n,n-v~1) dout les

4e7e PROPUSITION = Soient Z C V C.IP:’1 des sous-schémas fermés intégres de P

tels que Z¢sing V

points fermés L satisfont a :

1) LAV =g ;

20)  {supp R.)C H. &

29
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Démonstration.— Il est connu que la premiére condition c¢st ouverte, Supposons-la
satisfaite.
Comme Z ¢ sing V , il existe un point x0 de Z non singulier sur V
En particulier
dim Tv,x =V .
I1 existe un ouvert de la grassmannienne considérée dont les points L satisfont

a
(1) LN Ty =0
Pour un tel L , l'’ensenble des points x de 7Z tels que TV x AL =¢
AS )

est dense dans Z , donc intersecte l'ouvert de 4.6.1°). Soit X, wa point
de l'intersection, on a :

(2) dim TJ(Z,L),x1 N L'V,X1 > dim Z o

Dans l'espace , de dimension n-v + dim2Z , les sous-espaces L

lJ(Z,L),x1

TJ(L,Z),x1'\ TV,x1 sont disjoints d'apres (1). Donc il y a égalité dans (2).

Il en résulte que Z est de multiplicité 1 dans J(L,Z).V .

et

Soit Z' une composante de RL . Tout point ferm?® de Z' n'appartenant

pas & Z est dans HL s donc Z'cC HL , ce qui démontre la proposition.

4.8, PROPOSITION.~ Les notations et hypotheses sont celles de 447+ Soit 7 un

sous-schéma fermé de V , irréductible. Alors

19) W n(z2 xY - 4) x Grass(n,n - v - 1)

est irréductible de dimension
dim Z + dim \f— dim V + dim Grass(n,n - v = 1)
2°) En particulicr, l'un des Gnoncés suivants est vérifi¢ :
a) il existe un ouvert dense de Grass(n,n - v - 1) dont les points fermés

L satisfont a
(2 xY - 8) xiLi=¢ .

L) dimZ + dim ¥ - dimV 30 et il existe un ouvert dense de

Grass(n,n - v - 1) dont les points fermés L satisfont A 3
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aim(W N (2 x ¥ = A) x{L}) =dimZ + dim Y - dim V

Démons tratione— Considérons la projection
Wn(zZ x Y - 4) x Grass(n,n = v = 1) -—3-->z XY ~-4A
On a 3
A" (z,7) ={LlLnzy£o} .
Donc q~1(z,y) est irréductible de dimension dim Grass(n,n - v - 1) - dimV
D'ol 1°).
Considérons la projection ¢
VWN(Z xY - A) xGrass(nyn = v -1) — 5 Grass(nn - v=-1) .
Si elle n'est pas dominante a) est vérifié, Si elle est dominante, on a néces-

sairement d'aprés 1°) dim Z + dim Y - dim V ) 0 et b) résulte de 1°),

448e1¢ COROLLAIRE.- Soient Z ¢ V c,]P]r(l des sous-schémas fermés irréductibles,

Soit ¥ wun fermé de V , irrdéductible.

On suppose Z non contenu dans sing V

1°) Il existe un ouvert dense de la Grassmannienne Grass(n,n-v-1) dont

les points fermés L satisfont &

a) Lnv=9¢ ,

b) dim(RL N Y) ¢aim(z NY) .

2°) Si de plus aucune composante irréductible de Z =Y n'est contenue dans

sing V , on peut remplacer b) par :

eY(RL) £ sup(eY(Z) -1,0)
Démons tration.~ Supposons d'abord que L appartienne a l'ouvert défini en 4.7.
Si a) de 4.8.2°) est vérifié, supposons que L soit également dans l'ouvert
qui s'y trouve défini ; on a :

Lnv=9 ,

RLC_ HL .
HL NYCZANY .

Donc 1°) est vérifié dans ce cas.
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Si de plus, l'hypothése 2°) de 4.8.,1 est vérifiée, dans chaque composante
irréductible I de YN Z choisissons un point fermd X régulier sur V .

Si L est choisi tel que

T =
V,xI 2

ce qui est possible dans un ouvert dense de la grassmannienne cer dim TV x =V
9

LN

alors xI ﬁ’HL , d'aprés 4451 ; 1l'énoncé de 2°) en résulte dans ce cas,
puisque dim RNYL sup(dim Z N Y,0) .

Si b) de 4.8.2°) est vérifié, supposons que L sec trouve dans l'ouvert

qui y est défini, On a

LNn\v=2g ,

R CH

aim(W N\ (2 x ¥ = 8) x{L}) =dimZ + din Y - dim V >0 .
Toute composante irréductible de RL N'Y non contenue dans Z MY est donc
de dimension au plus égale a

dim Z + dim ¥ = dim VvV ,
soit, puisque dim RL = dim Z , toute composante irrdductible de RL Y unon
contenue dans Z NY est de dimension égale A& :

dimZ 4+ dimY -« dimV .
Le 1°) en résulte donc.

Si de plus, l'hypothése de 2°) est satisfaite, on conclut comme ci-dessus :
pour xI point fermé d'une composante irréductible I de Y NZ , rlgulier
sur V , on choisit L dans l'ouvert de la grassmannienne dont les points
satisfont a @

Lf\TV’xI=¢ .
L(\J(xI,Z) =0
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§ 5. Démonstration de 33

On prend C = J(L,2) pour L choisi dans 1l'intersection des ouverts
non vides de Grass(n,n-v-1) suivant :

1'ouvert 449.1, 1°) pour Y = F , ce qui assure a) et b) puisque
dim(F AN Z) {dim 2 et dim R =dimZ si R~ non vide.;

l'ouvert 4.91, 2°) pour ¥ = Yi pour chaque i successivement, ce

qui démontre c).

§ 6o Questiors de rationalité,

La proposition 1.2 est démontrée pour k algébriquement clos.

Supposons k non algébriquement clos. Si k est infini, il existe dans
l'ouvert de Grass(n,n=-v=-1) sur une cloture algébrique k de k , un point
L A coordonntes dans k , donc la construction effectuée ci~dessus démontre

¢tgalement 1.2 dans ce case
Si k est fini, on obtient aussi une extension finie k — k1 , Un

cycle X, ~ 2, tel que X, .Y,  soit défini, Si p = [k1: k] > 1 , on peut
1 "1

trouver un point L de Grass(u,n-v— 1) rationnel sur une extension kz de

X de degré premier A p ¢ en effet dans tout ouvert, non vide de Grassk (nyn=v-1)

il y = des points a coordonnées dans
{ t € X | [k(t) : x] premier a p} .
On a donc un cycle X '\'Zk tel que X2'Yk soit défini.

2
2
Appliquant les Xk-eutomorphismes de k1 (respe kz) on trouve un cycle Z;

tel que

Zy ~ [k1 txjz

Z{ e Y défini,
(respe Zé ~ [kzzk]z ,
Zhe ¥ défini) o

Il existe des entiers a et b tels que :

33
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a[k1 t k] + b[k2 t k] =1 ,
donc on a @

Z'=aq-+Mé~Z N

Z',Y défini,

Ce qui démontre 1.2 dans ce cas.

34



