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VIII-01 

HOMOLOGIE ETALE 

par Gérard LAUMON 

O. Rappels, 

(0«1) Image à supports propres» 

(0.1 •1) Soit k un corps algébriquement clos. Soient X et Y deux 

k-schémas de type fini et f : X > Y un morphisme. D'après Nagata, il 

existe une compactification 

X i X 

f f 

Y 

où X est un k-schéma de type fini, f est propre et i est une immersion 

ouverte» 

Soient A un anneau de torsion et i le foncteur "prolongement par 

zéro" de D(XFA) dans D(X,A) • Alors le foncteur composé : 

Rf, = Rf* i!: D(X,A) > D(Y,A) 

ne dépend pas de la compactification de f choisie. 

Si f : X » Spec(k) est le morphisme canonique, on pose pour tout 

F ( Mod(x,A) 

Hq 

c ;x,p) /7q(RffF) 

(0.1,2) Propriétés de Rff 

(a) commute au changement de base, 

(b) commute à la composition. 

(c) si les fibres de f sont de dim < d , alors R1ffF = 0 pour tout 

• F i Mod(X,A) et i > 2d 

(d) si F ( Mod(X,A) est constructible, il en est de même de RffF 
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(0.2) Morphisme trace» 

Soit p = car(k) , supposons que la torsion de A est première à p . 

Considérons les triples (f,d,F) tels que 

(i) f : X —* Y est un morphisme entre k-schémas de type fini. 

(i i) F i Mod(Y,A) et d est un entier, 

(i i i) i l existe un ouvert U de X tel que f|U : U —> Y soit plat, 

de présentation finie à fibres de dimension < d et tel que les fibres de 

f X-U 
X - U > Y soient de dimensions < d • 

THÉORÈME (0.2«1)»- A tout triple (f,d,F) ci-dessus, on peut associer d'une  

façon et d'une seule un morphisme trace 

Trp E 2 d f £*F(d) > F 

tel que : 

(Var 1 ) il soit f one tori el en F » 

(Var 2) il commute au changement de base» 

(Var 3) il soit compatible à la composition. 

(Var 4) (i) SjL f est fini, localement libre de rang n et si d = 0 , 

alors le morphisme composé 

F > f„£*] f,f*F 
Tr 
f . F 

est la multiplication par n . 

(i l) Si K est un corps algébriquement clos de car p , si f est une  

courbe X » Spec(K) et si d = 1 , alors le morphisme trace 

Trf H2 

c (X,A(1)) A 

s'obtient de la façon suivante : soit X une courbe complète sur K conte­
nant X comme ouvert dense, soit I l'ensemble des composantes irréduc-
— red 
tibles de X (ou X ) pour tout i i I soient Ti le point générique 

de la composante irréductible i et n. 1 ig Ug 
'i 

Alors si on identifie 

H 2 

C 
(X,A(1)) à ,1 par les isomorphismes 
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4 X A O ) ) H 2 

c 
rad A(D) H2(X,A(D) *A X 

le morphisme trace n'est autre que le morphisme 

t A 1 

A 

donné par t((a )) a.n. i i 

(0.3) Image inverse extraordinaire» 

THÉORÈME (0.3«1)«- Sous les hypothèses de (0.2), le foncteur 

Rf, D(X,A) » D(Y,A) 

admet un adjoint à droite partiel 

Rf! 

D + (Y,A) D+(X,A) 

i.e. pour K i D(X,A) L i D+(Y,A) on a 

Hom(RffK,L) - Hom(K,RfL) 

ceci fonctoriellement en K et L , 

(0.3.2) Propriétés de 
Î 

Rf ' 
(a) Si f : X — » Y est une immersion fermée, alors t 

Rf ^x OÙ rx 

est le foncteur "faisceau des germes de sections à support dans X 11 • 

(b) Si f : X > Y est lisse de dimension relative d , alors Rf 

admet pour adjoint à droite le foncteur 

K - > f*K(d)[2d] 

avec pour flèche d'adjonction le morphisme trace (dualité de Poincaré). 

(c; Si F est un faisceau de A-modules constructibles, Rf F est à coho-

mologie bornée constructible (exposé 7). 

Remarque (0.3.3).- On notera Do X,Zl la catégorielle des complexes construc­

tibles de 7Lç faisceaux» Tout ce qui a été dit auparavant s'étend à ces caté-

gories (voir SGA 5) puisqu'on a les théorèmes de finitude pour Rff et Rf • 
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1 « Complexe dualisant» 

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p f soit e 

un nombre premier / p • 

DÉFINITION (1 «1 ) « - Soit rr : X ». Spec(k) un k-schéma de type finiy on 

appelle complexe dualisant et on note T X̂ le complexe constructible de 

7L -faisceaux RTT Zl Bc x ,z^) 

THEOREME (1*2) (Deligne) - Si on note DX(°) le foncteur RHom(.,Tx) de 
Dc X,Zl dans elle-même, alors le morphisme naturel 

I D — » V D X 

est un isomorphisme» 

COROLLAIRE (1 *2«1 ).-Soit x un point géométrique de X • Soient v(x) 

lfhensélisé strict de X en x , {x} l'image de x dans X et {x} 

son adhérence• Alors si Ô = dim{x} , on a un isomorphisme canonique 

T X.x RHom(Rr {x} (V(x) ,2Z 
i' 

Zl [26](ô) 

et donc on a les suites exactes 

0 » Hom H q+2ô*l 
{x} 

(v(x),a^ Cl/Zl H: q 
T « 

X,x 
-0 Hom 

q+2ô 
H {x} ;v(x),Z£),2Z^)->0 

En effet Rf {x} (V(x),2^) est la fibre en x de RHoml ZZ 
i, {x} 

Zl OÙ 

e,{x} est le faisceau caractéristique de {x} dans X .Or Z^RHom(Tx,rx) , 

donc R Hom ZZl,{x} ,7L% est la fibre en x de 

R Hom (ZZl 
{x> RHom(T ,:T ))gRHoni Tx ZZl,{x} R Hom( ZZl,{x},Tx) 

Or RHoml ZZl,{x} TX 
T{x} et donc on a un isomorphisme. 
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RL 
{x} ,(v(x),Z R Korn TX TL r { x } } x 

Hais au voisinage de x f point générique de {x} T{x} est isomorphe à 
GO 
QQ 

Ô[26] (car {x} est lisse au voisinage de x ) ? d'autre part la coho-

mologie de T & "X ZZe,{x} est localement constante au voisinage de x dans {x} 

Donc 

Енотов {-y)x,T{x})x Е н о т о в {-y)x 
T{x},x' 

d'où 

RL 
{x} 

;v(x),a ) s R Horn T.,X,ZZE [5)[26] 

dfoù par bidualité l'isomorphisme cherche. 

(1«3) On en déduit les suites exactes suivantes 

0 > T -
a 

q X Lq 
o 

où r et L 

q q 
sont les faisceaux associés aux préfaisceaux suivants : 

Q Hom( H q + 1 

C 
[U,2Z 

e 
Qe/ZZe) 

et 
U i » Homi Hq 

C 
U,ZZe) « e ) 

q a 2d t , = 0 2d donc 

F T 2d X ¿2d 

De plus si U = (u.). , est un recouvrement de X , on a la suite spectrale 

de localisation 

E -Pt < 
1 111 =P +1 

HQ 

c U..2Z 
_i e 

H-P+q 
C 

: x , z e ) 

où i = ( i 0 , . . . , i k ) I i i =1= et U. i U. i 
1 o 

U. 
ik 
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D'où la suite exacte 

if J 

2d H c U. i U3zz e; 

i 
H 2 d 

c 
Ui,ZZe) H2d (X,ZZe) 0 

et par dualité la suite exacte 

0 • H 2 d 

C 
x,ag 

i 
H2 d( 

C 
(Ui,ZZe) 

i» 3 
H2d< 

C 
J. 0 U. %7L ) 
i .1 e 

donc U \ > Homi H 2 d 

c 
X.2Z ),ZZj 

e e 
est déjà un faisceau et pour Uc X ouvert 

V x ( u > Hom H 2 d 

C 
:u,ze),zze) 

PROPOSITION (1 .4) . - Supposons dimX = d , soient (Ci)iCI les composantes 

irréductibles de dimension d de la normalisée de x A 
red 

et P. : C. —*X 
i i 

les projections canoniques» Alors le faisceau q X est canoniguement iso­

morphe à 
ii I 

p. u <8>d 

En effet si Uc X est un ouvert tel que ured soit lisse et équi-

dimensionnal cUdim d , alors par dualité de Poincaré sur U f 

Hom H2d 

c 
(UZZe) ZZe 

TT (U o 
ê 
QL 

Si Vc Uc X sont deux ouverts de X tels que dim(U-V) < d , on a pour 

des raisons de dimensions 

H 2 d 

C 
(UZZe) H 2 d 

C 
:v , z e ) 

D'où clairement la conclusion» 

PROPOSITION (1»5)»- Soient f : X — » Y un morphisme entre schémas de type 

fini sur k êt K i D b(Y,Z e) supposée constructible» On a alors un isomor­

phisme canonique 

DXf*DYK Rf'K 

Soit en effet L i D(X,Z ) on a Hom( L, D ( f*D K) NOMI LOf*DYK,TX 

or par définition de, l'image inverse extraordinaire 

Hom 0-
kL © 

f̂ DYKfRrr̂ 2Ze Hom RTTX! L è £*DK)FZ 
Y e 

mais 

RTTx! L <K> f*DJ ^Y! Rf, LOf*DYK 
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et donc par formule de projection 

RTTX! (L <# £*D, JC) R T TY! ,Rf,L ® DI) 

par suite 

Horn [L,Dxf*DYK) Horn R T TY! Rf L D yK),2 e) 

et donc par dualité absolue sur Y 

Hom(L,Dxf*DYK) Hom(RfjL ® DyK,rY) 

dfoù par définition de Dr et bidualité sur Y 

Hom(L,Df*D t) Hom(R£ L.D (D^) ) Hom(RffLfK) 

ce qui démontre la proposition par unicité de l'adjoint. 
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2, Homologie, 

DEFINITION (2.1 ) • - Soit X un k-schéma de type fini (k algébriquement  

clos) • On appelle homologie localement finie de X à valeurs dans TL^ , 

le groupe gradué H (X,2Zj • e 3H'(x,rx) On a donc II 
A i (X,ZZe) ̂ f ^ X , ^ ) 

PROPOSITION (2.2).- (i) les H.(XfZ ) 
1 e 

sont des Z -̂modules de type fini. 

(i i) On a un isomorphisme 

H#(XfZ ) = HaRHom(Rr (X t E e ) ,Z ) 

et, par suite, on a les suites exactes 

0 » Hom(Tors H
i + 1 

C 
: x , a e ) ) f ( ç eA e) n.(x.a ) 

1 * e 
Hom(H (X.2Z ),E ) • 0 

c 1 e ' e 
pour tout i . 

(i) résulte du théorème de finitude de Deligne. 

D'autre part Er (XFZÊ ) = RTT.Z, c ' e ! e si TT : X — » Spec(k) est le morphisme 

canonique, donc par dualité : 

RKom(RT (x ,Z5 e ) t 2 e ) = R IIom(ZZe,Tx) 

d'où (ii) car 

RHom(2Ze,rx) RT(X,RHoml (X,ZZe) 

= Rr(X,rx) 

(2.3) On déduit de ( i i ) , par bidualite le résultat suivant 

Rf (Xf2Zj = RHom(Rr(X,rx)f2Zj 

donc les suites exactes pour tout i 

0 > Hom(Tors(l-I (X,Z ) , d?e /ZJ - H 1 + 1 

C 
X f2 e) Hom(H. AX9ZL ),E ) > 0 

v 1+1 7 e e 
Par suite on a deux accouplements 

1 H.(X,Z£ ) © HX(X,2Z ) • 1 . e c * e TL 
e 

(D Tors(H.(XF2Z ) ) 7ors(ir+x(x,zg; Q /zz, 
e' e 

Le premier est parfait modulo torsion. Le second est parfait. On les note 
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respectivement 

(».$) 
a 

3 

et 

(o?,ß) i—* Tors(a,ß) 

On déduit du premier accouplement et du cup-produit : 

U : Rr(X,Z )<£ КГ (X,7L ) > ИГ (x,2Z ) 
' e c e c e 

une structure de module de H#(X,ZÊ )̂ sur l'anneau (pour le cup-produit' 

K#(X,Z ) 
e 

Pour a £ H-(X,Z ) et y C H#(X,Z ) on notera a r\ y cette 

structure de module. On a par définition 

» n Y 
P = 

Y 
aUB 

pour tout ß * K"(Xf2Ze) 

PROPOSITION (2.4)«- Si dim X = d , on a : 

(i) II.(XtZZ ) = 0 pour i < 0 et i > 2d • 

(Ü) H (x,z ) 
o e 

est le 7L^ -module libre engendré par les composantes 

connexes propres de X 

( ü i ) H 2 d ( x , z e ) ( - d ) est le ZZ -module libre engendré par les composantes 

irréductibles de dimension d de X « 

Comme Tor i!° 
C 

[X,2L )) = 0 
e 

on a H (x,z ) nom H1! 
C 

XZZe)ZZe) pour 

i < 0 or H1! c X,Z ) = 0 pour i < 0 donc H. (X,Z& ) = 0 
i e 

pour i < 0 

Pour i > 2d on a H 1 

C 
Xae ) = о donc H.(X,2Z ) 

i e 
Hon H1 

c (X,2Z )fZS ) 

est aussi nul d'où (i) 

On a la suite exacte 

Hom( Tors :H1! 
c 

x f a e ) ) .Q e A e ) H (x.z ) 
o e 

H°( 
C 

x , zg v i. 0 

donc pour montrer ( i i ) , il suffit de voir que Tors H1. 
C 

x f a ) ) = o 
e 

Or 

soit X un k-schéma propre contenant X comme ouvert, alors on a .la suite 

exacte 

H°(X - X,2Z ) - H1: X,2Ze) H1 (Xf2Z ) 
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comme H° est sans torsion, il suffit de voir que Ĥ (Xf5Z ) est sans 

torsion, ce qui est bien connu. 

Enfin, si (Ci)iCI sont les composantes irréductibles de dimension d 

de la normalisée de red on a vu que 

H2dTx 
ii I 

Pi*ue Od 

où p. : C. — » X i i sont les projections canoniques, donc 

H2d X,Z ) (-d) 
ii I 

r(c , Z ) 
i e 

d*où ( i i i ) . 

3» Classe fondamentale. 

(3*0) Soit X un schéma de type fini de dimension d sur un corps algébri­

quement clos. 

Soit (C.)i i C I. „ T la famille des composantes irréductibles de dimension d 

de la normalisée de xred • Soit p_̂  : —* X la projection canonique et 

soit la multiplicité générique de Ĉ  dans X • 

On a alors 

H 2 d (x ,z e ) ( -d) 
i€ I 

r(c.,2 e) 

on a donc un élément canonique « h de H2d ;x ,z ) ( -d) en posant 

[x]h 
i a 

n. 1 1c. 
1 

DÉFINITION (3.1) [x]h est appelé la classe fondamentale de X 

PROPOSITION (3.2) Si X est lisse, de dimension d , et équidimensionnel, 

alors HB(XfZ£ ) ( - d est le K#(X,Z ) •module libre engendré par [x]h 

En effet sous les hypothèses de la proposition X̂ ' e 
O d [2d] donc 

H.(X.Z ) 
i e 

:-d) H2d-i (X,ZZe) 

et en particulier 

H2d ;x,2Z ) (-d) H°(X,Z E) 
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l'élément Cx]h correspondant à 1^ 

Le cup-produi t 

Hj(X,Z ) H2d(X'2e) ("d) 2d-j (Xf2Z ) (-d) 

se réinterprète alors comme le cup-produit 

HJ(X,2Ze) H°(X,zg U HJ(X,2Z, ) 

et comme nJ(x,ze) 
av—^a u1y 

Hj(XfZ ) est un isomorphisme, il en est 

de même de Hj(XtZ ) 
at^ot n[x] 

2d-j (X,Ze) (-d) d'où la conclusion. 

4. Fonctorialité ordinaire - Kunneth - Formule de projection. 

(4.0) Soit £ : X ï Y un morphisme propre entre schémas de type fini sur 

k algébriquement clos. On a alors un morphisme de complexes 

Rr (f) c RT (Y.2Z ) 
c e 

RT (x .z ) c ' e 

par dualité, on en déduit un morphisme 

= H#(£) : H#(X,2Ze) >H#(YfSe) 

qui est fonctoriel en £ . 

Soient X , Y deux k-schémas de type fini, on a un morphisme de com­

plexes de faisceaux 

T 
X̂ 

T Y 
m 
X̂ x Y 

PROPOSITION (4.1).- C'est un isomorphisme de complexes et on a les suites 

exactes 

0 
r+s = 1 

H (X) <8> Hg(Y) II (X X Y' 
r+s = i - 1 

Tor(Hr(x),Hs(Y))->0 

PROPOSITION (4.2).- Soit f : X Y un morphisme propre entre k-schémas 

de type fini, pour tout a i H (X) et P i H*(Y) on a 

i*(<* r\ f*ß) = f*(cv) r\ ß . 

En effet si a i H (X) B i HJ(Y) 
c 

alors pour tout x £ c :y) on a 
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f*(a Af*B) 
X -

aAf*B a 
f*x u £*B 

or f** commute au cup-produit, donc 

f*(a Af*B) 
x= 

a 
f*(xuG) -

*** 
XUB = 

(V*)np 
x 

d'où la conclusion. 

5. Fonctorialité extraordinaire. 

Considérons les couples (f,d) où £ est un morphisme £ 
X — — » Y 

entre 

schémas de type fini sur un corps k algébriquement clos et où d est un en­

tier tel que . f vérifie la propriété : 

(*)^ : il existe un ouvert Uc X tel que f|̂  soit plat, de présenta­

tion finie à fibres de dimension ^ d et tel que f|X-U soit à fibres de 

dimension < d . 

THEOREME (5.1).- On peut associer à tout couple (ftd) ci-dessus un homomor­

phisme gradué de degré 2d • 

f* = H;(f) : Ha(Y) H •+ 2d (x)(-d) 

vérifiant les propriétés suivantes : 

(EXTRA 1) compatibilité à la composition. 

(EXTRA 2) changement de base propre. 

(EXTRA 3) linéarité par rapport au cup-produit. 

(EXTRA 4) Kunneth i (f x g)* = f* S3 g* 

(EXTRA 5) Normalisations 

(i) SjL f est fini localement libre de rang n et si d = 0 , alors  

le morphisme composé 

Hi(Y) f* H.(x) f* Hi(Y) 

est la multiplication par n . 

(Il) Si Y = Spec(k) et si dim X = d , alors 

f*(ly) « h H2d (x)(-d) 
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En effet on dispose d'un morphisme trace 

Trf R£t7L (d)[2dl > 7L 
! e e d'où un morphisme 

Tr 
f 

id : Rf Z (d)[2d] x Y T'Y 

qui par la formule de projection se récrit 

Tr S id : Rf f»r (d)[2d] >T 

et donc par adjonction, fournit un morphisme 

f»T (d)[2d] Rf TY = Tx 

d'où en passant à la cohomologie, des morphismes : 

f* : H.(Y.Z£ ) 
i e 

i+ 2d (x f a ) ( - d ) 

Les propriétés (EXTRA) résultant alors des propriétés (VAR) de Tr̂  • 

En particulier soit 3P _IL^X un fibre projectif de rang d , on a un 

morphisme 

TT* : H.(x,Z ) ' K . + 2d [P , E e ) ( - d ) 

d'où un morphisme 

H . ( x t z e ) 
H#(X fZ ) 

H#(P tE ) •+2d P,2Z e)(-d) 

donné par a ® P • — » TT*C* n P 

PROPOSITION ( 5 . 2 ) L e morphisme ci-dessus est un isomorphisme» 

Provient par dualité de l'énoncé correspondant en cohomologie. 
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60 Classe d'nomologie associée à un cycle. 

Soit X un schéma de type fini sur k algébriquement clos. On pose 

H (x) = HojL(Xf2Z ) ( - i ) 

et H fx) = © H,(X) 
1 

On note Z(x) le groupe additif des cycles de X , 

THEOREME (6,1)•- Il existe un homomorphisme additif, fonetoriel pour les  

morphismes propres 

c l x z.(x) > H (X) 

uniquement déterminé par la propriété : "pour tout X , l'image du cycle 

fondamental de X est la classe fondamentale"• 

De plus cl commute à la fonctorialité extraordinaire pour les morphismes  x. 
plats. 

1 - Soit en effet Z c X un sous-schéma réduit irréductible, par fonctoria-

lité si i : Z(—>X est l'inclusion (qui est propre), on doit avoir 

(*) cl x ([Z]) = i . ( [ z ] h ) 

où [zl est la classe fondamentale de Z daiis u Jh H#(Z) et où i* H.(z)->H.(x) , 

Ceci montre l'unicité de c l x 

2 - Définissons donc clx par la formule (*) et par additivi té. Vérifions 

la fonctorialité ordinaire : soient f : X —> Y un morphisme propre, Z c X 

un sous-schéma intègre, f(z) l'image de Z muni de sa structure réduite, 0 

a un diagramme commutatif 

Z < i X 

f* f 

f(z) 3 Y 

d'où un diagramme commutatif pour d = dim Z 
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(f|z)* i* 
Hd(x) 

(£ ] 2 )* f* 

H d(f(z)) 
j* 

Sd(Y) 

3 - Si dim f(x) < d , on a Hd(f(z)) = 0 et f,([zl) = 0 (dans Z ( Y ) ) 

donc on a cl y (f*([z])) = 0 et ^C1 X([Z]) **• i*([z] h ) = j * ° ( f | z ) * ( [ z ] h ) = 0 

donc on a bien dans ce cas fwcl ([2]) = cl Y (£j[Z])) 

4 - Si dim f(z) = d alors on est ramené par fonctorialité à vérifier que 

C^([z])]h C^([z])]h 
i.e. on peut supposer X , Y intègres, dim X = 

dim Y , Y = f(x) et Z = X • Quitte à se restreindre à un ouvert de Y , 

ce qui ne change par l'homologie de dimension maximale, on peut supposer f 

fini et plat et il faut alors vérifier que 

**(M h) = degf. [Y] 

puisque 
i*(M) = deg f.[£(x)] = deg £.[Y] 

Mais on a (EXTRA 5) ( l ) f donc le composé 

Hd(Y) f* Hd(Y) f* 
H D (Y) 

est la multiplication par deg.f 

Donc f.(f»([y]h)) degf.[Y]h 
Or on a par (EXTRA 5)(ll) et (EXTRA 1) 

(**) ^ ( [ Y ] H ) = [X] h 

d'où la conclusion. 

5 - Pour la fonctorialité extraordinaire pour les morphismes plats, on se 

ramène par linéarité à montrer que si Z est un sous-schéma intègre de Y 

et si f : X —> Y est un morphisme plat, on a 

cl x(f*[z]) f*clY([z]) 

or on a le carré cartésien 
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f"1(z) i X 

fl"1 
f(z) 

= g f 

z 
j 

Y 

Donc par changement de base on a 

f*ciy([z]) = f*i„[z] = j*g*[z] 

or g*[z]h = [f"1(z)]h (c'est la formule (**) ci-dessus) donc 

f*clY([z]) = clx(f*[Z]) 

ce qu'il fallait démontrer (on n'a pas ici à supposer f (z) / si on fait 

la convention H.(^) = 0 ) • 

Rappel (6.2)Deux cycles Z^f Ẑ  (. zn(x) sont dits algébriquement équivalents 

s'il existe une courbe lisse connexe C , un cycle W ( Z^(XxC) tel que si 

W = 
a 

m [V/ J où W -a 
ax XxC est un sous-schéma intègre alors TT \J —>C 

restriction de la seconde projection soit plat, et s'il existe deux points fer­

més V V c tels que 

3 
a 

\ i 
a a 

a [ti]) = Z. 
i 

pour i = 1,2 où p : X x C X̂ est la première projection. 

THÉORÈME (6.3). Soient Z , Z £ Z (X) 
1 2 n ' 

deux cycles algébriquement équivalents. 

Alors 
cVzr clx(Z2) 

Par linéarité on peut supposer que m = 0 pour ' o m 
o 

= 1 et 

donc W = [Wc*o] f i.e. on peut supposer que V c-i» X x C est un sous-schéma 

intègre. On note TT la restriction de la seconde projection à V7 , par hypo­

thèse TT : V » C est plate. Quitte à plonger C dans une courbe projective 

C qui contient C comme ouvert dense, à remplacer \J par son adhérence W 

dans X x C et à prolonger TT en TT : ¥ —^ C qui restera plat, on peut 

supposer C propre/k « 
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Par fonctorialité ordinaire il suffit de montrer que 

c U n * [ t ]) cUn*[t2 ]) 

Comme TT est plat, par fonctorialité extraordinaire 

fl*clc([t.]) fl*clc([t.]) 

pour i = 1,2 . Donc il suffit de montrer que clc([t.]) clc([t2]) i.e. 

par dualité que pour tout 

a i H (C,Z ) 

on a a(t ) = o(t2] ( C est propre et H1(C,Z ) est sans torsion donc 

HO(C) Hom(H°(Cf2Z )fEe)) or ceci résulte de la connexité de C 

COROLLAIRE (6.3«1)«-Si, X est un schéma de type fini 

clx z.(x) H (x) 

se factorise à travers A.(X) en une application additive notée encore 

clx A.(x) > H#(X) 

du groupe de Chov de X dans l'nomologie localement finie de X • 

Remarque (6.4).- Si X est lisse et équidimensionnelle de dimension d sur 

k algébriquement clos on a en posant : 

H'(X) = H2'(X,Z ) ( . 

1•isomorphisme 

Hd-i(x) n[xl 
Hi(x) 

donc il existe pour z i A.(x) = A "^(x) un unique élémenl clX(z) € H ^ X ) 

tel que cl (z, [x]h clx(z) D'où une application classe 

cl / / ( X ) >H*(X) 

quand X est lisse et équidimensionnel de dim d sur k • 
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7. Intersection, 

(7»0) Soit X un schéma quasi-projectif sur un corps k algébriquement clos. 

Soit E(x) l'ensemble ses classes d'isomorphie des fibres vectoriels sur X • 

Pour tout c C E(x) et tout i i {1f#»#|rgc} , on se donne une indéterminée 

C .On appelle anneau des opérateurs de Chern universel l'anneau quotient c.i 
2Z[ {C . 1 c.i c i MX),1 ^ i ^ r g c } ] . 

où B est l'idéal engendré par les relations classiques que vérifient les 

classes de Chern» On note cet anneau Och*(x) , i l est gradué si l'on pose 

degré (C . = i 

Soit H-(X) = 
i 

H 2 I l , Z (i) la théorie des classes de Chern 1-adique 

fournit un homomorphisme d'anneaux gradués 
QX Och*(x) » H*(X) 

donné par $ ( Cc,i- C.(E) où E est un fibre vectoriel de la classe 

d'isomorphie c et C.(E' h H 2 1 x f a e ( i ) ) est sa i-ème classe de Chern 

(SGA 5). 

L'anneau Och*(x) opère comme on l'a déjà vu sur A«(x) • D'autre part 

le cup-produit 

H 2 : (x,a (i; H2j 
(X,ZZe(-j)) 

h2(j-ì: ;x,a ( - ( j - i ) ) ) 

définit une opération de H*(X) sur H.(x) 

THÉORÈME (7.1 ) » - L'application c l x A.(x) » H.(X) est une application 

§-semi-linéaire du Och*(x)-module A.(x) dans le H*(x)-module H.(x) 

1 - Par linéarité, on est ramené à vérifier que pour tout fibre E sur X , 

tout entier i , 1 ̂  i < rg E et tout sous-schéma fermé intègre Y de X , 

on a 

(*) c l x C c . i ^ > C.l i » n cix(y) 

(avec les notations évidentes). 
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2 — Soit i : Y • X l'inclusion, par les formules de projections pour i , 

on se ramène au cas Y = X et y = x « Soit alors p : X * X la normali­

sation de X , alors de même, les formules de projections pour p permettent 

de supposer X = X , i.e« X normal. 

3 - Soit TT : 3P(E) —»X , le fibre projectif de E • Alors n*E possède un 

quotient L de rang 1 • Définissons N par la suite exacte 

0 > N c > E * L » 0 

on a alors les formules 

G (TT*E) = C (N) + C (L).C (N) 

0 = C + C mC 
rr*e,i n,i c,1 n,i-(avec les notations évidentes). Or les morphismes TT* : H.(x) —> H.(P(E)) 

et TT* : A.(X) — • A . ( P ( E ) ) sont injectifs, donc par récurrence sur le rang, 

on peut se ramener au cas rg E = 1 «En écrivant E = E' ® (E")V où E' , 

B" sont des fibres sur X de rang 1 ayant des sections, on peut supposer 

que E a des sections. 

4 - Soient U le lieu lisse de X et j : U c—̂  X l'inclusion, comme 

dim(x - U) ^ d - 2 , s i d = dim X , ( X est normal), on n'a que les fonc-

torialités extraordinaires 

J*: Ad-1 (x) --> Ad-1(U) 

et 
j * V-2(X)- S2d-2(U) 

sont injectives. Par suite, on est ramené au cas X = U , i.e« au cas X lisse» 

5 - On peut donc supposer X lisse, E fibre de rang 1 sur X ayant une 

section a , et on a à montrer 

clx(Ce>1.x) C (E) n clx(x) 

Soit W le sous-schéma de X des zéros de o* , on a C „ «x = w , si w 
c,1 

est la classe.de [w] dans A. (x) . On doit montrer que cl (w) = C (E) 

dans H2(X,2Ze(l)) ce qui résulte de SGA 5» 
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THEOREME (7.2)Soit f i X —> Y un morphisme quasi-projectif d'un schéma X 

de type fini sur k dans un schéma quasi-projectif lisse sur k • Alors pour  

tout v C A.X et tout w ( A*Y on a 

cl x(w. fv) f*clx(w) rs cl x(v) 

dans S.(x) i.e. l'application 

clX ! A.X » H.(X) 

du A*Y-module A.X dans le H*(x)-module H.(x) est f*cl - semi-linéaire 

où Y 
f* cl 1 

A*Y clY 

H-(Y) f* H-(X) est le morphisme d'anneaux composé 

de la classe cohomologique et de la fonctorialité pour f 

COROLLAIRE (7«2.1).- Si X est un schéma quasi-projectif lisse sur k algébri­

quement clos, l'application 

clX : A*X » H#(X) 

est un homomorphisme d'anneaux. 

(7»2.2) Preuve du théorème. 

1 - Par linéarité et par le "moving lemma", on peut supposer que v (resp w) 

est la classe du cycle associé à un sous-schéma intègre V de dimension p 

de X (resp W de codimension q de Y ) et que V et W sont en bonne po­

sition (i.e. que toutes les composantes irréductibles de V r\ f *(w) sont de 

dimension p - q ) . 

2 - En utilisant la formule de projection pour l'inclusion V <•—» X , on est 

ramené au cas où V = X et v = x est la classe fondamentale de X dans A.X • 

3 - On peut alors supposer que f est une immersion. En effet comme f est 

quasi-projectif, i l existe une factorisation 

X i 
Y P 

fx f 

Y 
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où i est une immersion et TT est la projection canonique. Comme i est 

une immersion fermée, on a par hypothèse 

lX rr*w .. x) 1 Ì*C1 ! 'rr*w) r\ clx(x) 

Or clP< TT* = TT* o cl (en effet comme TT est plat, cl «TT TT*o clY donc 

il suffit de voir que le diagramme ci-dessous commute 

A*Y 
clY H* (Y) 

TT* 

K*P 
clP 

H-(P) [Y]h 

n[P]h 

A.Y— 
clY 

•H.(Y) 

A.P 
clp 

H.(P) 

Ce qui résulte de la forme fl"Mh - [ P I ) . 

Par suite : 

cl (v, x) = cl (TT*V. x) f*clY(v) n clx(x) 

4- On s'est donc ramené à la situation suivante : f : X «—> Y est une immer­

sion d'un schéma intègre X dans un schéma lisse quasi-projectif sur k , 

W <—> Y est un sous-schéma intègre fermé en bonne position par rapport à X • 

On note n la dimension de X , q la codimension de W dans Y , de sorte 

que W n X est de dimension pure n-q . On veut montrer dans cette situation 

la formule 

cly(v. x) = f*cl Y(w) r\ cl (x) 

5 - Pour cela on va être amené à se localiser le long de ¥ • Plus précisément 
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soit i : W<—» Y l'inclusion et soit T le complexe dualisant de Y , 

TY =Ze[2d](d) où d = dim Y puisque Y est lisse. Le complexe dualisant 

TW de W n'est autre que RiTY par suite 

H.(WtZ ) i * e -m1 (WTW) H-iw 
(Y,TY) 

donc 
H.(W,2 ' i ' e 

H2(d-i) 
W 

(Y.2Z ) (d) 

et donc 
H (W) H 

d-i' (Y) 

où H*2 :Y) H2j :Y,2Ze)(j) 

On a par suite un diagramme commutatif 

H (W) 
i* 

H.(Y) 

IS S 

H 
W 

d-i) (Y) i* H^CY) 

où a est l'application canonique, donc comme clY(w) i*cl,,/w) il existe 

un élément canonique 4 M ¡9 Y) tel que a <4(w)) clY(w) c'est 

l'image de clW par 1'isomorphisme d-q (w) 5g(Y) 

On a le diagramme commutatif 

H2 
W 

a 8q(Y) 

f* f* 

hQ 
X 

W(x) a nq(x) 

où a et p sont les flèches canoniques, donc on a un élément 

f* clj(w) H4 X(x) 

tel que P1 f* clWy(W) f*cl (w) 

On peut définir un cup-produit 

^i 
w 

x(x) H.(X) H. . (XnW) 

et on a alors un diagramme commutatif 
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н* ( х ) 0 н О с ) n (xnw) 
n-qv 

R © id f* 

Hq(x) © H (x) H (X) n-q 

Par suite, on est ramené à montrer la formule suivante : 

( * ) clxm w*fx f*cl W (w) clx(x) 

Lemme de localisation (7»2.3) .- Soit U c Y un ouvert, on no ter g xu = X r\ U 

W = W n U fu s Xuc >u la restriction de f , w la classe de V 

dans A*U , XU la classe de Xu dans A#XU et <*>« la formule 

CLx 
u 

Wu V f xu u f*U 
U 

u 
W(u) cl 

XU 
xu) 

Alors la formule (*) est vérifiée si et seulement si la formule (*)U est 

vraie pour U parcourant un recouvrement ouvert de Y • 

En effet, soit U un recouvrement ouvert de Y et pour tout U Z JJ , 

: U'—> Y l'inclusion. De la suite spectrale de Mayer-Vietoris, on déduit JU 

que l'application 

H (x n W n-q 

TT 
uc u TT 

U6 U 
H 
n-q 

i u n x n w) 

est injective. Par suite la formule (*) est vérifiée si et seulement si les 

formules j*((*)) = (*)y sont vérifiées pour tout M i U • 

6 - Pour montrer la formule (*), on peut supposer que f : Xc— .̂Y est une 

immersion fermée (en effet X est localement fermé, donc l'assertion résulte 

du lemme de localisation). 

7 - Pour démontrer la formule (*) , on peut supposer W lisse, localement 

intersection complète de diviseurs lisses. Pour cela on se ramène à la diago­

nale. Posons Xf = X x W f Y' = Y x Y , f = f x i : X1 c — » Yf où i : wVe-» Y 

est l'inclusion, W1 = AY (où Ay est la diagonale de Y x Y ) et soient w' 
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la classe de W1 dans A*Y» et x1 la classe de X1 dans A.X1 • Comme 

est lisse, localement intersection de diviseurs lisses dans Y x Y ( Y 

est lisse), on doit montrer que la formule 
AY 

(*) . clx'n W 
v'.fx' f »*c] Y1 

V (v) clxf(x») 

entraîne la formule (*) • On a le lemme suivant 

LEMME (7•2.4)»- Soient Y un k-schéma lisse quasi-projectif sur k , 

Z 
IA 

Y un sous-schéma fermé intègre (a = 1 ,2) « Alors : 

i*c] Y 
Z2 

:»2) CL 
Z1 Y 

CLy 
Z1 

(z1) cl 
V 

Z2 Z2' cly(y) 

2 Z Y CL 
Z2 °2> 

où z est la classe de Z dans A»Z et y la classe de Y dans A.Y • 

Appliquons ce lemme à la situation 

X» = X x V/ f ' Y1 Y x Y ̂ — AY = W' 

où ô est l'immersion diagonale. 

On obtient la relation 

f«*c] Y' 
W' 

(W') clx clX ô*cl 
Y' 
X1 (x').'-k cl (w«) 

d'où d'après (*)1 

ô*cl 
Y' 
X' (x') A (w') w') clx'r\ V/' (x'.f,w') 

ceci dans H.(Ay) ff.(W') Or la première projection induit un isomorphisme 

TT : Ay Y Appliquons TT̂  à la relation ci-dessus, on obtient 

TT̂ Ô*C] Y x Y. 
Xx W 

x © w) r\ cl (y) = cl 
X n W 

[x. w) 

car TT̂  commute à la classe homologique et que ^ ( x ' . ^ V ) = x«fw Or on a 

rr.ô*cl Y x Y 
XXW 

x £> w) dï(x) clY(w) 
w 

donc on obtient 

cWx-fw) cl^x, clY(w) 
w ciY(y) 

= f»cljj(w) [ci*(x) r\ dy(y)] 

= £»clj(w) r\ cl (x) 
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ce qui n'est autre que la formule (*) • 

8 - En appliquant de nouveau le lemme de localisation on peut supposer W 

lisse et globalement intersection complète de diviseurs lisses, i.e. qu'i 

existe une filtration 

W = W 
q 

: W 
q-1 

, C W = Y o 
où 1+1 est un diviseur lisse dans W. 

i 
On note alors 

x n W. 
1 

Si X 

fi f 

w. 
2 

h. 
T. , Y 

les inclusions» 

Supposons que, pour tout i , on ait la formule 

(*)i 
cl(XAW.)nWi+1 1+ f. (wi+*fx) (wi*fx) 

w. 

i+i [vi+i)nclxnw. (Vfx) 

c'est-à-dire la formule (*) pour l'inclusion f. i X H W. > W. 
ili 

et le sous-

schéma intègre i+i de W. , alors i 

cl 
XAW i+l 

v/. .rtx) 
l+X f ' 

f* i clw 
wi 

i+l 
S 1+1 ' clxnw.' 

1 

(wi*fx) 

et donc 

clxnw 
w*fx f* , 

q-1 
=1 q-1 

W 
q 

Cvq) f* 
q-2 

\ -2 
q-1 : V i ) n 

f*clY 
o w 

(w ) A clx(x) 

ce qui n'est autre après avoir regroupé les termes que la formule a démontrés. 

9 - Donc il suffit de démontrer (*) pour tout i , c'est-à-dire démontrer 

la formule (*) dans la situation suivante : f : X «—> Y est une immersion 

et W = D est un diviseur lisse de Y . Soit alors E = 0(d) , alors si 

c est la classe d'isomorphie de E , on a w = d = Cc,1 et d#fX - Cf*c,rX # 

Par suite clY(w) 
w C1,D (E) H1(Y) 

D 
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est la classe de Chern à support de E , donc 

f*c] Y 
'D 

(d) C1.DnX ;f*E) 
"DOX(X) 

est la classe de Chern de f*E à support. On est ramené à montrer la formule 

CLXHD :Cf*c,rX' °1fDn> >E)oclx(x) 

ce qui est une variante à support du théorème précédent. Ceci achève la démons­

tration de notre théorème. 
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