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VIII-Of

HOMOLOGIE ETALE

par Gérard LAUMON

O« Rappels,.

(0e¢1) Image A supports propres.

(0e141) Soit X wun corps algébriquement clos. Soient X et Y deux
k—-schémas de type fini et f ¢ X — Y un morphisme. D'aprés Nagata, il
existe une compactification
X —r 5%
N/
Y
ot X est un k-schéma de type fini, F est propre et 1 est une immersion
ouverte,
Soient A4 un anneau de torsion et i' le foncteur "prolongement par
zéro" de D(X,A) dans D(X,A) . Alors le foncteur composé :
R, = RE, i,: D(X,4) — D(Y,A)
ne dépend pas de la compactification de £ choisie.
Si f 3 X —> Spec(k) est le morphisme canonique, on pose pour tout
F € Mod(X,4)

Hg(x,F) = Hq(Rf!F) .

(0e1+2) Propriétés de RE, .

(a) commute au changement de base.

(b) commute A la composition.

(c) si les fibres de f sont de dim< d , alors Rif'F = 0 pour tout
oF € Mod(X,) et i>2d .

(d) si F € Mod(X,s) est constructible, il en est de méme de RfF .
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VITI-02 G. LAUMON

(0e2) Morphisme trace.

Soit p = car(k) , supposons que la torsion de /i est premiire & p .
Considérons les triples (£,d,F) tels que
(i) £ :X— Y estun morphisme entre k-schémas de type fini,

(ii) F € Mod(Y,A) et 4 est un entier,
(iii) il existe un ouvert U de X tel que f[U : U — Y soit plat,
de présentation finie & fibres de dimension < d et tel que les fibres de

le-U ¢t X-U —>Y soient de dimensions < d .

THEOREME (0+2.1)e- A tout triple (£,d,F) ci-dessus, on peut associer d'une

facon et d'une seule un morphisme trace

Tr, 3 def'f‘*F(d) — F

tel que

(var 1) il soit fonctoriel en F

(var 2) il commute au changement de base.

(var 3) il soit compatible & la composition.

(var 4) (I) si £ est fini, localement libre de rang n etsi 4 =0

alors le morphisme composé

Tr
F — £, f*F = f,f*p______f._,F

est la multiplication par n o

(11) Si K est un corps algébriquement clos de car p , si f est une

courbe X —> Spec(K) etsi d =1 , alors le morphisme trace

Tr, Hi(X,A(ﬂ) ——aA

s'obtient de la fagon suivante & soit ¥ wune courbe complétc sur X conte-

nant X oq SOmme ouvert dense, soit I l'ensemble des composantes irréduc-
-—

tibles de X (ou X ) , pour tout i € I , soient =, le point générigue

de la composante irréductible i et n, = lg(OX - ) . Alors si on identifie
L

- i .
i
Hi(X,A(1)) a AI par les isomorphismes
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HE5a(1) = 120 ,6(1)) 2 65(%,a(1)) = 4T

le morphisme trace n'est autre que le morphisme

t s AI — A

donné par t((ai)) =Can, .

(0e3) Image inverse extraordinaire.

THEOREME (0e341)e~ Sous les hypothéses de (0.2), le foncteur

Rf, 3 D(X,4) — D(Y,4)

admet un adjoint a droite partiel

1
RE' : DY(Y,A) —> DT (X,4)
ises pour K € D(X,A) , L € p*(Y,h) , ona
]
Hom(Rf K,L) = Hom(K,Rf'L)

ceci fonctoriellement en K et L .

1
(0e3e2) Propriétés de Rf .

1
(a) S8i £:X—>Y est une immersion fermée, alors Rf = RTy, ol Ty

est le foncteur "faisceau des germes de sections a support dans X ",
(b) Si £ : X —3 Y est lisse de dimension relative d , alors RE,
admet pour adjoint a droite le foncteur
X — £*x(d)[2d]
avec pour fléche d'adjonction le morphisme trace (dualité de Poincaré).
(c) si F est un faisceau de .A-modules constructibles, Rf‘!F est a coho-

mologie bornée constructible (exposé 7).

Remarque (0+343)+- On notera DC(X,Z,;) la catégorielle des complexes construc-
T
tibles de Z{- faisceaux. Tout ce qui a été dit auparavant s'étend a ces caté-

!
gories (voir SGA 5) puisqu'on a les théorémes de finitude pour Rf, et Rf
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1. Complexe dualisant.

Soit k wun corps algébriquement clos de caractéristique p , soit e

un nombre premier ;{ P .

DEFINITION (1.1)e= Soit m : X — Spec(k) un k-schéma de type fini, on

appelle complexe dualisant et on note TX , le complexe constructible de

1
Z -faisceaux Rﬂ'Z€€ DC(X,Ze) .

THEOREME (142).- (Deligne) - Si on note DX(') le foncteur R]z’om(.,TX) de

DC(X,Ze) dans elle-méme, alors le morphisme naturel

Id — Dxn DX

est un isomorphisme.

COROLLAIRE (1e¢2¢1)e~ Soit x un point géométrique de X . Soient V(x)

1'hensélisé strict de X en x , {x} 1l'image de x dans X et {x}

son adhérence. Alors si § = dim{i} , On a un isomorphisme canonique

Ty x = RHom(RF{x}(V(x),Z{),Z.e) [26](5)
et donc on a les suites exactes

‘ q+26+1 q+28
0 — Hom(H{x} (V(x),Z€) . Qe/Ee) —_ HqTx’x(-é) — Hom(H{x} (V(x),Zﬁ),Zg)-——»O

En effet Rr{x}(v(x),z{) est la fibre en x de RM(E€,{§},Z{) ol
Ze,{)—(} est le faisceau caractéristique de {x} dans X . Or z, '-’RHLm(Tx.TX) .
donc RM(Z«@,{i}’Za) est la fibre en x de
R_I_{_an_(ze’ {)-(-},R_I_*Io_m(TX,TX))d R Hom(Ty ® Zé,{i} , R@(Eg'{x},Tx) .

Or RHom(Z, (= ,47,) =T,-, et donc on a un isomorphisme,
Bon(Zy 0 T = Tixy P
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RF{X}(V(X),Ee) C] RH_om_(TXQS')Ze'{;l ,2’{;})x .

Mais au voisinage de x , point générique de {x} R ]kz} est isomorphe a

Na®'6[25] (car {x} est lisse au voisinage de x ) j d'autre part la coho-

mologie de ]k & ZZe (%) est localement constante au voisinage de x dans {x} .
!

Donc

REon(Ty @ 2, 2ys Tizy), = Ron(Ty € 2, (3), o715y,
d'ou

Ry (V(),Z2,) # REon(T, ,22.)(5)[20]

d'ol par bidualité l'isomorphisme cherché,

(1¢3) On en déduit les suites exactes suivantes

o] — T » H T > L > 0
q qX q
ou T& et Lq sont les faisceaux associés aux préfaisceaux suivants ¢

q+1
U — Hom(Hc (U,z'.e),oe /ze)
et
q
’____)
u Hom(HC(U,Ze),Ze)
q=2d4, Tog = 0 , donc

¥ T, = .
AZGIk L2d
De plus si [/ = (Ui)i€ ; est un recouvrement de X , on a la suite spectrale

de localisation

~Pyq _ q ~p+q
E1 T, EB Hc(Ui'Ze) = Hc (X'Ze)
|il =p+1 =

ol l = (io,o..,ik) ) |.];I =k et Ul = Uloﬂ cee n Ulk .
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D'ou la suite exacte @

d
11 H2 (v, NU,z,). —»,r[q (U z )——-—)H (x,ze)—-—s,o
i,J
et par dualité la suite exacte
o—-—)H 4%,z ) —)TTH (U zZ ) — 1T Hid(UiﬂUj,Ze)

i,

donc U )-——)Hom(Hc (X,Ze),ze) est déja un faisceau et pour Uc X ouvert

szTX(U) = Hom(Hid(U,Ze),Ze) .

PROPOSITION (1.4).- Supposons dimX=d , soient (C ). les composantes

i€I

irréductibles de dimension d de la normalisée de xred et P, : Ci —>X

les projections canoniques. Alors le faisceau [{qTx est canoniquement iso-

morphe a @ pi*peed .
i€l

En effet si Uc X est un ouvert tel que U soit lisse et équi-

red
dimensionnal dedim d , alors par dualité de Poincaré sur U ,

Hom(H (UZ)Z) + u®d .
ﬂ(U)

Si Vc Uc X sont deux ouverts de X tels que dim(U-V) <d , on a pour
des raisons de dimensions
(U Z ) = H (v Z ) .

D'ou clairement la conclusion.

PROPOSITION (1e5)e- Soient £ 3 X —3 Y un morphisme entre schémas de type

- b . . .
fini sur k et X €D (Y,Ze) supposée constructible., On a alors un isomor-

phisme canonique

!
o i

)

L
Soit en effet L € D(X,Ze) , on a Hom(L,DX(f*DYK)) = Hom(L @ f*DYK,TX
or par définition de l'image inverse extraordinaire
L ! 8
Hom(L & P*DYK,RNXZe) = Hom(R‘n’X!(L ® f‘*DYK),Ze)
mais

L Lo
& = ° &
Rrrx!(L ® f""DYK) = Rf!(L £#D, K)

Rty
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et donc par formule de projection
s L \
RnX!(L x-f*DYK) = RﬂY!(Rf!L @ DK)
par suite
, . . L
dom(L,DXf*DYﬁ) = hom(R'r‘rY!(Rf!L ® DyK>,Ze)
et donc par dualité absolue sur Y
1 ¥ ﬂ- -
Aom(L,DXf*DYK) = Hom(Rf!L ® Dyl,lY)

d'ol par définition de D, et bidualité sur ¥

Hom(L,D_£*D_X) = Hom(Rf L,D (D X)) = Hom(Rf L,X)
XY 1T Yy !

ce qui démontre la proposition par unicité de 1l'adjoint,.
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VIII-08 G. LAUMON

2. Homologie.

DEFINITION (2.1).- Soit X un k-schéma de type fini (k algébriquement

clos)e On appelle homologie localement finie de X A valeurs dans Z ’
e

le groupe gradué H (X,Ze) =IH°(X,.’Z’X) « On a donc }Ii(X,Ze) =]H-1(X,TX) .

PROPOSITION (2¢2)e= (i) les Hi(X,Ze) sont des Z -modules de type fini.

(ii) On a un isomorphisme

H, (X,Ze) = HR Hom(Rl"C(X,Ee) ,ue)

et, par suite, on a les suites exactes

- i+
0 —s Hom(Tors(Hc (x,ze)),o)e /Ze) —_— ni(x,ze)
— Hom(H (X,Z ),Z ) —s 0
c e’? e
pour tout i
(i) résulte du théoréme de finitude de Deligne.
D'autre part RTC(X,ZE) =RmZ_  si m:X-— spec(k) est le morphisme
cenonique, donc par dualité :
Jom( RT" =
R Eom(R c(x,ze),zze) Ruom(zze,TX)

dtol (ii) car

RHom(ZZe,TX) = Rr(x,Rggﬂ(zze,TX))
= RF(X,TX) .

(2¢3) On déduit de (ii), par bidualité le résultat suivant
ch(x,ze) = RHom(Rr(x,I'X),zzc)
donc les suites exactes pour tout i
. ool ) . .
0 —> Hom(Tors(in(X,Ze),(De /ze) — H_ (x,ze) S Hom(ni+1 (x,ze),ze) — 0 .

Par suite on a deux accouplements

i
Q) m,(x,2 ) ® (X2 ) —— Z_
: A+, . ;
@ Tors(hi(X,Z.e)) ® Tors(hc (.{,ze)) ; oge/zze .

Le premier est parfait modulo torsion. Le second est parfait. On les note
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HOMOLOGIE ETALE VIIi-09

respectivement
(Q’:B) l—)j 3
o
et
(0yB) —> Tors(aw,B)

On déduit du premier accouplement et du cup-produit :

L
: RD 3 r
U s Rl (x,ze)q ch(x,ne) —_— R.C(X,Ze)
une structure de module de H,(X,Ze) sur 1l'anneau (pour le cup-produit)
H'(X,Ze) e« Pour g« € H'(X,Ze) et v ¢ H'(X'Ze) , on notera o Ny cette

structure de module, On a par définition

f B=f o uB

ony Y
pour tout @ € hC(X,Ze) .

PROPOSITION (244)e- Si dimX =d , on a 3

(i) xxi(x,ze) =0 pour i<O0 et i>2d.

(ii) HO(X,Ze) est le Z_-module libre engendré par les composantes

connexes propres de X .

(iii) sz(X,Ee)(- d) est le Ze-module libre engendré par les composantes

irréductibles de dimension d de X .

.0 . R i

Comme: Tor(xIC(X,Ee)) =0 , ona hi(X,Ze) SN nom(Hc(X,Ze),Ze) pour

i<Qo , or Hz(X,Ze) =0 pour i< O , donc Hi(X,Ze) =0 pour i<O .
. i e . i

Pour i>2d , ona dc(x,ze) =0 , donc rIi(k,Ze)__) }iom(HC(X,Ze),Ee)
est aussi nul d'ou (i) .

On a la suite exacte

e (o] \'s

Hom(Tors(dC\)\,Ze)),Oe/Ze)—-—-) Ho(x,ze) _ Hc(x,ze) —3 0
donc pour montrer (ii), il suffit de voir que Tors(Hl(X,Ee )) =0 . Or
soit X un k-schéma propre contenant X comme ouvert, alors on a.la suite

exacte

1(X - x,ne) —_— Hl(X,Ze) — s (i,ze)
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comme H® est sans torsion, il suffit de voir que H1(i,ze) est sans
torsion, ce qui est bien connu.
Enfin, si (Ci)i ¢ 1 sont les composantes irréductibles de dimension d
<

on a vu que

de la normalisée de X ’
red
- ®d
HQdTX - i?l pi,,(,“‘e

ol pi : Ci — X sont les projections canoniques, donc
Hyy(%,2) (-a) = @D r(c.,z)
€ icr  * ¢

dtol (iii).
®

3, Classe fondamentale,

(3-0) Soit X un schéma de type fini de dimension d sur un corps algébri-
quement clos.
Soit (Ci)iE I la famille des composantes irréductibles de dimension d

. Soit P, H Ci —> X 1la projection canonique et

de la normalisée de X
red

soit ni la multiplicité générique de Ci dans X .
On a alors

Hyy (X2 X 4) = 669 r(c;,z )
i€1

on a donc un élément canonique [X]h de sz(X,Ze)(- d) en posant

[x], =% n. 1 .
by 16

DEFINITION (3e1)e [X]h est appelé la classe fondamentale de X

PROPOSITION (342)e~ Si X est lisse, de dimension d , et équidimensionnel,

alors H.(X,Ze)(- d) est le H'(X,Ze) -module libre engendré par [X]h .

En effet sous les hypothéses de la proposition Tx = .L‘e@d [24] , donc

) L2d-1
ﬂi(x,ze) (-d) =&

(x,z_)
et en particulier

Hoo(%,2) (=) = I{O(X,Ze)

172



HOMOLOGIE ETALE
VIII-11

1'élément [X]h correspondant a 1

X .
Le cup-produit
J
B (x,2,) @ 1,,(%,2) (-d) — H,;_(X,Z ) (=)
se réinterpréte alors comme le cup-produit
nJ(x,ze) ® HO(X,Z.e) <, 2 (x,z)

. QP%UL”X j
et comme I—IJ(X,Ze) —_— H (X,Ze) est un isomorphisme, il en est

Qs r\[X]h

; N .
de méme de H (X,Ze) sz_j(x,ze) (-d) d'olu la conclusion.

4, Fonctorialité ordinaire - Kunneth - Formule de projection.

(440) Soit £ : X —3> Y un morphisme propre entre schémas de type fini sur
k algébriquement close On a alors un morphisme de complexes

ch(f) : ch(y,ze) —_— ch(x,ue)
par dualité, on en déduit un morphisme

;= H.(f) : H_(X,Ze) —_ H‘(Y,Ze)
qui est fonctoriel en f .

Soient X , Y deux k-schémas de type fini, on a un morphisme de com-
plexes de faisceaux

m m
“XgTY — i xy *

PROPOSITION (4e1)e~ C'est un isomorphisme de complexes et on a les suites

exactes

00— & X ® HS(Y) —_— (X XY) — @ Tor(H (x),H (Y)) =0
res=1i T * r+s=1-1 r s

PROPOSITION (4+2)e~ Soit £ ¢ X — Y un morphisme propre entre k-—schémas

de type fini, pour tout & € H'(X) et B¢ H;(Y) on a

flan ) = ()N B .

En effet si o € Hi(X) , BE Hi(Y) alors pour tout x € Hé—J(Y) , on a
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VIiII-12 G. LAUMON

=j =j'f*xuﬁs

| X
“g,(a N £p) o nE*p o

or f*¥ commute au cup-produit, donc
r

X = f*(xus)=|r xug:f X
‘g lane*g) o eea T(£,)N R

d'ol la conclusione

5e« Fonctorialité extraordinaire,

Considérons les couples (f£,d) ol £ est un morphisme X —£ 5y entre
schémas de type fini sur un corps k algébriquement clos et ou d est un en-
tier tel que .f vérifie la propriéteé

(*)d : il existe un ouvert U« X tel que flU soit plat, de présenta-

X-U

tion finie a fibres de dimension < d et tel que fl soit a fibres de

dimension < d o

THEOREME (5.1).- On peut associer 3 tout couple (£,d) ci-dessus un homomor-

phisme gradué de degré 24 .

7 = Hi(f) 2 H(Y) ——n, ,, (X)(-2)

vérifiant les propriétés suivantes 3

(EXTRA 1) compatibilité 3 la compositions

(EXTRA 2) changement de base propre.

(EXTRA 3) linéarité par rapport au cup—produite

(EXTRA 4) Kunneth : (£ x g)* = £ @ g* ,
(EXTRA 5) Normalisations

(I) si £ est fini localement libre de rang n et si d =0 , alors

le morphisme composé

1 (V) —F & (X) —2 1, ()

est la multiplication par n .

(11) si Y = spec(k) etsi dimX =d , alors

f‘*(1Y) = [x}he sz(x)(—d) .
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En effet on dispose d‘'un morphisme trace
Tr_ : Rf,Z (d)[2d] — Z
£ e e
G'ol un morphisme
s . ,
Tr, & id & R.E!Ze(d)[.’zd] ©r, —> T,
qui par la formule de projection se récrit
& id ¢ F 7 (d T
Tr, & id 1rtf!f‘hY(cx)[zd;] — T,
et donc par adjonction, fournit un morphisme
1
m =T
f‘*AY(d)[?_d] —> RET, = Ty
d'ol en passant a la cohomologie, des morphismes 3
£ 3 Hi(Y,zce)___..>Hi+ 2d(x,ze)(- a .
Les propriétés (EXTRA) résultant alors des propriétés (VAR) de Tr, .
En particulier soit P T3 X wun fibré projectif de rang d , on a un
morphisme
™ 2 H(X,2) —> 8 (P, 2 )(-q)
d'ol un morphisme

(%2 )€ oz, B(P,2Z) —>H, 4(P,z )(-d)

donné par o @ £ — o N B .

PROPOSITION (542)e~ Le morphisme ci~dessus est un isomorphisme,

Provient par dualité de 1l'énoncé correspondant en cohomologie.
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6. Classe d'homologie associée a un cycle,

Soit X wun schéma de type fini sur k algébriquement clos. On pose

H (x) = 1, (x,2) (-1)

® ﬁi(x) .

1]

et ﬁ.(X)
On note Z(X) 1le groupe additif des cycles de X .

THﬁORﬁME (6.1).- Il existe un homomorphisme additif, fonctoriel pour les

morphismes propres

cl, : 2,(X) — H_(x)

uniquement déterminé par la propriété : "pour tout X , 1l'image du cycle

fondamental de X est la classe fondamentale',

De plus clX commute a la fonctorialité extraordinaire pour les morphismes

plats.
1 - Soit en effet Z cC X un sous-schéma réduit irréductible, par fonctoria-
lité si i : Ze—s X est l'inclusion (qui est propre), on doit avoir
W) en([2]) = 1,((z],)
ol [Z]h est la classe fondamentale de Z daus ﬁ.(z) et ol i*:i{(z)maﬁjx) .
Ceci montre l'unicité de clX .
2 - Définissons donc ch par la formule (%) et par additivité. Vérifions
la fonctorialité ordinaire : soient f $¢ X — Y un morphisme propre, ZcC X
un sous-schéma intégre, £(2) 1l'image de Z muni de sa structure réduite., On

a un diagramme commutatif
Ze—= X
flz £
8(z) — v

d'olu un diagramme commutatif pour d = dim Z
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~ i* ~o,
Hd(Z) _— Hdix)

(fiZ)*L . 2

fy(e() —— R,

3-35i dim £(X)<d , on a ﬁg(f(z)) =0 et £([z]) =0 (dans 2z (¥))

donc on a cly(f*([Z])) =0 et f*clx([Z]) = £,0 i*([z]h)= j*o(fiz)*([zjh)

donc on a bien dans ce cas f*clx([Z]) = clY(f*([Z])) .

4 - 8i dim £(Z) = d alors on est ramené par fonctorialité & vérifier que

(f|Z)*([Z]h) = [f*([z])]h i.es on peut supposer X , Y intégres, dim X
dimy , Y=£X) et Z=X . Quitte A se restreindre a un ouvert de Y ,
ce qui ne change par l'homologie de dimension maximale, on peut supposer f
fini et plat et il faut alors vérifier que

£,([x].) = deg £ [Y],

puisque
£,([X]) = deg f.[£(X)] = deg £.[Y]

Mais on a (EXTRA 5) (I), donc le composé
~ £ ~
() —F5 8,00 — 7, (v)
est la multiplication par degef o

Donc f*(f*([Y]h)) = degf.[Y]h o Or on a par (EXTRA 5)(II) et (EXTRA 1)
(o) E([]) = [,
d'ou l2 conclusione

5 = Pour la fonctorialité extraordinaire pour les morphismes plats, on se
raméne par linéarit{ a montrer que si Z est un sous-schéma intégre de Y
et si f : X —> Y est un morphisme plat, on a

el (£*[2]) = £*c1 ([2])

or on a le carré cartésien
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VIII-16 G. LAUMON

@) e i x

-1 - g ¢
£(z)

7 ¢ > Y

£|

Donc par changement de base on a
el ([2]) = i, [2], = deo*(z],

or g‘*[Z]h = [f‘-1(z)]h (c'est la formule (xx) ci-dessus) donc

f‘*clY( [z clx(f*[z])

ce qu'il fallait démontrer (on n'a pas ici A supposer f-1(Z) ;(ﬁ si on fait

la convention ﬁ’.(ﬁ) =0 )e

Rappel (6.2) o~ Deux cycles Z1, 22 € Zn(K) sont dits algébriquement ¢quivalents

s'il existe une courbe lisse connexe C , un cycle W € Zn+1 (XxxC) tel que si

. i , RN
W=2m[Ww] ol W —&— XxC est un sous-schéma intégre alors m : UV —C
o o o [+ o [«
restriction de la seconde projection soit plat, et s'il existe deux points fer-

més t t, € C tels que

17 "2

by i *( =
(S 4, ) - 2,

pour i =1,2 ol p s X xC —>X est la premiére projection,

THEOREME (6.3) «— Soient 2Z,, 22 € Zn(X) deux cycles algébriquement ¢quivalents.

1
Alors ch(Z1) = ch(Zz) .

Par linéarité on peut supposer que ma =0 pour o ;! o mo{ =1 et
o

donc W = [Wao] s 1ees on peut supposer que VW iy X x C est un sous-schéma
intégre. On note 1 la restriction de la seconde projection a ¥ , par hypo-
thése M ¢ W —> C est plate. Quitte a plonger C dans une courbe projective
c qui contient C comme ouvert dense, a remplacer Y par son adhérence W

dans X x C et 2 prolonger T en T —_— C qui restera plat, on peut

supposer C propre/k .
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Par fonctorialité ordinaire il suffit de montrer que
* =

clw(rr [t1]) clw(rr*[tz]) .
Comme m est plat, par fonctorialité extraordinaire

clw(rr*[ti]) = 'n'*clc([ti])
pour i =1,2 . Donc il suffit de montrer que clc([t1]) = CIC([tZJ) iees
par dualité que pour tout

o€ HO(C,Ze)

1 .

on a o(t1) = c(tz) ( C est propre et H (C,Ze) est sans torsion donc

ﬁo(C) = Hom(Ho(C,Ze),Ze)) or ceci résulte de la connexité de C .

COROLLAIRE (6¢3¢1)e= Si X est un schéma de type fini

el t 2,(X) — ¥ (%)

se factorise & travers A,(X) en une application additive notée encore

el ¢ b,(X) — i (x)

du groupe de Chow de X dans l'homologie localement finie de X .

Remarque (6+4)e— Si X est lisse et équidimensionnelle de dimension d sur
k algébriquement clos on a en posant @

HY(X) = B2°(%,2_)(.)
1'isomorphisme

nlx],

1 () R, (x)
donc il existe pour z € ﬂi(x) = 1*d—i(x) un unique élément c1X(z) € ?Id_i(x)
tel que C]-X(Z)f\ [x]h = Clx(z) « D'ol une application classe

X ¢ 4°(X) — H'(X)

quand X est lisse et équidimensionnel de dimd sur k .
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7+ Intersection.

(740) Soit X wun schéma quasi-projectif sur un corps k algébriquement clos.
Soit E(X) 1'ensemble ses classes d'isomorphie des fibrés vectoriels sur X .
Pour tout c € F(X) et tout i € {1,eee,rgc} , on se donne une indéterminée
Cc,i » On appelle anneau des opérateurs de Chern universel l'anneau quotient
E[{Cc’i|c € F(X),1 <igrge }]/]?
ol R est 1'idéal engendré par les relations classiques que vérifient les
classes de Chern, On note cet amneau Och®(X) , il est gradué si l'on pose
degré (Cc'i) =i
Soit H*(X) = @ Hzi(X,ZZe(i)) la théorie des classes de Chern l-adique
fournit un homomorph;sme d'anneaux gradués
8y Och®(x) —> H°(X)
donné par Q(Cc’i) = Ci(E) ol E est un fibré vectoriel de la classe
dtisomorphie c et Ci(E) € H2i(X,Zé(i)) est sa i-éme classe de Chern
(saa 5).
L'anneau Och’(X) opére comme on l'a déja vu sur A.(X) . D'autre part
le cup-produit

N H2i(X.z'ae(i))® Hy (X2 (= 3)) — Hyes 5y (%Z (=(5-1)))

définit une opération de ﬁ'(x) sur H,(X) .

THEOREME (7.1)+- L'application cl  t As(X) —> H.(X) est une application

d~semi-linéaire du Och®(X)-module A.(X) dans le ﬁ'(x)—module R(x) .

{ = Par linéarité, on est ramené a vérifier que pour tout fibré E sur X ,
tout entier i , 1 <i<< rgE et tout sous-schéma fermé intégre Y de X ,

on a

(%) clx(Cc’i ey) == C,(E) n e, (y)

(avec les notations évidentes).
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2 - Soit i ¢ Y — X 1l'inclusion, par les formules de projections pour i ,
on se raméne aucas Y =X et y =x o+ Soit alors p ¢ X —» X 1la normali-
sation de X , alors de m@&me, les formules de projections pour p permettent

de supposer X =X , ieee X normal.

3 -5Soit m s P(E) —>» X , le fibré projectif de E . Alors m*E posséde un
quotient L de rang 1 « Définissons N par la suite exacte

0 > N ¢ > E 5 L 5> 0

on a alors les formules
Ci(n‘*E) = Ci(N) + C1(L).Ci_I(N)
a .= C . ) t .
Crc, i Cn,l + CC,1.Cn,l—
(avec les notations évidentes). Or les morphismes m* @ ﬁ.(x) —> . (P(E))
et ™ 3 Ae(X) —> A+(P(E)) sont injectifs, donc par récurrence sur le rang,

on peut se ramener au cas rg E =1 o En écrivant E = E' ® (E")Y ou E' ,

B" sont des fibrés sur X de rang 1 ayant des sections, on peut supposer

que E a des sections,

4 - Soient U 1le lieu lisse de X et j ¢ Ue—sy X 1'inclusion, comme
dm(X - U)gd-2 ,si d=dimX , ( X est normal), on n'a que les fonc-

torialités extraordinaires

(v)

1% e
*ra (X)) —a,

et
% ~
: H
J 2d-2

sont injectives, Par suite, on est ramené au cas X=U , i.es au cas X lisses

(xX)— ,,_,(0)

5 - On peut domc supposer X lisse, E fibré de rang 1 sur X ayant une
section ¢ , et on a a montrer
clx(Ce'1.x) = c1(E)n clx(x) .

Soit W 1le sous=schéma de X des zéros de ¢ , on a Cc X =W , S8i w

1
?
est la classe de [W] dans A.(X)e On doit montrer que clx(w) = 01(E)

dans H2(X,Ze(1)) , ce qui résulte de SGA 5.
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THEOREME (7.2)e~ Soit £ ¢t X —> Y un morphisme quasi-projectif d'un schéma X

de type fini sur k dans un schéma quasi-projectif lisse sur k o Alors pour

tout v € A.X et tout w € A°Y on a
Y
clx(w.fv) = f*cl (w) n clx(v)

dans ﬁ.(x) ieee l'application

Clx : feX —_—— }T.(X)
du A'Y-module A.X dans le H°(X)-module Hu(X) est f*cl - semi-linéaire

Y
ou f£* a¥: Ay =S fe(y) — £ H°(X) est le morphisme d'anneaux composé

de la classe cohomologique et de la fonctorialité pour £ .

COROLLAIRE (7e2e1) e~ S8i X est un schéma quasi-projectif lisse sur k algébri-

quement clos, l'application

cr* i A% — H*(X)

est un homomorphisme d'anneauxe

(72¢2) Preuve du théoréme.

1 = Par linéarité et par le "moving lemma", on peut supposer que v (resp w)
est la classe du cycle associé A un sous-schéma intégre V de dimension p
de X (resp W de codimension q de Y ) et que V et W sont en bonne po-
sition (i.e. que toutes les composantes irréductibles de V f\f_1(w) sont de

dimension p-gq )e

2 - En utilisant la formule de projection pour l'inclusion V&~—> X , on est

ramené au cas ou V=X et v =x est la classe fondamentale de X dans AX

3 - On peut alors supposer que f est une immersion, En effet comme f est

quasi-projectif, il existe une factorisation
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olli i est une immersion et m est la projection canonique. Comme i est

une immersion fermée, on a par hypothése

Clx(ﬂ’*w o x) = i*clP(-rr*w)r\ ch(x) .

Or clPo m o= 1*, clY (en effet comme m est plat, clP o ¥ = ¥, clY donc

il suffit de voir que le diagramme ci-dessous commute

Y ~)
LY cl H(Y)
/] /
™/
/ P X /
jl.P -3 H.(P n [Y]
h
| a(pl,
! cl
¢ X > . (Y)
/ //
/ " r*
/ = A

o

Ce qui résulte de la forme 'rr"[Y:Ih = [P]h).

Par suite 3
Y
clx(w.fx) = clx(rr*w.ix) = f*cl (W) n clx(x) .

4~ On s'est donc ramené a la situation suivante ¢ f ¢ X e—3 Y est une immer-
sion d'un schéma intégre X dans un schéma lisse quasi-projectif sur k ,

WY est un sous-schéma intégre fermé en bonne position par rapport & X .

On note n la dimension de X , gq 1la codimension de W dans Y , de sorte

que WN X est de dimension pure n-q o On veut montrer dans cette situation

la formule
Y
clx(w.fx) = £*cl (w) N clx(x) .

5 = Pour cela on va &tre amené 2 se localiser le long de W , Plus précisément
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soit i 8 Weesp Y 1'inclusion et soit Z& le complexe dualisant de Y ,
J& =ZZe[2d](d) ol d=dim Y puisque Y est lisse. Le complexe dualisant

1
T. de W n'est autre que Ri'7 _ par suite

' Y
-i —i
Hi(W,Ze) =H (w,Tw) =TI, (Y,TY)
donc )
H,(v,2) 2 H%d'])(Y,Ze) (a)
et donc ( )
~ ~ (=i
H%(W) 2 Hw' (v)
ol B 2%,z )06) .
On a par suite un diagramme commutatif
~ i* ~
Hi(w) > Hi(Y)
Is E
ﬁs, d—i)(Y) o 'g'{d—i(Y)

ol & est l'application canonique, donc comme clY(w) = i*clw(w) il existe

un élément canonique clz(w) € ﬁS(Y) tel que a(clg(w)) = clY(w) , Clest
', 15 i o q !

1'image de clw(w) par l'isomorphisme Hd_q(w) oy HW(Y) .

On a le diagramme commutatif

i3(v) Gl > Hi(y)
B

n. ~
B0 ——FB s T(x)
ol ¢ et P sont les fléches canoniques, donc on a un élément
Y ~Ng
£(c1y(v)) € iy ) (%)
tel que B(e*(c1/(w))) = c1tw) .
On peut définir un cup-produit
i ~ N ~ y
H‘_mx(x) ® HJ.(X) -0 Hj_i(xmr)

et on a alors un diagramme commutatif
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Nq - ~ \ ~o
—_—
HWﬂX(X) @ H (X) H (Xf\W)

B ® id li*

) ® # () ——"s H (1)

Par suite, on est ramené a montrer la formule suivante 3

Y
(%) Clx(\W(w'fx) = f*clw(w)fﬂ ch(x) .

Lemme de localisation (7e2e3)e~ Soit Uc Y un ouvert, on notera X;=XNnU ,

WU =wNnu , fU : XUC————9 U la restriction de f , vy la classe de WU

L[]
dans AU , x; laclasse de X; dans AJX; et (*)U la formule

CJ)(U n WU(WU°£UXU) = f{JCI}rJIU(wU) A Clxu(xu) .

4lors la formule (*) est vérifiée si et seulement si la formule (*)U est

vraie pour U parcourant un recouvrement ouvert de Y

En effet, soit { un recouvrement ouvert de Y et pour tout U € [ ,

jU t Ut—» Y 1'inclusion. De la suite spectrale de Mayer-Vietoris, on déduit
que l'application

. ol 3% .

H (xnw) —Z Y S D H (vnxnw

n—-q n—-q

UeEy
est injective, Par suite la formule (*) est vérifiée si et seulement si les

formules jﬁ((*)) = (*)U sont vérifiées pour tout U € I/ .

6 = Pour montrer la formule (*), on peut supposer que f ¢ X Y est une
immersion fermée (en effet X est localement fermé, donc l'assertion résulte

du lemme de localisation).

7 - Pour démontrer la formule (*), on peut supposer W lisse, localement
intersection complete de diviseurs lisses, Pour cela on se raméne a la diago-
nale, Posons X' =X XxW , Y'=YXY , f'=£fxissX'“Y' ol i WeDY
est 1l'inclusion, W' =4, (ol b, est la diagonale de Y x ¥ ) et soient w!

Y
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la classe de W' dans A°Y' et x' la classe de X' dans A.X' o Comme

AY est lisse, localement intersection de diviseurs lisses dans Y xY (Y

est lisse), on doit montrer que la formule

L
(%) el w-(""'fx') = f.*clé’(wy) A CIX'(X')

entrafne la formule (*) o On a le lemme suivant

LEMME (742e4) e~ Soient Y un ke-schéma lisse quasi~-projectif sur X ,
i
® . 4 s e

Zd —> Y un sous-schéma fermé intégre (& = 1,2) o Alors :

Y
1%
11c1Z2(z2) n c1Z1(z1)

{cl‘zf1 (z,) L c1§2<z2)1 el (y)

. Ve
*
12c1Z1 (z1 ) N clzz(zz)

ol z, est la classe de Za dans A'Za et y la classe de Y dans A.Y .

Appliquons ce lemme & la situation
X' =X x W —E 5 v oy x Yl b, ="
ol § est l'immersion diagonale,
On obtient la relation
f‘*c]{;:(w') n ch,(x') = 6*(:1;:()(') I clw'(w')
dol d'aprés (*)!

Y
* ' 1) = ' '
5 clx'(x )N clw,(w ) LN w,(x etV )

ceci dans /I-f.(AY) = i?.(w') « Or la premiére projection induit un isomorphisme

m3A, 5 Y . Appliquons m, & la relation ci-dessus, on obtient
ﬂ*ﬁ*cl)f:;(x @ w) N clY(y) =cly 4 w(x.fw)

car 1, commute & la classe homologique et que ﬁ*(x'.f,W') = Xe W . Or on a
'rr*f)*cl;(!:vYI(x ®w) = clz(x) O d:,{r(w)

donc on obtient

clxmw(x.fw)

[}

[eLy(x) Ueli ()] N cly(y)

erc1l(w) N [e1(x) N el (y)]

f‘*c];‘;(w) N clx(x)
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ce qui n'est autre que la formule (*) .

8 - En appliquant de nouveau le lemme de localisation on peut supposer W
lisse et globalement intersection compléte de diviseurs lisses, i.e. qu'il
existe une filtration

V= wqc wq_1 C e0e C Wo =Y

ou W, est un diviseur lisse dans W, .,
i+l i

On note alors

4o,k

W, e sy
les inclusions,

Supposons que, pour tout i , on ait la formule

W,
_ 1
)3 Lxnw )nw, 1("’i+ oo (Vi) = £l (v Jncly (y (Vi)
i 1+ i i+l i

cl'est-a~dire la formule (*) pour l'inclusion £, 8 XNV, —— U, et le sous-

& s .
schéma intégre wi+.L de wi , alors
Wi
gnw, Vi) = el (0 )n ey gy (e x)
i+l 1+1 1
et donc

wq_1 r wq_2
Ly Ao ) = £3-1 Clwq ("’q) n [fg-z‘:1wq_1 (wq-1)’1 [’"

Y
®e0ccceen (\P%CHJ(W1)F\C1XOOJ‘.J ]
1
ce qui n'est autre aprés avoir regroupé les termes que la formule a démontrés,

9 - Donc il suffit de démontrer (*)i pour tout i , c'est-a-dire démontrer
la formule (*) dans la situation suivante : f : X<« Y est une immersion
et W=D est un diviseur lisse de Y , Soit alors E = OY(D) , alors si

¢ est la classe d'isomorphie de E , ona w =4 =c et dex =C

cyl £ £¥c, 1 X

Par suite cl‘];(d) = ¢, p(E) € ?f})(y)
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est la classe de Chern a support de E , donc

[}
1 oxlPE) € 5 (0

est la classe de Chern de f¥E a supporte On est ramené A montrer la formule

Y
f‘*ch(d) =C

Ly npCere, 1) = pnx

ce qui est une variante a support du théoréme précédent. Ceci achéve la démons—

(£*2)n el (x)

tration de notre théoréme,
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