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VI -01 

CLASSE D'HOMOLOGIE ASSOCIEE A UN CYCLE 

par Jean-Louis VERDIER 

1 • Homologie» 

1«1• Homologie singulière» 

Soient X un espace topologique séparé, § une famille de fermés sur X • 

Notons S»(x) le complexe des chaines singulières localement finies à supports 

dans § [ 4 ] • Lorsque § est la famille de tous les fermés (resp» des com

pacts) de X , on pose S»(x) » S.(x) (resp. s3(x) = S»(x)) • Lfhomologie 

de ce complexe est notée H;(x) et appelée 1'homologie singulière à supports 

dans $ • 

Pour tout sous-espace Y « — > X , on a une injection canonique S»(Y)«—>S»(x) 

On note S.. le faisceau simplicial associé au préfaisceau 

U « > s ? (x ) s? (x -u ) 

On a un homomorphisme canonique 

sf(x) rs(x,S ) 

I l résulte des théorèmes de H, Cartan [ 4 ] qu'on a : 

THEOREME 1.1,1• a) Le faisceau <c< 
x<pm 

est homotopiquement fin» 

b) Pour toute famille w< • j m i u u i u j i J i l'homomorphisme canonique 

8Î(X) r (x ,s .x) 

est une équivalence d'homotopie» 

Rappelons qu'on dit que X est de ^-dimension finie s ' i l existe un entier n 

tel que pour tout faisceau *7 , tel que Hv(x,F) = 0 pour i > n (cohomologie 
des faisceaux)• 

PROPOSITION 1.1,2«- Soit X un espace localement compact» Les propriétés 

suivantes sont équivalentes : 

( i ) Pour toute famille paracompactifiante ^w< X est de 5-dimension 
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VI -02 J.-L. VERDIER 

finie» 

( i i ) I l existe un entier n et un recouvrement ouvert U tel que pour  

tout ouvert U , petit d'ordre U , H^(u,2.) = 0 pour i > n (cohomologie  

des faisceaux)• 

( i i i ) I l existe un entier n et un recouvrement ouvert U tel que pour  

tout ouvert U , petit d'ordre U et paracompact, on ait Yp(\J92L) = 0 pour 

p > n . 

Remarquons que la propriété ( i i ) ou ( i i i ) est locale sur X et qu'un 

sous-espace fermé d'un espace de £ dimension finie est de ^-dimension f inie. 

Nous renvoyons à [ 3 ] pour la démonstration. Un espace qui possède les proprié

tés de la proposition 1.1.2 est dit de dimension f inie . 

eOROLIAIRE 1 *1 »3«- Soient X un espace topologique, Uc X un ouvert. 

a) L'homomorphisme canonique 

w<<^ù$ 
w<<v,; 

S 
•x1 

u 

est un quasi-isomorphisme. 

b) Soit § une famille paracompactifiante de U telle que U soi t de 

a-dimension f in ie . Alors l'homomorphisme canonique 

s5(u) *rR(u,s.x) 

est un quasi-isomorphisme, i . e . induit des isomorphismes 

HJ(U) 
w<< 
hn:,,, 

:<s ) w<< 

où le deuxième groupe est un groupe d'hypercohomologie de complexe de faisceaux* 

La fibre en x de H (s.J) est HC(X,X - {x} qui par excision est i so-
p X p 

morphe à HC(u,U - { x } ) d'où a) . On en déduit que l'homomorphisme 

BT8(U.S. ) Rrç(u,s.x) 

est un quasi-isomorphisme. Comme S#u est homotopiquement fin (Théorème 1.1.1), 

l'homomorphisme r ^ U , ^ ) . > RT^U,?^) est un quasi-isomorphisme [ 4 ] et 

l 'assertion b) résulte alors de 1.1.1, b ) . 
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CLASSE D'HOMOLOGIE D'UN CYCLE VI -03 

1 . 2 . Complexe dualisant et homologie de Borel-Moore. 

Soit X un espace localement compact de dimension f inie . On dispose alors 

d'un complexe dualisant pour les faisceaux abéliens sur X , noté T [10] • 

C'est le seul complexe tel que 

1.2.1. R Hom(RT (X,F#),ZZ;) * Rr(X,R Hom(F.,r ) ) 
C X 

pour tout complexe de faisceaux F. sur X [10] . L'homomorphisme de degré 

HC(x) —±7L peut s'interpréter comme un morphisme Rr (X,S,__) > 7L , d'où 
o c X 

par l'isomorphisme 1.2.1 un morphisme canonique S. —> T • 
A X 

On dit qu'un espace X possède la propriété : 

(HLC) (homologiquement localement connexe) s i , pour tout x £ X et tout 

entier i , les systèmes projectifs U >_* H (̂U) , U voisinage de x 

(groupes d'homologie réduite) sont essentiellement nuls. 

(I-IPF) (homologiquement ponctuellement f ini) s i , pour tout x i X et tout 

entier i , H?(x,X-x) est de type f in i . 

(RDF) (homologiquement de dimension finie) s ' i l existe un entier n et un 

recouvrement ouvert U tel que Hp(u) = 0 pour p > n et tout ouvert U 
petit d'ordre U • 

THÉORÈME 1.2 .2 . -Soi t X un espace localement compact métrisable qui possède 

les propriétés HLC, HPF, HDF , 

a) L'espace X est de dimension f inie . 

b) L'homomorphisme canonique 3. — • T est un quasi-isomorphisme. 
A A 

c) L'homomorphisme canonique 7L » R Hom(S, ,?f.Y) est un isomorphisme. 
X X 

I l résulte de la propriété HLC que pour tout ouvert U , ïP(\Jf2l) 

(cohomologie des faisceaux) est canoniquement isomorphe à Hg^ng(u) (cohomo-

logie singulière) [ 4 ] • I l résulte alors de HDF que pour tout ouvert suf

fisamment petit HP(U,Z&) = 0 pour p > n indépendant de U , d'où a) (1 .1 .2) . 

On a donc, pour tout ouvert U , en vertu de 1 .1.3, un quasi-isomorphisme 

S.(u) -—± RT (U,S#V) , d'où un isomorphisme 
C X 
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ExtP(RT (UfS ) ) 
w 
m 

sing 
< w< HP(U,Z) . 

et en composant avec 1'isomorphisme de dualité un isomorphisme 

HP(U,2Z) HP(U,R Hom(s>x>rx)) 

Le faisceau associé à U HP(U,Z&) est nul pour p / 0 et 2Z pour 

p « 0 • On a donc un isomorphisme de complexes de faisceaux : 

1.2.3 7L R Hom(S. tT) 

I l résulte des propriétés HLC et HPF que le complexe S*x est cohomolo-

giquement constructible donc isomorphe à son bidual [10] • D'où en dualisant 

1«2«3 un isomorphisme canonique 

T X w< 

et c) résulte alors de 1.2.3* 

A tout espace localement compact X et toute famille de support £ , 

on sait associer des groupes HBM (̂x) (homologie de Borel-Moore) [ 2 ] • On 

dispose d'homomorphisme fonctoriel 

1.2.4. ^^ 
w< 

xw HBM 
p 

^w 

et | par définition, lorsque X est de dimension finie on a 

HBM 
Y 

< 
(x) 

b 
w 

w<<^ù 
w<vb; 

COROLLAIRE 1 . 2 . 5 . - Soit X un espace localement compact métrisable HLC, 

HPF, HDF • Alors pour tout ouvert U , toute famille $ p ar acomp ac ti f i an te  

de U , 1 * homomorphisme canoni que 

nHv) . HBM*(u) 

est un isomorphisme. 

1 «3» Application aux ensembles sous-analytiques. 

Tout espace topologique localement isomorphe à des ouverts de polyèdre 

de dimension bornée dénombrable à l ' inf in i est métrisable HLC, HPF et HDF • 

En particulier, tout ensemble sous-analytique réel possède ces propriétés [5 ] • 
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CLASSE D'HOMOLOGIE D'UN CYCLE VI -05 

PROPOSITION 1 .3 . - Soit X un ensemble sous-analytique. L'homomorphisme 

canonique 
x) = S» 
w<<(x)) 

. HBM-(X) 
p 

est un isomorphisme lorsque $ est une famille paracompactifiante, ou bien  

lorsque $ possède la propriété : 

(SA) tout fermé de 5 est contenu dans un fermé sous-analytique appartenant 

à § . 

Le cas paracompactifiant résulte de 1.2.5f le cas (SA) se déduit, par 

passage à la limite inductive, du cas où § est la famille des fermés conte

nus dans un ensemble semi-analytique Y « On a alors H^(x) = H^(Y) et 

HBM^(X) = HBMP(Y) d'où le corollaire d'après ce qui précède. 

COROLLAIRE 1 .3«<1<Soient X un ensemble semi sous-analytique» Y c X un  

sous-ensemble sous-analytique, 5 une famille paracompactifiante de X ou  

bien une famille qui possède la propriété (SA). On a une suite exacte : 

. . . H?NY(Y) » H'5(X) — » H № Y ( X - Y ) J L > H§FLY(Y) • . . . 
P P P P~« 

En effet on a une telle suite pour l'homologie de Borel-Moore. 

COROLLAIRE 1.2.8.- Soient X un ensemble spus-analytique et $ une famille  

paracompactifiante ou bien une famille possédant la propriété (SA). On a des 

suites exactes 

C > lim 
w< 

Ext(HP+1(K,Z),z; x) = S» 
<w(x)) lim x) = S»(x)<<) w< o 

0 x) = S»(x)) x) = S»(< • HP(X,2Z) - Hom(HC(x),2Z) • 0 

En effet, la première suite exacte est toujours valable pour l'homologie 

de Borel-Moore [ 2 ] et la deuxième est valable pour l'homologie et la cohomolo-

gie singulière. 

COROLLAIRE 1 . 2 . 3 S o i t X un sous-ensemble sous-analytique d'un ensemble 

sous-analytique compact. Alors les groupes Hp(x) Hp(x) HJ(x,B) HP(X,Z) 
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VI -06 J.L. VERDIER 

sont dn tvDp fini -

En effet X est homéomorphe au complémentaire d'un sous-polylèdre férme 

d'un polyjèdce f inió. 

2» Constructibilité» 

2»1 • Faisceaux cons truc tibie is. 

Soient X un espace <L>analytique, A un anneau commutatif noethérien, 

F un faisceau sur X de A-modules. 

DEFINITION 2.1 .1 • - On dit <fie F est analytiquement constructible, s ' i l existe  

une suite décroissante de sous-espaces analytiques fermés • • • c X^ c X̂  <r Xq = X 

tel le que FJX.̂  - X_̂  ^ so i t un faisceau de A-modules localement constant, de 

type f in i . 

Si X est algébrique et s i les X^ sont fermés au sens de Zariski, on 

dit que F est algébriquement constructible» 

On dit qu'un complexe de faisceaux est constructible s ' i l est cohomologi-

quement borné et s i les faisceaux de cohomologie sont constructibles. 

Désignons par Const(X,A) la catégorie des faisceaux analytiquement cons

tructibles. C'est une sous-catégorie pleine de la catégorie des faisceaux de 

A-modules, qui possède les propriétés suivantes : 

(C^) Si u : F' — » F est un morphisme de faisceaux constructibles alors 

keru et cokeru sont des faisceaux constructibles. 

(C^) La catégorie Const(X,A) est une sous-catégorie épaisse ( i . e . stable 

par extension) de la catégorie des faisceaux. 

(C^) Si F et F' sont deux faisceaux constructibles, pour tout i le 

faisceau Tor^(F,F') est constructible. 

(C^) Pour tout couple c r. X de sous-espaces analytiques fermés tels 

que Y^ - Ŷ  soi t l i sse , tout faisceau localement constant sur Y2 " Y1 9 ^ 
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fibre de type f ini , prolongé par zéro sur X , est constructible» 

(C<_) Soient F un faisceau constructible sur X et K c X un compact. 

I l existe un voisinage ouvert K c V et une filtration finie F c Flv par 
ûf ' 

des sous-faisceaux constructibles sur V telle que les quotients successifs 

soient du type indiqué dans (C^). 

(Cv) L'image inverse d'un faisceau constructible est constructible. 
6 

La vérification de ces propriétés est laissée au lecteur» 

2»2» Faisceaux localement constructibles» 

THÉORÈME 2»2.1 . - Soient X un espace analytique (resp» une variété algébrique  

sur C ) , F un faisceau sur X analytiquement (resp. algébriquement) construc  

tible» Le plus grand ouvert de X sur lequel F est localement constant est  

dense et son complémentaire est un fermé analytique (resp» algébrique)» 

Démontrons d'abord deux lemmes» 

LEMME 2»2»2»- Soient X et X deux espaces topologiques, f 2 X —^ X une  

application continue propre et surjective, F un faisceau sur X dont les  

fibres sont des A-modules de type f in i . Si f*F est localement constant, F 

est localement constant» 

Soit x (. X . Comme la fibre F est un module de type fini sur un anneau 
x 

noétherien, i l existe un voisinage ouvert V de x et un morphisme de faisceau 

u : M » F/V tel que M soi t constant sur V et que u^ soi t un isomorphisme. 

Le morphisme f*u : f*M — » f*F/f \v) est tel quex) = S»(xw<)) x) =<< S»(x)) est un isomorphisme 

pour tout y i X , f (y) = x . Comme f*M et f*F sont localement constant, 

l'ensemble des points y £ f"̂  (v) tels que fu^ soi t un isomorphisme, est un 

ouvert voisinage de f ^ (x) et par suite dont l'image est un voisinage W de x 

Donc u est un isomorphisme sur W et par suite F est localement constant. 

LEMME 2»2»3«- Soient X un espace analytique (resp» algébrique), U c X un 
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ouvert dont le complémentaire est un fermé analytique (resp. algébrique). Alors  

les composantes connexes de U sont des ouverts de X dont le complémentaire  

est un fermé analytique (resp. algébrique)• 

On peut supposer X réduit. Lorsque X est normal, U est connexe d'où 

le lemme dans ce cas. Sinon soient TT : X —* X le normalisé de X , ( X . ) . 
i 1 1 1 

^ ~ -1 / X 

les composantes connexes de X t u\ c X_̂  les composantes connexes de TT (U) , 

Comme les Xi sont des fermés analytiques (resp. algébriques) de X , pour 

tout i , u\ est le complémentaire dans X^ d'un fermé analytique (resp. 

algébrique)x) = S»(x)) • Soit V une composante connexe de U . 1 1 existe un sous-

ensemble J c I tel que TT (V) = U U. • Donc V est le complémentaire de 
iCJ 1 

(JTT(Z. )U U TT(X.) qui est un fermé analytique (resp. algébrique). 
iCJ 1 i£I-J 1 

2.2.4. Démonstration du théorème 2.2.1 • 

On peut supposer que X est réduit. L'assertion est locale sur X pour 

la topologie ordinaire (resp. de Zariski). On peut donc, quitte à se restreindre 

à un ouvert de X supposer que dimX < + oo .On raisonne alors par récurrence 

sur dimX • Le théorème est vrai lorsque dimX = 0 . 1 1 existe un ouvert dense 

U c X tel que Y = X-U soi t un fermé analytique (resp. algébrique) et que 

F/fa soi t localement constant. Soit V le plus grand ouvert sur lequel F est 

localement constant. On a U c V et par suite V est dense. I l s 'agit de mon

trer que V 0 Y est un ouvert de Y dont le complémentaire dans Y est analy

tique (resp. algébrique). 

2.2.5. Cas X l isse , Y diviseur à composantes locales lisses et à croise 

ments normaux. 

Comme l'assertion est locale sur X , on se ramène au cas X connexe 

(dans le cas algébrique les composantes connexes sont des ouverts de Zariski), 

et par suite U est connexe. Le faisceau localement constant F/tr est alors 

décrit par l 'act ion de TT^U) sur un A-module M • Soit Y = U Y. la 
1 i a 1 
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CLASSE D'HOMOLOGIE D'UN CYCLE VI -09 

décomposition de Y en ses composantes irréductibles globales. A chaque Y^ 

est associé un élément £ TT̂  (U) défini à conjugaison près. Soit IQ C I 

l'ensemble des i £ I tels que l'action de g_̂  sur M ne soit pas l'identité. 

Posons \J Y. « Par ailleurs, par hypothèse de récurrence, i l existe un 
ICI 1 o 

fermé analytique (resp. algébrique) Z c Y tel que le complémentaire de Z 

dans Y soit le plus grand ouvert sur lequel F/Y est localement constant. 

Posons W = Y - (YQUZ) , On a V A Y c W . Notons j : U —> X l'injection 

canonique et m : F/Y > J^(F/U)|Y le morphisme canonique. L'ouvert V H Y 

est l'ensemble des points w de V/ où m est un isomorphisme. C'est donc 

une réunion de composantes connexes de W et par suite, c'est un fermé analy

tique (resp. algébrique) de Y ( 2 . 2 . 3 ) . 

2 . 2 . 6 . Cas général. 

Comme l'assertion est locale sur X , on peut supposer qu'il existe une 

variété lisse X 9 un morphisme propre et surjectif f : X » X tel que 

f ^ (Y) soit un diviseur à composantes locales lisses et à croisements normaux. 

Posons F = f*F • C'est un faisceau constructible sur X • Soit Z c X le 

plus petit fermé en dehors duquel F est localement constant. C'est un fermé 

analytique (resp, algébrique) de X . Il est clair que V est contenu dans 

le complémentaire de f(z) . 1 1 résulte de 2 .2 .2 que V est le complémentaire 

de f(z) . Comme f(z) est analytique (resp. algébrique) le théorème 2.2.1 

est démontré. 

COROLLAIRE 2.2.7 Soient X un espace analytique et F un faisceau sur X 

localement analytiquement constructible. Alors F est analytiquement construc

tible. 

2#3. Image directe d'un faisceau constructible. 

THÉORÈME 2 . 3 . 1 S o i e n t X et Y deux espaces analytiques (resp. deux variétés 
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algébriques sur (D ) , f : X ^ Y un morphisme propre, F un faisceau 

analytiquement (resp. algébriquement) constructible. Alors pour tout entier q , 

Rqf#F est un faisceau analytiquement (resp. algébriquement) constructible. 

Nous démontrerons d'abord le théorème 2.3«1 dans le cas analytique» On 

peut supposer que X et Y sont réduits. Démontrons d'abord un lemme. On 

ut i l ise les hypothèses et notations de 2.3«1 • 

LEMME 2 .3 .2 . - Pour tout compact K c Y et tout entier q , i l existe un vo i  

sinage ouvert V de K et un ouvert dense W c V , dont le complémentaire  

est un fermé analytique de V , tel que Rqf*F soi t localement constant sur 

W , de fibre de type fini en tout point de W • 

Donnons-nous un compact K c Y • Par dévissage de F sur f""1^) (2 .1 , 

propriété Cç.)t on voit qu ' i l suffit de démontrer le lemme lorsque F est loca

lement constant sur un ouvert l isse U de X à complémentaire analytique, pro

longé par zéro sur X • On a alors Rqf^F = RqfJF où f désigne la restric

tion de f à U et f ' le foncteur image directe à support propre. Quitte à 

résoudre les singularités de X au voisinage de f"1 (K) , on peut supposer que 

le complémentaire D de U dans X est un diviseur à composantes locales 

lisses et à croisements normaux. Examinons différents cas 

2.3«3. Démonstration du lemme 2.3.2 : cas dim Y = 0 • 

On peut supposer Y réduit à un point. La variété l isse X est compacte 

et i l s 'agit de montrer que les Hq(X,F) sont de type f in i . On constate immé

diatement que le faisceau F possède les propriétés suivantes : 

(CC1) Pour tout x C X , la fibre F̂  est de type f in i . 

(CC2) Pour tout x 6 X , les modules Hq (X,F) sont de type f in i . 

(CC3) Pour tout x i X , les systèmes projectifs Vi—» Hq(v,F) , 

V voisinage de x , sont essentiellement constants. 

En d'autres termes, le faisceau F est cohomologiquement constructible [ ] 
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I l résulte alors du théorème de Wilder que les Hq(X,F) sont de type fini 

( l o c . c i t . ) . Pour démontrer 2.3*3, on peut aussi invoquer la triangulabilité 

de la paire (X,u) [ 5 ] ce qui permet dans ce cas d'éviter le recours à la 

résolution des singularités. 

2.3.4. Démonstration du lemme 2.3.2 : cas Y l i sse . 

Pour tout XÉOC, notons n(x) le nombre de composantes irréductibles 

locales de D en x . Posons = {x (X | n(x) ̂  p} J c 'est un fermé ana

lytique de X , et notons R le normalisé de R : c 'es t une variété l i s se . 
P P 

Notons f : Rp » Y le morphisme induit par f . C'est un morphisme propre. 

L'ensemble des points de R où la différentielle df : Tç? —> f*T„ n'est 
P P Rp P Y 

pas surjective, est un fermé analytique Z^ de • En vertu du théorème de 

Grauert, f (Z ) est un fermé analytique de Y . Posons V7 = Y - f (Z ) • 
P P P P P 

I l résulte du théorème de Sard que W est dense. Posons V = 0 W • C'est 
P P 

un ouvert dense de Y dont le complémentaire est un fermé analytique de Y 

—̂1 

et pour tout p , fp (W) * W est une submersion. I l résulte alors du théo

rème d'Ereshmann que l'application induite par f : U D f~~̂  (V) — » W est une 

OO 

fibration C -localement tr iviale. Pour tout q et tout y ( V la fibre en 

y du faisceau Rqf^F est de type fini (2 .3 .3 ) . Donc le faisceau R^f^F est 

localement constant sur V , de fibre de type fini en tout point de W • 
2.3.5. Démonstration du lemme 2.3.9 : cas général. 

Soit K c Y un compact. I l existe une variété l isse Y , un voisinage 

ouvert V* de K , un morphisme propre TT : Y > V* , un ouvert dense 

W c V f complémentaire d'un fermé analytique de V tel que TT induise un 

—1 ^ isomorphisme de TT (W) sur ¥' • Notons X le produit fibre X x Y , 
Y 

F l'image inverse de F sur X , f : X —> Y la deuxième projection. Comme 
Q <v /O Q /s. ^ *O «.^ . 

f est propre, on a TT*R f*F = R f^F . I l existe un voisinage V de TT (K) f 

qu'on peut toujours supposer, quitte à le diminuer, de la forme TT ^ (V) où 

V c V est un voisinage ouvert de K , et un ouvert dense W de V dont le 
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complémentaire Z est un fermé analytique de V tel que R f^F soi t loca-

lement constant de fibre de type fini sur ¥ . Posons Z = TT(Z) , Comme 

rr est propre, Z est un fermé analytique de V dont le complémentaire W" 

est un ouvert dense. Posons V/ = W n W" , C'est un ouvert dense de V dont 

le complémentaire est analytique dans V et tel que R qf^F soi t localement 

constant sur W de fibre de type fini en tout point, 

2 « 3 « 6 , Démonstration du théorème 2 ,3 .1 dans le cas analytique. 

En vertu de 2 , 2 , 7 F le théorème est local sur Y • On peut donc supposer 

que dimY < + oo et on procède alors par récurrence sur dimY • Le cas 

dimY = 0 résulte de 2 . 3 . 2 . Supposons donc l 'assertion démontrée pour dimY < n , 

Soit y C Y , 1 1 existe un voisinage V de y et un ouvert dense Wc V dont 

le complémentaire Z est analytique dans V , tel que R qf^F soi t localement 

constant de fibre de type fini sur 17 . S i y ^ Z , V/ est un voisinage de 

y sur lequel R qf^F est analytiquement constructible. Si y € Z , le fais

ceau R^f^FJZ est, d faprès le théorème de changement de base pour les appli

cations continues et propres et l'hypothèse de récurrence, un faisceau locale

ment analytiquement constructible. Quitte à diminuer V , on peut donc supposer 

que R q f^F |Z est analy tiquement constructible. Donc R qf^F est analy tiquement 

constructible sur V , 

2 . 4 » Démonstration du théorème 2 . 3 . 1 dans le cas algébrique. 

Dans le cas algébrique, la démonstration est simplifiée par le lemme 

suivant. 

LEMME 2 , 4 . 1 Soient X une variété algébrique complexe, U c X un ouvert  

de Zariski, F un faisceau sur X tel que F/U et F/& - U soient algébri

quement constructibles. Alors F est algébriquement constructible sur X . 

Résulte du fait que les fermés algébriques de U sont des traces sur U 

de fermés algébriques de X . 
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La démonstration de 2«3.1 dans le cas algébrique suit de près la démons

tration dans le cas analytique. On peut supposer X et Y réduit et on pro

cède par récurrence sur la dimension de Y • Dans le cas dimY =0 , cela 

résulte du théorème 2.3«1 dans le cas analytique. Supposons le théorème dé

montré lorsque dimY < n . Soit V c Y l'ouvert de Zariski des points lisses 

de Y .En vertu de 2.4.1 et de l'hypothèse de récurrence, i l suffit de mon

trer que Rqf^F/V est algébriquement constructible. On est donc ramené à 

démontrer le théorème 2.3.1 lorsque Y est l i s se . Par dévissage sur F (2.1 

propriété ( c ^ ) ) , on peut supposer qu ' i l existe un ouvert de Zariski l isse 

U c X tel que F soi t localement constant sur U et nul en dehors de U . 

Quitte à résoudre les singularités, on peut supposer que le complémentaire 

de U est un diviseur à composante l isse et à croisements normaux. On poursuit 

alors la démonstration comme dans 2.3»4» 

On peut aussi dans le cas algébrique raisonner par récurrence sur la dimen

sion du support de F , appliquer le lemme de Chow pour se ramener au cas où 

f est un morphisme projectif, faire des projections successives pour se ramener 

au cas où la dimension des fibres est ^ 1 , résoudre alors les singularités 

de la fibre générique ce qui est facile car c 'es t une courbe et conclure comme 

dans 2.3mAm On évite ainsi le recours à la résolution des singularités générales. 

COROLLAIRE 2.4«2.- Soient f : X — » Y un morphisme de variétés algébriques  

complexes et F un faisceau algébriquement constructible sur X • Alors pour  

tout entier q , les Rqf^F sont algébriquement constructibles. 

D'après Nagata, i l existe une variété X , un morphisme propre f : X —>Y , 

un plongement ouvert i : X<—> X tels que f o i = f .On a alors une suite 

spectrale Rqf^Rqi^F R P + q f^F • I l suffit donc, en vertu de 2.2.1, de mon

trer que les R îfcF sont algébriquement constructibles. On peut donc supposer 

que f est une immersion. On procède alors par récurrence sur la dimension du 

support de F • Par dévissage sur F (2.1 propriété C ) on peut supposer que 
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F est localement constant sur un ouvert de Zariski l isse U de X et, quitte 

à remplacer Y par l'adhérence de Zariski de X , que f est une immersion 

ouverte. Supposons d'abord que U = X .En résolvant les singularités, on ob-

tient une variété l isse Y , un morphisme propre rr : Y — » Y , une immersion 

ouverte f : X — * Y tels que £ = rrof et que Y-X soi t un diviseur à com

posantes lisses et à croisements normaux. La suite spectrale RP+qf̂ . 4= RP,?7*Rqf* 

et 2.2.1 montrent qu ' i l suffit de faire voir que les Rqf̂  sont algébriquement 

constructibles ce qui est c la i r . Dans le cas général, notons j l'immersion de 

U dans X • On a un triangle distingué de complexes de faisceaux sur X : 

F RJ*(F/U) 

(Rj*Flu)X-u 

Ces complexes sont algébriquement constructibles d'après ce qui précède. On 

obtient en appliquant Rf„ un triangle distingué de complexes de faisceaux sur 

Y s 

Rf*F. R(f«J)*(F/U) 

Rf^((RJ^F|u)x-u) 

D'après ce qui précède, le complexe R(f0j)^(F/ÌJ) est algébriquement construc

t ib le . Par hypothèse de récurrence Rf*((Rj*F/4j)^ ^) est algébriquement 

constructible. Donc Rf*F est algébriquement constructible. 

2.5. Ext de faisceaux constructibles. 

PROPOSITION 2.5.1 Soient X un espace analytique (resp. algébrique), F et 

G deux faisceaux analytiquement (resp. algébriquement) constructibies sur X • 

Pour tout entier q , le faisceau Extq(F,G) est analytiquement (resp. algé-
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briquement) constructible» 

Nous examinerons d'abord différents cas particuliers. 

2»5«2» 1er cas . - I l existe un ouvert U c X , dense et l isse complémentaire  

d'un fermé analytique (resp. algébrique) tel que F soi t constant de fibre A 

sur U , G localement constant sur U , et F et G nuls en dehors de U • 

Soit i : U * — * X l'immersion canonique. On a Ext4(F,G) = RT.*(G/1J) • 

L'assertion est locale sur X • Quitte à se restreindre à des ouverts de X , 

on peut supposer qu ' i l existe une variété l isse X f une immersion ouverte 

i : U —> X y un morphisme propre TT : X —> X tel que i = TT « ï et que 
•V» 

X - U soi t un diviseur à composantes Locales lisses et à croisements normaux. 

I l est clair que les <<x^$ùxx) = S»(x)) sont constructibles» La suite spectrale 
xw<<< <nù ^x<< 

et le théorème 2»3«1 permettent de conclure» 

2»5«3» 2e cas»- I l existe un ouvert U de X , complémentaire d'un fermé analy 

tique (resp» algébrique) tel que F so i t constant de fibre A sur U , nul  

en dehors de U e 

On procède par récurrence sur la dimension du support Z de G qu'on 

peut supposer f inie, quitte à se localiser sur X • L'assertion est vraie 

lorsque dimZ= 0 • Par dévissage (2.2 propriété C^) on peut donc supposer 

que G est localement constant sur un ouvert dense et l i sse V de Z complé

mentaire d'un fermé analytique (resp» algébrique) et nul en dehors de V • 

Soit j : Z — » X l ' injection canonique, on a Extq(FtG) = j^Extq(F/fc.G/^) 

et par suite, quitte à remplacer X par Z , on peut supposer Z = X • 

Comme Extq(F,G) ne dépend que de G/tr f on peut, quitte à remplacer G par 

Gyj t supposer que V c U • Notons a t V «—* U , p : V «—> X , i : U <—* X 

les injections canoniques» On a un triangle distingué de complexes de faisceaux 

sur X : 
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G •+ (RE*G)TJ 

H 

D'après 2.5.2 (Rp*G)TT est constructible sur X • Donc H est cons truc ti pie 

sjar X • Le support de H est U - V • C'est un fermé analytique (resp. algé

brique) de dimension < dimX . Par hypothèse de récurrence, les Bxtq(F,H) 

sont constructibles. I l suffit donc de montrer que les Ext^FjRp^G)^) sont 

constructibles. On a Extq(P,(RPitG) ) « Hq(Ri^(((Rp^G)IJ)(u)) . De plus 

((RP^G^Iu » Rô G et Ri^(Ro^G) » Rp̂ G . Donc, d'après 2.5.2, Extq(F,(RP^G)TJ) 

« Rqp#G est constructible. 

2.5.4» 3e cas . - Le faisceau F est localement constant sur un ouvert U de X , 

complémentaire d'un fermé analytique (resp. algébrique) et nul en dehors de U • 

Soit i : U*- :- »X l ' inject ion canonique. On a une suite spectrale 

RPi^Extq(F/j,G/fa) ExtP+q(F,G) . I l suffit donc de montrer, en vertu de 2.5.3, 

que les Extq(F/fa,G/b) sont des restrictions à U de faisceaux constructibles 

sur X | où encore que le faisceau if Extq(F/tJ,G/u') , obtenu en prolongeant 

par zéro en dehors de U le faisceau Ext^FyAj.G/fa) , est constructible sur X • 

Démontrons cela par récurrence sur la dimension d du support Z de G , 

l 'assertion étant triviale lorsque d = 0 .On peut alors, par dévissage, suppo

ser que G est localement constant sur un ouvert V de Z complémentaire d'un 

fermé analytique (resp. algébrique) et nul en dehors de V • Notons a : UoZH>Z 

et j : Z — ? X les injections canoniques. On a 

i jBxt^F/b.G/j) j * » , Extq(F/fa N Z,G/U H Z) 

et par suite, quitte à remplacer Z par X , on peut supposer que Z » X , et 

quitte à remplacer G par Gy ce qui ne change pas sa restriction à U , on 

peut supposer que V c U . I l est clair que Extq(FiAj,G/^j)A est localement 

constant. Comme w<<^$$ est localement constant à fibre de type f in i , pour tout 

x C U on a J^tq(F/U,G/u)x = Extq(Fx,Gx) . Par suite Extq(F/frtG/fr) est nul 
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en dehors de V » Donc ifExtq(F/u,G/u) est localement constant sur V et 

nul en dehors de V et est par suita constructible sur X • 

2.5«5« 4e cas , - Cas général» Par dévissage sur F , on peut supposer qu ' i l 

existe un fermé analytique (resp» algébrique) Y1—>X et un ouvert W de Y 

complémentaire d'un fermé analytique (resp» algébrique)» 

[suite du texte page VI -17] 
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2.6. Constructibilité du complexe dualisant. 

THÉORÈME 2.6*1 Soient X un espace analytique (resp. une variété algébrique 

sur $ ) 9 le complexe dualisant de X pour les faisceaux abéliens. Alors 

Tv est un complexe analytiquement (resp. algébriquement) Z - constructible. 

D'après 2.2.1 le problème est local sur X (resp. local pour la topologie 

de Zariski) . On peut donc supposer que X est un sous-espace fermé d'une variété 

l isse Z . L e complexe T„ est constructible : c 'es t un complexe dont le seul 
Z 

faisceau de cohomologie non nul est le faisceau constant de fibre 7L en degré 

- 2 dimZ • Comme on a H (Tv) = Ext^TL^T^) , les H (Tj) sont constructibles 
q A A Z» q A 

(2 .5 .1 ) , donc TY est contructible. 
A 

Pour tout complexe de faisceaux abéliens F sur X , posons 

w<<< RSbm(F,rx) 

COROLIAIRE 2 .6 .2 . - Si F est constructible. D F est constructible et le  

morphisme canonique F >D DF est un quasi-isomorphisme. 
A A 

La première assertion résulte de 2.6.1 et 2.5.1• Démontrons la deuxième 

assertion. Par dévissage sur F , on peut supposer que F est localement 

constant sur un ouvert l isse U d'un sous-espace analytique fermé Y de X 

tel que U - Y so i t analytique et que F soi t nul en dehors de U • 

En remarquant que ^D^F ~ Cx̂ XF on se ramene au cas X = Y . 1 1 existe 

une variété l i sse Y , un morphisme propre tt i ? —> Y une immersion ouverte 

j t U<—>Y tel que TTOJ = i et que Y - U soi t un diviseur à croisements 

normaux. On a 

D F • R ^ D ^ F / J ) ) 
x) = S»(x)) x) = S»( 
x) = S»(x)) x) = S»(x) 

RTT*(.D*(F)) 

en posant F « j!(F/fa) • Par suite DyPyF = D^RTÎ^D^F) • D'après le théorème 

de dualité relative appliqué au morphisme propre TT [1^ , on a 

x) = S»(x)) 
x) = S»(x)) 

x) = S»(x)) 
x) = S»(x)) 

De plus RTT^? = F et RTT* transforme le morphisme canonique F »^DY? 
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en le morphisme canonique F —^. D̂ DyF • ®n Peut donc supposer Y = Y et 

*° r i 
F «s F . L e complexe est alors !tZ[2dimY] et l 'assertion se vérifie 
immédiatement. 

COROLLAIRE 2 .6 .3 . - Soient f : X —> Y un morphisme analytique (resp. algébri

que) et F un complexe de faisceaux constructible sur Y • Alors l'image in 

verse extraordinaire f'F[ ] est un complexe constructible sur X et on a 

x<< x) = S»(x)) 
x) = S»(x)) 

La première assertion résulte de 2.6.2 et de la deuxième assertion. La 

deuxième assertion est vraie pour tout complexe F sur Y telle que 

F _ ^ ^ Y *V so** ^ isomorPnisme« Elle résulte donc de 2.6.2. 

COROLLAIRE 2.6 .4 . - Soit Y c X un sous-espace analytique fermé d'un espace 

analytique. Alors T^Y * RHom(RT^(^L)9 Zy) 

On a S = Rffom(Tx ,5^) ( 2 . 6 . 2 ) . Donc HTy(z) = RtfomCZ^Y . H T ^ ) ) . 

Mais RTyC^)*^ I d'où RTY(2Z) 2> R#om(Tx| Y 9T ) , d'où le résultat par 

bidualité ( 2 .6 .2 ) . 

COROLLAIRE 2 .6 .5 . - Soit Y c X un sous-espace analytique (resp. algébrique) 

d'un espace analytique (resp. algébrique). Alors i l existe un ouvert dense V 

de Y complémentaire d'un sous-espace analytique (resp. algébrique) fermé 

de Y , tel que TYfî soi t localement constant de fibre en y i Y : 

Rr ( Z ) » [2dim Y] 

Sur l'ouvert de l i ss i té de Y . f on a T = Z[2dimY] . L'assertion 
red Y 

résulte alors de 2.5.1• 

COROLLAIRE 2.6 .6 . - Soit X un espace x) = S»(x)) analytique. Pour tout entier q , le 

support du faisceau H = H (Z_) est un sous-es pace analytique fermé et on a — " q q X 

2 dinrsupp H ^ q , 
<1 

La première assertion résulte du fait que H est constructible. La 
q 
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deuxième résulte de 2.6.5 appliqué à Y = supp H • 
q 

PROPOSITION 2.6 .7 . - Soient X un espace analytique, A un anneau commutatif 

noethérien, T A le complexe dualisant pour la catégorie des faisceaux de " " " " " — - X« A 

A-modules . On a iv 
^X,A 

ni 
w< 

A 

La question étant locale, on peut supposer que X est un sous-espace 

fermé d'un espace l isse Z . 1 1 s 'agit de montrer que le morphisme canonique 

R °̂mA (AX,A) - R#om(2Zv,ZZ) & A 
X ZZ 

est un isomorphisme, ou encore que le morphisme canonique 

R#om(2Z 7L) 
IL 

ZZ 
A - R^om^Ay , A) 

ou U est l 'ouvert complémentaire de X , est un isomorphisme. I l s 'agit 

donc de montrer que le morphisme canonique 

Rj„(z&/u) 
3L 

ZZ 
A RJ*(A/U) 

où j est l ' injection de U dans ZZ , est un isomorphisme. 

LEMME 2.6 .8 . - Soient f : X —^ Y une application continue d'espaces topolo

giques (resp. un morphisme de topos), A un anneau commutatif, M" un com

plexe d'amplitude plate finie de faisceaux de A-modules sur X , N un 

A-module. On suppose que 

1 ) I l existe un entier n tel que, pour tout faisceau de A-modules P , 

Rn£*(P) = 0 

2) Rf^(M *) est un complexe d'amplitude plate f in ie . 

3) Une des deux conditions suivantes est satisfaite 

a) N possède une 00- présentation finie 5 

b) pour tout ensemble I , le morphisme canonique 

Rf*(M*)(,l) • H*,(H'(I)) 

est un isomorphisme. 

Alors le morphisme canonique 
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x) = S»(x)) 
x< 

A 
. R£.. Mi & IT 

A 

JL 

est un isomorphisme. 

Soient L. une résolution de M par des A-modules libres (qu'on peut 

supposer de type fini dans le cas a)), et i un entier. Il résulte de 1 ) et 

2) qu'il existe un entier m(i) tel que, en notant L#< j^-j,) ê tronqué à 

l'ordre m(i) de L. , les morphismes canoniques 

R £#(M O L. 
IL 

A 
*?m(i)' R f~ (M* ® N) 

TT. 

A 

^(RfjM*) 
IL 

< 
A 

^ m(i)) .R(Rf#(M#) ® N) 
A 

IL 

soient des isomorphismes. On peut donc remplacer N par un complexe borné de 

A-rnodules libres et on se ramène donc aussitôt au cas où N est un A-module 

libre, de type fini dans le cas a). Le lemme résulte alors de l'additivité de 

Rf̂  dans le cas a) et de l'hypothèse b) dans le cas b) . 

Pour achever la démonstration de 2.6.7, i l suffit de montrer que l'hypothès< 

3) b) du lemme 2.6.8 est satisfaite car tout complexe borné de 2-fais ce aux est 

d'amplitude plate finie. Il existe un espace lisse Z , un morphisme propre 

TT : Z — } Z , un plongement ouvert i : U <•—> Z tel que j = rroi et que le 

complémentaire de U dans Z soit un diviseur à composantes locales lisses 

et à croisements normaux. Pour tout complexe de faisceaux F sur Z 0:1 a 

RTT#(F^) = RTT^(F)^ car TT est propre et on a Rj^ = RTT̂  O Rî  de sorte 

qu'il suffit de montrer que le morphisme canonique Ri^(z^"^/u) >Ri^(z/u)^^ 

est un isomorphisme ce qui se vérifie aussitôt. 

2«7. Faisceaux algébriquement constructibles et faisceaux étales constructibles. 

Soient X un schéma séparé de type fini sur € , 1 un nombre premier 

et n un entier > 0 .On dispose de la notion de 7Z>/ln TL -faisceau étale 

et constructible [ 8 ] ; la catégorie de ces faisceaux est notée const{X^92S/ln,z) 

121 



VI -21 J.-L. VERDIER 

On notex) = S»(x)) ̂ (X, . 2Z/lnZZ) la sous-catégorie pleine de la catégorie dérivée const et ' ' J 

de tous les faisceaux étales de 2Z./ln 2Z -modules sur X engendrée par les ob

jets dont les faisceaux de cohomologie sont constructibles et nuls sauf un nom

bre fini d'entre eux. On dispose de plus de la notion de complexes parfaits 

de 2Z/ln2Z-faisceaux étales. C'est un complexe de 2Z/lnZZ-faisceaux étales, 

d'amplitude plate f inie, dont les faisceaux de cohomologie sont constructibles. 

La catégorie dérivée correspondante est notée D^_^^(X^t,ZZ,/ln2Z) • C'est une 

sous-catégorie pleine dex) = S»(x)) x) = S»(x)) Xx, •TL/'sP'TL) • y r const etJ ' ' 

On note Const(Xalg,2Z/i 1 7l) la catégorie des faisceaux transcendants (*) 

algébriquement constructibles et ^ ^ ^ t ^ a l g ^ ^ 1 * * 2 ^ la sous~*cat:é9orie 

pleine de la sous-catégorie dérivée des faisceaux transcendants de ZZ/lnZZ -

modules engendrée par les objets dont les faisceaux de cohomologie sont algé

briquement constructibles (2.1 ) et nuls sauf un nombre fini d'entre eux. 

On note Dparf(Xalg,22/inZZ) la sous-catégorie pleine de la précédente 

engendrée par les objets d'amplitude plate f inie . 

On sait associer à un faisceau étale, un faisceau transcendant [ ] , 

d'où des foncteurs : 

TT* _ 
n,l Const(X , ZZ,/ln2,) • Const(X ,2Z/lnZZ) 

(2.7.1) TT* T n,l D_ Ax. ,2Z/inZZÌ Constx et * ' ; Dn (X . ,ZZ/lnZZ) 
Const alg ' 

TT* . I n, l V ^ é t ' * / 1 ^ D : w < < < < 
-D IX _ ,2Z/lnZZ) 

parf alg ' ' 

et la réduction modulo in fournit, pour tout entier m ^. n des diagrammes 

commutatifs 

x) = S»(x)) x) = S»(x)) 
x) = S»(x)) x) = S»(x)) 

m, 1 x) = S»(x)) x) = S»(x)) 
x) = S»(x)) x) = S»(x)) 

(2.7.2) 

S p a r A t ' * / 1 ^ ) 

TT* _ 

D Ax _ ,zz/inzz) 
parfx alg' ' ' 

(*) i . e . des faisceaux pour la topologie "ordinaire" ou"trancendante". 
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Const(X , TL/^TL) 
TT* _ m. 1 > Const(Xalg,2Z/imz) 

(2.7.3) <ivzz/inzz, 

Const(Xé ,Z/L Z) 
TT* _ 
n,l Const(Xalg,Z,/lnS) 

onst(Xalg,Z,/lnS) 

THÉORÈME 2.7»4.- Pour tout m , les foncteurs rr*̂  ^ sont des équivalences  

de catégories. 

Nous nous bornerons à donner des indications. Pour démontrer que les fonc

teurs sont pleinement fidèles, i l suffit de le démontrer pour les catégories 

D^onst et par dévissage des complexes, on est amené à montrer que, pour tout 

couple de faisceaux étales et constructibles, 1*application 

n, l Ext (F,G) . ExtQ(TT* .F, TT* -G) v n,l 9 n,l ' 

est bi ject ive. Ceci est une conséquence du théorème de comparaison entre la 

cohomologie étale et la cohomologie transcendante, comme on le voit en faisant 

des dévissages sur les faisceauxonst(Xalg,Z,/lnS)onst(Xalg,Z,/lnS) et G (2.1 , propriété C5) et des réso

lutions de singularités comme en (2. i i ) . Pour démontrer que les foncteurs TT* 
m, 1 

sont essentiellement surjectifs, i l suffit , vu ce qui précède, de le démontrer 

pour les catégories Const , et c 'est alors une conséquence facile du théo

rème d'existence de Riemann. 

COROLLAIRE 2 .7 .5 . - Les foncteurs TT̂  ^ commutent à la formation des images di 

rectes supérieuresj à la formation des images directes à support propre, à la  

formation des Ext locaux. 

Résulte immédiatement du fait que les TT* , commutent à la localisation 
H m,l 

étale» 

Par un passage à la limite projective sur l 'entier n expliqué dans la 

thèse de Jouanolou, on définit la catégorie Const(Xét,Z£ ) = "lim"Const(X^ ,TL/l̂ TL) 

et D o(X,^f20 = "lim"D „(x, ln z ) • Pour les catégories transcen-parf é t ' r parf et ' ' 

dantes correspondantes, on a le résultat suivant : les foncteurs de réduction 
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modulo ln permettent de définir des foncteurs 

p ; Const(x _ ,ZZ 
alg* 1 

"lim" Const(X , ,2Z/lnZ£) 
< alg ' 
n 

p : D Ix . , z O 
parfx alg' 1 

"lim" Donst(Xalg,Z,/lnS) , ,2Z/ln2Z) 
t-n- parfv alg* ' 

On vérifie que ces foncteurs sont des équivalences de catégories. On obtient 

donc 

COROLLAIRE 2.7«6•- I l existe des équivalences de catégories uniques à isomor-

phismes près : 

" Ï 1 
Const(X ,ZZ ) Const(X ,22^ 

TT* Dparf(Xét'Zl) parfx alg' 1' 

telles que, pour tout n , on ait un diagramme commutatif à isomorphismes près, 

Const(Xétl2Z1) 
TT* 

Const(X ,2Z ) 

Const(Xét#2Z,/in2Z; 
TT* . 

Const(Xal ,2Z,/in2Z) 

onst(Xalg,Z,/lnS)w<< 
onst(Xalg,Z,x<</lnS) 

c<;: 
onst(Xal 

parf^ alg 1 

Dparf(Xét^/in5Z) 
TT* , 

D JX . ,2Z/ln22) parfv alg* 7 ' 

où les foncteurs verticaux sont les foncteurs de réduction modulo ln . 

Les foncteurs TT* commutent à la formation des images directes, des images  

directes à supports propres, des Ext locaux. 

Remarque 2.7«7«- On définit aussi en théorie étale la catégorie Const(X^t> ^) 

des flj-faisceaux étales et constructibles en localisant Const(X^t>ZZ1) par 

rapport à la sous-catégorie des faisceaux de torsion. La catégorie Const(X^^t Q^) 

n'est pas équivalente à la catégorie des faisceaux transcendants de (ft^-espaces 
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vectoriels algébriquement constructible» Cela provient de ce qu'une repré

sentation d'un groupe TT dans un espace vectoriel V de dimension finie 

suronst(Xalg,Z,/lnS) ne laisse pas nécessairement invariant un réseau de V • 

2.8. Comparaison du complexe dualisant avec le complexe dualisant étale» 

Soient X un schéma séparé de type fini sur C , 1 un nombre premier, 

n un entier, T,. ^ /onst(Xalg,Z,/lnS) le complexe dualisant pour les TL/ln 2,-faisceaux 
et ' ' 

étales [ 9 ] « I l résulte des théorèmes de comparaison [ l o c . c i t . ] que 

Hc(xét--V , * A n ^ • H c ( X t r a n s c < , l \ t , Z / l n ^ 

est un isomorphisme. On a donc un morphisme d'intégration sur X ^ : 

cw< 
onst(Xalg,Z,/lnS)onst(Xalg,Z,/lnS)onst(Xalg,Z,/ln 
onst(Xalg,Z,/lnS)onst(Xalg,Z,/lnS)onst(Xalg,Z,/lnS) 

<x<^ù$ 

dont on déduit par le théorème de dualité de Poincaré un morphisme 

x<^ù$ TT* T / n 
n,l^Xét,2Z/l TL 

T X 

JL 

TL 
TL/nTL 

où le complexe de droite est le complexe dualisant pour les faisceaux transcen

dants de 7L/n2L -modules (2 .6 ,7 ) . 

PROPOSITION 2.8.1 . - a) TXét,2Z/in5Z 
est un complexe parfait (2.7) 

b) n,l est un isomorphisme. 

c) Pour tout m ^ n le morphisme de réduction modulo x<< 

onst(Xalg,Z,/lnS)onst(Xalg,Z,/lnS) 
onst(Xalg,Z,/lnS)onst(Xalg,Z,/lnS) 

onst(Xalg,Z,/lnS) 
onst(Xalg,Z,/lnS) 

est un isomorphisme. 

a) La question est locale sur X 5 on peut donc supposer que X est un 

fermé d'une variété algébrique lisse Y . On a alors 

TX,.7L/lnTL et ' 

onst(Xalg,Z,/lnS)onst(Xalg,Z,/lnS)onst(Xalg,Z,/ln 
onst(Xalg,Z,/lnS)onst(Xalg,Z,/lnS)onst(Xalg,Z,/lnS) 

Le complexe T 
'et' 

,Z/ ln2Z 
est isomorphe dimY 

ln 
[2 dim Y] [ 9 ] , I l est 

donc parfait. L'assertion résiilte alors de 2.7.5 et 2 .5.1. 

b) Soit F un complexe parfait de faisceaux étales de TL/ln TL -modules • 
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La dualité étale [ l o c . c i t . ] nous donne un isomorphisme 

onst(Xalg,Z,/lnS)onst(Xalg,Z,/lnS) 
onst(Xalg,Z,/lnS)onst(Xalg,Z,/lnS) 

onst(Xalg,Z,/lnS)Hom(RRc(Xétw<< 

Le théorème de comparaison nous fournit un isomorphisme 

Hom(Rr (X , F ) , 2 i / i N A ) » HomÍRF 
с 

Hom(RRc(Xét,F),Z&1)Hom(RRc(Xét,F),Z&1) 
Hom(RRc(Xét,F),Z&1)Hom(RRc(Xét,F),Z&1) 

et la dualité transcendante nous fournit un isomorphisme 

Hom(RTc (X^_ ,TT* . F ) , E ) 
transe' n , l " 7 

onst(Xalg,Z,/lnS) 
onst(Xalg,Z,/lnS) 

IL 

7L 

onst(Xalg,Z, 

D'où en composant ces isomorphismes, un isomorphisme fonctoriel en F 

onst(Xalg,Z,/lnS)onst(Xalg,Z,/lnS) 
onst(Xalg,Z,/lnS)onst(Xalg,Z,/lnS) 

onst(Xalg,Z,/lnS) 
onst(Xalg,Z,/lnS) 

3L 

w 

2/LN S ) 

Lorsque onst(Xalg,Z,/lnS)onst(Xalg,Z 
onst(Xalg,Z,/lnS)onst(Xalg,Z, 

cet isomorphisme transforme l ' identité en 
*n.l 

Par suite w<< est un isomorphisme en vertu de 2+1.4* 

c) Résulte de b) et de ( 2 . 6 . 7 ) t 

Remarque 2«8 .2 . - 1) Soit X une variété algébrique séparée de type fini 

sur un corps k algébriquement clos de caractéristique première à 1 . Le 

complexe T„ 77/nnr77 est d'amDlitude injective f inie . I l est donc d'ampli-
ét' ' 

tude plate f inie , car tout module inject i f sur ZZ/ln ZZ est une somme directe 

n ( i ) 

• Par ailleurs, d'après le théorème de Deligne [ 1 ] , la coho

mologie de Tv ^ / nn _ est constructible. Donc T„ _ /..n _ est un corn

e t 1 ' 1 ^ ét' ' 

plexe parfait sans hypothèse sur le corps de base. 

2) De même l 'assertion c) de 2.3.1 est vraie sans hypothèse sur le corps de 

base. En examinant la démonstration de 2 . 6 . 7 , on voit en effet qu ' i l suffit 

de pouvoir appliquer 2 . 6 . 8 au cas où f est un morphisme X ^ — > induit 

par un morphisme de schémas l isses, où A = M = ÎZ/lM2Z et où N = 2Z/lNZZ • 

Les conditions 1) et 3 ) du lemme sont satisfaites. La condition 2 ) du lemme 

est satisfaite e l le aussi, car le faisceau constant ZZ/iMZZ sur X ^ est 

d'amplitude injective finie (par exemple, en vertu du théorème de dualité sur 

) , donc Rf^2i/imzz est d'amplitude injective finie donc d'amplitude 
plate f in ie . 
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En passant à la limite sur l 'entier n , on déduit de (2.8.1) c) (et 

de la remarque 2.0«2,2) dans le cas jonéral) l 'existence d'un complexe PARFAIT 

T„ m € D n(X, .ZZ) tel que, pour tout F C D ̂ (X,Hom(RRc(Xét,F),Z&1)Hom(RRc(Xét,F),Z&1 , on ait un X ^ Z ^ parf et' YHom(RRc(Xét,F),Z&1)H<<<<om(RR<<<c(Xét,F),Z&1) parfx etf l7 ' 

isomorphisme fonctoriel en F : 

IIom(F,r „ ) 
Xét,Zl 

Hom(RRc(Xét,F),Z&1) 

De plus, pour tout morphisme f : X » Y , on a un isomorphisme 

Rf^Rtfom(F,I ~ ) 
Xét'El 

R /7om(Rf F , T ) 
' Yét,Zl 

De même, en passant à la limite sur l 'entier n , on déduit de 2.8.1 b) un 

isomorphisme fonctoriel en X 

(2.8.3) w< n* T 
1 Xét 'Sl 

т 
w< TL 

w< 

L'homologie étale localement finie de X , H ^ X ^ j Z ) (resp. à support 

compact H°(x,. , Z&_) ) est définie comme étant 1'hypercohomologie H 1(X^.,JV ~, ) i et 1 et A, »¿¿1-et 1 
(resp. H~ (X, 9TV 77 ) ) [ 7 ] • On déduit alors de l'isomorphisme 2.8.3 

C et' 1 
et de 2.7.6 le 

COROLLAIRE 2.8.4.- Pour les variétés algébriques séparée et de type fini sur Œ , 

i l existe des isomorphismes fonctoriels en X pour les morphismes propres 

H ^ é t ' 2 ^ • HÌ(X,2Z1) (resp. fonctoriel en X 

<Uét .ax) H I ( X , Z . ) ) 

où l'homologie de gauche est l'homologie étale à coefficients dans <vc 
xww 

et 

l'homologie de droite l'homologie singulière à coefficient dans ^$ùw< 
cx<<< 
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3» Classe d'nomologie d'un cycle» 

3.1• Rappel sur la trace. 

3»1 «0. Soient X et Y des espaces analytiques, f : X —>Y un morphisme, 

K un complexe borné de faisceaux de 0 -modules à cohomologie cohérente et 
x 

d'amplitude plate finie sur Y , d un entier tel que les dimensions des 

fibres de f soient ^ d , F un faisceau de 2Z-modules sur X . 
A toutes ces données variables (X,Y,f,K,d,F) , on se propose d'associer 

un morphisme de faisceaux abéliens 

3.1.1. Tr _ 
f,! 

: R2df!(f*F) : F 

où ff désigne le foncteur image directe à support propre [10] , tel que les 

propriétés suivantes soient satisfaites : 

(VAR 0) Le morphisme Tr dépend additivement du complexe K 
f ,K 

(additivité par rapport aux suites exactes). 

(VAR 1) Le morphisme Tr est fonctoriel en F et commute aux 
f t K 

sommes directes quelconques de l'argument F , 

(VAR 2) La formation de Tr est compatible avec le changement 

de base Y' — ^ Y • 

(VAR 3) La formation de Tr est compatible avec la composition 
f 

des morphismes f • 

(VAR 4) i ) Lorsque f est f ini , d = 0 , F = 7L , posons, pour y ( Y 

3.1 . 2 . ^ ( y ) 
w< 

x , f (x) =y 

i i m 

(-l)1dimH1(K 
x) 

0 
y 

IL 

< 

Le morphisme composé 

can# 
F ***** fff*F 

Tr 
F 

induit sur la fibre en y £ Y , la multiplication par "^(y) 

TTÌ T.nmn\if> X est lisse. Y = s K = 0 d = dimX . F = 7L 
point X 

le morphisme 
<^$ 
x<ww •°x 

II 
C 

.2d 
( x , z ) ZZ 
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THÉORÈME 3*1 . 3 . - I l est possible d'associer à tout (x ,Y,f ,K,d,F) un morphisme 

Tr et un seul tel que les propriétés (VARi) 0 ^ i <: 4 soient satisfaites» 
f ,K 

Le morphisme Tr v est appelé le morphisme trace pondéré par K . 

Lorsque K = 0X on le supprime de la notation et le morphisme correspondant 

est appelé le morphisme trace. Lorsque Y est un point, on remplace f par X • 

Ce théorème est une transcription du théorème de SGA, XVIII, §2* Nous nous 

bornerons à donner des indications. Démontrons l 'unicité, ce qui nous permettra 

de préciser les définitions formelles des propriétés VARi). Pour vérifier 

l 'unicité de Tr , i l suffit de le faire sur les fibres en tout point y i Y • 
f, K 

Soient y i Y , Xy la fibre de f en y , i^ : X^ < — X l ' injection ca

nonique fy : Xy —> {y} la projection sur un point. La compatibilité avec le 

changement de base VAR 2 implique dans ce cas que : 

Hom(RRc(Xét,F) 
Hom(RRc(Xét,F),Z 

Ti 
w< JLi* K 

y 
On est donc ramené à démontrer l 'unicité lorsque Y est un point. En filtrant 

le complexe K et en utilisant VARO , on se ramène au cas où K est un fais

ceau cohérent sur X • 

En utilisant l'exactitude à droite de R2df, et VAR1 f on se ramène 

au cas où F = TL , 

I l résulte de VAR 4 et de VAR 2 que Tr^ est le morphisme canonique 

lorsque f est un plongement ouvert. I l résulte alors de VAR3 que pour tout 

ouvert U c X on a un diagramme commutati f 

H 
c 

2d 
(u ,a) H 

c 

,T2d 
( X . Z ) 

Tr i 
U,k|U 

TL 

Tr X,K 

2d 
En utilisant l'exactitude à droite de H on voit alors que Trv Y est connu 

C X, £> 

lorsque les Tr I sont connus pour un recouvrement ouvert ( U . ) de X • U\,K|IL i 

On peut donc localiser sur X 
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et supposer qu ' i l existe un morphisme fini g : X —> V sur un ouvert V de 

<Dd • I l résulte de VAR 3 que Tr „ = Tr o Tr v et Tr et Tr „ sont 
X,k V g,K V g,& 

déterminés par VAR 4 , d'où l 'unic i té . Pour l 'existence, nous laissons au 

lecteur le soin de transcrire SGA 4, XVIII. 
Comme les fibres de X sont de dimension ><C d , pour tout faisceau F 

sur Y , le complexe Rfff*F[2d] a une cohomologie nulle en degré > 0 et 

sa cohomologie de degré 0 est R2dfjf*F » Donc le morphisme 3.1 »1» déter

mine et est déterminé par un morphisme de complexes encore noté 

Tr : 
f,K 

Rfff*F[2d] F 

d'où en passant aux complexes de faisceaux sur Y , un morphisme de complexes » 

3.1.4. Tr 
f , i 

(Rf f*F*)[2d] F 

qui possède les propriétés VAR i ) , 0 ^ i ^ 4 . C e morphisme est encore appelé 

la trace pondérée. 

3 .2 . Homomorphisme de Gysin pour les morphismes plats. 

Soient (x,Y,f,IC,d) comme en 3.1.0. Notons Ty le complexe dualisant 

de Y ( 1 . 2 ) . Le morphisme 

Tr R f ^ T [2d] > T Y 

est un élément de RHom(Rf (f*ry) ,ry[- 2d] ) . Par dualité de Poincaré [10] , 

ce dernier groupe est isomorphe à 

RHom(f*TY?Tx(~ 2d)) 

d'où un morphisme 

3.2 .1 . Hom() Y > Tx(~ 2d) 

Soit $ une famille de supports sur Y . Le morphisme G induit un homo

morphisme sur l'homologie ( 1 . 2 ) . 

3 .2 .2 . f* K 
Hp(Y,Z) ir 

p+2d 
f-1 (X,Z) 

appelé homomorphisme de Gysin pondéré par K • 

I l résulte immédiatement des propriétés VAR i ) , 0 <: i <: 4 (3.1 ) que 
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les morphismes f* possèdent les propriétés suivantes : 

GYS 0) Les morphismes f* 
K 

dépendent additivement de K (par rapports 

aux suites exactes de complexes). 

GYS 1) Pour tout diagramme cartésien : 

< n X 

g 

Y» m Y 

f 

tout complexe K sur X et tout entier d tels que (X,Y,f,K,d) 

jouisse des propriétés décrites en 3.1.0, tout couple de familles 

(*) 

de supports $ sur Y et sur Y1 , m-adaptéesv ' , alors 

(X'.Y1,g,JLn*K,d) est comme en 3.1 »0 et le diagramme 

(3.2.3) 

H9 
-1 

*+ 2d 

w< 
(X\2Z) 

<x 
JE1 

*+2d 

(«) (x,a) 

s 
]Ln*K 

H+ 

X 
[Y',2Z) 

<n;: 
' H$(Yf2) 

f* 

est commutatif. 

GYS 2) Pour toutes données (X,Y,f,K,d) et (Y.Z.g.M.d') comme en 3.1.0 
IL 

la donnée (X,Z,go ft K <S> JLf* M, d + df) jouit des propriétés de 
°x 

3.1 «0 et on a 

Hom(RRc(Xé 
<t,F<),Z&1) 

(g o f ) * j l 
K ® ]Lf* M 

°x 
GYS 3) Lorsque Y est connexe, f est f in i , d = 0 , les entiers 

\ ( y ) y ( Y ne dépendent pas de y et l'homomorphisme composé 

Hom(RRc(Xét, 
<wxxF),Z&1) 

x 
Y. xw 

cw< 
.-1 

Hom 
x< 

' H;(Yfa) 

(*) i . e . pour tout fermé Z C , m|z est propre et m(z) C § 
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est la multiplication par ^ ( y ) 

GYS 4) Lorsque X est lisse, Y est un point, K = 0 , d = dimX 

alors f*(HY) C H2d(X,2Z) H*D(XFZ)« 

est la forme linéaire déduite de l'intégration sur X des formes 

différentielles de degré 2d à support compact» 

GYS 5) Lorsque f est un plongement ouvert, K = 0 , d = 0 , 
x 

l1 homomorphisme f* : H^(x,Z;) > H (̂x,Z£) est le morphisme de 
restriction à un ouvert (1.3.1). 

3.3. Classe d'homologie fondamentale» 

PROPOSITION 3*3.1 Soient X un espace analytique de dimension finie d , 

X l'ouvert des points réguliers de dimension d de %re(^ > TT : X — » X 

le morphisme canonique, le complexe dualisant de X , #2d̂ X/l le fais

ceau d'homologie de degré 2d (cohomologie de degré - 2d ) de ce complexe» 

On a un isomorphisme 

#2d(x) - ".a 

Pour des raisons de dimension, pour tout ouvert U de X , l'homomorr 

phisme canonique H2d(u,X) —> r(u,#2d(x)) est un isomorphisme. Pour tout ouvert 

ouvert U , on a une suite exacte (1.3.1) s 

H2d(u - U r\ XFZ) - >H2d(u,z; H2d(unxfz) H2d-1(u-unx;z; 

Comme U - UO X est un sous-ensemble analytique fermé de dimension < d , les 

groupes extrêmes sont nuls» L'homomorphisme canonique 2̂d̂ X^ ^ TT*-̂ 2d̂ X/l eSt 

donc un isomorphisme» Notons [x] i E^(x) = H^d(k)* l'élément induit par 

l'intégration sur X des formes différentielles. Cet élément détermine un homo-

morphisme TL r H^\X) qui est un isomorphisme comme on le vérifie sur les 
•Ni 

ouverts de X homéomorphes à des boules. 

COROLLAIRE 3.3.2.- 1) Si X est irréductible, le groupe H2d(x) est cyclique 
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infini . 

2) Notons lrrd(x) l'ensemble des composantes irréductibles de dimension d 

de X 2 = 
S £ Irr (X) 

S i p : S X le morphisme canonique» On a 

H2d(s) 
S i Irrd(x) 

H2d(s) et w< Hom(RRc( 
Xét,F),Z&1) 

H2d(x) est un isomorphisme» 

DEFINITION 3.3 .3 . - Soient X un espace analytique de dimension d , K un 

complexe borné de faisceaux de 0 -modules à cohomologie cohérente sur X , 
A 

* la projection de X sur un point» On pose [X,K] = £|(1) * H ^ X . Z ) (3 .2 .2) • 

La classe [X,K] est appelée la classe d'homologie fondatementale de X pon 

dérée par K . On pose [x] = [X,0 ] et [x] est appelée la classe d'homolo-
gie fondamentale de X 

Pour tout x £ X , notons F(x) l'anneau total des fractions de l'anneau 

local 0^ et posons 

lK(x) w< 

1 

xw<< 

F(x) 
long H1(K(x) & F(x)) 

0 
x La fonction x H—* !jr(x) es t localement constante sur l'ouvert des points régu

liers de X . • Pour tout S £ Irr (x) , la fonction x ± lv(x) , x ( S 
red d K 

est donc constante sur un ouvert dense de S . S a valeur est notée ^ ( s ) t 

et est appelée la longueur générique de K sur S 

PROPOSITION 3.3 .4 . - 1) La classe [X,K] dépend additivement du complexe K 

2) Soient (x,Y,f,K,d) comme en 3«1 »0 et M un complexe borné de faisceaux 

de 0„-modules à cohomologie cohérente» Alors 

f*[Y,M] = [X,K ® 3L£*M] 
IL 

<xx 

3) Si X TV 
est l isse et connexe, 

[x] est un générateur du groupe infini 

cyclique 
H2d 

w< 

4) Si X est irréductible et génériquement réduit [x] est l'unique 

élément de EL , 2d ,(X) qui induit sur l'ouvert < 
reg 

des points réguliers de 

X , la classe [X ] . red u regJ 
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5) Dans la décomposition en produit de 3.3.2, on a 

[ X , K ] Hom(RRc(Xét,F),Z&1) 
Hom(RRc(Xét,F),Z&1) 3 i Irr (x) 

Les assertions 1) , 2) et 3) résultent respectivement de GYS 0, GYS 2 

et GYS 4» L'assertion 4) résulte de l 'assertion 3) et de 3*3*1 • Démontrons 5 ) . 

En vertu de 1 ) et de l 'additivité de ^(s ) t on Peut se ramener au cas 

où K est un faisceau cohérent sur X , • Avec les notations de 3.3.2, i l 
red 9 

existe alors un ouvert V de X tel que : 

a) Vre(j so i t l isse équidimensionnel de dimension d et l ' inclusion 

i : v^—^X induit une bijection sur les composantes irréductibles de dimen
sion d { 

b) le morphisme p induise un homéomorphisme p~^ (v) 7 V ; 

c) K|v est libre sur °red sur chacune des composantes connexes de vred î 

d) le morphisme Vred *—» V admet une section s : V —> vred telle 3ue 

V soi t plat sur V^ed • Le morphisme de restriction H^(x) —> **2d^ eSt 

une bijection (3.3.2) et transforme [X,K] en [V,K|v] (GYS 5) • De même 

pour tout s (. Irr (X) le morphisme H^,(S) *.H .(Vf) S) est une bijection 
d 2d 2d 

et transforme [ S , K / S ] en [v n S,K/Vn S ] . 

D'après GYS 1) on a un diagramme commutatif ! 

H2d(§) 
Y* 

* H2d(X) 

Hom(RRc( 
Xét,F),Z&1) 

i* 

' H2d<V> 

On est donc ramené au cas X = V et par GYS 5, on se ramène de plus au cas 

où V est connexe. Utilisant encore l 'additivité en K , on peut supposer 

K = 0^ • D'après l 'assertion 2) on a [v] = s*^red^ et en identifiant 
red 

H2d(v) à H2d(Vred) Par S* » 11 résulte de GYS 3 ^ue W = movtVred^ • 

Par ailleurs, par additivité on a [v] = 1 (v)[V,0 ] • L'assertion ré-
V red 
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suite alors du fait que H (v) est sans torsion et que 1 (v) = m # 

2 V V 

PROPOSITION 3 .3 .5 . - Soient X jet Y deux espaces analytiques de dimension 

<C d , f : X —> Y un morphisme propre, K un complexe borné de 0 -modules 
A ————— 

à cohomologie cohérente. Alors 
f*([XfK]) = [Y,Rf*K] . 

Par additivité, on peut supposer que K est un faisceau cohérent sur 

Xred * Comme [xtK] = txreci»K] (3.3.4), on peut supposer X réduit. Comme f 

se factorise en f : X —'T f(x) et i : f (x) •*—* Y et que l'assertion est 

vraie pour i (3.3.4), on peut supposer Y réduit et f(x) = Y • Lorsque 

dimY < d ou bien dimX < d , les deux membres de l 'égali té sont nuls pour 

des raisons de dimension. I l reste donc à examiner le cas dimX = dimY = d • 

I l existe un ouvert U c Y lisse de dimension telle que 

1) f ^ (u) soi t l isse de dimension d ; 

2) K|f ^(u) soi t libre sur chaque composante connexe j 

3) f |u : f~ \u ) — s o i t un revêtement étale trivial sur chaque compo

sante connexe de U } 

4) la restriction à U induise un isomorphisme sur l'homologie de dimen

sion 2d (3.3.2) . 

Comme la classe fondamentale se localise (3.3.4) (2) et que les images 

directes de faisceaux cohérents et de classes d'homologie commutent à la loca

lisation (GYS 5), on peut supposer Y = U . 1 1 suffit alors de vérifier 

l 'égali té après restriction aux composantes connexes de U (3 ,3 .2) . On peut 

donc supposer U connexe et f revêtement trivial et l 'égali té résulte alors 

de (3.3.4) (5 ) . 
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3.4. Cycles analyticrues» 

Soient X un espace analytique, p un entier, fi une famille de supports 

sur X • Notons Sp(x) l'ensemble des sous-espaces irréductibles et réduits de 

dimension p de X • On note Z^(x) ^e groupe des combinaisons linéaires 

formelles à coefficients entiers ?Hom(RRc(Xét,F),Z&1)w<<< aQ|s| telles que l'ensemble des S 
SÉSp(x) 

tels que a / 0 soi t localement fini et que IHom(RRc(Xét,F),Z&1)Hom(RRc(Xét,F),Z&1) | S soi t un fermé 
Si Sp(x) ,as /0 

de § • Le groupe Z^(x) est appelé le groupe des p-cycles analytiques de X 

à supports dans § • 

Soit K un complexe borné de faisceaux de O^modules à cohomologie cohé

rente tel que, pour tout i , le support de H1(k) soi t de dimension ^ p et 

appartienne à § • On pose 

3.4.1. « 'p 
x< 

S i sp(x) 
iK( s ) . | s | 

où ^ ( s ) est la longueur générique de K sur S ( c f . 3 .3 ) . 

Soit Y un sous-espace analytique fermé de X de dimension p tel que 

l'ensemble s^us-jacent appartienne à $ . On pose | Y | ^ = |0v|p • On note 

| Y | ^ = | Y | lorsqu'aucune confusion n'en résulte. En particulier si d = dimX , 

le cycle |x |d = | x | i zd(x) est appelé le cycle fondamental de X . 

Soient f : X — > Y un morphisme d'espaces analytiques, § et Y des 

familles de supports sur X et Y respectivment qui soient f-adaptces i . e . 

telles que, pour tout z i 6 , f | z soi t propre et f (z) ( Y . 1 1 existe un 

et un seul homomorphisme 

3.4.2. ' * » zj(x) 

Hom(RRc(X 
w<<ét,F),Z&1) 

tel que, pour tout complexe K , avec |k| C Z (X) on ait 

3.4.3. * * ( l * l p ) = | * f * i | 

L'homomorphisme f̂  est appelé 1'homomorphisme d'image directe. 

Soient (X,Y,f,K,d) comme en 3.1.0 et Y une famille de supports sur Y . 

I l existe un et un seul homomorphisme 
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3.4.4. f* : zJ(Y) z 
p+d 

»-1 Hom(RRc 
(Xét,F),Z&1) 

tel que, pour tout complexe M sur Y tel que |m| £ ZY(Y) 
P 

on ait 

3.4.5. Hom(RRc( 
Xét,F),Z&1) 

w 
xw 

w 
X.f*M| 

w 

L'homomorphisme f* est appelé l'homomorphisme de Gysin pondéré par K 

On a pour les homomorphismesHom(RRc(Xét,F),Z&1) et f* un comportement analogue à GYS 1 

[3.2) vis-à-vis des carrés cartésiens. 

THEOREME 3.4.6.- I l existe une et une seule transformation naturelle 

z*(x) H ' ( X ) 

notée w 1—> [w] qui commute aux images directes et aux homomorphismes de Gysin  

pondérés et telles que, lorsque X est un point, on ait [ | x | ] = 1 ( HQ(X) ~ s « 

Résulte de GYS 2(3 .2) et de 3.4.5 pour la commutation aux homomorphismes 

de Gysin et de (3.3.5) et (3.4.3) pour la commutation aux images directes. 

3.4.7. Si w C Z^(X) 9 [w] ( H2p(X) s'appelle la classe d'homologie associée 

au cycle w . Soient Y un sous-espace de dim p et K un complexe borné de 

0Y-modules à cohomologie cohérente. On poseHom(RRc(Xét,F),Z&1)Hom(RRc(Xét,F),Z&1) = [Y»K] € U^(x) * LorScIue 

Y ss x on retrouve la classe fondamentale de X pondérée par K « 

3.4.8. Soient X un espace analytique, $ une famille de supports, D le dis

que ouvert unité de C , p un entier, I un complexe borné de 0^ x ^-modules 

à cohomologie cohérente. On note $ la famille des fermés de X x D qui sont 

contenues un fermé pr~^(z) avec Z £ § .On suppose que suppH^(K) c $ pour 

tout i et que les fibres de la projection de supp H1(K) sur D sont de di

mension ^ d • Pour tout Z £ D , on pose c<< 
vx< 

K 
3L 

< 
< 

C • es f un complexe 

de 0 -modules• 
x 

3.4.9. On note w< 
P 

à. 
(x) 

Hom(R 
Rc(Xét,F)) 

l'ensemble des éléments de la forme 

K I - K l 
1 Z^p 1 z2'p 

où Z. 1 Z C D et K possède les propriétés de 3.4.8. Le sous-groupe « J ( X ) 
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est appelé le spus-groupe des p-cycles analytiquement équivalent à zéro. Le 

quotient, noté C^(x) , est appelé le groupe des classes d'équivalence analy 

tique de p-cycles » On constate facilement que les homomorphismes d'images di

rectes et de Gysin pondérés passent au quotient. 

THEOREME 3.4.10.- L'homomorphisme qui à un p-cycle associe sa classe d'homologie, 

se factorise par x<<^= 
w<,;:! 

Soit K comme dans 3.4.8. i l s 'agit de montrer que [ |K | ] = [ |K I ] , 
1 p p 

Par additivité sur K , on peut se ramener à vérifier l 'égali té lorsque K esl 

un faisceau cohérent sur X x D . 1 1 existe alors un sous-espace fermé W c Xx 

dont les fibres sont de dimension ^ p , tel que K soi t un 0^-module et tel 

que l'ensemble sous-jacent à W soi t dans § . Pour tout z dans D , notons 
i : W — X l ' inject ion de la fibre W dans X . Le complexe K est un 

z z z z 

complexe de W -faisceau et on a (3.4.6) : i ([W ,K ]) = |K I . 
z z* *" z zJ 1 z'p 

Notons TT : V7 —r D le morphisme induit par la deuxième projection. Le 

morDhisme i se factorise en 
W 

z 

w< W 
1 

X X D 
Pr1 

X 

Par suite le diagramme ci-dessous est commutatif : 

Hom(RRc(Xét, 
w<F),Z<<&1) 

j * 

2p 

Hom(RRc 
(Xét,F),Z&1) 

1* 
HÇ HTT 

H2P 
(c)(X x D) 

Pr2* 

i * ^ \ z 

H* (X) 
2pv ' 

et pour montrer que iz^(Cwz»Kz^) ne déPend P35 de Z CHom(RRc(Xét,F),Z&1)Hom(RRc(Xét,F),Z&1) D , i l suffit de 

montrer que j ([W ] ) i H^ ^C/Î(W) ne dépend pas deHom(RRc(Xét,F),Z&1)Hom(RRc(Xét,F),Z&1) z C D • D'après 
^ z* z zJ/ 2p x 

GYS 1 (3.2) on a un diagramme commutatif : 
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H0 (W ) 2p z7 

w< 

2P 

-1 
(c)(w) 

pr* 
Z 

Z = HQ({z}) 

RR* 

<xw 
^ùw< 

et [V .1 ] = pr*(l) On a donc 

Hom(RRc(Xét,F)w<<,Z&1) 

et cet élément indépendant de z . 

3«5. Classe de cohomologie fondamentale» Intersection, 

Nous étudions dans ce numéro la compatibilité entre l ' intersection des 

cycles et le cup ou le cap-produit des classes topologiques associées. 

L'idée d'uti l iser systématiquement des complexes poids est due à Grothendieck 

et a été mise en forme par Deligne. 

PROPOSITION 3.5.1 Soient deux morphismes d'espaces analytiques X Z —2-» Y • 

a). On*-suppose que i est un plongement fermé, que g est l isse et que les  

fibres de g : i sont de codimension C dans les fibres de g • Alors, pour 

tout ouvert W de Z on a : 

< < 

WP.XV , (v . z ) 0 pour j < 2C 

b) Si de plus les fibres de g c i sont de codimension > C dans les fibres 

de g au-dessus d'un ouvert analytique dense de Y , alors 

< 

¥ r\ X 
( V , z ) 0 pour j $ 2C • 

L'assertion a) (resp. b)) équivaut à ¿¿(21) = 0 pour j < 2c (resp. j ^ 2 c ) < 
A 

Elle est donc locale au voisinage de X . Soient x (. Hom(RRc(Xét,F),Z&1) X , N la dimension re

lative de Z sur Y en x , n = dim Y en f(x) . Hom(RRc(Xét,F),Z&1) On a dim^X $ n + N - 2c 

(resp. dim^X < n + N - 2c) dans le cas a) (resp. b ) ) . Hom(RRc(Xét,F),Z&1) Comme Z est l isse sur 

Y on a Rg!(2Z) = 2Z[2N] (c f . [ 9 ] pour le-foncteur Hom(RRc(Xét,F),Z&1) Rgl ; l 'égali té est au 
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sens des catégories dérivées). Pour tout j , on a /r(Ri*(2Z)) = H^{7L) et 
t Î Î 

enfin on a Ri'Rg' = Rf" • On a donc : 

3.5.2. Hom(RRc(Xét,F),Z&1) ̂ ( R f ! ( 2 ) ) = ^+2N(Z) . 

Par ailleurs, i l résulte de la bidualité [10] que : 
R£'(Z) = RJ7om(Tx , £*T ) 

Comme ff*(Tv) = 0 pour j < - 2dimX et tf°(:Z7v) = 0 pour j < 2n , on a X Y 

F^(Rf!(Zi)) = 0 pour j < 2 c - 2N (resp. j < 2C - 2N) dans le cas a) (resp. b ) ) , 

d'où la proposition, en vertu de 3.5.2. 

COROLLAIRE 3.5 .3 . - Soit Hom(RRc(Xét,F),Z&1) ( j une famille d'ouverts de Z telle que 

X - M V. O X soi t contenu dans un fermé F de X qui est fibre par fibre de  

codi mens ion ^ c et de codimension > c au-dessus d'un ouvert analytique dense 

de Y • Alors l'homomorphisme canonique 

H f ( Z , Z ) 
w 
< 

H2C 

1 

(wifz) 

est injectif, 

Posons W = U W. . I l résulte de 3.5.1, a) que H^w(Wf2Z) = r(WnX,/i^C(^) 

Par suite l'homomorphisme canonique H 2c 
<cww 

(WfZ) n 
1 

2c H 
"XAW. 

(WifZE) est 

inject i f . I l suffit donc de montrer que H f ( Z , Z ) K2C ,(w,z) est injec

t i f . Comme on a un homomorphisme H2C x<< 
"x -F _(Z - F.2Z) i l suffit 

de montrer que H f (z,z) • <nklm 
cv<ww 

(Z - P,Z) est inject i f . Comme on a une 

suite exacte 

4 c ( z , z 0 • H | C ( Z , Z ) - H20 

"x-F 
,(z - F,2Z) 

l 'assertion résulte de 3.5.1, b ) . 

3.5.4. Soient X c 1 > Z tJL^ Y deux morphismes d'espaces analytiques tels que i 

so i t un plongement fermé, g un morphisme lisse de dimension relative N et 

que codim(x,Z) soit, fibre par fibre (de g ) c • Posons f = g c i . Soit 

K un complexe borné de 0 -modules à cohomologie cohérente dont la cohomologie 
¿1 

est à support dans X , d'amplitude plate finie sur 0 (où, ce qui est équi-
Z 
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valent, sur 0 ) . Nous aurons besoin de la variante ci-après de l'homomorphisme 

trace. 

PROPOSITION 3 .5 .6 . - I l existe un et un seul homomorphisme trace. 

Trx<< R2<N-C)FHom(RRc(Xét,F),Z&1) 

compatible avec le changement de base, la localisation sur Z et telle que, 

lorsque Y est un point et . X irréductible on ait 

Tr 
f,K 

iK(x).Trx 
red 

où iK(x) est la longueur générique de K sur w w< Tr 
red 

la trace usuelle 

(3 .1 .3 ) . 

L'unicité est c la i re . Quitte à se localiser sur Z , on peut trouver une 

projection u : Z * T de Z sur un Y-espace T n >Y lisse sur Y , telle 

qxxë u i : X —> T soi t un morphisme fini surjectif. 

Pour tout x ( X , posons ro^RC^O 
i 

( - O 1 <x <x <x 
K 

w 
œ) On constate 

alors qu ' i l existe un morphisme de faisceaux et un seul 

Tr . „ : u - Ì..2Z ^ TL 
u o i,K * 

qui induit sur chaque fibre en t £ T un homomorphisme 

X I T E X ~ * Z T DUTYPE ( A A ^ t ) ^ x Ä t a A W 

On pose alors Tr = Tr -, TT.(Tr . „ ) , où Tr est le morphisme trace 
r, K TT ï u ~ 1 , K TT 

ordinaire. Le morphisme cherché est ainsi défini au moins localement sur Z . 

Pour globaliser, on procède comme en [ 9 ] (XVIII 2 .9) . 

On remarquera que, lorsque K provient d'un complexe de 0 —modules, le 
x 

morphisme T.- v défini i c i n'est autre que celui défini en 3.1.3. 

3.5.7. Soient X É-i-^ Z —2-? Y deux morphismes d'espaces analytiques, tels que 

Z soi t l isse sur Y , que i soi t un plongement fermé et que, fibre par fibre, 

X soi t de codimension ;>, C • Soit K un complexe borné de 0 -modules à co-
Z 

homologie cohérente, d'amplitude plate finie, dont la cohomologie est à support 

dans X • Pour tout z £ Z , notons N(z) la dimension relative de Z sur Y 
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en z . L a fonction N : z \—> N(z) est localement constante sur Z • Rappe

lons que, par définition, on a : 

3.5.8. H f ( Z , Z ) Hom(z [- 2c ] ,Z) 

où le terme de droite est un Hom dans la catégorie dérivée et où le crochet 

désigne" le :dé cal âge. des complexes. Par ailleurs, on a 

3.5.9. g ' Z = Z[2N] 

et par suite 

3.5.10, Hf(Z,2Z) Hom(2Z [2N - 2 C ] f g ! ) 

D'après le théorème de dualité pour le morphisme g [10] , on a un isomor

phisme canonique : 

3.5.11. Hom(2Z ,g!Z[2C - 2N]) Hom(Rg (Zfc^N- 2C]),Z 

De plus on a, en posant f = g o i 

3.5.12. Rgt(2Z [2N - 2C]) EfI(z[2N- 2C]) 

d'où un isomorphisme canonique 

3.5.13. H^C(Z,Z) û? Hom(Rf,Z;[2N- 2C],2Z) 

On déduit du morphisme trace, défini en 3 . 5 . 6 , un morphisme de complexes encore 

noté : 

3.5.14. Tr S Rf 3Z[2N- 2C] ir • JX ! 
7L 

c'est-à-dire un élément Tr i Hom(Rf Z[2N - 2C] , 7L) 
r,K î 

DEFINITION 3.5.15.- On appelle Hom(RRc(Xét,F),Z&1)Hom(RR classe fondamentale cohomologique de X dans Z 

pondérée par K , et on noteHom(RRc(Xét,F),Z&1)Hom(RRc(Xét,F) cl(X,K) l'élément de V^(Z%7L) dont l'image 

par l'isomorphisme 3.5.13 est Hom(RRc(Xét,F),Z&1)Hom(RRc(Xét,F),Z&1)Hom(RRc(Xét,F),Z&1)Hom(RRc(Xé Tr^ ^ • 

On pose cl(X,0v) = cl(x) Hom(RRc(Xét,F),Z&1)Hom(RRc(Xét et on l 'appelle la classe fondamentale (cohomo

logique) de X dans Z • 

THEOREME 3.5.16.- 1) cl(X,K)Hom(RRc(Xét,F),Z&1)Hom(RRc(Xé ne dépend que de i : X^—>Z et de K et non 

de la projection g : Z • 

2) Soit un diagramme commutatif 
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Z ' u Z 

Y' • Y 

avec Z' l isse sur Y1 • Si X' = u" ( x ) est encore fibre par fibre de 

codimension C , alors 

cl(u~Vx')f3Lu*K) u*cl(X,K) 

3) Soient de plus X1 c x > Z g». Y~,K' des données comme 3»5»7« Alors 

cl(X» x X,K ISK») 
3L 

Y 
cl(X,K) U cl(X' ,K' ; 

4 ) Soient X" c Z fibre par fibre de codimension C" , K" un complexe 

borné de 0„-modulesa d'amplitude plate finie, à cohomologie cohérente» dont  

la cohomologie est à support dans X" • Supposons que X f \ X" soi t fibre par  

fibre de codimension ^ C + C" • Alors : 

cl(X H X",K ® K") 
TT. 

cl(X,K) U cl(X'f,K") 

Montrons que 2) H> 1 ) «Par changement de base on peut en vertu de 2) supposer 

Z réduit» Soient g^ : Z ^ Y^ , i = 1,2 , deux projections et V^ l'ouvert 

des points lisses de Y^ » En vertu de 3.5»3f on peut se borner à vérifier 

l 'égali té des classes correspondantes après restriction à ĝ  (v^ ) O $2^2) * 

On peut donc supposer Ŷ  et Y^ lisses» Mais alors Z est lisse et en vertu 

de 2), les classes correspondantes sont toutes deux égales à la classe relative 

à la projection de Z sur un point» 

Montrons que 2) et 3) =^ 4) . 1 1 suffit , en effet, d'appliquer 2) au 

diagramme 

< ô > Z x Z 
V 

< 4rxy g 

Y 

où ô est le morphisme diagonal» 

Démontrons 3 ) . Après quelques manipulations formelles, on constate que 
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cela revient à montrer que Tr 
w<;,: 

JL 

,KE1 K1 
Hom(RRc( 
Xét,F),Z&1) 

3L 

Tr 
f,K 

ce qui se véri

fie immédiatement. I l reste à démontrer 2), 

Nous le ferons dans trois cas particuliers. Tout d'abord, lorsque le dia

gramme commutatif de 2) est cartésien, l 'égali té cherchée est vraie car Tr 

f ,K 

commute au changement de base. Supposons maintenant que le morphisme g : Z —*Y 

r _ —» Z' ——> Y et montrons que la 

classe relative à g est égale à la classe relative à g' (cas particulier de 

2))• Posons f = g'<>i et notons N' la dimension relative de Z' sur Y • 

D'après 3.5.15, l 'égali té des classes équivaut à l 'égali té des morphismes 
Rfj(L* [ N « ] ) et Tr 

f,K 
égalité qui se vérifie sur les faisceaux de cohomologie de degré maximum i , e . 

3.5.17. RN,f;(i*fffK) Tr 
f,K 

L'égalité 3.5.17 se vérifie fibre par fibre et comme Tr commute au change-

ment de base (3 .5 .6 ) , on peut supposer que Y est un point. Par additivité, on 

peut alors supposer que K est un faisceau cohérent sur X^^^ • Mais alors les 

morphismes traces considérés ont été définis en 3.1.3 et 3.5.17 résulte de VAR 3) 

En dernier lieu, supposons maintenant que u soi t un plongement fermé et que 

ï" = Y' . Comme la vérification de 2) est locale sur Z (3.5.3) » on peut suppo

ser qu ' i l existe un morphisme lisse g' : Z ? Cd x Y tel que g = pr^ o g' et 

que Z' se déduise de g' par le changement de base donné par la section nulle 

s : Y — • Cd x Y : 

Z' u Z 

Y 

g' 

s <Dd x Y 
Pr2 

Y 

La classe associée à g et alors la classe associée à g' d'après ce qui 

précède et, par changement de base, on obtient l 'égali té cherchée. Dans le cas 

général on se ramène tout d'abord par changement de base au cas Y' = Y • Puis 

on factorise u en utilisant le graphe, en un plongement fermé suivi d'une 
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projection. Le cas du plongement fermé a été traité précédemment. Examinons 

le cas de la projection. On est dans la situation suivante : 

Zf x Z 
w< 

Pr2 
- Z 

Y 

et i l s 'agit de montrer que c l ( Z ' X,JLpr*K) = pr*cl(X,K) . Or on a 
IL 

d'après 3 ) , cl(Z» X,3Lpr*K) = cl(Z« >^ X.O S K) = c l ( Z ' ) U cl(X.K) et 

on constate immédiatement que c l ( Z ' ) C H°(Z' ,Z) = Z£ est égale à 1 et que 

c l ( Z ' ) U cl(X,K) = pr*cl(X,K) , d'où le théorème. 

3.5.18. Etudions maintenant la relation entre la classe de cohomologie fonda

mentale et la classe d'homologie fondamentale. Reprenons les hypothèses et no

tations de 3.5.7. Soit 5 une famille de supports dans X • Rappelons qu'on 
! 

a entre les complexes dualisant la relation T = i ' f . Par suite le cup-
x z 

produit par cl(X,K) £ H^C(Z,Z) envoie Hg(z,Z) = H~P(Z,7Z) dans 

CHom(RRc( = H # f <*.rx) = (x!i'rz) = H ^ f (z,Tz) . 

Ce cup-produit est appelé, dans ce cas particulier, le cap-produit et est 

noté 

3.5.19.Hom(RRc(Xét,F), . A cl(X,K) : H*(Z,2Z) * H*^(xfz) . 

En particulier, lorsque § est la famille des fermés d'un sous-espace fermé 

V c Z , on a un homomorphisme : 
3.5.20. . H cl(x,K) : H (W,2Z) Hp_2c(xnW,2Z) 

Soit M un complexe borné de 0T -̂modules à cohomologie cohérente 

d'amplitude plate finie sur 0 , et supposons que K soi t un complexe de 
IL Z 

0 -modules. Le complexe M tS K est alors un complexe borné à cohomologie 

°z. 
cohérente de 0 -modules. * Par suite les classes fondamentales d'homologie 

Hom(RRc(Xét,F),Z&1)Hom(RRc(X et [U .O XF M 
TL 

°z 
mi Hom(RRc(Xét,F),Z&1)Hom( sont définies 
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(3 .3 .3 ) . 

COROLLAIRE 3.5.21 • - Si V O X est fibre par fibre de codimension >. C dans ¥ 

alors on a : 

[WfM] ncl(X.K) 
JL 

[V 0 X,M <S t] 

Supposons d'abord que W = Z et M = 0 • Posons n = dimY . Les classes 
Z 

[Z,0Z] et cl(X,K) s'interprètent comme des morphismes de complexes de fais

ceaux dans la catégorie dérivée : 

3.5.22. Z [2N + 2n- 2c] 
cl(X,K)[2N+ 2n] 

ZZ[2N+ 2n] 
[Z f0z] 

T 
Z 

et le cap-produit s'interprète comme le morphisme 

p, C Hom(z[2N +2n- 2c] . T ) 

dont l'image dans 

Hom(Z [2N+ 2n - 2 c ] , T ) 

par l'isomorphisme de dualité A(i) pour le plongement i , est le morphisme 

composé» En appliquant le foncteur Rgf au diagramme 3.5.22 et en complétant 

par des morphismes canoniques d'adjonction, on obtient un diagramme commutatif 

( c f . 3.5.8 et 3.3.3) : 

3.5.23, Rg,2Zx[2N+2n- 2c] 
Rgtcl(X,K) 

RgtZ[2N+ 2n] 
Rg.Cz.o ] 

'Rg\Tz 

Hom(RRc(Xét,F), 
Hom(RRc(XétZ&1) 

[2n] 
[Y,0 ] 

m 
J'Y 

de sorte que l'image de [Z ,0„] <»(cl(x,K)[2H + 2n]) par l'isomorphisme 
¿1 

d'adjonction A(g) pour le morphisme g , dans Hom(Rĝ Z&x[2N + 2n - 2c],7^) 

est [Y,0 ] o (Tr r[2n]) . Notons TT (resp. TT ) la projection de X 
Y f, X Y 

(resp. Y) sur un point. En appliquant le foncteur RTT.y, à la ligne du bas 

de 3.5.23 et en complétant le diagramme, on obtient un diagramme commutatif 

(3.1,VAR 3) et 3.3.3) : 
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3.5.24. R v!Rg,2Z [2N+2n-2c] 
RTfY!Tr [2n] 

R -r2;[2n] 
RTT ,([Yf0 ]) 

Hom(RRc 

Rïïx!Z,[2N+ 2n - 2c] 
Tr 

X,K 

^ Y 

x<< 

de sorte que l'image de [Y,0__] 0 (Tr v[2n]) par l'isomorphisme d'adjonction 
Y x | K 

A(TT ) pour le morphisme TV , dans Hom(RTT 2Z[2N + 2n - 2c] , 2l) est Tr Y . 
Y Y X; A, Js. 

Comme on a A(ïï__) o A(g) o A(i) = A(ïïv) , p, est la classe [X,K] (3 .3 .3 ) . 
Y A 

Dans le cas général, on a 
[W,M] n cl(X,K) ( [Z] n cl(W.M)) O cl(X,K) 

d'après ce qui précède j puis 

( [Z] a cl(¥,M)) n cl(X,K) [Z] n (cl(WfM)u cl(X,K)) 

car l'homologie est un module sur la cohomologie. D'après 3.5.20, on a donc : 

[Z] n (cl(W,M) U cl(x,K)) |ZJ f\ clfW n X.M & K) 
IL 

UZ et à nouveau : 

[Z] O c l (U O X,M K) 
IL 

x<< 
[W H X,M €> K] 

IL 

° Z 

d'où le corollaire. 

3.6. Spécialisation de la classe fondamentale. 

Soient X un espace analytique, De C le disque unité, TÏ : X > D une 

fonction analytique. On suppose dans la suite de ce numéro que les fibres X^ , 

Z £ D , de TT sont de dimension .< d et que le faisceau R2dnf2i) est loca 

lement constant sur D - {0} • Rappelons que, pour tout z £ D , la fibre 

(R^TTjZ,)^ n'est autre que E^(X^92L) . Donnons-nous un point g £ D , g / 0 

qui ne variera pas dans la suite (un point "général11). On a deux morphismes 

d'évaluation de sections de faisceaux 
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H f ( X , a ) = r(D,R2dn^) 
e 

g H2d(X ,2Z) 

e 
. o 

H2d(X ,2Z) c v o 7 

où Y est la famille des fermés de X propres sur D • 

Comme R2d .TL est localement constant en dehors de 0 i D • e est 
! o 

une bijection» En passant aux duaux à valeurs dans TL , on obtient un dia

gramme : 

Hf(XfZ)« 
e* 

g H2d(xg,s) 

e* o 

H2d(xo,z) 

DEFINITION, 3.6.1L'homomorphisme 

s = re*R1 eg 2 V V a ) • H2d(xo>2) 

est appelé 1'homomorphisme de spécialisation. 

Soit K un complexe borné de 0 -modules à cohomologie cohérente. Pour 
JL X 

tout z ( D , posons L = K 0 (C 5 c 'es t un complexe borné de 0 -modules 
ù _ X 

0 z 
à cohomologie cohérente. 
PROPOSITION 3 .6 .2 . - On a : 

s([xg,Kg]; = [X ,K ] L o ' oJ 

Notons TT (c) la famille des fermés de X dont la projection est conte

nue dans un compact de D « S i F C TT1(C) et G ( Y , alors F C\ G est un 

compact de X . On a par suite un cap-produit. 

2d (X,Z)© H2d(x)z; > HC(X,2) o 1 ' 
deg TL 

d'où un homomorphisme 

H £ ( C W 
U H f ( x , a ) * 

On a de même, pour tout z ( D , un homomorphisme 

148 



CLASSE D'HOMOLOGIE D'UN CYCLE 
VI -43 

H (X ,7L) 2d z7 ' 

u 
Z 

Hf(xt .a)* 

qui est d'ailleurs un isomorphisme. Notons i,r : X — • X l ' inclusion. La for-
Z Z 

mule de projection 

i (p) O a = iz , (*ni*(e) ) 

entraîne que le diagramme 

H2d(Xz,!Z) 
U 

Z 
Hom(RRc(Xét,F),Z& 
X<<(RRc(Xét,F),Z&1) 

(3.6.3) i 

x< 
vb:, 

- 1 , 
(o) xta) 

ux< 

cw< 

. H f ( x , z ) « 

est commutatif. De plus la compatibilité de l'homomorphisme de Gysin avec le 

changement de base entraîne que le diagramme 

1 

7L « H (pt o 

Hom(RRc(Xét,F) 

H2d(XZ,2Z) 

i 
z* 

2Z » l£(j>) 
TT* 

iw<< 

x<w 
cw< 

2d 
( C W ) , 

est commutatif. On a donc, en remarquant que ( i * ) * » u = e* , 

zL z ' zJ 
u i [X ,K ] 

z# L z* zJ » uTijd) 

d'où 

e*[X ,1 ] = e*[X ,K ] 
oL o9 oJ gL g' gJ 

PROPOSITION 3.6 .4 . - Si les faisceaux R2d-1rr!2 et 
2d-2 

R TTjZZi sont localement 

constants sur D - { 0 } le diagramme 

H2D(X ,71) S Hom(RRc(Xét,F),Z&1) 

i 
"о* 

-1 
2d (C)(X,2Z) 

i 
g* 

est commutatif et i 
o* 

est un isomorphisme. 
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Démontrons queHom(RRc(Xét,F),Z&1) est un isomorphisme. Posons U = X - , V = D - {o} 

D'après 1.3.1, i est isomorphisrue s i H? ^C^AU( 11,22) = 0 pour j = 2d+1 , 
—1 ° ^ 

2d . On a H* (c) n U (U,a) = H"^Hom(RRc(Xét,F),Z&1) (U,TX) = HiD)nV(V,RTT^TX) . 
TT (C)AU 

D'après le théorème de dualité pour le morphisme TT , on a 

RTT*Tx - Rn*R#om(2Z,TX) & RJ7om(Kn 2ZFT ) 

Le complexe RĴ om(RTTf2;>r ) a : 

- une cohomologie nulle en degré < - 2d - 2 ; 

- et une cohomologie localement constante en degré - 2d - 2 , - 2d - 1 , -2d • 

L'assertion résulte alors du lemme suivant : 

LEMME 3.6 .5 . - Soit F un faisceau localement constant sur V = D - {0} • Alors 

Hc(D) H V 
(V,F) = 0 pour tout p 

Par définition on a h^(D) r\V^V,F^ = Hc(D»Ri*F) où 1 : Vc—* D est 

l ' in ject ion. Notons D l'adhérence de D dans (D et v : Ve—* D l ' i n j ec 

tion. La suite exacte de cohomologie à supports compacts donne alors : 

0 — * Hc(D) nV(V'F) H°(V'F) ~ * H ° ( 3 5 . ^ * P / 3 5 ) — > Hc(D) nV(V,F) 

» H1 ( V , P ) — * H1 (2D,RV*F/3D) — > H*(d) ft y(vtP) — » 0 . 

Comme les homomorphismes HP(V,F) • HP(3D,Rv^F/dD] sont bi ject ifs on a bien 

c(D)nV (V.P) = 0 d'où le lemme. 

Achevons la démonstration de la proposition. Avec les notations de (3 .6 .3 ) , 

on a e* = ( i* ) ou et la commutativi té de (3.6.3) entraîne e* = u o i . o o o o OH 

Comme i et e* sont des isomorphismes, u est un isomorphisme. On a alors 

i os = i « i~^ o u~̂  o e* « u"̂  o e* et.d'après (3 .6 .3) , i « s = i • 
o * o * o* g g 9 o* g* 
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