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INTRODUCTION

L'intérét porté aux graphes planaires remonte a la
conjecture célébre des quatre couleurs (que O. ORE [48]

attribue a Guthrie)

"Il est possible de colorier les pays d'une carte de
géographie en quatre couleurs, de telle fagon gque deux pays

ayant une frontiére commune soient de couleurs différentes”.

Malgré les nombreuses contributions, le probléme
reste ouvert (c. f. H. Whitney W. T. Tutte [74]).

Trouver le nombre de graphes planaires & n sommets,
dont on sait qu'ils sont 4 - coloriables (par exemple ceux qui
posseédent un cycle hamiltonien) et le comparer au nombre total
de graphes planaires (& n sommets), tel était le but fixé par
W. T Tutte, lorsqu'il entama dans la série des "Census Papers”
([58], [59], [60], [61]) 1'énumération des cartes planaires.

Ceci lui permit d'énoncer un certain nombre de résultats concer-



nant,par exemple,le "comportement asymptotique” de la conjec-
ture [66].

Mais le but primitif a été rapidement dépassé:
1'élégance des formules trouvées, 1l'algébricité des séries
génératrices de pratiquement toutes les classes de graphes
comptées, ont de quoi étonner et fournissent un théme de réflexion
en dehors de toute référence a la célebre conjecture. C'est
13 une des sources de notre travail, et notre premier but a
été de montrer que l'algébricité des séries génératrices des
"slicings” résultait de 1l'existence d'une bijection entre
ceux-ci et les mots d'un langage algébrique (ou context-free).

Dans un cas particulier, nous avons trouvé un langage
quasi rationnel, ce qul implique alors la rationnalité des séries

génératrices [15].

Les graphes planaires interviennent aussi dans une voie
toute différente, il s'agit de 1'étude du probléme du mot dans
un groupe défini par des générateurs et relations. On peut
associer a toute préséntation d'un tel groupe un 2 - complexe
dont les arétes sont associées aux générateurs et dont les faces
sont les relations de définition. A tout mot neutre, on fait
correspondre un sous-complexe (graphe) planaire. Ce résultat
(dG semble-t-1il & Van Kampen [68]) a été utilisé par Lyndon
[38], Weinbaum [73], et Schupp [52] pour établir la décida-
bilité du probleme du mot pour-différentes classes de groupes.
Nous verrons que cette problématique peut se traiter par des

méthodes combinatoires analogues & celles mises en jeu pour

1’énumération des graphes.



Notons enfin que les nombreuses applications pratiques
des graphes planaires (circuits imprimés, molécules organi-
gues ...) ont conduit de nombreux informaticiens & s'intéresser
a ces objets. Il s'agit pour eux de résoudre les deux problémes

essentiels suivants

- reconnaltre si un graphe peut &tre tracé dans le plan
sans que ses arétes se coupent,
(Demoucron, Malgrange Pertuiset [18], Lempel [37], Tarjan [571,
Mondshein [40] ...)

- trouver une "bonne” représentation de ces graphes
en machine, (J. Lederberg [35], contrat graphes de A. Jacgques
et C. Lenormand].

Plus généralement, le probléeme des rapports entre la
structure spatiale du graphe et sa représentation linéaire en
machine peut étre envisagé sous 1l'aspect d'un codage auquel

s'appliquent les techniques que nous développons.

Notre exposé se veut unificateur des différentes
approches des graphes planaires :

Nous définissons les cartes planaires d'une fagon
purement combinatoire (due & Edmonds [18] et Gustin [28] et
développée par d'autresauteurs Jacques [32], Walsh et
Lehman [71], [72], Weinbaum [73]1).

Cette définition nous permet de nous placer dans le
cadre plus général des hypercartes (couple de permutations
(0,a) engendrant un groupe transitif sur un ensemble fini) que
1'on peut considérer comme des représentations topologigues

des hypergraphes. Jacques [30] a montré que 1'on pouvait



définir un genre gl(o,a) pour un tel couple ; nous définissons
donc une hypercarte planaire comme un couple (o,a) de permuta-
tions de genre nul. Notre résultat central, que nous appelons

théoreme de codage, s'énonce ainsi

(0,a) est une hypercarte planaire si et seulement si

11 existe une permutation circulaire :f telle que

g(a,S] =g(o,f] =0

Ce théoreme a de nombreuses conséguences

Dans le chapitre premier nous 1l'utilisons pour
construire un codage pour les hypercartes planaires, déduit de
deux codages différents (construits par les théoremes I et II)
des hypercartes planaires ne possédant gu'un seul sommet (c'est
a4 dire ol 1'unedes permutations est circulaire). Nous

démontrons que dans certaimscas l'ensemble des mots codes

constitue un langage algébrique (Théoréme IV et V).

Dans le chapltre second le théoréme de codage nous
permet de démontrer un théoréme de transfert (Théoréme VI), que
nous avions utilisé dans notre thése de 3& cycle, pour obtenir
une démonstration purement combinatoire de la formule de
W. T. Tutte sur les "slicings”.

La démonstration que nous donnons 1ci est nouvelle
et elle nous permet d'étendre ce théoreme de transfert, sans
difficulté supplémentaire, aux hypercartes uniformes (dont tous
les cycles de o, ont méme nombre d'éléments).

D'autre part, le théoreme de codage nous permet aussi
de généraliser les résultats de Lyndon et Weinbaum en
définissant des hypercartes opérant sur un groupe G : on associe
alors & tout mot neutre d'un groupe défini par générateurs et

relations,une hypercarte planaire dont un des sommets est le mot



neutre en question, et dont tous les autres ainsi que les hyper-
arétes, sont des relations de définition. Une réciproque & ce
résultat généralisant un théoréme de Weinbaum est ainsi donnée

(théorémes VII et VIII).

Enfin dans le troisiéme chapitre, nous définissons un
opérateur D sur 1l'ensemble des langages formels ; les langages.,
construits & partir du théoréme de codage et dont les mots
codent certaines familles de graphes planaires sont solutions
d'équations faisant intervenir D. Les problemes d'énumération
se ramenent alors & la résolution d'équations intégro-
différentielles dans 1l'algébre large du monoide libre.

C'est & la résolution de ce type d'équations, qui
nécessite 1'élaboration de méthodes permettant de calculer dans
une algebre non commutative, qu'est consacré ce chapitre. Les
théorémes essentiels sont obtenus dans le cas linéaire (théoreme
IX et X) : la solution est un langage algébrigue lorsque les
coefficients sont des langages rationnels. Le passage a 1'image
commutative nous permet alors de retrouver les résultats classi-

ques de W. T. Tutte et de les étendre.

Notre travail permet ainsi de donner une explication
de 1'algébricité des séries génératrices de différents types
de cartes : elles sont les images commutatives de langages (dont
les mots codent les cartes) gqui sont algébriques pour 1'une des
deux raisons suivantes

- par construction : on part du langage restreint de
Dyck sur une lettre et on effectue une suite de transductions
rationnelles permettant d'ajouter des lettres.

- comme solution d'une équation linéaire en D sur

1'algeébre large du monoide libre.



Si notre traveail clet, dans une certaine mesure, 1'étude
de 1l'algébricité des séries génératrices des cartes planaires, il

suggére des directions d'étude qui ne sont ici qu'abordées

- 1'étude systématique des hypergraphes représentables
par des hypercartes planaires, une telle famille venant d'étre

mise en évidence par J. G. Penaud.

- les applications possibles du théoréme de codage
au probléme du mot, ce probléme n'est ici qu'effleuré et les

premiers résultats sont encourageants.

- 1'étude des équations non-linéaires en des opérateurs

de type différentiels dans 1'algebre large du monocide libre.

- enfin le théoréme de ccdage permet de transfcrmer
la structure spatiale de carte en une structure linéaire
agréable & manipuler en machine. Une premiére application en est
le dessin automatique d'un graphe planaire en connaissant, par
exemple, sa matrice cd'incidence. Ce premier résultat dans cette

direction nous parait prometteur.

N

Je tiens & exprimer ici ma treés vive reconrnaissance a
Monsieur M. P. SCHUTZENBERGER. Il est & l'origine de ce travail
et les corseils qu'il m'a de nombreuses fois prodigués, ont été
pour moi un précieux soutien. Au moment de publier ce mémoire
mes pensées vent aussi & mon ami J. RICHARD. Une pertie des
résultats du troisieéme chapitre de cette publication scnt les
fruits d'une collaboration scientifique enrichissante, menée peu

avant cgu'il disparaisse.



Chapitre Premier

CONSTRUCTION D'UN CODE POUR
LES CARTES PLANAIRES POINTEES



CODE DES GRAPHES PLANAIRES

Comme 1'indique son titre, ce chapitre est essentiellement consacré
a la construction du code des cartes et hypercartes planaires.

Dans le paragraphe I nous donnons les définitions combinatoires de
ces objets : une hypercarte est un couple de permutations dont le groupe engendré
opére transitivement sur un ensemble. C'est une carte lorsque 1l'une des permuta-
tions est une involution sans point fixe. On établit aussi deux propriétés simples
du genre (définit par A. Jacques [39]) lorsqu'on supprime une aré&te ou lorsqu'on
multiplie par une transposition disconnectante.

Le paragraphe II relie les définitions combinatoires données aux
définitions topologiques classiques, on utilise pour cela un théoréme d'Edmonds
[19]. On définit aussi une application T qui associe & toute hypercarte une
carte de méme genre. Le genre qui a une signification topologique précise pour une
carte (c'est celui de la surface sur laquelle elle est dessinée) se trouve donc
défini de maniére plus explicite pour les hypercartes. La restriction de [ aux
cartes permet aussi de définir une bijection entre celles-ci et les dissections
(ou "slicings") énumérées par W.T. Tutte.

Dans le paragraphe III nous définissons le pointage d'une hyper-
carte, pointage qui détruit toutes les symétries

Dans le paragraphe IV nous commengons par construire le code des
hypercartes planaires ayant un seul sommet ; deux codes sont utilisés :

- les mots emboités

- les mots d'un langage de Lukasiewiez (utilisé par Raney [49]
pour une démonstration de la formule d'inversion de Lagrange-Blirman, voir aussi
Schlitzenberger [55])u

Le paragraphe V est consacré a la démonstration du théoréme de co-
dage (voir introduction); nous déduisons alors, des deux codes construits au pa-

ragraphe IV, un code pour les hypercartes planaires pointées ayant un nombre quel-

10



CONSTRUCTION D’UN CODE

conque de sommets. Ce code généralise celui que nous avions défini pour les cartes
([13], (150, [17]). Nous donnons aussi une caractérisation combinatoire des mots
codant les hypercartes planaires.

Enfin, dans le paragraphe VI, nous démontrons que lorsqu'on fixe
le nombre de sommets et les longueurs des arétes le langage de ces codes est un
langage algébrique. Ceci a pour conséquence 1l'algébricité des séries génératrices

énumérant ces hypercartes.

11



CODE DES GRAPHES PLANAIRES

I. PREMIERES DEFINITIONS.

1. LES HYPERCARTES.

Une hypercarte est un couple (0 ,2) de permutations opérant sur un en-
semble fini B (ensemble de brins), tel que le groupe engendré par {a , O} opdre

transitivement sur B . On dit que l'on a affaire 3 1l'hypercarte vide si B = ¢

Les orbites de O sont appelées les sommets de l'hypercarte ; le degré du sommet s
est le nombre d'éléments de cette orbite. Les orbites de @ sont les hzgerarétes
de 1'hypercarte.

Un sommet s et une hyperaréte a sont incidents si afs # @ . Une hy-
peraréte a est une boucle si elle est incidente & un seul sommet (i.e. s'il existe
s tel que a<s). Le degré d'une hyperaréte est aussi le nombre de ses éléments.
Deux sommets sont dits adjacents s'il existe une hyperaréte a , dont on dira qu'elle

les joint, incidente aux deux.

Hypercarte duale : A tout hypercarte H = (0 ,a ) on associe l'hypercarte

H = (a_%U, o) , appelée duale de H . Remarquons que la transitivité de (6 ,q )
- - ~
entraine celle de (a lo >a) - Les orbites de ¢ ]'c , donc les sommets de H ,

sont appelés faces de H

Une boucle de H est appelée isthme de H . Le degré d'une face f est le
nombre d'éléments de l'orbite f . Une face f et une hyperaréte a sont inci-
dentes si aNf # @ . On dira aussi que 1l'hyperaréte borde la face f . Deux faces
fl et f2 sont dites adjacentes s'il existe une hyperaréte a (dont on dira
qu'elle les sépare) incidente & fl et f,

Chaine : Soit (0 ,a ) un couple de permutations opérant sur un ensemble B
Une chalne joignant deux cycles s et s' de ¢ est une suite §1 T S5 Sy 5ees
Sp-1 > Sp s' de cycles de 0 tels que

pour tout i = 1,2,..., n-1 il existe bi appartenant a s; et bi a
Sip1 qui appartiennent tous deux a un méme cycle de @

Il est alors clair que la transitivité du groupe engendré par {0 ,q} est

équivalente & la propriété

pour tout couple (s,s') de cycles de o il existe une chalne joignant s

12



CONSTRUCTION D'UN CODE

2. LES CARTES.

Une hypercarte (o ,@) est une carte si a est une involution sans point
fixe. Les hyperarétes sont alors appelées arétes et ont toutes exactement deux
212
éléments.

Deux arétes sont dites paralléles si elles joignent deux mémes sommets.

N

Multigraphe sous-jacent 3 une carte : Un multigraphe est la donnée d'un ensemble X

et d'une famille U = [ul . (12 seees um} d'éléments du produit cartésien X yxX

dans laquelle un méme couple peut figurer plusieurs fois.

A toute carte C on associe le multigraphe G défini comme suit : l'ensemble
X est l'ensemble des sommets de C et 3@ toute aréte {bl . b2} de C on fait
correspondre les couples u = (s; , s,) et u's (sy 5 87) ol bl€ s, et b2682
On obtient ainsi la famille U dont les éléments sont tous les couples u et u' .

C est dit le multigraphe sous-jacent & C .

C est dite représentation de G .

Si C n'a ni boucle ni arétes paralléles, le multigraphe sous-jacent est
alors un graphe connexe (ou graphe simple connexe au sens de Berge[3J ).

Remarquons que l'on peut définir de la méme fagon un hypergraphe sous-jacent
3 une hypercarte.

Pour une carte C donnée, nous ferons un certain nombre d'opérations dont

une des plus simples est la suivante

Suppression d'une aréte : Soit {bl , b2} une aréte d'une carte C dont 1'en-

semble des brins est B . Sur l'ensemble B'= B\{ bl,b2} , nous définissons le

couple de permutations {g', a }  comme suit

- a' est la restriction de @ & B' (ceci est bien défini car

b,,b est un cycle de Q@ ) ;
1°72
- ob=0b pour b#c_lbl=b

0' b! =0 b

U
- 1 = .
o by =0b; 2 2

~

I1 est clair que O est une permutation sur B obtenue 3 partir de 1'écri-
ture en cycles de O par suppression de bl et b2 ; néanmoins {g', a'] n'est

pas nécessairement une carte, car la transitivité n'est plus assurée.

Une aréte d'une carte (0 ,a) pour laquelle ( o' ,0o ) n'est pas une carte

est appelée aréte disconnectante.

13



CODE DES GRAPHES PLANAIRES

PROPRIETE I.1l. - L'aréte {bl’bQ} est disconnectante pour une carte C si et

seulement s'il n'existe pas de chalne joignant les sommets s, et s, (b, € s; et

b2€ 52) dans (o', o' ) quand ceux-ci sont aussi sommets de ( O',a' )

- S'il n'existe pas de chalne dans (0',af) entre = et Sy il est alors
immédiat que ce couple n'est pas une carte et il est alors clair que (0',&) se
décompose en deux cartes composées l'une des sommets joints & S, par une chaine,
l'autre de ceux joints & s, par une chaine.

- S'il existe une telle chaine, (o ,a ) étant une carte, entre deux sommets
s et s' il existe une chalne de (0 ,a ) ; si §118, intervient dans cette chai-
ne, il suffit d'ajouter la chaine qui les joint dans (0',a') pour obtenir une

chaine de ( 0', o ) entre s et s'.

Suppression d'un sommet : On supprime un sommet s en supprimant toutes les arétes

N

incidentes d ce sommet.

Remarque : Supprimer un sommet de degré 1 est équivalent & la suppression d'une
seule ar@te. D'autre part, d'aprés la propriété ci-dessus toute aré@te incidente a

un sommet de degré 1 n'est pas disconnectante.

3. GENRE.
DEFINITION. - On appelle genre de la carte C = (0,,a) la quantité
glo,a) = g(C) =1+ %-[z(a) - z(0) - z(a0)] , ol pour toute permutation 8 z(8 )
désigne le nombre de cycles de la permutation © . Ainsi z(o) , z(a ) , z(@aO)
-1

sont respectivement le nombre de sommets, d'arétes et de faces (puisque a =a 7)
de la carte C
Si C est la carte vide, nous posons par définition son genre égal 3 zéro.

Nous verrons au paragraphe II l'explication topologique du genre.

PROPRIETE I.2. - Lorsqu'on supprime une aréte {b,b'} d'une carte C :

(i) Si cette aréte n'est pas disconnectante on obtient une carte C'

telle que g(C') = g(C) ou bien g(C') = g(C) - 1 ;

(ii) Si cette aréte est disconnectante on obtient deux cartes Cl et C2

telles que :
g(C) = g(Cl) + g(C2)

Pour démontrer cette propriété, nous avons besoin du lemme suivant dd a

Serret [56] , (voir aussi Berge [2.] ) de démonstration immédiate.

14



CONSTRUCTION D’'UN CODE

LEMME I.1. - Soit O une permutation sur un ensemble B , T= (b,b') une transpo-

sition sur cet ensemble.

1°) S8i b et b' appartiennent au méme cycle de O alors dans OT et
=21 et pp y et

TO ,b et b' sont sur des cycles différents, plus précisément

si o= (b,bl,...,bi,b',bi,...,b:'i) o, alors
oT= (b,bi,b',...,bi)(b',bl,bQ,...,bi) Ul et

T0= (b,b ..,b]..)(b',b]'_,...,b'.)CI

1" i’ 1

2°) Si b et b' appartiennent & deux cycles distincts de O alors ils

. ~ - ' z . z
appartiennent 3 un méme cycle de 9T et OT , plus précisément

si o= (b’bl""’bi)(b"bi""’b]!) O'l alors
0T = (b,b1,bl,...,bl,blsby,eusby) O) et
TG = (byby,bysesesbysbsblseesbl) O
Démonstration de la propriété I.2. : Nous distinguerons trois cas suivant que
1°) {b,b'} est incidente & un sommet de degré 1
2°) {b,b'} n'est pas un isthme
3°) {b,b'} est un isthme incident & des sommets de degré supérieurs a 1.

1°) Remarquons, tout d'abord, que si {b,b‘} est incidente a deux
sommets de degré 1, puisque {0,®} opére transitivement, la carte C se réduit a
o= (b)(b'),a= (b,b') de genre O . La carte C' est alors la carte vide qui est

aussi de genre O . La propriété est bien vérifiée dans ce cas.

Supposons donc que {b} constitue un sommet de degré 1 et que b' appar-
tienne 3 un sommet de degré supérieur 3 1 . 0 et @ s'écrivent alors

g = (b)(b',bi,...,b]‘.) Ul & = (b,b") ocl
Définissons o' et O'" par o's= (b)(b')(b',bé,...,b:!]) o, et a'= (B)b") o ;

il est clair que o'z (b)(b')o' :U(b',bj!) ; &'z (b,b")a' et que
a'd= (b)(b1)ao' = (b,b') QO (b',b1)

D'aprds le lemme I.1, z(q'0") = z(a0) + 2 et donc z(a'C ) = z(n 0)

Par conséquent, le genre reste inchangé g(C) = g(C').

2°) Si {b,b‘} n'est pas un isthme, b et b' sont contenus dans deux
e s P -1 -1
faces distinctes, @O0 s'écrit alors (en remarquant que 0 “b = bo et o "b'= bc'>

entrainent aO bO =b' et a0bl = b)
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(0 = (By,b'sbY,- - ,bY)(B,b,by ..o 5b;) 8 . Posons o' ' (®)(b") ,

o'z o (b)(b'), alors :0" =0 (b_,b)(b!,b') et &= (b,b')a . D'od :
00"z (b)(1)a' 0" = (5,510 (b_,b)(b,b")

En appliquant trois fois successives le lemme I.1, on obtient

n_mn
ao = (b)(b')(bé,bi?_...,bé,bo

’bl""’bj) 91 .

BN

Ainsi, on montre que s et s' (sommets incidents & b et Db') sont reliés par
- ! . . s -
une chaine dans (0 ,a' ) (puisque bO et b('3 appartiennent d un méme cycle de

1 ' 1
a'c') et (0, a ) est bien une carte d'aprds la propriété I.l.

D'autre part, z(a,') =z(a) -1 3 z( a'cr') =z(ad) -1 3 z(o) =z(o )
et donc g(C) = g(C")

3°) {b,b'} est un isthme. Notons toujours ol = b, et o lpr = bl s
(o) 14é 3 . = [ [ 1 [ '
ad stécrit alors”. acl (bo’b ’bl’b”"""bj’bo’b’bl’bz"“’bi) el .
Posons : 0 = O (b)(b') , a =a (b)(b') , on a aussi :
ano_u'z (b)(b')a'o' = (b,b')CtO’ (bo,b)(bé,b')
En appliquant le lemme I.1l, on obtient cette fois
[Epall
g = 1 1 ' 1
a (b) (b )(bo’bl’bQ""’b]!)(bo’bl’bQ""’bi) el N
et on ne peut rien dire sur la transitivité de (o', o)
- Si o' ,0' est transitif, C' = (0', a') est une carte et puisque

z(a') =z(a) -1 3 2z(0') =2(c) , z2(a 0') = z(ad ) + 1 , on obtient
g(C) = g(C) -1
- Sinon, B' se décompose en B' = BlUB , 0 en 0,0 et @ en @ Q

2 172 1%2

1> dl ) et (02 > 0 ) opérant respectivement sur Bl et BQ'. Alors

2(0) = 2(09) ) +2(0, ) , z(a) = 2(a) ) +2(a,) -1 et z(ao) = z(a)q ) +

(o

z(aZOZ) + 1 , ce qui implique
g(0y,0.) +g(0,,a,) = g(C)

La propriété I.2 est ainsi démontrée.

COROLLAIRE 1. - Le genre d'une carte est un entier positif ou nul.

En effet, la carte vide vérifie cette propriété ; la démonstration est

ensuite immédiate par récurrence sur le nombre d'arétes.

16
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COROLLAIRE 2. - Toute aréte disconnectante est un isthme ; réciproguement, un isthme

est ou bien une aréte disconnectante, ou bien une ar@te qui, supprimée, diminue le

genre de la carte.

Ce corollaire résulte immédiatement de la démonstration de la propriété

(cas 2°).

DEFINITION : Une carte est dite planaire si son genre est nul.

Le probléme de la caractérisation des multigraphes représentables par une
carte planaire est bien connu ; il a été résolu par Kuratowski (cf. Berge[ 1] ).

Dans le cas d'un genre g donné (# 0) , le probléme est ouvert.

Genre d'une hypercarte.

La notion de genre a été étendue des cartes aux hypercartes par A. Jacques

E30] qui donne la définition suivante :

DEFINITION : Soit H = (0 ,a ) une hypercarte d'ensemble de brins B le genre
de H est donné par :

g(H) = 1+ 2 (|B] - 2(0) - z(a) - 2(a'0))
On dira qu'une hypercarte ( 0, @) est planaire si g(0 ,a ) = O . On peut faire

immédiatement les remarques suivantes

1. - Dans le cas oo (O, ) est une carte C on a IBI = 2z(q ) et a_l= o
par conséquent g(C) est bien le genre de la carte C défini plus haut.

2. -Ona g(a,0 ) =g(o,a) , en effet : z(a~ld ) = z(cr_la,) car o_la
est l'inverse de a_lo .

Nous démontrerons dans le paragraphe II que toute hypercarte est représentable
par une carte de méme genre, par conséquent le genre d'une hypercarte est aussi un
entier positif ou nul.

On a aussi la propriété suivante

PROPRIETE I.3. - (Transposition disconnectante).

Soit (6 ,0a) une hypercarte opérant sur un ensemble B de brins, ¢ une

transposition telle que le couple (O0T,q ) soit composé de deux hypercartes

{0 ,al} et {OZ,CLZ} opérant sur deux sous-ensembles disjoints Bl et B2

N_ s . - = = (o2
(c'est-a-dire : B BlUB Bl ﬂB2 3, a % a,, 01= 0, 02 ). Alors

2

g0 ,a) =gla ,0,) +glay , 0,)
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On sait, d'aprés le lemme I.l que si T est une transposition, OT a un
cycle de moins ou un cycle de plus que O suivant que T échange deux éléments

appartenant au méme cycle ou d deux cycles distincts de o

Si le couple (‘cc ,0 ) est transitif et que (g ,oT) ne l'est plus, c'est
que T échange deux éléments appartenant au méme cycle de 0 . De plus {a,0} est

l) et on en déduit que T é&change deux brins

transitif en méme temps que (a, a0
appartenant a une méme face ; on a donc :

l0T)=z(a_10)+l.

z(07) = z(6) +1 3 =z(a
Ainsi, en remarquant que z(®) = z( %) + z(%) ,
z(0T) = 2(9) ) +2(9,) ,
2@ toT ) = 2(at o) + 2(a)to)

1“1 % %)

on obtient le résultat.
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II. REPRESENTATIONS DES CARTES ET DES HYPERCARTES.

1. CARTE TOPOLOGIQUE.

DEFINITION. - Soit I une surface orientable de R3 , on appelle carte topologique

C sur Y une décomposition de X en trois sous-ensembles disjoints S , A et F
tels que

1°) £ =SUAUF

2°) S est un ensemble fini de points ;

3°) A est union finie disjointe d'arcs simples ouverts de Jordan dont les
extrémités (confondues ou non) appartiennent & S

4°) F est union finie disjointe de domaines simplement connexes dont les

frontiéres sont des réunions d'éléments de A et S

A toute carte topologique on associe une carte, au sens défini plus haut,

de la maniére suivante :

Carte associée : - L'ensemble B des brins est composé des couples dont la pre-
miére composante est un point s de S et la deuxiéme un arc simple a de A
ayant une extrémité en s ; si a a des extrémités confondues, il donne néanmoins
naissance & 2 brins, ainsi ’BI =2 IAI .

- La permutation O est définie comme suit : soit sie S et B,
1'ensemble des brins ayant s; comme premiére composante ; en tournant autour de s
dans le sens positif on définit une permutation circulaire des arétes incidentes
a 55 > donc des brins de Bi , 0 est alors égale au produit des permutations Oi
ainsi associées d tous les éléments s; de S.

- Pour tout brin b , o (b) est le brin qui a méme deuxiéme com-

posante que b ; & est ainsi une involution sans point fixe.

Le couple (0 ,a ) définit alors une carte, la transitivité de o ,0 étant
assurée par le fait que les éléments de F sont simplement connexes ; les sommets
de cette carte sont ainsi en correspondance avec les éléments de S , les arétes
avec les éléments de A .

On remarque d'autre part que les faces (cycles de Q0 ) correspondent aux
éléments (domaines simplement connexes) de F , chaque orbite de a0 est composée
de brins dont l'aréte est frontiére d'un élément f de F . Plus précisément, on

~

peut montrer qu'd la carte topologique duale (cf. par exemple O .Ore Lug] ) est

associée la carte (ao,q ) duale (au sens donné plus haut) de la carte (0 ,a) .
Nous avons donc associé 3 toute carte topologique & wune carte C définie
de maniére purement combinatoire, réciproquement, on doit & Edmonds [19] 1e résultat

suivant
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THEOREME. - Pour toute carte C il existe une représentation de C par une carte

topologique € sur une surface X , telle que C soit associée 3 @ par le pro-

cédé défini ci-dessus. De plus, toutes les représentations topologiques de C

sont homéomorphes dans R3

Le genre g de la carte C est égal au genre de la surface orientée I
qui est g =1+ %—(]A[ - |F| - |S] ), ce qui donne une signification de cette
quantité. Ainsi si g = O , la surface X est homéomorphe & la sphére et la carte
C est alors planaire. Dans ce cas, on obtient [A] - IPI - ISI + 2 =0 qui n'est

autre que la relation bien connue d'Euler.
Nous avons ainsi une identité compléte entre deux notions
- la notion de carte, purement combinatoire ;

- la notion de carte topologique.

Dans la suite, nous confondrons ces deux notions, la premiére étant plus
agréable a manier ; c'est elle que nous utiliserons le plus souvent, mais nous
n'oublierons pas que lorsque nous parlerons d'une carte, il existe une représenta-

tion topologique de celle-ci.

2. REPRESENTATION D'UNE HYPERCARTE PAR UNE CARTE.

Soit H = (0 ,a ) une hypercarte définie sur un ensemble B de brins, nous
[~ 2z ~
définissons une carte C =T (H) = ('5,?{) sur un ensemble B associé 3 H et

obtenons donc d'aprés 1), une représentation topologique de H

DEFINITION (*). - L'ensemble des brins B de T'(H) est obtenu en construisant 4
~
exemplaires de l'ensemble B ; nous posons ainsi B = BlU BQLJBaU B, - Soient
ul,uQ,uS,u‘4 les bijections de B A?espectlvement sur Bl,BQ,B3 et Bu
- La permutation O est donnée par sa décomposition en cycles

(tous de longueur U4)

6 = bgB (ul(b),uz(b),us(b),uq(b))
- La permutation @ est donnée par
Flu, (b)) = u,(a(b)) %, (b)) = u, (0 (b))
~ -1 ~ -1
B(u4(b)) = uy (07 (b)) Bu, (b)) = v, (b)) .

I1 est clair que @ est une involution (on vérifie que a&J(ui(b))= ui(b)

TR
E(BQ) = B3 . (3 ,%) est donc une carte, la transitivité étant assurée par celle
de {G,u}-
(*) Cette construction a été faite indépendamment par A. Jacques

(communication personnelle).

pour i = 1,2,3,4), d'autre part, d est sans point fixe puisque « (Bl) =B

20



CONSTRUCTION D'UN CODE

PROPRIETE II.1. - La carte (g ,a) a méme genre que l'hypercarte (0 ,qa)

Nous connaissons déj3 le nombre de cycles de O ( |B|) et deq (2]B]) ,

~

il nous faut calculer celui de QO .

- 3§07 opére sur B, de la méme fagon que ¢ t opére sur B , et sur B,
de la méme fagon que @ opére sur B ; en effet :

~

u, (b) = Fu,(b) =u,(0'b)
uy(6) = Fuy (b) = uab)

Pour tout b de B : J&
~nrg
aco

- %% échange B, et By et (35 )2 opére sur B, (resp. sur B3)

comme a_lO (resp. comme Ua_i) opére sur B , en effet :
~ N ~ ~ o~ ~ —1
aculb—auzb—u30b ; a0u3b—alu4b—ula (b) ,
NV N o - -
a aculb a u3ob au4cb ua Ob

~ -1 ~c - -1
3n —acrula b~au2a b—u4oa b .

~A~ AN

o0alu

Par conséquent :
2(a9) = 2(a) + 2(0) + z(a10)

Donc :

g(T,q) l+%[2 Bl - |B] - 2(a) - 2(0) - z( a—lo)]

g(0,a) .

n

COROLLAIRE. - Le genre d'une hypercarte est un entier positif ou nul 30].

Exemple d'une hypercarte et de sa carte associée. Soit :
Lxemp._.e 4%

(o}

(1,2)(3,4,5,6)(7,8,9)(10,11,12,13)(14)

a

(1,4)(2,5,7,10)(3,14)(6,8,9)(11,12,13)
Ainsi :
ato = (1,10,13,7,6,14,3)(2,4)(5,9)(8)(11)(12)

g(o,a) =1 +% (14-5-5-61 = 0 .
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Propriétés de la carte T'(H)

Pour caractériser les cartes C images par I' d'une hypercarte H , il

nous faut introduire la notion de graphe de contact d'une famille de faces.

DEFINITION. - Soit F'CF une famille de faces d'une carte C , le graphe de
contact Gp, de F' est le graphe dont l'ensemble des sommets est F' , et tel
que (fl’fQ) est une ar@te si et seulement s'il existe un sommet s tel que

n .
Snfl #0 et sNf 70

Dans ces conditions nous avons

PROPRIETE II.2. - Soit H une hypercarte et T (H) la carte associde. T (H)

vérifie les propriétés suivantes

(1) Tous les sommets de [I'(H) sont de degré 4

(2) Il existe une partition des faces de I (H) en deux sous-familles

F, et F, » telle que toute aréte a sépare deux faces appartenant 1'une a P

5 . . *
l'autre a F2 (ce qui exclus les 1Sthmes)( ) et que le graphe de contact de Fl
est deux coloriable (pour les sommets). Réciproquement, si C est une carte véri-

fiant (1) et (2), alors il existe une hypercarte H telle que C = T (H)

Preuve : (1) est immédiate
(2) on définit la partition de F en FlU F, par
Une face f appartient a Pl si elle est incluse dans B2 ou dans B, »

a F2 si elle est incluse dans BlU By . Par définition de @ il est alors clair
que toute aréte étant de la forme (ul(b),uq(b')), ou bien (u2(b),u3(b')) , elle

sépare bien deux faces de familles différentes.

D'autre part, F; peut étre décomposée en deux sous-familles Fl et F}

une face f appartient a Pi si elle est incluse dans 82 a FE , si elle eit

incluse dans Bq ; cette décomposition revient 3 colorier le graphe de contact GF

en deux couleurs : en effet, une aréte de GF correspond 3 un sommet de I'm *

ol sont en "contact" deux faces 1'une incluseldans B2 , l'autre dans BL+
Réciproquement, nous nous donnons une carte C vérifiant (1) et (2), nous

construisons une hypercarte H , et vérifions ensuite que C est isomorphe & T (H).

(* ) Une telle carte est dite 2-coloriable pour les faces.
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Construction de H : Soit C = (0 ,a ) une carte et B,S , F = PllJF2 , Trespec-

tivement 1'ensemble des brins, sommets et faces de C . Pour la commodité de 1l'ex-
position, nous dirons que les éléments de F, sont des faces noires et ceux de

F2 des faces blanches. La bicoloration du graphe de contact GF de F, revient
d se donner une partition de Fl en deux sous-ensembles Flei & FI

Soit s un sommet de la carte C par (1) s est de degré 4, soient donc
b,0 b, 02b et O3b = G_lb les brins appartenant & ce sommet.

Remarquons que pour tout brin b ,&b et o b (= Oab) appartiennent 3 la
méme face, puisque Q@O (U_lb) =ab . L'aréte { b,0b} sépare donc les faces
de b eto b qul ne peuvent &tre de la méme couleur. Il en est évidemment de
méme pour l'ardte {ODb,a0 bl qui sépare les faces de ODb et 02b qui ne
peuvent etre de la méme couleur. Nous supposerons que b et ng appartiennent
3 des faces noires, 0Ob et 03 a des faces blanches (on peut remplacer b par
ob si cela est nécessaire).

Du fait de la bicoloration du graphe de contact de, Fl , on déduit que les
faces de b et 02b sont 1'une élément de Fi , 1'autre élément de Fz 3 nous
supposerons que b appartient d une face de Fi (on peut échanger b et 0% si
nécessaire). On décompose ainsi l'ensemble B en quatre sous-ensembles Bl’BQ’B3’

Bq de la maniére suivante

Pour tout sommet s de S , soit bS le brin incident d une face blanche

de Fj (d'aprés ce qui vient d'@tre vu, on sait que celui-ci existe, et est unique).

Alors posons

2 3
bse B2 R crbSEB3 , O bSEBu , O bSE B, .

De plus, on définit les bijections UpsUysUgsuy, de s dans Bl,BQ,B3,BL\L

R - . - . - 52
ul(s) = 0b, uz(s) = b, s u3(s) =0 b_ 5 u,(s) =0 by

- Les brins de H sont alors les sommets S de C

- H= (06 > 0 ) ol ces deux permutations sont données par

0 (s) est le sommet auquel appartient le brin gu2(s) , ce que nous
o —_—
notons 0 s=0au,s ;
o 2
o (s) =5auls , qui est le sommet auquel appartient le brin Otul(s)

Nous avons déja une partition de B en 4 sous-ensembles By,B,,B;5,B, . Le

fait que 0 =0 est immédiat. Il reste & vérifier que ?io: o . Pour cela,

° -1
remarquons que tout brin b de C appartient 3 la méme face que O ab (car
oo (0_%1b ) = b); par conséquent, par la définition des ensembles Bl’BQ’B3’Bu
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si b appartient a B2 , 11 en est de méme de b'= Uﬂlab et Qb =0Db' appar-

tient a B3 . @ échange donc Bl et B3 . D'autre part, b et ab ne peuvent

appartenir 3 des faces de méme couleur, par conséquent si b appartient & B,

ab est nécessairement élément de B, ou de B, , et d'aprés ce qui a été dit plus

2 4
haut @Db est élément de B, . «a échange B, et B,
Par définition de T (H) : ’c\xlouls =y, s et par définition de Cto R
:6 a : o = 3 i i
Cto s a ;s 5 o s appartenant a bu : uqi( auls) o ulSN 3 on a ainsi
aouls = uls . On démontrerait de meme que U-OHQS :au28 5 %ugs =au3s N

~
o w,s Tau,s . Ainsi a, =a , et la propriété II.2 est ainsi démontrée.

o

Remarque : Dans le cas planaire la propriété devient

Une carte C planaire est image par I d'une hypercarte H , si et seulement si

tous les sommets de C ont pour degré 4.

3. DISSECTIONS.

La restriction de I aux cartes va nous permettre de construire une bi-

jection entre celles-ci et ce que nous appelons les dissections (% ).

DEFINITION. - Une k-dissection (k1) est une carte dont tous les sommets sont
de degré 3 et telle qu'il existe une famille F'T F , composée de k faces, telle
que pour tout sommet s il existe une face f et une seule, &lément de F'
vérifiant

fNs # 9 et 'fﬂsl:l.

PROPRIETE II.3. - Il existe une bijection B entre les k-dissections et les cartes

ayant k sommets, d'autre part g(g (C)) = g(C)

Pour démontrer cette propriété, nous utilisons la notion d'aréte homéomorphe

que nous définissons et dont nous donnons d'abord quelques propriétés.

Ar@tes homéomorphes : Deux arétes a, = {bl,bi} et a, = {bQ,bé} d'une carte C
sont dites homéomorphes si o b, = b, et ¢ bé = b! . (On a évidemment abl = by,

1 2 1
- Kt
ab2 b2 ).

Remarquons la propriété suivante

(*) Celles-ci sont appelées "slicings" par W.T. Tutte
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- si a, et a, sont deux arétes homéomorphes d'une carte C , soient C]‘_ et Cé

les cartes obtenues respectivement par suppression de a; et de a, alors Ci

est isomorphe 3 Cé et g(C) = g(Cl) (= g(CQ))~

I1 est clair que 1l'application A de B\ { bl,bi] sur B\{b2,bé}
définie par A b, =b; , X b} = bi et qui est 1'identité ailleurs réalise une
isomorphie de Ci sur Cé

D'autre part, a, et a, étant homéomorphes, {bl’bé} constitue une
face, {bl’bi} et {b2,bé} ne sont donc pas des isthmes.et si on supprime 1'une

ou l'autre on obtient une carte de méme genre (Propriété I.2).

Insertion d'une aréte homéomorphe & une aréte donnée

Soit C = (0 ,a ) une carte opérant sur un ensemble B de brins, a = (b,b')
une aréte de cette carte ; on obtient la carte c, = (o1 , al) par insertion d'une

aréte homéomorphe & a en posant

Blzsu{bl,bi} (ot b ,b} €B)
-1 -1
o =0 ag 1 = = ' ol 1= '
1 sur B\ {b,% b} o b=b , 0 (@ b)=b, b =ob,0gbl=b
a, = a : = b! ' =z
1 sur B 3 albl bl N ol bl bl

I1 est alors clair que C est obtenue & partir de Cl par suppression de

l'aréte d'aprés ce qui a été vu plus haut : g(C) = g(Cy)

a
Remarquons que les relations suivantes

- 1 . 1 —
alolb- b1 H alcl bl- b

-1 1) = —
alol(c b)-b1 , alclbl—acb

alclb’ = a0 b'
impliquent que C:L a une face de plus que C constituée de deux brins {b,bi] 5
que la face contenant b' est restée identique ; que dans la face contenant b on
a remplacé ce brin par bl ; enfin, que les autres faces de C (qui n'avaient pas

de brins en commun avec {b,b'} ) sont restées inchangées.

Démonstration de la propriété II.3

- Pour une carte C nous construisons la k-dissection B (C) par suppression
d'arétes de la carte [ (C) . Nous étudions donc tout d'abord TI'(C) lorsque C
est une carte (et non une hypercarte). Dans I (C) pour tout élément b de B

1l'aréte {ul(b), u,(a (b))} est homéomorphe a 1'aréte {uq(b), ul(a’l(b))} ;
A1~ ~ -
en effet, puisque a=a , Gulb = uub et 0ul a lb =y b
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Soit B (C) = (8 ,& ) la carte obtenue en supprimant pour tout élément b
de B une sur deux des arétes {ul(b), uuab} ou {uub, ulab} ; il est
alors clair que tous les sommets de B (C) sont de degré 3, d'autre part les faces
de TF! étant composées de brins de B, , elles demeurent faces de B (C)

2

(on al: ao uyb = a u3b = u,0 “y =x% u2b). Si on pose F'= F]'_ F' vérifie bien
la propriété demandée, la conservation du genre résulte de la remarque précédente.
B est ainsi une application de 1l'ensemble des cartes ayant k sommets dans
l'ensemble des k-dissections, pour montrer que B est une bijection, nous cons-
truisons BT

- Soit D = (0 ,a, F') wune k-dissection, pour tout sommet s de D soit
bs le brin appartenant & s et d une face de F' ,

L'aréte fG_le,aG_le} n'a alors aucun de ses brins incident 3 une face
de F' , en effet

- Si 0-le appartenait d une telle face, le sommet s aurait deux de ses
brins éléments d'une face de F!' .

-8i g g_lbs appartenait & une face de F' , puisque 0'3= 1,

ao_lbs = QUZ b=ao(ob )Jetob appartiendrait alors 3 une face de F' (la méme
s s s

N

que ao_lbs) , S aurait deux de ses brins incidents & une telle face.

Soit D' la carte obtenue d partir de D en insérant une aréte homéomorphe

3 chaque aréte de la forme { © 1y , qc_lbs} , il est clair que D' est une carte

s
dont tous les sommets sont de degré 4.

L'insertion d'une ardte homéomorphe 3 une ardte donnée crée une face de
degré 2, soit F" la famille des faces ainsi crées. D'aprés ce qui vient d'étre vu,
les faces de F' ne sont pas modifiées et restent des faces pour D

Posons Fl = F'UF" et définissons F2 comme la famille des faces de D'
qui n'appartiennent ni & F' ni d& F" , on obtient ainsi une bicoloration des

faces (on vérifie que toute aréte a exactement un de ses brins qui appartient a

une face de F' ou une face de F" ). D'autre part, la partition Fl = F'UF" cons-
titue une bicoloration du graphe de contact GF , la carte D' vérifie les condi-

. o s . 1

tions de la propriété II.2. Il existe donc une ~hypercarte H telle que D' = T (H) ;

F" étant composée de faces toutes de degré 2 H est une carte C . On vérifie

alors facilement que B (C) =D .
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III. LES CARTES POINTEES ET DIVERS TYPES DE CARTES.

N

Nous nous intéresserons essentiellement dans la suite a 1'énumération des
cartes planaires pointées au sens que nous définissons ci-dessous ; nous verrons
en particulier que le fait de pointer une carte supprime les automorphismes de

celle-ci.

1. ISOMORPHISME DE DEUX HYPERCARTES.

Deux hypercartes (01 ,onl) opérant sur }3l et (02 ,0 ) opérant sur B

sont dites isomorphes s'il existe une bijection )\ entre Bl et B2 , telle que
a,= x_lqz)\ et 01 = )\_102)\ . Un automorphisme ) de la carte (0,0 ) opérant

sur B est une bijection ) de B sur lui-méme, telle que q = )\_10,)\ , 0= )\_10')\ .

2

2. CARTES POINTEES.

Une hypercarte est dite pointée si on distingue un élément b* de 1'ensemble
des brins. Le sommet, l'aréte, la face qui contiennent ce brin sont respectivement
appelés sommet, arete, face distinguée.

) (o
1 et 2 s Q

.z * .
Deux hypercartes pointées (Ol , b2) sont isomorphes

1 2 2 b
si elles sont isomorphes en tant qu'hypercartes, et si de plus- )béi = b‘g .

Dans la suite, nous énumérerons des cartes planaires pointées vérifiant certaines
conditions ; or il est clair que pour une carte pointée il existe une infinité de
cartes pointées isomorphes, nous appellerons donc carte pointée un représentant

de la classe d'équivalence définie par 1'isomorphie.

PROPRIETE III.1. - Soit (o0,a, 5*) une hypercarte pointée, si A est un auto-

morphisme de cette hypercarte pointée alors A est 1l'identité.

Remarquons que si b&B est tel que Ab =Db , alors Aa b = ob et
AOb = 0Ob ; en effet Xck—l =0 et \aA i a entrainent A0 = O) et
Aa = al

Soit alors B' le sous-ensemble des brins b' de B tels que ADb' =Db'
B' n'est pas vide car il contient bP*. D'autre part, (0 ,a ) opérant transitive-
ment sur B , si B' # B 1l existe nécessairement bi €léments de B' tel que

abi ou Obi n'appartienne pas & B', or ceci est contraire d la remarque que

nous venons de faire

3. DIFFERENTS TYPES DE CARTES.

Nous étudierons essentiellement deux types de cartes : celles qui ont peu
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d'arétes (les arbres et les cartes simples), et celles qui en ont beaucoup (les
triangulations).

Un arbre est une carte planaire qui n'a qu'une seule face ainsi, d'aprés la
relation donnant le genre, le nombre de ses arétes est k-1 si k est le nombre
de ses sommets, cette propriété étant évidemment caractéristique.

Une carte simple est une carte pour laquelle il existe une face £* incidente
a toutes les arétes (pour toute aréte a ; fﬁﬁ a # ¢). Il est clair que tout arbre
est une carte simple.

Une carte simple pointée est une carte simple ol 1'image par @ du brin

~

distingué appartient & la face £%  incidente 3 toutes les ardtes.
Une carte C est dite séparable s'il existe une partition de 1l'ensemble des

arétes en deux parties Al et A2 partition telle qu'il existe un sommet et un

seul incident a une arete de Al et une aréte de Ay . Un tel sommet d'une carte

séparable est appelé point d'articulation. Remarquons qu'une carte C possédant
une boucle C est séparable, en effet : A, est constituée de la seule boucle

et A2 de toutes les autres arétes.

Triangulations :

Une triangulation est une carte ol une face a été distinguée (elle est appelée

face externe) et ol toutes les autres faces (et peut-&tre la face externe aussi)
sont de degré 3.

Une triangulation pointée est une triangulation ol un brin appartenant a la

face externe a été distingué.

On appellera externes les sommets et les arétes coupant la face externe,
internes les autres.

Les triangulations pour lesquelles les formules d'énumération ont été données,
sont

- Les triangulations pointées non séparables (par Mullin [41] et [42]).

- Les triangulations pointées graphiques qui sont non-séparables et qui n'ont
pas d'ar8tes multiples (par Brown [5)).

- Les triangulations pointées a-diagonales qui sont des triangulations poin-
tées graphiques telles que toute aréte est incidente d au moins un sommet interne

(par Tutte [58]).
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IV. CODES DES HYPERCARTES POINTEES
PLANAIRES AYANT UN SEUL SOMMET.

1. MOTS EMBOITES.

N

Dans la suite, nous associons d toute hypercarte pointée un mot qui la code ;
nous donnons tout d'abord quelques notations et définitions qui permettent de mani-

puler ces mots.

Soit X un alphabet (qui sera un ensemble fini ou infini). X¥ le monoide
libre engendré par X a pour éléments des mots ; ceux-ci peuvent &tre considérés
comme une application f de [n]  dans x . n est alors la longueur du mot f .
On écrit f = £f(1).f(2)... f(n) . Le mot vide, que nous noterons 1 , est l'appli-
cation de @ X , il a pour longueur zéro.

Un mot f est facteur du mot g si g s'éerit g = g'fg" ol g' et g"
appartiennent & X¥. Si g' = 1, (resp. g" = 1) f est facteur gauche (resp. fac-
teur droit) de g . Un mot f , de longueur n , est sous-mot du mot g si g

stécrit g = g £(1) g, £(2)... g.f(i+l)... f(n)g. ou g.c X¥ pour i = 0,n .
(e} 1 i n i€

Permutation associée d un mot

Soit f wun mot de longueur n , nous associons & f wune permutation f
de 6n donnée par

Soit Rf 1'équivalence d'application de f , c'est-3a-dire que
a Rbe f(a) = £(b) , alors pour tout i€[n] F(i) est le suivant immédiat de i
dans sa Rf classe (pour l'ordre naturel des entiers) si 1 n'est pas le plus
grand élément de celle-ci ; f(i) est le plus petit élément de la R, classe de i
si i est le plus grand élément de celle-ci.

Par exemple, au mot x2y22x3y22x appartenant a [x,y,z]*. est associée
la permutation (1,2,6,7,8,12)(3,4,9)(5,10,11) notée comme produit de ses cycles.

On dit qu'une permutation de Sn présente un excédent [ 23] au point k

(lL< ks<n) si o(k)s k . La propriété suivante est de démonstration immédiate.

PROPRIETE IV.1. - La permutation ¢ € En est telle qu'il existe f vérifiant

f =0 , siet seulement si elle a k cycles et présente exactement n-k excédents.

DEFINITION : Un mot f est dit emboité si pour tout couple de lettres x,y€ Xx X ,

le mot =xyxy n'est pas sous-mot de f .

I1 résulte immédiatement de la définition que tout facteur, tout sous-mot

d'un mot emboité est un mot emboité.
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PROPRIETE IV.2. - L'ensemble des mots emboités sur un alphabet fini X est un

langage rationnel.

Si E est ce langage, on a en effet

E = n (Cx*x x*¥y x¥* x X%y )
(x, y)EXx X
x#y
LEMME TV.1. -'Si f est un mot embofté, alors il existe une lettre X de X

telle que f = f'xof" et f'.f"E(X\{x })*
—_— o

Ce lemme se démontre par récurrence sur la longueur du mot f ., Si f =1

c'est immédiat.
k

Soit f wun mot commengant par la lettre x 3 si f = x alors Xy =X,
f' = f" = 1 et le lemme est démontré. Sinon, f s'écrit f = xkg ol g ne
commence pas par X , si g ne contient pas x , alors f' =1 et x = Xy o5

sinon, g = 8,X8, ol g, est non vide et ne contient pas x , g, est embolté
(comme facteur de f ) et est de longueur strictement plus petite que f , alors

= gty Mgn foad . R S K 4o s '
g, glz—cogl . Ainsi : f = x 81%,81%8y > et x gigyxg, ne contient pas d'occurrence
de x_ puisque gigz n'en contient pas (hypothése de récurrence) et que g, non

plus (sinon KK XX serait sous-mot de f ).

PROPRIETE IV.3. - Soit f£€ X* un mot emboité de longueur n , alors la permutation

~

T associée 3 f est telle que l'hypercarte (¢ , T ) a genre nul.
n

Nous démontrons cette propriété par récurrence sur le nombre de lettres
de 1l'alphabet X
. . 5 * . . . o
Si f appartient & {x} , i1 est alors immédiat que T = ¢ , aimsi
n

- - L o i1-1-n) =
Qngn_l et g(Cn,Cn)—l+2(nlln)-O
Soit f élément de X* , d'aprds le lemme 1 il existe %, tel que

_ m . . s s = o . . S s
f = flxof2 et x_ n'apparait pas dans flf2 . Ainsi f =g (i+l... i+m) ou i

est la longueur de f Soit )\ la bijection croissante de [n-m] sur

] -
—_— -1
{1...i} U{ i+m+tl... n} , ainsi N = A a, XA . Soit d'autre part T la transpo-

sition qui échange 1 et i+m ; on constate alors que

€ T=(1,... i,itmtl) (i+l...i+m) = O (i+l...itm) =0y O
m 1 2

P :>\— o\ . . sz
et 01 vérifie Cn-m 1 On peut alors appliquer la propriété I.3 sur

les transpositions disconnectantes, on obtient

g(Cn, £) = g9, 29, ) + g(o, 0,
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g( 9, ,0,) = 0 par définition du genre. D'autre part

) = gAg At

» 1.5,

f,f, est un mot emboité, comme sous-mot de f , et d'aprés 1l'hypothése de récur-

g(o) »a; ,Xflf2>\-1 ) =gl &

rence g(¢ , £if ) = 0 . La propriété est ainsi démontrée.
n-m 2

On peut démontrer une réciproque 3 cette propriété, réciproque qui s'énonce

PROPRIETE IV.4. - Soit o une permutation de 6n telle que g( Cn ,0) =0 3

alors il existe un mot f tel que f =0 , de plus f est un mot emboité.

Nous démontrons d'abord les deux lemmes suivants :

LEMME IV.2. - Soit O une permutation de 6n telle que g( Cn,c ) =0 ; soit a

un é1ément tel que a<0oa , alors tout élément b tel que a<b<ga vérifie :

a<o b<oga .

Preuve du lemme :
Notons T la transposition qui échange Ta - 1 et a et examinons le

couple (CnT ,0) , ona:
gn-,-: (1,2,...,a,0a,...,n)(atl,a+2,...,0 a-1)
Ainsi : 2(€ T) =2 =2(C ) + 1.
n n

-1 . 2 -
D'autre part, O § (o a-1) = a , T échange donc deux éléments d'un méme cycle
n

de o-lg et d'aprés le lemme I.1 : z(o_1 €T = z(c_lgn ) + 1 . Ainsi

n - -
U+ 2 [n-2(0)-2( 47 )-2(0 lgnT )1 = £ n-2(0 )-2(6_)-2( @ 1cn> -

g(C ,o0)-1 = -1.
n
Le couple (& T ,0) n'est pas une hypercarte et n'est donc pas transitif
n
sur [n] , ainsi d'aprés la décomposition en cycles de §{ T {atl,at2,...,0 a-1}
n

est réunion de cycles de 0 et le lemme est démontré.

LEMME IV.3. - Soit Geen telle que g( Gn,O ) = 0 et soit a tel que o0a<a ,

alors tout élément b tel que o0aSbSa vérifie ocaSob Sa.

Notons toujours T la transposition qui échange a et ¢ a-1 , on obtient
cette fois-ci

QnT = (1,2,...,09 a-1,a+l,...,n)(g a,o atl,...,a-1,a)

et puisque CnT ,0 n'est pas une hypercarte {o a,...,a} est réunion de cycles

de O et le lemme est démontré.
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Preuve de la propriété IV.4 :

Démontrons tout d'abord que si 0 a k cycles, elle a exactement

n-k excédents.

Soit {a,o a, gza,...., oia :o_la} un cycle de 0 , il est clair
qu'il existe au moins un élément b tel que b<gb , montrons qu'il n'en existe
qu'un. Soit en effet, ¢ tel que c<0Oc appartenant 3 ce cycle.

D'aprés le lemme IV.3, GQb, Osb,..., Oib sont tous compris entre b
et 0b, or c est de la forme O‘jb et donc bSc . Puisque b et c¢ jouent
exactement le méme role on a aussi c¢<b ainsi b = c .

Dans chaque cycle de O 1l existe un élément b et un seul tel que
b<0O b , le nombre d'excédents de O est n-k .

I1 existe donc un mot f tel que f =g , le fait que f est un mot
emboité résulte alors immédiatement du lemme IV.2 et la propriété IV.4 est ainsi
démontrée.

Nous avons donc associé d un mot emboité une permutation O telle que
g(Gn, 0) = 0 , mais plusieurs mots différents peuvent donner naissance 3 la méme
permutation si ceux-ci ne différent que par une permutation des lettres de l'alpha-
bet X .

Pour que l'application qui & un mot emboité f associe la permutation F
soit une bijection nous définissons des objets plus restreints : les emboitements.

DEFINITION. - Pour tout nombre k k20 , soit X l'alphabet fini,

k
Xk = {xo,xl,...,xk} ; un mot emboité f€ X;: est un emboitement si

. o
(i) f commence par Xy s f€ xo X

(ii) pour tout couple 1,j vérifiant kZ1>3j>0 la premidre occur-

rence de x; dans f précéde la premifére occurrence de x. .

J
Remarquons que (ii) implique que toutes les lettres de Xk apparaissent
dans f
Nous avons ainsi
THEOREME 1. - Pour tout entier k , il existe une bijection entre les hypercartes

. ez - . *
planaires pointées ayant 1 sommet et k hyperaréetes et les emboitements de Xk H

ceux-ci constituant un langage rationnel.
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Soit (6 ,& ,b*) une telle hypercarte opérant sur un ensemble B
(§€ B) , soit n = IB' , il existe une bijection A unique de [n] dans B telle
que A1 = b* et A _lCX :C’n . Posons o0 =\ ‘& , on a g(Cn,O) =g(€,a) =0
D'autre part l'hypercarte pointée (Qn,o' , 1) est isomorphe a (§ ,a ,b* ) , c'est
donc la méme hypercarte pointée d'aprés la convention que nous avons adoptée. On
associe donc bijectivement un emboitement a toute hypercarte planaire pointée. Le
fait que les emboitements constituent un langage rationnel résulte alors immédia-

¥

tement de la propriété IV.2, puisque si on note E' les emboitements de Xk et E

les mots emboités, on a :
_ ¥* % * *
E'= Eﬂxo. {Xo}* Xy {xo,xk} K {Xo’xk’xk—l} ey {Xoxk"'XQ} X

2. UN AUTRE CODAGE : LE LANGAGE DE LUKASIEWICZ.

DEFINITION. - Soit X, 1'alphabet : xoo:{;,xo,xl,XQ,...,xn...} , et soit @ 1le
morphisme de X0 dans 1l'anneau Z des entiers relatifs, considéré comme un monolde
pour l'addition, qui est tel que ViZ0 o (Xi) =i,et (X)) =1 . L00 est le
langage donné par :

fEL ® ¢f =0 et ¢(f')20 pour tout facteur gauche f' de f .
o

PROPRIETE IV.6. - Le langage Loo vérifie la relation suivante

L =1l+x L +xL XL + ...+x L (XL

+ ...
oo o oo 1700 o n oo oo

1°) Il est clair que le mot vide 1 appartient a L00 . Soit f un
- n o P
mot de x Loo(x Loo) . Ainsi f s'écrit
= X £, x X 3 f, i=1,...,ntl .
£f=x f x f2 X f3 fox £, ot fle LQ0 pour i =1, ,n+l

o(f) = nt@(f)-1 +¢ (fz)—l toot® (£ )-1+p(f 1) =0 .
D'autre part pour tout facteur gauche f' de f on a :

(- < f! 3 - F1 £ .
f x, £ x £, ... x £ ol £,= £} fleLOo

Donc (p(fi)go et @ (f') = nt p(f})-i4120 car i<n+tl . Ainsi f appartient
a L.
e’}

2°) Soit f un mot de Loo’ différent du mot vide. f ne peut avoir
comme premidre lettre car @ (x) = -1<0 , par conséquent il existe n tel que

X
f = X8 - Et ¢ (f) = 0 implique o(g) = -n
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Soit g, le facteur gauche de g 1le plus long ayant une image par e
positive ou nulle, ainsi que tous ses facteurs gauches. Alors il est clair que
g = g X hl , (sinon g ¥; serait un facteur gauche de g plus long vérifiant
la propriété) et que o (gl) = 0 (sinon g, X serait un facteur gauche de g

plus long vérifiant la propriété), on obtient ainsi :

ph) = @lg) +1=-n+1.

Soit g, le facteur gauche de h; le plus long ayant, ainsi que tous
ses facteurs gauches, une image par ¢ positive ou nulle on obtient de la méme

fagon hl=g2xh2 et cp(h2)=—n+2

On peut poursuivre jusqu'a :

f=xnglxg2x...gnxhn

gl N g2 ey gn appartiennent a Lm par construction, reste 3 montrer que hn

y appartient.
cp(hn) = e (f) - Cp(xn) -n - igl CP(gi) = 0.

A tout facteur gauche hr'n de hn correspond le facteur gauche f'= xngli...gnﬂwl'1

de f et o(f') = Qo(hn) , par conséquent cp(hn)zo et h_ appartient & L .

La propriété est ainsi démontrée.

THEOREME 2. - Il existe une bijection b entre les hypercartes H planaires

pointées opérant sur (n] ayant un seul sommet et les mots de L00 de longueur n ,

de plus si H posséde J aretes de degré 1 , b(H) possdde Jj occurrences de

Xi_l .

Nous avons déja établi une bijection entre ces hypercartes et les emboi-
tements (théoréme 1), il reste d établir une bijection b' entre ces mots et les
mots du langage L

Soit f€ X.: un emboitement, construisons g = B'(f) comme suit : pour
toute lettre x de Xk soit If[x le nombre d'occurrences de x dans f ; alors
g(m) = Xy si et seulement si f(m) = x vérifie ]f{x = i+l et f(m) est la pre-

miére occurrence de x dans f (f(m') # x pour m'<m) , g(m) = X sinon.
g est bien un mot de L00 puisque

o = £ (] -1 -2 -1
=0,k ] ]
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Le premier terme correspond a la premiére occurrence de la lettre Xj dans f ,

soit ¢ (x'f' - 1) , le second terme a la somme des ¢(§5 correspondant aux

X.
J

autres occurrences de x5 dans f , (il y en a évidemment 'f]x - 1)
J
Il est clair d'autre part, de par la construction de g , que tout fac-
teur gauche de g a une image par ® positive ou nulle.

Nous définissons b'_l(g) pour tout mot g de L_ par récurrence

sur | gl

si g=1,b Y1) =1.

si |gl>0, g se décompose (par la propriété IV.6) en :
g = % g X gy +e- X 841 °

b'-l(g) est alors donné par :

) X b'_l

27 """ Yo Tn+l (gn+l) ’

-1 -1 -1
1 = 1 1
b! T(g) = % b} (g) %, b} (g
ol bi~l est la bijection définie 3 partir de bt par le changement d'alphabet
qui a la propriété suivante :

Si %y apparait dans bi_l(g.) et x. dans , alors

-1
1
1 i iy bi+l(gi+l)
. . . -1

Al 1
1l>>]l et x_ n apparait dans aucun des bi (gi)

I1 est alors clair que f = b'_l(g) est un emboitement et que b'(f) = g .

Exemple : Soit (Cls,o ,1) 1l'hypercarte planaire pointée donnée par :

o= (1,3,12) (2) (4,7,8,9,10) (5,6) (11) (13,14,15)
alors l'emboitement associé est
XOX5XOX4X3X3XquXquXQXOXleXl
et le mot de L00 :

XQXOXXHXlXXXXXXOXXQXX .

COROLLAIRE 1. - Pour toute famille finie d'entiers I = {kl’k2""’kn } , il existe

une bijection entre les hypercartes planaires pointées ayant un seul sommet et dont

les hyperarétes ont pour degré des éléments de I et les mots d'un langage algé-

brique.

En effet, ces hypercartes sont en bijection par b avec le langage LI
vérifiant

* -
LI = LN XI ol X; ={ x,x

e )
kl 1 kn 1

qui vérifie 1l'équation :

i=l,...,n
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COROLLAIRE 2. - Il existe une bijection entre les cartes planaires pointées ayant 1

sommet et les mots du langage restreint de Dyck qui vérifie

Ceci découle du corollaire 1 en posant I ={21}.

3. ENUMERATION DES HYPERCARTES PLANAIRES POINTEES AYANT UN SEUL SOMMET.

La bijection réalisée entre ces hypercartes et L, Va pous permettre

de donner quelques résultats d'énumération :

PROPRIETE IV.7. - Le nombre d'hypercartes planaires pointées ayant un sommet et
(pour i=1,...,k) p; hyperarétes de degré i est donné par :
]
—E—r-l-—'— ol n = Z ip; et p,=1+ 2 (i-1) p;
RUNR i=1,k i=1,k
i=0,n

La démonstration de cette propriété est obtenue en modifiant une démons-

N

tration due & Raney[ 497 .
Elle résulte des propriétés (i) et (ii) suivantes

(i). Pour tout mot £ de X.);o tel que ¢ (f) = -1 , il existe un mot g unique

de L00 tel que f=fle2 et g:f2fl 5

*
(ii).Pour tout mot g de Lo il existe [g]+ 1 mots f différents, de Xoo tels

que  ®(f) = -1 et g=g g, 5 =g, xg

Preuve de (i) : Soit f tel que ¢ (f) = -1 , et soit f_ 1le facteur gauche de f

le plus court, parmi les facteurs gauches h , tels que ¢ (h) soit minimal. Il est
alors clair que f_ = fix , car si f =f x;, () = qo(fo)— co(xi) < o(f)

qui contredit soit la minimalité de cp(fo) si 1>0 , soit le fait que fo est le

plus court si i =0 .

Montrons que on pose f = fl§f2 , alors g = f fl appartient 3 L

2 [e ]
ow(g) = cp(f2) + cp(fl) =¢ (f) + 1 =0 . De plus, si f' est un facteur gauche
de g tel que ® (f')<0O , deux cas se présentent

- 1 = 1E1 - % FrEN
f' est facteur gauche de f2 , alors f2 f f2 et f fl x f f2 .

ce qui implique ¢ (f; x f1) < Cp(fl§) qui contredit la minimalité de @@ (fl§) ;

- f' est plus long que f2 , alors f' = f2 fi et f = fi fl X f2 ,
w(f) = -1 et @ (£f)<0 impliquent alors cp(f]‘_)+ ® (fEH cp(f2) =0 et
®(£f])>0 , ce qui entraine cp(flE) =@ (£)+ @ (£])-12 @(£]) et qui contredit

ou bien la minimalité de Cp(fli) ou le fait que fl; est le plus court.

37



CODE DES GRAPHES PLANAIRES

. . z z . . = - . = '— 1 ' 1
Unicité de la décomposition f fle2 . Soit f fle2 tel que f2fl

rti a
appartienne a LOD

—_ g1 [ . (- =EN TEY = F1E L fM
Si fl est plus long que fl , alors : fl lefl et f2fl f2flel .

La minimalité de fl implique alors @ (fl)$ Cp(fi) et par conséquent cp(f}i)>0 ,

Ve Ty < . . N .
donc w(flflx) 0 , ce qui est contraire a folé HD

- 3 1 . = [vall 1 = Flhee
Si fl est plus court que fl , alors : fl flel et f2 fle2
La définition de f; implique qo(fl)<cp(f]'_) . Soit  w@(f{)s0 , f'2'§ ne peut
alors étre facteur gauche du mot féxfi de Ly
P . [ [
Par conséquent : fl fl et f2 f2
Preuve de (ii) : Soit g8, une décomposition de g , on a bien m(g2§gl) = -1 .

D'autre part, deux tels mots ne peuvent étre égaux car si on suppose
g = g8, =¢glg, et f=gyxg =glxgl ,
g, est (par exemple) plus court que gé , ainsi : gé = g2§g; et
f = gzigl = g2§g;§gi , ce qui implique g = g5§gi et g est donné par les deux
expressions :
g=8)xgle, =g e, xe)
Si w(gg)sgo , alors gg X est un facteur gauche de g d'image par ®

négative si @(gg)>-0 , gngZV est facteur gauche de g d'image par ¢ négative.

Preuve de la propriété IV.7

Soient hl(pl,pz,...,pk) le nombre de mots de L00 ayant p, occurrences
de x, , pour i=l,...,k 3 (c'est d'aprés le théoréme 2, le nombre d'hypercartes

planaires pointées & un seul sommet ayant p. hyperarétes de degré i) et soit

1
hl(pl’p2""’pk) le nombre de mots f de X,  ayant p; occurrences de x

i-1
pour i=1,...,k et tels que ¢ (f) = -1 . Ceux-ci ont pour longueur
nt+l = ( i pi)+l et ont p_ = 1+ Z (i—l)pi occurrences de X .
i=1,k i=1,k
D'aprés (i) et (ii), on a :
- ht
(n+l)hl hl

*
D'autre part, hi est le nombre des mots de X00 ayant p. occurrences de X4

(pour i20) et p, occurrences de x ; ce nombre est donc :

hy = (n+1)!
m P!

et la proposition IV.7 est démontrée.

38



CONSTRUCTION D’'UN CODE

COROLLAIRE. - Le nombre de cartes planaires pointées ayant 1 sommet et n arétes
est 2ot
—  ni(n+l)!

I1 suffit de prendre dans la propriété précédente p;= 0 pour i #2 (i=0)

et p,=n , on obtient p,= ntl , d'ol le résultat.

PROPRIFTE IV.8. - Le nombre d'hypercartes planaires pointées définies sur [ n] et
2n !
n} (n+1) !

ayant un seul sommet est égal 3

D'aprés le corollaire précédent, il suffit d'établir une bijection B entre
les mots de Lg, de longueur n et les mots de Lo de longueur 2n
Cette bijection est le morphisme B  de Xa)go dans {xl,i}* donné par
i+l — — —
B(x;) =x] 7 x 5 B(x)=x

I1 est alors clair que si f¢€ Loo , BfE€ LO .81 f a p; occurrences de

X;_, pour i=l,...,k alors f a ¥ (i—l)pi occurrences de x et pour longueur
Tip; . B(f) a alors pour longueur = (i+l)p; + z (i-1)p; = 2 Xi p; = 2|£].
i=1,k
B est une bijection, le "décodage" d'un mot de L, s'effectue en cherchant

1
les occurrences de x et en les remplagant par x; si elles sont précédées de
— i+l

xx] (i2 0) en ne les changeant pas si elles sont précédées de x .

39



CODE DES GRAPHES PLANAIRES

V. CODE DES HYPERCARTES PLANAIRES POINTEES
AYANT UN NOMBRE QUELCONQUE DE SOMMETS

Nous avons donné dans la partie IV deux méthodes (théorémes I et II) pour
coder les hypercartes planaires pointées ayant un seul sommel. Nous démontrons dans
cette partie qu'étant donnée une hypercarte (0 ,q ) planaire il existe une permu-
tation circulaire ¢ telle que g( §,0) = g(§,a) = 0 . Nous codons alors
(¢ ,0) par un emboitement et (€ ,a ) par un mot de Loo , une 'combinaison" de

ces deux codages nous donnera alors un code pour (0 ,Q)

1. P_RO_PEIETE PRELIMINAIRE V.1. - Soit (0 ,a) un couple de permutations opérant

sur un ensemble B et dont le groupe engendré a pour orbites Bl,BQ,...,Bk

N

Soit (0. ,a. ) la restriction de (O ,a) a Bi . S'il existe une permutation
—_— i i

circulaire ¢ de B telle que gl ,0) =g(l,a) =0, alors :
g(Oi ,ai) = 0 pour 1i=1,k

En particulier si (0 ,a ) est transitif (k=1) c'est une hypercarte planaire.

Pour démontrer cette propriété, nous introduisons la notion suivante

Permutation induite sur un sous-ensemble

Soit O opérant sur un sous-ensemble fini B , B' wun sous-ensemble de B ,
nous appelons permutation induite par 0 sur B la permutation 0 donnée par :

pour tout b'€ B! Gb' est le premier des éléments suivants qui appartient
a B': ob', o2b' . oab',..., oPb' . Il est clair qu'il existe au moins un de ces
éléments dans B' puisque B fini implique ¥ m , "b = b

Lorsque Ob' = Ob! pour tout b' de B' , B' est union de cycles de C
et O est simplement la restriction de 0 & B' .

Remarquons que d'aprés le théoréme I (bijection entre les emboitements et les
permutations formant avec { une hypercarte de genre nul) si g(§ ,q) = O , alors

g(¢ ,a) = 0 pour toute permutation induite ¢

Démonstration de la propriété préliminaire

Cette propriété se démontre par récurrence sur le nombre de cycles de O
-5i z(o) =1, alors glo,{) =0 s'écrit : l+%[]8|—l—l+z(o—lg )l = o,

. -1 - ez PR
soit z(0 “€ ) = IB' et o lg = 1 , la propriété est alors une trivialité.
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- Soit g telle que z(0o) = n>1 . Si le groupe engendré par (g ,q ) n'est
pas tAransitif sur B , alors (cri ,qi) sont tels que g(cri ’éi ) = g(ai ,@i ) =0
et Ci est une permutation circulaire pour tout 1 . Ainsi d'aprés 1l'hypothése de
récurrence g(ci >ay ) =0 pour 1i=1l,...,k .

Si (0 ,& ) opére transitivement sur B , o n'étant pas une permutation
circulaire, il existe nécessairement un élément b tel que § “lob = b n'appar-
tienne pas au méme cycle de O que b .

Soit T la transposition échangeant b et b' ; considérons le couple
o7 ,a ) -

On a z(or) = z(o )-1 , d'aprés le lemme I.1l, puisque b et b' n'appar-
tiennent pas & un méme cycle de O . z(g_lOT ) = z(g-lo ) + 1, car C_lo'b = b!
ainsi b et b' appartiennent 3 un méme cycle pour ¢ lo.

Ainsi g(€,0T) =g({,0) =0 . Le couple (0T, ) est une hypercarte
car OT est obtenu par fusion de deux cycles de ¢ ; par conséquent, puisque
z(og) = 2(0 )-1 , on peut lui appliquer 1l'hypothése de récurrence ainsi
g(d0T,a) =0 .

D'autre part, z(a_lc'r) = z(a_lc')"_'l d'aprés le lemme I.1l, ainsi

0=glor,a) =1+ (8] -a@)-zor)-z@or)

= 1+%(’B| -z2(a) - 2(0) - 2(at0 )
ou 1+ 2 (B - 2(a) - 2(9) - 2@ 10 ) + 2)

0=g(oT,a)2 glo,a) . Or g(o,a)=0 implique g(o,a) = O .

2. ALGORITHME DE NUMEROTATION DES BRINS.

THEOREME III (Théoréme de Codage). - Soit (0 ,a) une hypercarte opérant sur B

planaire (telle que g(o,& ) = 0 ), alors il existe une permutation circulaire

de B telle que :
g(€,0)=g(f,a)=0.

Nous définissons § de la manidre suivante (ce qui revient 3 numéroter les
brins)
A . * .z *
- bO est choisi quelconque (si H =0,q, b est pointée bO: b )
_ T _ _r2 _prb Jy T
supposons définis bo’bl = Qbo,b2 =G bo,...,bp =¢ bo , on définit

comme suit :

gbp = bp+l
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Procédure A : - Si ‘a,bp appartient & un sommet (cycle de g ) sur lequel

aucun brin n'appartient a {bo,bl,b .,bp} , alors Cbp: ab

oo b
Procédure B : - Si g,bp appartient d un sommet sur lequel un brin
appartient a {bo’bl’bz""’bp} , alors ( bp: o bp si o bp n'appartient pas a

{bo’bl’bQ""’bp} , Sinon :

Procédure C : - bp est le premier élément de la suite o¢b

cbp_s,...,ob ,0b b2,...,bp}

p-1°0 bp_Q,

,9 b, qui n'appartient pas a {bo,b

2 1 1

€hpp -1 7 b

3. DEMONSTRATION DU THEOREME DE CODAGE.

(a) La vérification de ce que la permutation ( ainsi construite est
bien circulaire et de g({ ,0) = O résulte des deux remarques (i) et (ii)
suivantes

(1) Soient bj et bi deux brins tels que Jj<i et O bj= bi , alors

tout brin b tel que j<k<i n'appartient pas au sommet de bi et b.

k ]

(ii) si o bi = bj est tel que j<i , alors tous les brins appartenant

au meme sommet que bi sont éléments de {bo,bl,...,bil

En effet, tous les sommets de (0 ,q ) sont atteints par { puisque
(0 ,a) est transitif, de la remarque (ii) il résulte alors que tous les brins
d'un sommet sont numérotés et { est bien une permutation circulaire.

g(€,g) =0 : des remarques (i) et (ii), on déduit que l'on peut associer
un mot £ a& O tel que f =0 , ce mot est nécessairement un mot emboité, en effet
si un brin appartient d& un sommet s est numéroté, on ne numérote les brins des
sommets rencontrés avant s qu'apreés avoir épuisé les brins de s (on n'applique
la procédure A que pour des sommets non encore rencontrés et la procédure C ne
s'applique, d'aprés la remarque (ii), qu'aprds avoir épuisé les brins d'un sommet).

(b) Démonstration des remarques (i) et (ii).

Pour la remarque (i) : s'il existe bk tel que j<k<1i appartenant au

k
o

Alors bk ne peut avoir &té numéroté
o
- Par la procédure (A) puisque bj (3 <ko) appartient au méme sommet

sommet de bi et bj , soit b celui d'indice le plus petit.

que lui ;

- Par la procédure (B) car bk appartiendrait au méme sommet que bj et

-1

- . .. © . o

par la minimalité de bk on aurait b = bj , ce qui est en contradiction
o o
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avec ij = bi # bko 5

- Par la procédure (C), car on aurait alors : ]:>k =0 bj avec jo<j
o o

(hypothése de minimalité de ko) et on obtiendrait une contradiction avec la défi-

nition de la procédure C : bk doit &tre le premier élément de la suite
o
cbko_2 ,obko_3 yeees obj seees abjo seees obo qui n'appartient pas a
{bk e bk g 2t bo} , or ij = bi n'appartient pas d cet ensemble (puisqu'il
o o
est rencontré aprés i>3j ) et cybj précéde crbj = bk dans cette suite.
o o

Pour la remarque (ii) : si le sommet de bi n'a qu'un seul brin, c'est
trivial ( ob. = b.)
i i

Sinon, b, n'est pas numéroté par la procédure (A) (puisque Ob, = bj est
< 1 tel que obil= bi si le
sommet de bi n'a que deux brins, la démonstration est terminée sinon, d'aprés

déja numéroté), par conséquent il existe il , 1

la remarque (i), il n'y a pas de brin bk appartenant au méme sommet que b, et

tel que i;< k<i , alors Jj<i;<i , et on peut répéter le méme raisonnement en

1
remplagant il par 1 . On trouve ainsi une suite bi’bj_ ,bi ’bi ,...,bi , telle
1 2 3 k
que i>il> i2 ,...,>ik et bi = Obi , cybi = bi ,-+.5» qui, puisque les cycles
1 2 1

de o0 sont finis, se termine nécessairement par bj et tous les brins du sommet

de bi ont un indice plus petit que i

(¢) g(¢ o ) = 0 . Nous démontrons cette propriété par récurrence sur le
nombre de sommets de 1'hypercarte.

Si © n'a qu'un seul cycle, il est alors clair que dans la construction
de ¢ seule la procédure (B) est employée, alors 0 = ( et par conséquent
g(¢.,a) =glo,a) =0.

Si o a k cycles, on utilise la notion suivante pour construire une
hypercarte ayant un sommet de moins et méme une per‘r'nutation circulaire associée

que (0 ,a )

Fusion de deux sommets

On a vu que g({,0 ) =0 , on peut donc associer & 0 un mot emboité f
tel que f =) Lo et €, = )\_lC)\ , or, d'aprés le lemme IV.1l, il existe une

m
= \ i
lettre X telle que f fl Xy f2 et X, D apparait pas dans fl f2 . Cela

signifie pour l'hypercarte (0 ,a ) qu'il existe un sommet 51 dont tous les brins

sont numérotés consécutivement. Soit

R T ]
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Considérons le brin bi—l et soit s, son sommet, on a nécessairement Obi—l: bi

car bi est le premier brin appartenant a s dans la suite { bo,bl,...,bi,...}

qui ne peut avoir été numéroté que par la procédure (A). Soit alors

r= . ) s .. ) ] .
(bl—l N b1+m—1) la transposition qui échange bl—l et b1+m—l et soit
o' OoT
Dans O©' les sommets sy et Sy sont fusionnés, et on a :
z(o) = z(o) - 1
D'autre part, O Loy, =07y, = b. , T échange deux brins du méme cycle
_1 i+m-1 1 i-1

de @ “0 et d'aprés le lemme I.1
z(@tor)=z(ato)+1.
Ainsi g(a,0 ) = g(aw ,O0T) =0 .
Or la permutation circulaire associée & l'hypercarte (0T ,0 ) est aussi (

en effet, il est clair que si la suite associée a3 0T , a est b(‘), bi, bé""brll

on a nécessairement b:!' = bj pour j< i-1 . Or pour trouver bi , on ne peut

appliquer la procédure (A) a b'i_l =b, , car o b, , = by appartient au méme
cycle que bi-l pour 0T , on applique donc (B) et on trouve :

o = 0 = b. ! = b.

Tbi—l bi+m—l bl , on a donc bl bl
De méme, en appliquant encore la procédure (B), on trouve : bl , = Ob; =b. >

et b& = bj pour J <itm-1 . A partir de bi+m-l , on a aussi bé = bj car les
procédures (A), (B) ou (C) s'appliquent de la méme fagon & (0,a) et da (OT,a ).
L'hypercarte (0T ,a ) a un sommet de moins que ( 0,a ) , on peut donc lui appli-
quer l'hypothdse de récurrence et g(§ ,a) = O . Le théoréme du codage est ainsi

démontré.

4. MOT ASSOCIE A L'HYPERCARTE PLANAIRE POINTEE (o ,a» b-)‘)

Soit ¢ 1la permutation circulaire associée & (0 ,a ) par l'algorithme

de numérotation des brins.

Soit X  la bijection entre B et [n] telle que 1= Ab ,A{A 1 :§n .
Soit & =A ltar et o = Ao , (g,’a , 1) est alors la méme hyper-
carte pointée que (9 ,a , B) et a (E ,Na , 1) est associé par l'algorithme
précédent la permutation circulaire ¢ o - Puisque g(d, ¢,) =0, il existe un
emboitement f tel que f = o , fc{xo,xl,...,xk}* . (Ehéorérne I). Puisque
g( (;n,q ) =0, il existe un mot g de L, qui code a . (Théoréme II). On associe

alors & (0,0, 15*) = (0,0, 1) le mot h défini sur 1l'alphabet
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Y, = U {;._,x?,. ,xl.) } par

k 120,k i1 i
h(j) = Xi si f(j) = Xi et g(j) = xp
h(j) =x_i si f(J) = x; et g(3) = x

Exemple : Soit 1l'hypercarte planaire pointée donnée par : (0,0 , 1) opérant
sur [ 16 ] :

o = (1,2,3) (4,5,6,7) (8,9,10,11) (12,13,14) (15,16)

(1,7) (2,11,6) (3,10) (4,8,15,14) (5) (9,12,16) (13) .

a

On trouve, en appliquant l'algorithme :

¢

ainsi :

(1,7,4,8,15,14,12,13,16,9,10,11,5,6,2,3) 3

f = XoXuX4X3X2X1X1X1X2X3X3X3xuxuxoxo

g = XXX XXXX XOXXX X X XXX

1773 2 172%
h=x;x§§;{x2xo_;xlx2xo;;§
foRin T T o s s e A7 e e e Tl o Mo T
oo0oo
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5. CARACTERISATION DES MOTS CODES.

Dans la suite, nous notons m et Ty les morphismes de YE

sur X*m et X*K donnés par :
J i > Xx.) = x i >
n1(xi) x, pour 1,32 o n1(xi) =X pour i=0

112(xg) = (%) = x; viso.

1

Pour un mot f de XE , on note fi le rang de la premiére occurrence de

x; dans f , ainsi : f(fi) =x; et £(3) # x; pour J< £, .

Propriété V.2 : Soit h un mot de Y: , alors h est le code d'une

hypercarte planaire pointée ayant k+1 sommets si et seulement si

(1) ﬂ1h = g appartient & L

(2) nzh = f est un emboitement

(3) soit o la permutation associée & g (=n1h) comme mot de L_ alors

a—1(fi) = £,-1 pour tout i >0 et a_1(J) = £;-1 pour tout Jj tel que

£(3) = 1.

1. Si h est le mot associé (code) d'une hypercarte planaire
pointée, alors les propriétés (1) et (2) sont immédiates. D'autre part, la
premiére occurrence d'une lettre d'indice inférieure i correspond au pre-
mier brin rencontré par ( sur un sommet et par conséquent ce brin est nu-
méroté par la procédure A ainsi :

a(fi-—1) = £ .
Enfin, si J appartient au méme sommet que fi , On ne peut avoir ajo =]
avec Jo < fi-1 car on aurait pfi alors appliquer la procédure (A) a Jo .

2, Soit réciproquement un mot h vérifiant les propriétés (1)
(2) et (3). Soit g =F et « définie dans 1'énoncé.

-i) Montrons tout d'abord que (g,¢) est transitif.

Supposons que tout élément inférieur ou égal & j s'obtient

a partir de 1 par application d'un nombre fini de fois «o ou g , montrons
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qu'il en est de méme pour j+1 ; Soit f(J+1) = i , on a nécessairement :
fi < j+1 si fi < J+1 , alors il existe m tel que j+1 = cmfi . Si

fi = j+1 alors d'aprés (3) Jj+1 = o , d'od le résultat.
-ii) g(o,a) = O . En effet, d'aprés (1) et (2) et la définition de ¢
et o
g(gn,a) = g(gn,o) =0, ainsi d'aprés la propriété préliminaire V.1,
g(osa) =0 .
-iii) '(o,a,1) constitue une hypercarte pointée, on sait lui associer
une permutation circulaire { d'aprés l'algorithme de numérotation des
brins, montrons que ( = Cn , alors h sera bien le mot associé a cette
hypercarte.

Supposons ( % gn , soit i 1le.plus petit nombre tel que
J=(i# i+1 .0on a 1Si<n-1 et j>i+l (sinon § ne serait pas cir-
culaire).

1. Si @i est un brin d'un sommet de (o,¢) n'ayant pas de brin &lé-
ment de {1,2,....i} alors par construction de ( , ai=J (Procédure A).
Soit alors p le plus petit élément de [n] qui est brin du sommet de
oi = j , évidemment i < p , d'autre part 0—1(p) = p-1> d'aprés la condi-
tion (3) , p et J appartiennent au méme sommet p est le premier brin
de ce sommet dans [n] et a_1(p) = p-1 >-a-1(j) = i est en contradiction
avec la deuxiéme partie de la condition (3).

2. 81 @i est le brin d'un sommet déja rencontré dans
{1,2,...,1} alors par construction de ( , J = (1 vérifie J = ojo avec
JO =1.

i+1 appartient aussi & un sommet déja rencontré dans
{1,2,...,i]  sinon d'aprés la condition (3) on aurait a-1(i+1) =1i.
Par conséquent, par construction de ¢ = F,ona i+l = cio avec iO =1i.

D'aprés la construction de ( (Procédure(C)) on a nécessairement i<

(sinon ¢y = i+1), les inégalités suivantes sont donc vérifiées
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i <j Ki<i1<j
(e} (e}

Or io et i+l appartiennent au méme sommet et il en est de méme pour Jj , jo 5
ce qui implique, puisque f est un mot emboité, que i+l , io s J jO sont
éléments d'un méme sommet. Dans ces conditions, par définition de f , on a
-yl - 0 . = . = . B

£(3,) I =it =13

¢ = Cn et la propriété V,2 est démontrée.
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’
VI. LE LANGAGE CODANT LES CARTES PLANAIRES POINTEES.

/7
1. L'OPERATEUR ¥, .

Cet opérateur associe a tout sous-ensemble de Y; une par-

1

tie de Y*K , pour le définir nous introduisons le morphisme projection

w, de Y*K » dans Y*K 1 ‘7K est alors une restriction de 1'image

inverse de mk .

mk est donné par :

1 - - . .

x; mk(xl) = x; pour tout i 0O<i<k,yl=o0
1 -

%o mK(XK) =

wk(xil)

X
[o]

mK(xKl)

On définit alors V}L , Ou L CY®* par :

k-1
£ appartient & VL si et seulement si wK(f) appartient & L et si
aucune occurrence d'une lettre ayant pour indice inférieur O ne précéde
une occurrence d'une lettre d'indice inférieur k , ce qui s'écrit :

. 1 . - . 1 . = . .
(£(11) =X, ou f(11) = xo) et (£(12) = X, ou f(lz) = xK) implique

= -1 [ ' [
Vel =@ (L) nyr* . oyx od 1'alphabet Y' =~ est

k-1
- o 1 P - o 1 p
Y'o= U (XX aXg geeeesX; ....} = Y \{Xg o Xy 21X 1eeeX] ....}
i=1,k
. 1= = o_o .
Par exemple, soit g = xo 2 ox3 x4 , alors Vg{g} est constitué de ¢

et des mots g1 et g2 suivants :

o 1

g, = X_. XX X, X g, = x_'%x.%x,%%°
1 5 2 5

2%5%3 %4

/
2. LE LANGAGE CODANT LES CARTES PLANAIRES POINTEES.

La propriété V.2, caractérise les mots qui sont les codes des
hypercartes planaires pointées, si on restreint ce codage aux cartes on

obtient aisément la caractérisation suivante des mots codant les cartes :
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Propriété VI.1 : Soit h un mot de Y*K alors h est le code d'une

carte planaire pointée ayant x+1 sommets si et seulement si il vérifie

les propriétés (1)' (2) et (3).(ces deux derniéres étant énoncées dans la

propriété V.2).

(1) n1h = g appartient au langage L1 défini . par
1. -
L1 =X L1xL1+1 .
Nous appelons LK+1 ce langage, pour simplifier 1l'écriture nous rempla-

1
gons la lettre x i par xi , nous avons donc:

LK+1 c X*K Xx = { xo,xo,x1,x1,....xK,xK} .

{zK opére des parties de X*K 1 dans celles de X*K de la méme fagon
que pour Y*K 1 1'indice supérieur d'une lettre ne changeant pas par
<7K « Nous avons :

Théoréme IV : Les langages LK sont algébriques pour tout k=1 .

Ils vérifient les équations :

L, = x L,X L_+1

1 o101
Liyq = Z xof)p+1§oLK_p+1+xo>_(K VL V=1
O=p=sk
ou f?+1 est définit & partir de Lp par le changement d'alphabet qui

i £ix X i . . X, P
laisse e X, et X, et qui remplace la lettre x; (resp xl) ar

lett : (resp. X, .
la lettre X gop lres X, +kp )

Nous démontrons tout d'abord que les langages LK vérifient

le systéme d'équation donné :

- Pour ce qui concerne L1 , ceci a été déja fait (corollaire

2 du théoréme II).

- Montrons que tout mot h de Lx+1 se décompose soit en
- - (] N [] 3 v L] bod kN
h xoth ou h appartient & c&LK , SOoit en xoh1xoh2 ou h1
. N -
appartient a Lp+1 et h2 a LK-p+1

51



CODE DES GRAPHES PLANAIRES

L - %
Notons f =mh et g=mh, ainsi f¢€ {xo,xoj ,

g € {x yXqeeex, }¥ . Lemot h de L . vérifie les conditions (17),(2) et (3)

sk ' . _ -
q » ainsi f s'écrit f = xof1xof‘2 .

Notons n = \f| = |g! = |h| et m = lf1\ +2 , ainsi |f

par (1') , f appartient & L
2\ = n-m .

£(m) = ;o , par conséquent h(m) = ii avec i =0 .
1. Si i = 0 . Dans ce cas, on peut écrire :

g = X 9,X.9, et h = xoh1xoh2 avec ig1\ = |f1| =|h1|. Et on vérifie que :

(i). £, et £, sont des mots de L, par comstruction.

(ii). 9, et 95 sont des mots emboités comme facteurs de ¢ , d'autre
part g étant un emboitement : aucune lettre x; i # 0 n'apparait a la

i . D * X x
fois dans g1 et dans g2 e plus 92 € X p ! 91 € {xo,xo,xx,xK

gece

xp+1,xp+1£* , enfin si on effectue le changement d'alphabet qui remplace

, le mot g°

la lettre X; par X obtenu & partir de g est un

K+i=-p 1

emboitement.

(iii). Si on appelle o, et « les permutations associées a f1 et f

2 2
comme mots de L1 , et o celle associée & f ,on a @
-1 -1
o = (Tym)hgh, " Ayeph,

od A, et )\, sont les applications de L‘f1\J et [|f2\] dans [n]

1

respectivement données par : A1i = i+1 , Azi = i+m .

2

Ainsi la condition (3) étant vérifiée par h , elle est aussi

vérifiée par h1 et h2 .

. P PR . . -
(i), (ii) et (iii) dimpliquent alors h, € Lopr ot h, €L

K~-p+1
2. si i# 0. Lacondition (3) implique que |f1| =0 et

la condition (2) que i = x (g est un emboitement). On écrit ainsi
£ = xoxof2 y g = xoxKg2 ’ h=xxnh

et on vérifie que :
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(i). £, est mot de L,

.. . .
(ii). w9, estun emboitement < X*

(iii). si oy est la permutation associée a f2 comme mot de L1 y On a ¢
-1
¥oho

a = (1,2)>\2

ol 121 = i+2 , ainsi wnh, vérifie (3) puisque h vérifie cette relation.

(iv). Puisque ¢ est un mot emboité, aucune occurrence de x, ou de §x

ne peut précéder une occurrence de x = ou de X = dans h, (h = xothz)

(i), (ii), (iii) et (iv) impliquent alors hy € YL, .

- Réciproquement,soit h = Xoh1xoh2 ou h2 € Lx—p+1 et
h1 € Zp , 11 est immédiat de constater que f = n1h appartient & L
que g = nzh est un emboitement et que h vérifie la condition (3).

1

De méme si h = x ;xh' , ainsi h appartient bien a LK+

o 1°

Démontrons que LK+1 est algébrique, v k=0 .

L1 est évidemment algébrique.

Supposons Lp algébrique pour p < k , alors fp+1 est évi-

demment algébrique (simple changement d'alphabet) et ;&LK est algébrique,

yeeeX oX ¢ (L'image par

o - -1 LE 3¢ 3
car VkL = mK LNX KX " 1 NEW

. -
1 oa X' = {x1,x

1'inverse d'un morphisme et l'intersection par un rationnel conservent

l'algébricité). Ainsi 1l'équation vérifie par LK+1 peut s'écrire :

= xoLx+1xoL1+xoL1xoLK+1+MK

Lx+1
ou MK est algébrique d'aprés 1l'hypothése de récurrence et les remarques
qui viennent d'é@tre faites.

Ceci prouve que LK+1 est algébrique.

4 4
3. GENERALISATION.

On peut démontrer le théoréme plus général suivant qui assure

1'algébricité du langage des codes d'une classe d'hypercartes.
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Théoréme V.: L'ensemble de toutes les hypercartes planaires poin-

tées ayant k sommets et dont les hyperarétes ont des degrés appartenant

A un ensemble fini I = {i1+1,ié+1,....ip+1l (ij = 0) est en bijection

avec un langage algébrique.

Soit LK+1(I) le langage dont les mots sont en bijection
avec ces hypercartes (paragraphe V,S.). Nous montrons que ce langage est
algébrique, il vérifie les équations :

1 i
- J =5 J
L1(1) =1+ j); , x, (L1(I)xo) L1(I)

L (1)= g P

k+1
+ J=1,p J
i
ou P est le polyndme somme de tous les mondémes de la forme x JA X AX ..
J — [ 1 o, 2 oy

ceeeesA. X A, (ot les A sont soit égaux & 1 , soit obtenus a

i "o, 141

J lJ J

partir de LP(I) , P=<k , par des changements d'alphabets, soit

Vp+1 Vp+1=i **°** VPLP(I) ) écrits en respectant les régles suivantes :

- pour a1.a2.....aiJ i
Les a1.a2....ai prennent toutes les valeurs possibles appartenant a

J
{0,1,2,....&} et vérifiant :

Si a";éo @a“:lc
Le mot g = X X X eseeX est un mot emboité
oo, o

Si la premiére occurrence d'une-.lettre d'indice ap (% 0)

précéde la premiére occurrence d'une lettre d'indice aq , alors ap > o q
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si g(u) # x pour u<p et g(u)#x pour u < p+1 ,
o o
P p+1
alors ap+1 = arp-1 .
Pour les A1"""Ap+1 .

Ceux-ci sont déterminés de maniére unique pour chaque mot g par les
régles :
Si apf {0'01'02"”“;;-13 , alors Ap =1 .
Si O[p € {0’d1’a2’°"'ap—11
g £ {Orapraysennney 5}
s A= i’B (1) .
. P
si o, € {O,a.‘.uz,....arp_.‘g
ap_1 E {0,&1,012.... p—2f

.
.
.

ap+1-i g {O’a.' ’QZ""'ap-ij
“p—i € {0,01,....ap_i_1}
alors

A = V

o +1
P P

v,

N
L4 eees V L. (1) .
ap+1-1 ozp—1 BP

Si oy £ {0,a1,.....ai _1}
J J
{41 =1
alors A13+ By +1(I)
J
Si o ;é {0,011,....(11:]_1}
J

@ £ {0)a yeenea, _ g
1J1 1 1J2

e o o o

aq ﬁ {0,«1.....aq_1}

¥ € {O,a.‘,...._aq_Z}

alors
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Aij+1 = vaq vaq_1 V"’i LBi (1) + . ';ij B = k+1 .
J 3
Les T, (I) sont des langages obtenus par changement d'alphabet & partir
BP
de LB de maniére A ce que les mots de LK(I) soient des.emboitements.

P
Ainsi LK(I) est algébrique car les opérateurs Vi transforment han-

gages algébriques en langages algébriques.

Exemple : Soit I =1I, = {1, 3,4 , posons pour simplifier 1'écriture
Lxemp_.e 1

LK(I1) = MK , on obtient alors les équations suivantes :

M, = x M +x M X M.X M +x M.X M X M.X M, .

1 o 1770 1To101 0o 1T01T0101
[ 2=
M =X M + X b4 ﬁ ﬁ T X X Vﬁ X M
X+1 o k+1 o qxo K——+‘| o K kX qO0 K+1-
Pyq P osqsx d a
O<p+g<k
+ T X zﬂ X X v M + ¥ X x M X vV M
O< gk 0 q 0 k-q+1  K-gq+1 x~-q+1 O<qsk o "Kp Kk X k-p+1
2= = <
v o
* % xxxx-1 K VK—1MK-1+ z xo ﬁp oﬁq oﬁr 0 K=p=-q-r+1
Pyq, T
O<p+q+Ir=K
+ b xo3ﬁ ;o; \v ﬁio"x t b x°3ﬁk 2§°§ X 1V \v4 1M 1
0<p, gSk P qQ 99 -P-q O<p<k =P+ P P~ P "pP-1 P~
3 3y ==
+ z ﬁxMxxVM+zx M x x v._M
p+q+T=k41 *o "p¥o g0 r ro*p q¢'p Vp P
1Sp,y gy =K
3= = 2 =
+ bY xxVﬁ M XM+ T X 7x x vV v, .M xM
P+Q+T=KH1 o Kp o qor pqmk+1 o "K'k-1 Kk "k=1pogq
3= 2= = 3= = = - -
+ 3 X VMxx M X "x x X VRV VN .|
p+q=K+1 X0 Xk Yk qogq g q 0 K K=1"K=2 K K=1 K=2 k=2
+ z xo3;Kﬁp;K VKM + z 03_1: -Kﬁ Xy VKMr *
P+q=K+1 4 P+q+r=K+1 P q
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CODE DES GRAPHES PLANAIRES

Ce chapitre est composé de trois parties disjointes.

La premiére'est consacrée a la démonstration d'un théoréme
de transfert dont une conséquence est de retrouver de maniére purement combi-
natoire des résultats de W.T. Tutte concernant l'énumération des "slicings".
La démonstration donnée ici différe sensiblement de celle que nous avions pro-
posé dans notre thése de troisiéme cycle, elle nous permet de généraliser no-
tre résultat aux hypercartes uniformes. Aprés avoir donné quelques propriétés
du codage, (construction d'un "hyperarbre recouvrant" et d'une dépendance
entre sommets) nous donnons deux propriétés fines vérifiées par le code ‘des
hypercartes uniformes (qui ne sont plus vraies si on supprime cette hypothése)
cruciales dans la construction du transfert. Cette derniére construction se
fait en itérant un "transfert élémentaire" qui est tout d'abord étudié en dé-
tail. Les conséquences sur l'énumération sont données pour terminer.

Dans la deuxiéme, nous relions notre codage & celui qui a été
construit par A. Lehman ([36]) et qui avait aussi été envisagé par C. Lenor-
mand (communication orale en 1968).

L'avantage du code de Lehman-Lenormand est qu'il s'effectue
avec un alphabet fini (4 lettres) pour les cartes ayant un nombre quelconque
de sommets, par contre le langage des codes n'est pas algébrique. Néanmoins,
on peut en déduire un résultat d'énumération de maniére purement combinatoire.
Nous donnons de ce résultat (du a A. Lehman) une preuve originale. Aprés une
étude systématique des propriétés du langage.

Enfin la partie III nous permet de relier nos problémes aux tra-
vaux de Lyndon et Weinbaum sur le probléme du mot, il s'agit d'une simple incur-
sion dans ce domaine qui s'est révélée fructueuse. Une étude plus approfondie

mériterait d'@tre entreprise.
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N~
I. UN THEOREME DE TRANSFERT.

1. GEOMETRIE DU CODAGE.

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques propriétés du
codage qui sont le plus souvent valables pour des hypercartes non planaires :
nous généralisons aux hypercartes les notions d'arborescence et d'arbre re-

couvrant bien connues pour les cartes.

Définition : Nous dirons qu'une application vy d'un ensemble S dans

lui-méme est arborescente de racine So s'il existe un entier N vérifiant

Vn=N Yn(s)=so Vs .
Remarque : Y(so) est alors égal a sy, 0 en effet soit n supérieur

a N, 'Yn(s)

n n+1 P
s, et viy's) = 47 (so) = s, ainsi Y(So) =5 -

D'autre part, Sy est le seul &lément laissé fixe par vy

]
L}

car si y(s1) s, ceci implique Yn(s1) s, pour tout n , en particu-

1 1
lier pour n >N .
Propriété (.1. (Arborescence recouvrante) : Soit H = (a,a,bo) une

hypercarte pointée, il existe une application arborescente vy de 1l'ensem-

ble S des sommets de H dans lui-méme telle que pour tout sommet s

s et vy(s) sont adjacents.

Soit H = (c,a,bo) une hypercarte pointée, non nécessai-
rement planaire,epérant sur un ensemble B de brins ; on peut appliquer, de
la méme fagon qu'aux hypercartes planaires , 1'algorithme de numérotation des
brins. On obtient une bijection )\ de B dans [nj, pour tout sommet s de
H , soit bS le brin appartenant & s d'image par A minimale. Soit So le
sommet distingué (b0 € So) . D'aprés 1l'algorithme du codage les brins bs ’
pour s # Sy 0 sont tous "numérotés" par la procédure (A) et

-1
A (bs) = Ab~1 .
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Nous définissons alors y par : Y(so) = s, et pour tout sommet s, wvy(s)
est le sommet auquel appartient a-1(bs) .

Y est arborescente : Si s est différent de Sy

s' = y(s) implique Ab_, < Ab_ . L'ensemble S étant fini, la suite
s,y(s),yz(s),....ym(s) est finie et 1'inégalité (pour yl(s) # so)

bs >b ) >b 2 eeee > Db implique qu'il existe un entier m (dé-

m
¥ (s) y (s)
pendant de s) tel que Ym(s) = s« En prenant pour N la valeur maximale

v(s

de m pour tous les sommets s de S on obtient que +y est une application

arborescente de racine s . Pour tout s,y (s) est adjacent & s dans H

-1
car bS€ s et a (bS)E y (s).

Sous-arborescence de racine s .

Pour tout sommet s de H nous définissons la sous-arbo-

rescence Yg de racine s par : Sq est l'ensemble des sommets s' tels

qu'il existe m = 0 vérifiant ym(s') =5 ; ys(s) = s et pour tout som-
met s' € S_ s' # s ys(s') = y(s') . Y, est bien une application ar-
borescente.

Brins dépendants d'un sommet.

L'ensemble des brins BS dépendant d'un sommet s est

composé des brins appartenant aux sommets s' de SS : B = U s'.
s'GSs

Propriété I.2.: ABS est un intervalle [Abs,xb'] de 1'ensemble des entiers

naturels.

(1). Remarquons tout d'abord que si un brin b appartient
a B , alors Ab_< Ab .
s s
En effet, ceci est vrai pour tous les brins b apparte-

nant & s par définition de bs .
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C'est vrai pour tous les brins bs' tels que Y(S') = s
puisque x(a—1bs,) = Ab_,-1 od a-1bs, appartient & s .

Si c'est vrai pour bs, , C'est vrai pour tous les bs"
tels que Y(s“) = s' pour les mémes raisons, c'est donc vrai pour tous les
b_, tels que s' € S -

Enfin c'est vrai pour tous les b appartenant a BS car
si b appartient & s' (élément de Ss) Ab = Ab_, .

(2). soit b un brin tel qu'il existe b' vérifiant
b' € Bs et xbs < Ab < Ab' , montrons que b appartient alors a Bs .

Si cela n'était pas vérifié soit b 1le brin d'image par

A minimale qui ne vérifie pas la propriété. Ainsi b appartient & un som-

met 51 qui n'est pas élément de Ss .

Si b=b alors Ao b = Ab-1 et o 'b_  appartient
s s s
1 1 1
a Bs par la minimalité de b . Ainsi yS1 = s'1 appartient a Ss et
s1 appartient alors aussi a SS , d'ol une contradiction.
Ainsi b est différent de bs et bS vérifie nécessai-
1 1
rement Ab_ < Ab_ < AD (par minimalité de Ab).
1
Soit b' 1le brin d'image par )\ minimale vérifiant
L] L]
b' € BS xbs < Ab < ADb' .

$i b'=b_, , alors Aa-1b' = Ab'-1 et o b appartient
aussi a BS y Ce qui contredit soit le fait que b n'appartient pas a Bs N
soit la minimalité de b' .

bs, est ainsi différent de b' mais par la premiére par-
tie on a : xbs < Abs, .

Par la minimalité de b' : Abs, < Ab , ainsi on obtient

1'inégalité
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- '
xbs1 < Ab_, < Ab < Ab
(o b appartient & s, et b' a s'). Ceci est une contradiction avec

g (¢y0) = 0, car le mot associé a xox'1 n'est pas un emboitement.

Propriété I.3. (hyperarbre sous-jacent) : Soit H = (o,a,bo) une hyper-

carte pointée, soit i = (oya) 1'hypercarte opérant sur 1'ensemble B de

brins et donnée par :

1 B est constitué de tous les brins b tels qu'il
(1) qu

existe un sommet s de H yvérifiant b = bS ou b= a-1bs H

(2) ) et a sont les permutations induites par o et

o .

Alors f est une hypercarte planaire n'ayant qu'une seule face.

(1a permutation induite sur un sous—ensemble a été définie

dans le paragraphe V du chapitre premier).

Démonstration : (i). Démontrons tout d'abord que (g,x) est bien une
hypercarte, Si cela n'est pas vérifié, soit S' 1l'ensemble des sommets de
H qui ne peuvent &tre atteints par une chaine (de H) A& partir de So

sommet distingué (bo € SO) . S\S' contient en plus de so au moins un

autre élément car le premier brin b , numéroté par 1l'algorithme,qui n'ap-

partient pas a S est nécessairement tel que b = bS ) a—1bs appartient
1 1
a so et &—1bs = a_1bs par définition de B . Soit s' 1le sommet de
1 1
S' ayant un Abs, minimal, posons u = d-1bs' u appartient & B et

il est tel que Au = Abs,-1 , si u est élément d'un sommet s par la mini-
md ité de s' , s est élément de S\S' . L'existence d'une chalne de s
4 s et le fait que ou = bs' implique 1'existence d'une chalne de So a

s' , d'oll une contradiction et S' =@ .
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(ii). H est planaire.
Pour démontrer cette propriété, nous calculons le nombre d'éléments de B ,
le nombre de cycles de g et de @ .

Le nombre de cycles de g est aussi celui de ¢ , ainsi

z(g) = isl.

Pour tout sommet s de H , on a Aa-1bs = Abs-1 et

ainsi a—1bs appartient & un sommet s' différent de s , mais a_1bs
peut &tre ou non égal a bs' , brin de s' d'image minimale par A\
1

Désignons par S 1'ensemble des sommets s tels que o b_= bs' .
s

Ainsi tout sommet s # s, de S\§ donne naissance a
deux brins distincts de B , un sommet de S ne donne naissance qu'a un
seul brin de B . On obtient alors la relation :
1Bl = 2(1sl -1) - I51.
A chaque sommet s # S, de S\§ on associe l'hyperaréte

contenant bs,a—1

bs ; aux sommets appartenant & S sont associées des hyper-
arétes déja existantes, ainsi :
z(a) =1s)-1-151.
Calculons le genre de l'hypercarte H dont on sait qu'il
est positif ou nul.
g(f) = 143[B-2(3)-2(a)-2(a""5) ]

1+%[2|s1-2-151-]s| +|§|+1-|s]+z(&"15)]

_—1-

143(-2(a” 0)-1)

g(ﬁ) = 0 implique alors z &-15 = 1 , or une permutation ne peut pas avoir
moins d'un cycle et ainsi 2(5-15 =1 et g(H) =0.

La propriété I.3 est ainsi démontrée.
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Une hypercarte n'ayant qu'une seule face généralisez
la notion d'arbre (carte n'ayant qu'une seule face), nous appellerons une
telle hypercarte un hyperarbre. On peut montrer qu'elle est sans cycle et
que toute adjonction de brin crée un cycle, c'est donc une bonne généralisa-

tion des arbres. H est ainsi un hyperarbre recouvrant 1'hypercarte H .

s,
2. DEUX PROPRIETéS FINES DU CODE DES HYPERCARTES UNIFORMES.

Nous désirons "transférer" un brin d'un sommet s a un
sommet adjacent, pour que cette opération soit "réversible" il faut que
la carte obtenue ait m@me hyperarbre sous-jacent et méme numérotation des
brins. Ceci ne peut &tre réalisé dans tous les cas ; nous donnons ici un
cas (qui généralise [13]) pour lequel les conditions que nous imposons sont
réalisées : il s'agit des hypercartes uniformes de rang kx dont les som-
mets ont des degrés divisibles par «.

Hypercarte uniforme : Une hypercarte est dite uniforme de rang «k

si toutes ses hyperarétes ont k éléments.

Propriété I.4. ¢ Soit h le mot codant une hypercarte H planaire pointée

uniforme de rang k ; soient :

o=7F ou f=n2(h)

o la permutation associée & g = n1(h) comme mot de L,

s un sommet de H différent du sommet distingué (1 f s)

satisfaisant s

(i) 0-1(bs) n'est pas le plus grand élément de s' = y(s)

(ii) \BS| est divisible par k .

Alors le brin u = oa-1bs vérifie :

-1 -1
o u>a b5 .
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Démonstration : (1). Considérons la partition de B en deux sous-ensembles

Bs et B's = B\Bs : i1 existe une hyperaréte de H qui a des éléments a la

. . -1
' ] —_
fois dans B_ et B'_ . Soit b €B, et « (bs) € B'_ , les hyper
arétes étant toutes de rang k et Bs ayant un nombre d'éléments divisi-
ble par kx , il existe donc au moins une autre hyperaréte ayant & la fois des
éléments dans Bs et dans B'S . Soit ainsi b
1

. - [
tel que b1 € Bs et « b1 = b2 €B s *

1 un brin, différent de bS ,

(2). Pour tout brin b , différent de b_ , appartenant a

B, et vérifiant o« b £ B, , ona: @b >b . Sinon B_ étant un inter-
valle de [n] , d'aprés la propriété I.2, a-1b f Bs implique alors

a-1b < bs . Soit s' 1le sommet de b , bs' appartient a BS , ainsi :

1 1

! b<a b, = b_,~1 , ce qui est contraire a la con-

- < -
 b< bS = bs' et o

dition (3) de la Propriété V.2 du chapitre premier. En particulier, pour

-1
o b1 = b2 , On a bs < b1 < b2 .

(3). Par la condition (i) a-1bs = bs-1 y n'est pas le

plus grand élément de s' = y(s) . Ainsi u = ca-1bs n'est pas le plus pe-
tit élément de s' et, puisque g(c,gn) =0, us= oa-1bs > a_1bs >b -1 .
Puisque u n'appartient évidemment pas a Bs sy u est plus grand que b5
donc que tous les éléments de Bs .

(4). Tout élément compris entre bs et u appartient a
BS . En effet d'aprés l'algorithme de codage aprés avoir numéroté tous les
éléments de B_ , on ne peut numéroter un brin par la procédure (A) (on ob-
tiendrait encore un élément de BS) de méme on ne peut appliquer la procé-
dure (B). Ainsi 1'élément numéroté immédiatement aprés tous les éléments de
B, 1'est par la procédure (C). Ce ne peut &tre que o(bs-1) puisque ce

brin, u , n'est pas encore numéroté et que les gb pour b = bS sont

déja numérotés. On a ainsi : bS < b1 <us b2 .
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sont alors remplies ab2 =b

1

puisque les cycles de o sont finis : b, <o u=b, et o
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(5). Les conditions du lemme IV.3 du chapitre premier

4 < Db, et g(a,gn) =0, donc :

b, < ou=s b2 en appliquant ce lemme P fois : b, S ou= b2 , ainsi

=

<o w>ab .
1 s

La propriété est ainsi démontrée.

2

Remarquons que les conditions de planarité de H , les

conditions (i) et (ii) sont indispensables pour la démonstration de cette

propriété comme le montrent les contre-exemples suivants.

Contre-exemple (1). o= (1,2,5,6)(3,4)
o = (1,5)(2,3)(4,6)
s = {3,4j

2 et l'hypercarte H est une carte, donc uniforme de rang 2 .

= 0-13 = 2 n'est pas 1'élément le plus grand de {1,2,5,6} par

contre a-102 = a-15 = 1 est plus petit gue a-1bs =2.

Contre-exemple (2). c

Remarquons que dg(og,x) = 1 .

(1+5,7+8,9,15)(2,3,4)(6)(10,11,12)(13,14)

1]

o= (1,2,3)(4,8,15)(5,6,7)(9,10,11)(12,13,14)

On a bien g(o,a) =0 .

En posant s = {10,11,12} a-1(bs) 0-1(10) =9 n'est

pas le plus grand élément de s' = {1,5,7,8,9,15} ; par contre |Bs| =5

1

n'est pas divisible par 3 et u = oo bs = 15 vérifie a_115 =8 <

9 .

Contre-exemple (3).

ag

o

i

(1,2,6,7,18,19,23,24)(3,4)(5)(8,9)(10,11,16,17)(12,13,14,15)(20,21, 22)

(1,6,19,20)(2,3,4,5)(7,8,9,10)(11,12,17,18)(21,22,23,24)(13,14,15,16)
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On a bien g(g,e) =0 .

En posant s = {10,11,16,17} , On a BS = {10,11,12,13,14,15,16}17f et

\Bs‘ = 8 est divisible par quatre, par contre bS = 10 et a_110 =9

est le plus grand élément de s' = {8,9} et u=8 , o u=7< a-110 =9 .

Propriété I.5.: Soit h le mot codant une hypercarte H planaire pointée

uniforme de rang k dont tous les sommets sont de degrés divisibles par «k .

Alors le brin le plus grand du sommet distingué So n'appartient pas a 1'ar-

bre sous-jacent H de 1'hypercarte H .

Démonstration : Soit b1 le brin le plus grand du sommet distingué Sy 1

-1 . s s
nous supposons que b1 = bs et nous aboutissons & une contradiction.

(1). i b, = a_1bs alors b >b, implique b € B_ .

En effet soit b tel que b > b1 et s le sommet de

b. Soit m 1le plus petit entier tel que yms' = s_ s posons 51 = ym_1(s')

(s1 # so) . Supposons s, différent de s, par définition de vy

or-1bs appartient & s = donc a-1bs = b, , 1'inégalité est méme stricte
1 1
car a—1b =D et s# s, , ainsi b_ = a-1b +1 est inférieur ou égal
s 1 1 Sy Sy
éb1.
Or Bs et Bs sont disjoints, car ils ne peuvent &tre

1
inclus 1'un dans l'autre, puisque y(s1 ) = v(s) = So - (Pour deux sommets

s et s' quelconques BS et Bs' sont disjoints ou 1l'un contient 1'autre).

B, et B_ étant deux intervalles de [n] disjoints, les relations sui-
1

vantes sont impossibles :

b <b, <b <b
s 1 s
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car bs et b appartiennent & Bs et bS appartient a BS « Ainsi
1 1
s1 = s et b appartient a BS .

(2). Une des hyperarétes de H posséde des éléments & la fois dans B,

et dans B\BS puisque ab1 = bS et que b1 £ B_ . Or B » réunion de som-

mets ayant des degrés divisibles par x , a un nombre d'éléments divisible
par x ., Les hyperar@tes ayant toutes k éléments, il existe au moins une
autre hyperaréte ayant des éléments dans Bs et dans son complémentaire.
Ainsi =

ns ab2 b3

On a donc nécessairement :

ol b2€B\Bs, by € By .

b3 > bs car bS est le plus petit élément de B5

’
b, < b, d'aprés (1).
Ainsi @ b, < b, < b, < b, , car g(gn,a) =0,
Or a-1b3 = b2 strictement plus petit que bS est contradictoire avec la
facon dont est effectué le codage (Procédure (A)).

D'ou le résultat.

i
3. LE TRANSFERT ELEMENTAIRE.

Le transfert peut se décomposer en une suite d'opérations
élémentaires ., Celles-ci associent a toute hypercarte pointée planaire une
hypercarte ayant mémes brins, mémes hyperarétes mais ol le degré d'un som-
met s choisi (différent du sommet distingué S, et de degré supérieur a 1)

diminue d'une unité au bénéfice du sommet y(s) « Plus précisément :

Définition de tS(H) . Soit h un mot codant l'hypercarte planaire

pointée H = (o,0,1) o0 o = ﬂz(h) et ol « est la permutation associée
a n1(h) comme mot de L, (ainsi la permutation circulaire construite par
1'algorithme du codage est gn) . Soit s un sommet de H de degré stricte-

ment supérieur & 1 , on définit H' = tS(H) par :
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H= (6'yay1) ot o' est donné par :
g'u = gu sauf pour u=b -1, o b et % .
s s s
Pour ces trois brins :
-1
' - =
o' (b,-1) = a7 (b,)

o*(a™"b,)

c( bs-1 )

n

b_ .

-2
a'(c"b,) = b,

Ainsi H' est obtenue & partir de H en supprimant dans le sommet s le
brin de numérotation la plus grande (o_1bs) et en l'intercalant entre

b-1 et c(bs-1) dans le sommet +v(s) . (Voir figure).

by 4
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I1 résulte immédiatement de la construction de g' que le
couple (o',a) opére transitivement sur 1'ensemble des brins [n] , ainsi
H' est bien une hypercarte.

On a de plus la propriété suivante :

Propriété I.6. (Descente des brins) : L'hypercarte H' = ts(H) est

planaire et 1'algorithme de codage lui associe la permutation circulaire gn .

Soit f = nz(h) (on sait que o = F) , soit f£' le mot

obtenu a partir de f en remplagant la o lettre (qui est une

—1(bs)iéme
lettre représentant le sommet s) par une lettre représentant le sommet y(s).
D'aprés les diverses remarques faites sur le codage et d'aprés la définttion
de g' ,ona f'=g".

De par sa construction f£' est un emboitement (la vérifi-
cation se fait immédiatement) , ainsi g(gn,f') =0 . De plus g(gn,a) =0,
du fait gue n1(h) appartient a Lm , donc d'aprés la propriété V.1 du che-
pitre premier g(o',a) = 0 . L'hypercarte H' est ainsi planaire.

Pour démontrer que 1l'algorithme du codage associe bien gn a
1'hypercarte (o',a,1) , nous vérifions que le mot h' (donné par n1(h') =
n1(h) et nz(h') = f'} est bien le code d'une hypercarte planaire pointée
(qui est alors nécessairement H'), ceci en utilisant la caractérisation de
ces codes donnée par la propriété V.2 du chapitre premier.

- Les conditions (1) et (2) énoncées dans cette propriété
sont satisfaites, comme il a été vu plus haut, reste & vérifier la condition
(3).

- d_1(f'i) = £',-1 est immédiat pour tous les f'; me
représentant ni s ni vy(s) ;

- pour s a-1(f'is) = a_1(bs) = b1, car b_ est

élément de s et b_-1 élément de v(s) ;
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- pour s' = y(s) la seule modification est 1'adjonction
. -1 -1 .
du brin ¢ (bs) , Or @ (bs) >b >b-12 by(s) , ainsi by(s) reste le

plus petit brin de y(s) et a-1(f'i ) = a'1(fi ) ;
s? s?

- a_1(J) = f'i-1 est vérifié immédiatement pour tous
les vy distincts de o-1(bs) , puisque il y a égalité de fi et f'i de
£(3) et de £'(3) 5

- a-1(c-1(bs)) est supérieur a bs-1 (puisque h est
le code de 1'hypercarte H) , or bs-1 appartenant & s' est supérieur
ou égal a bs' , ainsi :

a-1(c-1(bs)) >b~1=b_, >b_,~1.
Ainsi tous les brins de H' vérifient la condition (3) , h' est bien le

code de H' et gn est bien associée & H' par 1l'algorithme du codage.

L'opération ts n'est pas toujours réversible, par contre

une condition suffisante de réversibilité est la suivante :

Propriété I.7. (remontée des brins) : Soit h' un mot codant 1'hypercarte

planaire pointée (¢',0',1) ol g' = Eé(h') et ol ' est associée A n1(h')

comme mot de Lw . Soit s un sommet de cette hypercarte tel que le brin

o'a” b =u vérifie a_1(u) >-a_1(bs) . Alors il existe une hypercarte

H = (o,a',1) telle que H' = ts(H) ; de plus H est planaire et 1'algo-

rithme du codage lui associe la permutation gn .

Définissons ¢ a partir de o' par :
- o est identique & o' sur B sauf pour bs—1 ’ c'(bs—1) et
-1
g (bs-1) 3
- pour ces trois brins, ¢ est donné par :
a(b_-1) = o'%(b_-1)
s s
' - =
o(o"(b1)) = b,

o (6""b,) = a'(b 1) .

7
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I1 est clair que ¢ est une permutation, que le couple g,a' opére tran-

sitivement, ainsi (¢,a',1) est une hypercarte pointée.

Nous commencons par démontrer que H est planaire et
que 1l'algorithme du codage lui associe gn , nous en déduisons alors que
ts(H) = H' , (la seule difficulté pour la démonstration de ce dernier ré-
sultat est que vy associé & ¢,a' peut ne pas &tre la méme que ' , en
particulier si +y(s) # y'(s) , on n'aura pas tS(H) = H').

Pour la premiére partie, on opére comme dans la proprié-
té précédente :

- on définit f a partir de f' en remplagant la

1y _q)iéme
o (bs 1)

lettre (qui est une lettre représentant s' = y'(s) ) par
une lettre représentant s ;

- il est immédiat que F =g et que £ est un emboite-
ment ;

- alors g(gn,F) = g(gn,a') = 0 entraine g(o,a') =0
et H' est planaire ;

- on définit h A& partir de f = nz(h) et n1(h') = n1(h) .
On démontre alors que h est le code d'une hypercarte (qui ne peut &tre que
H ) en utilisant la caractérisation de ces codes. Les seules difficultés qui
peuvent se présenter, proviennent du brin u qui a été transféré. Ce brin ne
peut étre le brin de plus faible numérotation de s' sinon on aurait

1 -1 .
b, or « (bs) = b~1 appartient

a—1(u) = u-1 et on a supposé a—1(u) >a
a4 s', u n'appartient pas a BS et est plus grand que bs-1 donc que
b, donc que tous les éléments de B, . Enfin, la condition 0-1(u) >-a-1(bs)

nécessaire pour la partie (3) de la caractérisation est donnée comme hypothése.
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- I1 résulte de ce que nous venons de voir que bs est
aussi le brin de plus faible numérotation de s dans H , ainsi +y(s) est
le sommet auquel appartient a-1(s) qui reste dans s' = y'(s) . Donc

v(s) = y'(s) 1la construction de ¢ & partir de o' est alors l'opération

inverse de celle de tS(H) , on a ainsi H' = ts(H) .

/ /
4. HYPERCARTES ETIQUETEES: .

La définition du transfert élémentaire a fait apparaitre
la nécessité de pouvoir donner un nom au sommet a partir duquel est effec-

tué ce transfert. C'est pourquoi, on introduit la notion suivante :

Définition @ Une hypercarte pointée ayant x+1 sommets est dite étique -
tée si on se donne une bijection ¢ (étiquetage) de l'ensemble des sommets
de cette hypercarte sur {0} U [K] , telle que le sommet distingué ait pour
image O . Deux hypercartes pointées étiquetées sont isomorphes si elles le
sont en tant qu'hypercartes pointées et si la bijection qui les échange con~
serve l'étiquetage des sommets,

On étend 1'application ¢ & B en posant e(b) =i si

et seulement si b appartient au sommet s tel que e(s) = i .

Codage :

Le codage des hypercartes pointées planaires étiquetées se
fait de maniére analogue & celui des hypercartes pointées planaires (non
étiquetées) comme suit :

- soit (o,a,b*,e) une telle hypercarte, 1'algorithme
de codage assoce & (o,q,b*) la permutation circulaire ( ;

- soit ) la bijection entre B et [n] telle que

1

1 = \b* et )\Q\” = (, - Soient §=2"Ton et F=2"ToA. T et T véri-

fient g(g ,&) = 9(g,8) =0 ;
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- soit g le mot de L_ associé a & (Théoréme II).

- soit f 1le mot définit comme suit : la j-iéme lettre
de f est x; si et seulement si x'1(j) est un brin du sommet s éti-
queté i (tel que e(s) = i ), il est alors clair que Ff =G (car d'une
part g(gn,a) = g(gn,?) =0 et d'autre part f et g ont méme équivalen-
ce de transitivité) £ est un mot emboité, mais n'est pas nécessairement
un emboitement

- enfin he code h de (c,a,b*,e) est construit par

m,(h) =

miy(h) =

i
«a

I
H
.

Caractérisation :

Celle-ci est analogue a la propriété V.2 du chapitre pre-
mier en remplacant la condition (2) par la condition suivante :
(2) n2(h) = f est un mot emboité commengant par X, et contenant au

moins une occurrence de chacune des lettres {xo,x1,...xK§ .

Propriétés :

Toutes les propriétés (algébricité, construction de Yoy
de f, etc...) vraies pour les hypercartes non étiquetées restent vraies
pour celles qui sont étiquetées. En particulier la construction du transfert
élémentaire et les propriétés afférentes (I.6 et 1.7) restent vraies sans

changer un seul mot.

RS
5. LE THEOREME DE TRANSFERT.

Soit d = (do,d ceses dx) un vecteur & composantes

1092
entiéres positives. Soit Hp(d) 1l'ensemble de toutes les hypercartes pla-
naires pointées étiquetées réguliéres de degré p (toutes les hyperarétes

ont p éléments) telles que le sommet étiqueté i ait pour degré di .
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Théoréme VI,: Soient d et d' deux vecteurs tels que :

dj=d'3=p'nj pour J;éO et ,j;éi, d°=p.no-1 et d'°=p.n° H
d; = p.ny+1 et d', = p.ny (nJ =0 pour J = 0,e0.,K) .

Il existe une bijection T entre Hp(d) et Hp(d').

De plus, si H = (oyay1se) 4 T(H) = (o',a,1.e) et 1l'algorithme de codage

associe ¢ 2 T(H) .

Construction de T :

Soit H wune hypercarte élément de Hp(d) et s le som-
met étiqueté i , considérons la suite sy = v(s) , S, =Y (51) ) cesvescene
nécessairement cette suite atteint le sommet Se soit ainsi s, % S et
S1eq = Y(s1) = s

Nous allons construire la suite d'hypercartes planaires
pointées et étiquetées :

Hy = tS(H),H2 = ts1(H1) ceeeees §H) o=t (Hl) = T(H) ;
cette suite est bien définie car dans H 1le sommet s a pour degré
pni+1 qui est strictement supérieur & 1 (et méme 3 2). De méme dans

H s a un degré strictement supérieur a 1 , etc... ; il est clair que

1’ 1
T(H) est bien une hypercarte pointée étiquetée telle que le sommet &tique-
té j a pour degré d'j , elle est planaire car on a vu (Propriété I.6) que

si H est planaire ts(H) l'est . T(H) appartient bien & Hp(d') .

Construction de T'-1 H

Soit H' un élément de Hp(d') , soit s le sommet
étiqueté i , soit comme plus haut s, = v(s) , Sy = y(s,) sees Spq =)=

Y (Sl) . La propriété I.5 est appliquable & 1'hypercarte H' ,ainsi le

brin le plus grand de s = n'appartient pas & i et cx-1(bS ) n'est pas
1
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le brin le plus grand de Sy 1 ainsi d'aprés la propriété 1.4 le brin
w = o'(a b ) veérifie o« >a ' . L'hypercarte H' vérifie
s1 1 S1

les conditions de la propriété 1.7 pour le sommet S il existe donc une

carte H., (et une seule) telle que t_ (H ) = H' .
1 s, 1

Le brin devient alors élément du sommet s et c'est

1
le plus grand élément de ce sommet, ainsi a-1(bS ) n'est pas le brin
1-1
le plus grand de sy dans H1 et en appliquant I.4 le brin U g =
o' a-1b vérifie a_1u >-a-1b . On définit alors (par la pro-
1 $1.9 1-1 S1.1

priété I.7) une hypercarte H telle que Hy =t (H1_1) , cette opé-

1-1 $1-1
ration se répéte jusqu'a ce que l'on obtienne H = t;1(H1) . I1 est alors
clair que H est la seule hypercarte telle que H' = T(H) et que

H e Hp(d) . T est bien une bijection.

6. APPLICATIONS A L'ENUMERATION.

- En posant p = 2 , on obtient comme dans [13] et [14]
le nombre de cartes planaires pointées étiquetées eulériennes (tous les som-
mets ayant un degré pair) ou quasi-eulériennes (2 sommets seulement de de-
gré impair) en transférant tous les brins (sauf 2 pour chaque sommet) sur le
sommet distingué. Nous renvoyons le lecteur & ces publications pour le détail
du calcul.

- On déduit aussi de ces calculs et de la propriété II.3
du chapitre premier le nombre de "k-dissections planaires paires" du fait
de la bijection établie entre celles-ci et les cartes.

~ On remarque enfin qu'il faut &tre trés attentif,comme
dans tous les problémes combinatoires, sur la définition exacte des objets

& énumérer ainsi :
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- il y a 2 hypercartes planaires pointées étiquetées dans

H2(2,2,2) qui sont :

4y 4y Y
2
A s
- il y a aussi 2 hypercartes pointées étiquetées ayant
pour systéme de degré 2,2,2 (les mémes). Par contre, il y a 4 éléments
dans H2(2,3,1) qui sont :
2 /]
A, 1
/51 s,
A
s 28
codes : Xy 2xox1x1x1 xox1x1x1x°x2
4 5
2 2
2
1 44
A A
° )
*o*1%1%2%1% *0¥1%1%1%2%0

T
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et il y a 8 hypercartes pointées étiquetées planaires dont le sommet dis-
tingué a degré 2 et dont le systéme de degré est (2,3,1) , car on peut
échanger 51 et s, -
Enfin si on n'étiquette pas, il y a une seule hypercarte
planaire pointée dont le systéme de degré est 2,2,2 et il y a 4 hypercar-

tes planaires pointées dont le sommet distingué a degré 2 et ayant pour

systéme de degré (2,3,1)-
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II. UN CODE SUR QUATRE LETTRES.

1. QUELQUES PROPRIETES DES ENSEMBLES Bs .

Dans le paragraphe précédent, nous avons construit pour
toute hypercarte H wune appplication (arborescente) y de l'ensemble des
sommets de H dans lui-méme. Cette application permet d'associer & tout som-
met s l'ensemble Ss des sommets s' prédécesseurs de S (tels qu'il
existe m= O vérifiant Ym(s') = s ) et 1l'ensemble B, des brins apparte-
nant a ces sommets.

Nous avons démontré que si )\ est la bijection de B sur
[n] donnée par l'algorithme de codage kBS est un intervalle de [n]. Nous
donnons dans ce paragraphe deux propriétés (trés simples) des B, qui nous

seront utiles dans la suite.

Propriété II.1.: Pour tout couple de sommet s, et s, BS1 n B52 £ @
implique B_ C B ou B CB .
s - -
1 2 2 1
Preuve @ Si Bs n Bs % ¢ , soit b un brin appartenant A ces
1 2
deux ensembles. Le sommet s auquel appartient ce brin est alors élement
de S et de S y ainsi il existe m, et m_  tels que:
s, 52 1 2
m, m,
vy (s) = s, et vy (s) = Sy .

mg-m, m,
§i m, est supérieur ou égal & m, , vy (52) =y (s) = s, » ainsi s

1 2
appartient a Ss et tout élément de Ss est élément de Ss y Ce qui im-
1 2 1
plique B_ < B .
S, s
Si m2 est supérieur a my on trouverait de la méme fa-
m,_-m m
con vy 2 1(s ) = v 2(5) =s, et B <B_ .
1 2 51 52

Propriété II1.2.: Pour qu'un brin b appartienne au sommet s , il faut et

il suffit que b appartienne a BS et que pour tout sommet s' (# s), pré-

décesseur de s , b n'appartienne pas a Bs' .
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En effet, si b appartient a Bs c'est qu'il appartient
A un sommet s' tel que ym(s') =s.S5i s' est distinct de s, b ap-
partient alors a Bs' .
Si b appartient & s, b appartient a BS et puisque

s n'est pas prédécesseur d'un de ses prédécesseurs (y étant une application

arborescente) b n'appartient pas a Bs' .

’
2. CONSTRUCTION D'UN LANGAGE INTERMEDIAIRE.

Nous effectuons,dans ce paragraphe, une étape dans la cons-
truction du langage L codant les cartes planaires pointées écrit sur un al-

phabet & 4 lettres. Nous partons du langage LK+ (codant les cartes planaire

1
pointées ayant x+1 sommets) défini dans la partie VI du chapitre premier ;
en ajoutant deux lettres x et x & l'alphabet YK et en opérant quelques
transformations nous obtenons un langage que nous noterons ix+1 . Dans le

prochain paragraphe, nous construirons L en faisant la réunion des ix+4
pour k = 0 et en appliquant un morphisme.
Commengons par définir LK+1 .

Soit h un mot de L qui code la carte planaire pointée

K41
(oyay1) o0 o = nz(h) et ol a est l'involution sans point fixe associée a

n1(h) comme mot de L nous construisons le mot h comme suit :

1
- Puisque ABS est un intervalle de Ln] , pour tout som-
met s il correspond un facteur hS de h dont les lettres sont en bijection
avec les brins de BS H
- Les propriétés précédentes impliquent que les hS n'ont
de facteur commun que lorsque 1l'un est facteur de 1'autre.
- Soit h 1le mot obtenu & partir de h par insertion de la

lettre x devant chaque facteur hs (pour tout sommet s différent du som=-

met distingué so) et de la lettre X aprés chacun de ces facteurs ;
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- ix+1 est le langage formé des mots h pour chaque mot

h dans LK .

I1 est clair que 1'application qui & h fait correspon-

dre h est une bijection, puisque connaissant h on obtient h par suppres-—

sion des lettres x et x .

Exemple de mot de EB .

A la carte dessinée ci-dessous correspond le mot :

0 7%7%6X6 X6 X7 ¥ 775 ¥ 5 X4 ¥ 4% 3% 3% 2*2* 2% 4 %5 %5

Les sous-ensembles BS sont respectivement :

h = x X X1X11°.

BS7 = [24]\{1,23} B56 = {4,5,6} B, = {9,10,11,12,....22,23{

B, = {11,12,13,14,15,16,17,18} B, = {13,14,15,16,17} B = {15,16,17
4 3 2

B, = {21,22,23} .

Dans ces conditions, le mot h correspondant est :

XOXX7X7 XX6X6X6)(X7X7 X)(SX5 XX4X4XX3X3XX2X2X2XXX4XX5X5XX1 X‘| X1 XXX)(° .

A partir de la caractérisation (Propriété VI.1) des mots
du langage Ll< et des propriétés des sous-ensembles Bs , on obtient la ca-

ractérisation suivante pour les mots de EK+1

Notations : - Soit Y' = 1'alphabet {x,i} VR

- Soit m,m’' et n’2 les morphismes de projection suivants:

1
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n de Y'* sur {x,X}* donné par m(x) = x , m(x) =X, n(xi) = n(Ei) =1
v i

n', de Y' ¥ sur {xo’;oj* donné par n'1(xi) =X n'i(ii) = §° voi

]
-

' = ' (X
w6 = (B)
n'2 de Y' * sur X* donné par ﬂ'z(X) = n'2(x) =1 n'2(xi) = n'2(x

X.
1

- Soit Lx le langage définit par 1l'équation :

L =1+4+xL_XL_.
X X X

Propriété II.3.: Un mot f de X'K* appartient & Ex+1 si et seulement si :

(i) 1'image de f par n', est unmot de L, ;
(ii) 1'image de f par 7w est un mot de Lo

(iii) la iéme occurrence de x dans f est suivie par un §i+k—1 et précédée

par un XJ J >k+i-1.

(iv) soit £

f1 X g X f2 une décomposition de f telle que m(g) appar-

tienne & L_ :
—_— Tx

- 8i x ou §j est occurrence de g , alors f1 et f2 ne contiennent

_— j —

aucune occurrence de ces lettres ;

- Soit f' = f'1g‘f'2 1'image par ﬂ'1 de f, soit o l'involution sans

point fixe associée & n'1(f) comme mot de L, , alors a(i) > |f'1\+1 our

tout 1 vérifiant |f'1]+1 <i< lf'1l+‘gvl .

Preuve : (1) Si f = h un mot de EK , il est clair d'aprés la
condition (1) de la propriété VI.1 que n’1(f) = n1(h) appartient a L1
D'autre part de par sa construction £ vérifie n(f) € L . La condition
(iii) résulte de ce que chaque x est suivi par une lettre représentant le

premier élément d'un ensemble BS lequel est bS qui vérifie a_1bs = bs_1 .

La condition (iv) enfin est conséquence de ce que une telle décomposition
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implique que l'ensemble des i vérifiant if'1l+1 =i S,If'1\ + Ig" est
un ensemble Bs (d'aprés la Propriété II.1) s ainsi aucun brin de B\BS ne
peut appartenir a un sommet de SS et pour tout i # bs , 1€ BS on a
a(i) = o (1) >b_ .

(2) Réciproquement, si £ vérifie (i), (ii), (iii) et (iv)
soit h le mot obtenu en supprimant les occurrences de X . Montrons que
h vérifie alors les conditions (1)} (2) et (3) de la propriété VI.1 du cha
pitre premier.

La condition (1)' résulte immédiatement de ce que £ vé-
rifie (i). La condition (2) pour h résulte de ce que £ vérifie la condi-
tion (ii) et la premiére partie de la condition (iv). La condition (3) enfin

est conséquence pour une part de la condition (iii) et pour sa deuxiéme par-

tie de la condition (iv).

3. LE LANGAGE L DE LEHMAN-LENORMAND.

I1 est défini sur l'alphabet X = {x,X{U {v,y} , nous

notons m_ le morphisme de X* sur {xx ¢ (nx(x) =x, nx(i) =X ,

nx(y) - "x(§) =1) et ny le morphisme de X* sur {y.?} (ﬂy<Y) Yo»
m(3) = F , m(x) = m (%) = 1) . Pour tout mot £ de X* soit s (f) =
‘flx - ]f|§ et soit éy(f) = |f|y - |f,; .

Soient Lx et Ly les langages définis par les équations

Lx =1 + xLx xLx et Ly =1 + yLy yLy .

Définition : Soit L le langage composé des mots f tels que :
- nx(f) € Lx
- n(f) el
Y( ) y
et _tels que pour toute décomposition de f en f = f1ng2 : 6x(9) >0 et

6x(g') = 0 pour tout facteur gauche g' de g impliquent 6 (g)=0 .
y
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Remarquons que l'on peut donner de L 1la définition duale suivante :

Propriété II.4.: Un mot f appartient & L si et seulement si @

- nx(f) €L, ny(f) € Ly

- pour toute décomposition de f sous la forme f = f1g§f2 , 5y(g) <.0

et 6y(g") < 0 pour tous les facteurs droits g" de g impliquent § (g) <O .
- - X

Soit £ un mot de L et soit f1g§f2 une décomposition
de f vérifiant éy(g) =0 et 6y(g") =< 0 pour tout facteur droit g" de
g . Supposons que éx(g) soit strictement positif, soit g, le facteur
droit de g 1le plus court tel que 6x(g1) >0 , alors 94 s'écrit 9y = xg'1
(sinon g'1 vérifierait aussi 6x(g'1) > 0 et serait plus court que 91) .
Ainsi f = (f192)x(g'1;)f2 « Calculons bx(g'1§) et éx(g"1) pour tout
facteur gauche 9"1 de 9'1 , On a: éx(g'1§) = 6x(g'1) = 6x(g1)-1 =0 et
si 9'1 = g"1h"1 ’ 6x(g"1) = 6x(g'1)_6x(h"1) ’ 6x(h"1) est négatif ou nul
par minimalité de g9, ainsi éx(g“1) = -éx(h"1) = 0 . Par conséquent la
décomposition de f 1indiquée vérifie les hypethéses données dans la défini-
tion de L , ainsi 6y(9'1§) =0 et 6y(g'1) >0 ce qui est contraire a
ce qui a été supposé pour g puisque g'1 est facteur droit de g ; 6x(g)
est négatif ou nul.

Réciproquement, soit £ vérifiant les conditions de
la propriété 4. Supposons qu'il existe une décomposition de f sous la forme
£ = f_xgf

1

Supposons que 6y(g) < 0, on construit alors le facteur gauche g, de g

2 ol éx(g) 2 0 de méme que 6x(g') = 0 pour tout facteur gauche.
le plus court tel que 6y(g1) <0, ainsi g, = g'1§ et f = (f1)(xg'1)§
(ngz) . On démontre alors que 6y(xg'1) = 0 et que pour tout facteur droit
9", 6y(g"1) < 0, ainsi d'aprés les conditions de la propriété II.4 :
6x(xg'1) <0 et éx(g'1) < 0, ce qui est contraire & ce qui a été supposé

pour g . Ainsi 6y(g) >0 et f appartient a L .
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Soit t 1l'anti-isomorphisme de X" sur lui-méme donné par

t(x) =y, t(y) =%, t(¥) =x, t(x) =y . Alors on a :
Corollaire : L = t(L) .

On vérifie aisément que t(Lx) =L, et que t(Ly) =L .
Soit f un mot de L , soit g= t(f) et g = g,xhg, une décomposition de
g vérifiant éx(h) 20 et 6x(h') =2 0 pour tout facteur gauche. On a
£ =t(g) = t(gz)t(h)§t(g1) , t(h) vérifie les conditions de la propriété

11.4., ainsi ax(t(h)) =0 et 6y(h) >0.

Théoréme VII.: Il existe une bijection Bx » conservant la longueur, entre

les mots de LK+1 et les mots de L ou apparaissent x occurrences de la

lettre x .

- Construction de Be °

Nous définissons w = Bx(h) pour tout mot h de Lx+1 ’

A partir du mot h de fK+1 , pPar la construction suivante :

- On supprime dans h y pour chaque occurrence de x 1la
lettre qui se trouve immédiatement & sa gauche et la lettre qui se trouve im-
médiatement & sa droite (d'aprés (iii) il s'agit de x; et ii) ;

- On remplace toutes les occurrences de x; (v i =20) par
y et toutes les occurrences de §i par ; .

(Ainsi sur 1'exemple précédent, on obtient le mot :
W o= XXYYXYXXXXYYXXYXYXYYXXXY) o
- W est un mot de L .

- nx(w) = m(h) est un mot de L

- ny(w) est obtenu a partir de n'1(i) par suppression
de x facteurs de la forme x0§° et par changement d'alphabet (x0 en y
et io en y), Il est alors clair que, n'1(ﬁ) appartenant & L, , ny(w)

appartient a Ly .
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- Enfin soit w = w_xuw, une décomposition de w telle

1 2
que ax(u) > 0 ; puisque nx(w) appartient & L_ w, se décompose en
v, = w'2§w"2 de telle facon que 6x(uw'2) = 0 . Ainsi la décomposition de

w en w = w1x(uw'2)§w" correspond A une décomposition de h en h =

2

h1xh2§h3 avec sx(hz) = 0 . Or la deuxiéme partie de la condition (iv) peut

se traduire par @
tout facteur gauche h'2 de h2 vérifie

\n'1h'2\x - ‘n'1h'2\_ =0 . Ainsi u est tel que :
o xo
ﬁy(u) = ln'1(9)|x° - ln’1(g)]; zo0.
o

- h et w ont méme longueur.

En effet : par construction de h , on a ‘Hl = |hl +2¢
(insertion de x et x pour chaque sommet s différent de so). De méme

par construction de w , |wl = |kl -ZIE\X = |E| -2k = |hl.

- B, est une bijection.
Pour cela on construit 1'application E'K suivante et on
Ari 4 v - 4 (] - 3 ]
vérifie que BKB K= 1dL et B'.B, = 1dL . Soit w un mot de L ,

k+1
on construit h = P%(w) (en commencant par T|) de la maniére suivante

- On construit le mot w' en insérant une lettre vy
avant chaque occurrence de x et une lettre ; aprés chacune de ces occur-
rences.

- Pour trouver h , on remplace tout d'abord toutes les
occurrences de y dans w' (resp. de y) vérifiant : w' = uyv (resp.
w!' = u§v) et 6x(u) =0, par X, (resp. ;0) . Puis on remplace

1'occurrence de la lettre y par X, _;., (resp. de la lettre y par ;k—i+l)
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i >0 si w' =uyv (resp. w' = uyv) s'écrit aussi w' = u Xu,yv (resp.
v - 3 = e N .
w' = u,‘xuzyv) ou ,u1| x = i-1 etou rrx(uz) €L,
On vérifie alors facilement que :
-~ on remplace ainsi toutes les occurrences de y et de y
- le mot obtenu est bien un mot de f‘x+1 ;

- soit h 1le mot obtenu a partir de h en supprimant les lettres x et x ,

alors Bx(h) = w . Ainsi B _ est bien une bijection.

Corollaire : Il existe une bijection B entre les cartes planaires

pointées et les mots du langage L . Si C a «x+1 sommets et n arétes

alors B(C) a x occurrencesde la lettre x et a pour longueur 2n .

Ceci découle immédiatement de la bijection réalisée (cha-

pitre 1) entre les cartes planaires pointées & x sommets et le langage Ll< .

4. PREMIBRES PROPRIETES DU LANGAGE L .

Propriété II1.5.: Si f = f£'f" est un mot de L et s'il en est de méme

pour g alors h = f'gf" est aussi un mot de L .

Les mots nx(h) et ny(h) qui vérifient

m(h) = m (£ )m (g)m (£)
my(h) = (£ )m (g)m (£7)

sont respectivement éléments de Lx et Ly .

Soit h = h“xwh2 une décomposition de h telle que

6x(w) >0 et 5X(w') > 0 pour tout facteur gauche w' de w .
1.) Si |h1| < lf'l, ceci implique que f' = h1xf'1 et alors trois cas
se présentent :
a). \h1xw| = J£'): alors £', = wE', et E£'E" admet la
décomposition £'f" = hoxwf' £, ou 5x(w) >0 et 6x(w') >0, ceci impli-

que 6y(w) =0.
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b). £l < |h1xv|s |£'g |, dans ce cas w = f'1g'1 , et
g'1 est facteur gauche de g .

L'image de f£' ~par §  est positive ou nulle (comme

1

facteur gauche de w ) et il en est de méme pour tous ses facteurs gauches,

ainsi la décomposition de f'f" en f'f" = h1xf'1£"' élément de L impli-

que ()y(f',‘) =0, de plus g', facteur gauche d'un mot de L vérifie

1
s sk (g
8,(g'y) 20, ainsi 6 (v) = 8. (£',)+6,(g"y) 20 .

c). |h1xw| > |£'g|, dans ce cas w = £r.gf", et £ se

1
décompose en f'f" = h1x(f'1f"1)f‘"2 . g €L implique 6x(g) =0, ainsi
éx(f'1f"1) = 6x(w)-6x(g) est positif ou nul. Les facteurs gauches de f£', f",

sont ou bien des facteurs gauches de f'1 ,ou bien de la forme f'1f"2 et

f'1gf"2 est alors facteur gauche de w , dans tous les cas leur image par
b, est positive ou nulle. Puisque f appartient & L , on déduit ay(f'1f"1)
et 5 () = 6y(f'1gf"1) = 6y(f‘1f"1)+6y(g) = 6y(f'1f"1) z0.
2.). si el = hy < Jg\ + 1£'1, ceci implique h, = £'g et g = 9495+
Deux cas sont alors a envisager :

a). \h1xw\§ |g| +|£') , dans ce cas g = g,xvg,, et
bx(w) = 0 (de méme que éx(w') 2 0) impliquent, puisque ¢ appartient a
L , que By(w) =0.

b). |h1xw| >|g| + |f'] , dans ce cas g = g,xw, avec
w, non vide. Or ceci est impossible car on sait que 6x(g) =0 et que
6x(g1) =z 0 , ce qui entraine : 6x(w1) = —6)((1:;1 )-1 < 0 en contradiction

avec le fait que w, est facteur gauche de w .

1

3.). Si hy = 1gl + |£'] , ceci implique hy = f£rgf, et FUEM = £'F" xwh

puisque f£'f" appartient & L , ceci entraine ay(w) =0.

2

Dans tous les cas nous avons trouvé 5y(w) =0 . Ceci im=-

plique que le mot h appartient & 1 .
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Corollaire : Le langage L est un sous-monoide de X* ,

Cette propriété découle directement de la propriété II.5
en prenant f' =1 (o0 f" =1) , on obtient £ €L et geé& L implique
fg appartient & L .

Propriété I1I.6.: Si f'gf" et g sont deux mots de L alors f£'f" est

un mot de L .

Cette propriété est d'une certaine maniére une récipquue
de la précédente. Il est clair que dans ce cas nx(f‘f“) et ny(f'f“) sont
respectivement éléments de Lx et de Ly « D'autre part, soit une décomposi-

tion de f£'f" sous la forme £'f" = u xwu, (on sx(w) =0 et 6x(w') pour

tout facteur gauche de w) , si xw est facteur de f£' ou de f" il est
aussi facteur de f'gf" ainsi ay(w) 2> 0. Le seul cas qui reste a étudier

i (-] (] n _ pu opn = £V pu
est celui ot f £ 1xf £ £ 1f 2 et w=f 2f -

2 ?
Considérons le mot v = f'zgf"

qui vérifie 6x(v) = 5x(g)+6x(w) = éx(w) = 0, pour tout facteur gauche v'

2 ? c'est un facteur de f'gf"
de v on a aussi bx(v') =20 (car g mot de L vérifie 5x(g) =0 et

bx(g') > 0 pour tout facteur gauche)., Ainsi Ff'gf" appartenant & L y V
vérifie 5y(v) = 0 mais 6y(g) =0 et éy(w) = 0. f'f" est bien un

mot de L .

Propriété II.7. Pour toute décomposition £ = f£'f" d'unmot f de L

le mot h = xf'xf" est un mot de L .

La démonstration se fait exactement de la mé&me fagon que
pour la propriété II.5 ; nx(h) et ny(h) appartiennent de maniére évidente
a Lx et Ly. Ensuite pour toute décomposition de h sous la forme
h = h xgh, avec ﬁx(g) =20 et 6x(g') >0 , on distingue différents cas,
suivant que :

1). h, est vide ; 2). | =< Ix£'] 5 3). b, > |xf£'] ;

1 1

la démonstration de ce que 6y(g) > 0 dans les différents cas ne présente

pas de difficulté majeure.
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Remarque : Si f'f" appartient & L , ceci n'implique pas que
F'xf"Xx et yf'yf" appartiennent & L comme le montrent les exemples sui-
vants

£=(y)(¥y) €L et F£'xf"X = yxyx n'appartient pas & L

£ = (x)(x) et yf'VE" = yxyx .
Néanmoins la propriété II.6 admet la propriété duale suivante :

Si f'f" appartient & L alors f'yf"y appartient & L.

Propriété I1.8.: Si f = f'Xxf" et g = g'yyg" appartiemnent & L alors

f'f" et g'g" appartiennent & L .

1). Pour u = £'£" : soit une décomposition de u sous la forme

u = u xwu, (o éx(w) = 0 et 6x(w') = 0 pour tout facteur gauche de w).

Si xw est facteur de f' ou de f" , il est alors aussi facteur de
f£'xxf et on déduit immédiatement 5y(w) = 0. Sinon on a nécessairement :

' = f
£ —f1xv1

" =w et W= WoW, .

"
2f"2 1Y2
Considérons le mot w1§xw2 s on ne peut affirmer que 1l'image par éx de tout

facteur gauche de ce mot est positive ou nulle, on distingue alors deux cas @
s = f XxXw_f" s X ifi i -

6x(w1) >0 : alors f = f 1xw"xxw‘,;_.f 0§ WyXXW, vérifie la propriété vou
lue ainsi 6y(w1xxw2) Z 0 . Or puisque {)y(x) = sy(x) =0: 6y(w1w2) =
5. (w)=20.
,()
- éx(w1) =0 : on déduit alors que éy(w1) = 0 puisque c'est un facteur
de f qui vérifie la propriété voulue. De plus w2 vérifie aussi la méme

i : = - = > i e

propriété : 6x(w2) ax(w) 5x(w1) bx(w) >0 et il en est de méme pour
tous ses facteurs gauches (car multipliés & gauche par w ils donnent des

1

facteurs gauches de w). Ainsi :

6y(w2) 20 et § (w) = 5y(w1)+5y(w2) >0, f'f'" appartient & L .

y
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2). Pour v = g'g" (c'est la propriété duale) : pour toute décomposition

de v sous la forme v = v1xwv2 y Xw est ou bien facteur de g' ou bien
" i [I— ] " o_ " = . Si

de g" , ou bien g' =g'xv, , g Wyg', €t W= 1w, . Si 6x(w) et

6x(w') =2 0 alors dans les deux premiers cas il est clair que 6y(w) =20 ;

dans le troisiéme cas 6y(w1§yw2) =2 0 , mais alors puisque 6y(§y) =0

b,(vyv) = 8,(¥) 20 -

Propriété II.9.: Si f € L $e décompose en £1xf2§f3 ot nx(fz) appartient

a L ,ouen f1yf2yf3 on "y(fZ) appartient a Ly alors ¢ = f1f2f3

appartient & L .
1). f1xf2§f3 €L : Soit g = g,xhg, une décomposition de g od h ainsi

que tous ses facteurs gauches ont une image positive ou nulle par 6x . Si

Xh est facteur de f1 y de f2 oude f, , xh est aussi facteur de f
donc 6y(h) >0 (puisque £ € L). Sinon puisque n(fz) €L, xh (qui est
tel que §(xh') >0 V¥ h' Ffacteur gauche de h) ne saurait avoir comme fac-

teur gauche un facteur droit de £, ; deux cas sont alors a considérer :

2
- = " ' = fU° " = f! n
xh xf 1f 2 ol f1 £ 1xf 1 f2 f 2f >
- = " ] = £ " = £ ",
xh xf 1f2f 3 ol f1 3 1xf‘ 1 f3 £ 3f 3
Dans le premier cas ¢ f s'écrit : f = f'1xf"1xf'2f"2§f3 et tous les fac-

teurs gauches de f"1xf'2 ont une image positive ou nulle par 6x , ainsi
5y(f“1xf'2) >0, soit 6y(f"1f'2) = sy(h) = 0 . Dans le second cas : on a

le méme résultat pour f"1xf2§f'3 car 6x(f2) = 0 , donc 6y(h) =0 et

g appartient & L .

2). Suppression de y,y : f1yf2§f3 €L .

Calculons son image par t ; on trouve t(fa)xt(fz)it(f1) €L, ny(fz) ap-
partenant a Ly implique que "xt(fz) appartienne a Lx' ainsi en appliquant
1) on a t(f3)t(f2)t(f1) = t(f1f2f3) € L . Ainsi puisque t est une involu-

tion et que L = t(L) , ceci implique P1f2f3 €L .
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5. LE LANGAGE L' .

*
Soit L' 1le langage ) défini & partir de L de la

maniére suivante :
w € L' s'il existe un entier p =0 vérifiant w(FX)P €L .
I1 est alors clair que w vérifie 6x(w) = 6y(w) = p . On voit aussi immé-

diatement que L < L' (on prend p=0 ).

Simplification d'un mot de X* .

A tout mot f de X* nous associons le mot ? , qui
appartient aussi & X* , obtenu en supprimant tous les couples de lettres
xyx (resp. 7vy,y) qui sont telles que f = f1xf2§f3 (resp. f = f1yf2§f3)
et ol n#fy €L, (resp. n%f& eLy).

Cette simplification ne définit pas une congruence de Thue

(voir par exemple l'ouvrage de Gross et Lentin [27] pour 1la définition de ces

congruences), bien qu'elle s'y apparente.
Exemple : Si £ = XyxyxXyXyyxyxy
£ = Xxyxyyy -

Propriété I1.10.: Si f € L' alors b appartient au langege Lx y défini
’

par la relation L = 1+XL ny .
XyY Xy X,y

Si £ appartient & L' , alors £(3%x)F appartient & L
et ?(?;)p appartient aussi & L car on l'obitent en supprimant des couples

x,§ ou yy séparés par un élément d'image par ., ou ny dans Lx ou Ly
et L est fermé pour ces opérations d'aprés la Propriété II.O.

Pour montrer que ? appartient a Lx,y il suffit de
vérifier que tout facteur gauche $r ge ® vérifie l?'lx = I?'ly » Puisque

(*) Ce langage est appelé H par Lehman qui le définit d'une maniére sen-
siblement différente.
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1'on sait déja que \?‘x = \?ly =P .

Soit donc ? = ?‘?" s si |?"lx =0 alors il est clair
que l?'\x =p et ‘?"y = ]?ly - '?"\ <p, ainsi |?'lx = 'g'ly . Sup-
pesons donc que ?“ contient au moins une occurrence de x ; soit :

. yix?“1 et examinons la décomposition de PFX)P en (?’yi)x(?"1(§§)j§)
;(;;)p-3-1 ol j = l?",\x . I1 est clair que g"1(§§)J§ a une image par
6x nulle et que tous ses facteurs gauches ont une image par bx positive
ainsi, puisque P(¥%x)P appartient a L , 5y(?"1(§§)J§) > 0; ce qui s'écrit
aussi ‘?"1‘y 2 j+1 et(puisque l?ly = p) : l?"1|y 2 p-i—l?"1|y,s p-i-j-1.
D autre part, par définition de Jj , on a ,g"1|x = j , soit lﬁ'lx = p-j-1,

ce qui donne l?"y = |?'lx-i , d'ol le résultat.

Propriété I1.11.: Si f est facteur d'un mot g de L' et si 2 appar-

tient a Lx y? alors f appartient & L' .
?

Soit donc g = h1fh2 et w = g(§§)p € L, posons éx(f) = q

et montrons que u = £(yx)? appartient & L . Il est immédiat que nx(u)
et ny(u) appartiennent respectivement & L et & Ly puisque
l?lx = |?|y = 6x(f) = 6y(f) = q . Examinons les facteurs xv de u tels que
les images de v et de ses facteurs gauches par 6x soient positives ou
nulles :

- 81 xv est facteur de f , il est aussi facteur de g
donc de w et 6y(v) =20 ;

- Sinon c'est que le x de xv n'est pas simplifié lorsque
1'on calcule 2 7y ainsi f = £ xv, et v=vyvV (v2 est facteur gauche de

11 12

(7%)9). v, et tous ses facteurs gauches ont une image positive ou nulle par

6, » et xv, est facteur de w donc 6y(v1) Z 0 , de méme pour tout fac-

1

teur gauche v'1 de vy, @ 6y(v'1)20 . Ceci implique que 81 ne contient
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pas de ¥ (ni de X d'ailleurs), ainsi £ = ?1x31 et B(3%)9 = ?1x(31v2)v'2,

ol v2v'2 = (;;)q , ?(§§)q appartient & L d'aprés l'hypothése et la

propriété I1I.10, ainsi 81v2 qui vérifie la méme propriété que vy

les images par 6  vérifie 6y(31v2) = 0 . Mdis 6y(31v2) = 5y(v1v2) d'ol

v, pour

le résultat.
Le théoréme suivant énoncé par Lehman n'a eu jusqu'ici
aucune preuve publiée @

Théoréme : Un mot w différent du mot vide 1 appartient & L'

si et seulement s'il existe deux mots u et v de L' (qui peuvent &tre

égaux & 1) vérifiant 1'une des quatre conditions exclusives suivantes :

(i)e w = wxvX ;

(ii) w = wxvy ;

(iii) 6 () = 8, (v) v o= uyt(v)y
(iv) 6, (u) >, (v) w = uxt(v)y .

De plus la décomposition de w ainsi déterminée est unique.

Preuve : (A). Montrons tout d'abord que tout mot w ainsi construit

appartient & L' .

(i). 8i w=uxvx, u et v appartenant & L', il existe

alors deux entiers positifs ou nuls p1 et p2 tels que :
p P
u(yx) T et v(yx) 2 appartiennent & L .

La propriété II.7 implique alors que xv§(§§)p2 est un mot de L , en ap-
pliquant II.5 on obtient aussi (u)(xvx (¥yx) 2)(§§)p1 €L, soit uxvx € L' .

(ii). Si w=uxvy (ol u et v appartiennent & L').
Si v appartient a L' , il est immédiat de remarquer que vyy appartient
aussi & L' (insertion de yy dans un mot de L), alors d'aprés (i) :
ux(vyy)Xx appartient a L' , soit uxvyyx(7%)? € L et uxvy € L' (car

wooy(30) % e L)
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(iii)e w = uyt(v)Y ol u et v appartiennent & L
P
et 6x(u) > 6x(v) - I1 existe alors p, et p, tels que u(yx) T et
P
v(¥yx) 2 appartiennent & L . En appliquant la propriété II.7, on obtient que
- ==P2 . R Py -
xvx(yx) est un élément de L ; il en est de méme pour (yx) < yt(v)¥y

d'aprés le corollaire de la propriété II.4. Puisque 6x(u) = 5x(v) y
P,-P
172

Py
Py —Po,
est inférieur ou égal a Py ainsi u(yx) ' = u(yx) “(yx) . Ainsi de
la propriété II.5 on déduit (*) H
P P P,-P
— 2 -, P27Py
u(xy) 2(yx) 2yvi(5%) €L .

On utilise alors 2p2 fois la propriété II.8 en supprimant alternativement
-P
- 1

-_ P
yy et Xx et on obtient facilement uyvy(yx) 2 €L, soit weglL'.

. - = Py
(iv). w = uxt(v)y on 6x(u) > GX(V) . Alors u(yx)

__P

et v(yx) 2 appartiennent & L et p, > P, - De méme que dans (iii) :

Py - — Po*1 __ P4Pp-1 — P21 Py

(xy) “yt(v)y € L et u(xy) © (¥x) * €L, soit u(xy) © (xy) “yt(v)
P,=P,-1

y(yx) 172 € L . Ceci implique, en utilisant 2p,+1 fois la propriété I1.8,

P,-P,-1
que uxt(v)y(¥x) 12 appartient & L ; ainsi w appartient & L' .

(B). Unicité de la décomposition: Pour démontrer cette

unicité, nous vérifions que :

- pour (i) et (ii), si w = uxvkx ou si w = uxvy (u,v € L') alors v
est le plus long facteur droit de w' = uxv qui appartienne & L ;

- pour (iii) et (iv), si w = uyt(v)y ou w = uxt(v)y (u,v € L') alors
u est le plus long facteur gauche de w' = uxt(v) qui appartienne & L .

L'unicité de u et v est alors immédiate.

) car u(¥%x)P € L' implique u(xy)P € L'
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Pour (i) et (ii) : Si wxv estun facteur droit de w'appartenant a
L' alors : u1xv(§§)P €L et v(3x)¥ €L ; dans ce cas p est plus
grand que q car 6x(xv(§§)P) doit &tre négatif ou nul. Ainsi d'aprés la
propriété II.6 ux(yx)?~9 appartient &4 L et ceci est impossible car xy
ne saurait &tre facteur d'un mot de L .

Pour (iii) et (iv) : Si uxv, est un élément de L' (ou si uyv, est

1
un élément de L') et si t(v) = v

1v2 est aussi un élément de L' , montrons

que l'on aboutit a une contradiction 3

- u§v1(§§)p et (yx)qv1v2 appartiennent & L ;

-examinons 31 , d'aprés la propriété I1I1.9 : 1 (ou
8y81) appartient & L' , ainsi si x apparait dans 31 il existe un en-
P
. o -=\"1 .
< = ] " "
tier p, =P tel que v, = v' xv", et nx(xv 1(yx) ) appartient a Lo

alors 6x(v“1(§§) 1 y) est positif ou nul et il en est de méme pour tout
facteur gauche de ce mot. Ainsi 5y(v“1(yx) 1 y) =0, soit 5;(v"1) zp, =

6x(v"1)+1 ; ceci étant vrai quelque soit l'occurrence de x dans 9

o o
IVIL{=£ 'vlly .

1 H

De méme :en utilisant le fait que (yx)q3132 appartient a
L , on démontrerait que si y apparait dans '31l (soit 81 = v'1§v"1)
alors Iv'1l = ‘v'1|_+1 et ainsi '31| < ’81|_ . On obtient finale-
X X

o oY . . ) 0o 0=-0
ment 6x(v1) =< 5y(v1), or ceci est incompatible avec w € L' et uxv, € L'
(ou 3y81 € L') car ces deux relations impliquent 6x(3) = by(g) et
0-0 0-0 0.0 0.0 - o o
0 (358,) = o,(89,) (on 6, (B%) = o (B8,) soit 8,(%) = 5 (%)s1).

La démonstration’ de l'unicité de la décomposition est alors achevée.

(C). Existence de la décomposition : Soit w un mot de

L', si w est différent de 1 il se termine par x , par X, par y ou

par ¥ .
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1). w ne se termine pas par x : en effet alors w'x(§§)p €L et xy

ne saurait &tre facteur d'un mot de L .

2). si w se termine par X : soit w = w'x . Calculons ', d'apres
la propriété II.9, ce mot vérifie 8'§(§§)P appartient & L , tout fac-
teur gauche u de o vérifie donc 6x(u) = 5y(u) ; soit u, le plus
grand facteur gauche de ce mot tel que 6x(u1) = 5y(u1) (u1 peut &tre le
mot vide mais ne peut pas &tre W' qui vérifie 6x(8') = 6y(3')+1). 11

. . . [}
est clair que la lettre qui suit u dans w' est une occurrence de x

1
alors w' s'écrit w' = w_xw, avec 9. =u .
1772 1 1
De par sa construction il est clair que u appartient
. A [} o, . [e) . 0
a L ;3 i1 en est de méme pour w car w' = wxw, et si w a un
Xy Yy 2 2 2

facteur gauche ol le nombre d' y excéde d'une unité le nombre d' x cela

contredit la maximalité de wu . Ainsi d'aprés la propriété II1.11 w1 et

Yy appartiennent a L' (comme facteurs de w € L'). D'ol la décomposition

(i).
3). Si w se termine par y alors (w'y)§§ appartient & L' car
6y(w) >0 . D'aprés 2), il existe une décomposition de w'yyx en

W, XW_yyX ol w

1%, 4 et w2y§ appartiennent & L' . Alors w2 appartient

. o = .
aussi a L' , car w, = wzyy appartient a Lx et w est favteur du mot

2 2

w2y; de L' (Propriété II.11). Ainsi w = WiXW,Y d'ol la décomposition
(ii).

3). Si w se termine par y soit w = w'y . C'est le cas le plus dé-
licat, les problémes résultent essentiellement de ce que si u ast un mot

dont le mot simplifié se décompose en 2= uw il n'existe pas nécessai-

1727

rement une décomposition de u en u = uu, telle que 81 = u'1 . En effet,

soit u = Xyxxy ; 8= xxx et il n'existe pas de facteur gauche u, de

u tel que 31 = XX .
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Revenons-en a la décomposition de w ; il existe alors une premiére dé-
composition de w en w = W YWY telle que w = w1yw2y ol "y(wz) ap-

partient a L_ .
y

Résultat préliminaire : Soit u le facteur gauche le plus long de w'

qui appartient & L' , u est de longueur supérieure ou égale a celle de

w1 .
Si 32 =1, c'est immédiat car alors w2 appartient a

L , de méme que yw2§ et w1 appartient & L' . Supposons donc que

32 = %P (car 32 ne contient évidemment aucune occurrence de y puisgue

ny(wz) € Ly et aucune occurrence de X car w yw2§ appartient & L').

1

Parmi tous les facteurs gauches de v, soit w'z le plus court tel que

p+6x(w'2) = 6y(w'2)+1 . Pour ce facteur il y aura en fait égalité car lors-
que 1l'on lui concaténe une lettre & droite on augmente d'une unité le
membre de gauche (ou on diminue d'une unité le membre de droite). Nous dé-

sirons montrer que w1yw'2 appartient & L' , pour cela nous calculons
o

h = w1yw'2 et nous montrons que ce mot appartient a Lx y ! ce qui entraine-
’

ra le résultat, puisque w yw'2 est facteur du mot w yw2§ qui appartient

1 1

a L' (cf. Propriété II.11).

Si un x apparait dans 8'2 (il ne sera pas simplifié

o
dans w1xw‘2) on a3 w'2 = w"2xw"'2 et 8'2 = 8"2x8“'2 (car un ¥y situé
aprés x ne peut simplifier un y situé avant x) s par minimalité de w', :

2
6x(w"2)+p > 6y(w"2)+1 ce qui entraine d'aprés 1'égalité vérifiée par w', @

" B 1 o' 0"'
5y(w '2) = éx(w' 2)+1 , soit ’w"zly > % 2\x+1 .

h s'obtient & partir de 8 y3'2 en simplifiant quelques

1
. o - .
occurrences de x apparaissant dans w, par des x apparaissant dans

. . - . o
8'2 , le reste demeurant fixe puisqu'aucun y n'apparait dans w'2 , dans

h apparaissent alors :
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- Toutes les occurrences de x et y qui appartiennent a 31 et qui ne
se simplifient pas dans w plus peut-&tre quelques autres occurrences de

X . Ainsi tout facteur gauche h' de h qui est de longueur inférieure a
l81l vérifie In'l = ln'l,, -
- Toutes les occurences de x et y qui apparaissent dans 8'2 mais d'aprés
ce qui a été vu et du fait que lhlx = Ihly tout facteur gauche h' de h

vérifie |h1 X 2 |h'|y et le résultat préliminaire est démontré.

Venons-en a la décomposition de w', soit u le

facteur gauche de w' 1le plus long qui appartient a L' .

u ne peut &tre suivi par un X ouun y car par un
raisonnement analogue a ce qui a été fait pour la propriété préliminaire
on trouverait un facteur plus long que u .

Si u est suivi par y : w' = uyu' , on sait que 2

ne contient ni d' x ni d' y , d'aprés la propriété préliminaire. Pour

montrer que u' = t(v) avec v € L' il suffit de vérifier que tout fac-
)

. o s o o : . A
teur droit u" de u' vérifie u" 2 u" _ , s'il n'en était pas ainsi
o X5 y
il existerait u'1 tel que u'1 = u'1 +1 et uyu'1 serait un facteur

X y

gauche de w' appartenant & L' ainsi u' € t(L) . D'autre part, la pro-
priété préliminaire implique éx(u) = éx(v) .
S8i u est suivi par X : on démontre exactement de la
méme facon que w' = uxt(v) ol v appartient & L' et §x(u) > éx(v) .
Le théoréme est ainsi démontré.
De ce théoréme découlent les résultats suivants :

Corollaire 1 : Il existe une bijection entre les mots de L' et le

langage restreintde Dyck sur 3 lettres (sur un alphabet & 6 lettres).

Immédiat & partir de (i), (ii) et (iii), (iv).
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Corollaire 2 : S5i f appartient & L' et pasa L, alors f se

décompose de maniére unique en l'une des maniéres suivantes :

- f

uxvyt(w) od u,v,w € L' et ax(w) < 6x(v)

- £ = uxvxt(w) od wu,v,w € L' et 6x(v) >»6x(w) .

En effet, si f appartient & L' et nona L alors
fyx appartient & L' ce qui implique, au vue de la pertie (i) du théoréme ,
que fy se décompose de maniére unique en £y = uxu'y ol u'y appartient
a4 L' . Du théoréme, on déduit alors encore (partie (iii) et (iv)) que
u'y se décompose de maniére unique :

- soit en u'y = vyt(w)y ou 6x(w) < ax(v)

- soit en u'y = vxt(w)y ou 6x(w) < 5x(v) .

D'olt 1le résultat.

Corollaire 3 : Le nombre de mots de L de longueur 2n est

3%(2n) !

nt(n+2)!

En effet, d'aprés le corollaire 1, le nombre de mots
n
de L' de cette longueur est éj{ging D'aprés le corollaire 2 le nombre de mots
n!(n

longueur 2n qui appartiennent a L' et pas & L est égal au nombre de

n
1
mots de longueur 2n-2 de L' soit (n31 ?nn;z T ‘ Le résultat est

alors la différence de ces deux nombres.
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I1I. VALUATIONS D'UNE HYPERCARTE SUR UN GROUPE.

1. VALUATIONS APPLIQUANT SOMMETS ET HYPERARETES SUR L'ELEMENT NEUTRE DE G .

Soit H = {o.a] une hypercarte opérant sur un en-
semble B de brins, soit G un groupe quelconque, Une valuation de H
sur G est une application ¢ de B dans G .

Les valeurs d'un sommet s € S de l'hypercarte H

sont les différents éléments de G que l'on obtient de la maniére suivante :
- en choisissant un élément b appartenant & s , ainsi s = {b,ob,azb,...
....cpb} si |s)=p+1 (pz=0) ;
- en effectuant le produit (dans G) suivant : w(b).¢(cb).¢(cab)..........
.....¢(opb) .

Remarquons que les différentes valeurs d'un sommet s
sont des éléments conjugués de G ; en particulier, si une des valeurs de
s est 1 (élément neutre du groupe G) toutes les valeurs de ce sommet

G
sont aussi égales a 1G .
On définit de la méme fagon les valeurs d'une hyper-
aréte ou d'une face de H en remplagcant ¢ respectivement par o et
-1
par o O .

Le théoréme suivant généralise le théoréme 6.4 de

Weinbaum [73].

Théoréme VII : Si H= (c,a,bo) est une hypercarte planaire pointée,

S5 le sommet distingué (bo € so) i ¢ une valuation telle que les hy-

perarétes et les sommets différents de So aient pour valeur 1G alors

sO a aussi pour valeur 1G .
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Pour démontrer ce résultat, nous utiliserons le théo-
réme du codage du chapitre premier (paragraphe V),au préalable nous dé-

montrons deux lemmes

Lemme III.1.: 8i (g,a) est une hypercarte planaire & un seul sommet

(¢ est alors une permutation circulaire) ; si ¢ est une valuation telle

que les hyperarétes ont toutes pour valeur 1G . Alors le sommet de (g,a)

a_aussi pour valeur 1G .

La démonstration de ce lemme repose sur l'idée intuiti-
ve suivante : si g(g,a) =0, il existe un mot emboité f tel que

T = A-1ak et ¢ = X-1gk y alors une valeur de [ est en quelque sorte un

n
"emboitement" des valeurs des hyperarétes (toutes égales a 1G) et est donc
égale a 1G . Mais donnons une démonstration plus précise de ce résultat
que nous ferons par récurrence sur le nombre de cycles de o .

- Si «a n'a qu'un cycle, alors nécessairement « = C
et la valeur du sommet est égale & celle de l'hyperaréte dont on sait gue
c'est 1G .

- Si o a k cycles, les propriétés IV.4 et IV.2 du
chapitre premier impliquent l'existence d'un brin b tel que :

a(b) = ¢(6)y0®b = (®b,eeernid®(d) = P(b) et oP*b=b .
Soient alors @' et (' les permutations définies sur l'ensemble B\a
(ot a est l'hyperaréte b,a(b),.....,ap(b) ) par :

- a' est la restriction de o & B\a (cette restric-

tion est bien définie car a est un cycle de « ):

- (b)) = ¢(d') sio bt A cT(b) et (7MY = P

©
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I1 est clair que (' est une permutation circulaire ;
dtautre part si o s'écrit o = a'o" (o0 o' est le cycle définit sur
a) , alors C'a" = ¢ ou ¢ est la transposition qui échange g-1b et
Cpb . Ainsi d'aprés la propriété I.3 du chapitre premier, . étant
disconnectante :
g(cre) = g(¢'sa') + gle"ya") . Par définition du genre g(a",a")=
0, et (g,a) étant planaire, g(g,a) = 0 ce qui implique que (g',a')
est uﬁe hypercarte planaire ayant un sommet et dont les k-1 hyperarétes
ont pour valeur 1 ; d'aprés l'hypothése de récurrence la valeur de c'

G

est 1G .

Or une des valeurs de ( est égale & :
<p(b°).<p(gbo).qp(g2bo)......cp(b).cp(gb)......q;(gpb).....cp(gnbo) et
@(D)p({b) e e ep(cFb) = @(b)p(ab)ess . p(aPb) est la valeur d'un cycle
de o, c'estdonc -1, . La valeur de ( aprés cette

G

simplification est égale & une valeur de (' donc a 1G « Le lemme est

démontré.

Lemme III.2 : Soit H = (¢,o) une hypercarte planaire ayant un seul

sommet et « hyperarétes. Soit ¢ une valuation dans un groupe G telle

que le sommet de H et «x-1 de ses hyperarétes aient pour valeur 1G ’

alors la x-iéme hyperaréte a aussi pour valeur 1G .

Ce lemme se démontre, de la méme fagon que le précé-
dent, par récurrence sur le nombre d'hyperarétes de H . Si ce nombre est
1, ceci implique (puisque g((,a) =0 ) o = ( et le résultat devient

trivial.

103



CODE DES GRAPHES PLANAIRES

Si ce nombre est différent de 1 , il existe une hy-

a P i i .
perardte h telle que h = {b,ab,...o b} et ¢b=ab (pour 1=1isx P) ;
soit (¢',a') 1'hypercarte construire a partir de ((,o¢) comme dans la
démonstration du lemme III.1. Deuxcas se présentent alors :

1). h fait partie des k-1 hyperarétes de (g,a) dont on sait qu'elles

ont pour valeur 1G . Alors la valeur de ( est :

1 = @(bo),¢(gbo).....@(b)¢(gb)....¢(gpb)¢(g b)e...q(¢™) , or
@(B)p(cb) e+ (D) = @(b)p(ab).ee.q(efb) = 15 «

p+1

Ceci implique, par construction de (', que la valeur

de cette permutation est 1 il en est aussi de méme pour k-2 des k-1

G ’
hyperarétes de (5',3') ; ainsi d'aprés l'hypethése de récurrence toutes
les hyperarétes de (Q',a') ont pour valeur 1G et il en est de méme pour
celles de (g,a) .

2). On ne connait pas la valeur de h . Alors toutes les x-1 hyperarétes
de (¢',;a') ont pour valeur g - D'aprés le lemme III.1 , (' a donc
aussi pour valeur 1G .

La valeur de (¢ ne dépend pas de la fagon dont on la
calcule (puisque c'est 1G) , ainsi :
P p+1 n
15 = @(B)p(gb)ennnng(cD)p(c™ D)eerneg(g ) 4 or
+1
o(¢"'b)

w(b)¢(gb) csee w(gpb) = 1G et toutes les hyperarétes de H ont pour

cese ¢(gnb) = 1G puisque c'est une valeur de (' . Donc

valeur 1G .
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Démonstration du théoréme VII.

(oya) étant une hypercarte planaire d'aprés le théoréme du codage
(théoréme III), il existe une permutation circulaire ( telle que
9(gsa) = g(gs0) =0 .

- d'aprés le lemme III.1, puisque toutes les hyperarétes (cycles
de o ) ont pour valeur 1G y ( a aussi pour valeur 1G .

~ on peut appliquer alors le lemme III.2 a Cro (les sommets de
oya devenant les hyper-arétes de g,o ), et ainsi toutes les hyperarétes
de (,o ont pour valeur 1G , d'oll le résultat.

’ /
2. HYPERCARTE PLANATRE ASSOCIEE A UN MOT NEUTRE D'UN GROUPE DEFINI PAR

’

’
GENERATEIRS ET RELATIONS.

Définition d'une relation d'équivalence dans le monotde libre.

Soit Y = {y1,y2,....,yp1 un alphabet fini et soit Y* 1le monoide
libre engendré par Y . Soit R un sous-ensemble fini de Y* ., Soit R 1la
relation d'équivalence assoc¢iée & R de la maniére suivante :

Deux mots f et g sont équivalents modulo R s'il existe une

suite h1,h2,....,hi,....hn vérifiant f = h, , g = hn et quelque soit i

1
- i = h! " . = h! “

ou blen hy = h'y  rih% 8 Ry =R, T €R
- i = h! " . = h'. h"

ou bien hi+1 h irih i hi h ih i ri €ER.

Les propriétés suivantes sont immédiates.

~
Propriété III.3.: R est une congruence, et Yﬁ/ﬁ est alors un monoide

de type fini.

Une telle congruence est une congruence de Thue particuliére [27] .

105



CODE DES GRAPHES PLANAIRES

On dit que R est fermé par conjugaison si quelque soit
£ (=f1f2) élément de R tous les conjugués (f2f1) de f appartiennent

a4 R. On a alors :

Propriété IIIl.4.: S'il existe un sous-—ensemble R' de R tel que :

(a) R' est fermé par conjugaison ;

(b) pour tout élément y de Y, il existe un mot f de R' tel que

y soit occurrence de f ;

alors Yﬁ/R est un groupe.

Le résultat s'obtient immédiatement en remarquant que si y ap-
parait dans f (soit f1yf2 € R' ) alors la fermeture par conjugaison de

R' implique que yf et f2f1y appartiennent & R' donc & R . Tout

£
271
générateur a ainsi un inverse dans Yﬁ/ﬁ , il en est donc de méme pour

~
tout élément et Yf/R est un groupe.

Il est clair que la condition n'est pas nécessaire, car par exem-—
ple si Y = {x,y} et si R = {xa,yxzy} alors Yﬁ/ﬁ est un groupe bien
qu'aucun sous-ensemble de R contenant une occurrence de chacun des géné-
rateurs ne soit fermé par conjugaison.

Comme conséquence immédiate de cette propriété, on obtient que
Si R= S U {Yy,05,Y 0000 VpVpreeeesy, ¥ 03,y 8 o0 ¥ = {yyp0eeeny
alors Yﬁ/g est un groupe ; c'est le groupe de présentation <y1,y2,.....
<Y 05> (voir par exemple Magnus, Karass et Solitar). [39] .

Lorsque Yﬁ/ﬁ est un groupe, de nombreux auteurs ont cherché
4 déterminer l'existence d'un algorithme reconnaissant si un mot f de

Y* est congru & 1 mod. % (pour une bibliographie compléte sur la ques-
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question on consultera l'ouvrage cité plus haut et 1l'article de Lyndon
[38 ]). I1 s'agit 1a du "Probléme du mot", énoncé par Max Dehn,
Le théoréme VII de notre travail admet le corollaire suivant :

Soit G le groupe défini par G = Yﬁ/ﬁ , soit H wune hyper-

carte pointée et ¢ une valuation de H dans ¥* : si toutes les hyper-

arétes et tous les sommets différents du sommet distingué ont une valeur

dans R alors le sommet distingué a ses valeurs congrues & 1 mod R .

Le théoréme qui suit indique que tous les mots congrus & 1 mod R
peuvent &tre construits de cette fagon.

Théoréme VIII,.: Soit Y wun alphabet fini Y* le monoide libre

engendré par Y, R un sous-ensemble de Y* tel que Yf/R soit un

groupe, f un mot congru & 1 mod E. Alors il existe une hypercarte

planaire pointée H et une application ¢ de l'ensemble B des brins

dans Y telle que :

- toutes les hyperarétes et tous les sommets différents du sommet

distingué ont une valeur dans R ;

- le sommet distingué a une valeur égale & f .

Preuve : Soit f un mot congru & 1 mod R , alors il existe
une suite h1,h2,....,hP de mots de Y* tels que

h, =1, h=f et h, = h'.r.h". ou bien h., = h'
1 P i+1 itit i i

" .
1417 e

nous démontrons le résultat par récurrence sur p .

Si n=2, alors f = r, , posons n = |r1| et soit H = (Cn'gn)
(i) = la iéme occurrence de r, il est clair que H est planaire et
qu'une valeur du sommet distingué est: (1)p(2)...p(n) = r,=f .

107



CODE DES GRAPHES PLANAIRES

Supposons le résultat vrai jusqu'a l'ordre p-1 et soit f wun

mot congru & 1 mod R dontune suite qui le construit est h1,h2,...h .3

P
Alors 1'hypothése de récurrence indique qu'il existe une hypercarte pla-

naire pointée H = (g,ay1) et une valuation ¢ satisfaisant les pro-
priétés voulues pour hp P Pour construire H' et ¢' correspondant

a hp nous distinguons deux cas suivant que :

1 h =h'_,r h" et h' h" =h ;
(1) P p-1'p p-1 p-1 = p-1 p-1 '’
(2) n =h' rh" et h_=h'h"_ .
p-1 PP P P P P
1) h_=h' n" .
(1) ny p-1"p" p-1

On peut (au besoin on s'y raméne par un changement du nom des brins)
supposer que l'hypercarte H opére sur l'ensemble des brins [n] et qu'=-
elle admet pour sommet distingué {1,2,....n1-1, n1l ainsi gi = i+1 pour
i< n1 et cn1 =1.

La valeur de ce sommet est :

- 1 L] "
hp_1 = ¢(1)¢(2)....¢(n1) . Soit n' et n", les longueurs des
mots h' et h" , soit n' 1la longueur de r_ .

p-1 p-1

Nous définissons alors l'hypercarte H' = (¢',a',1) comme opérant
sur l'ensemble des brins [n+n'] et telle que :

-pour ¢' : ¢o'(i) =o(i) pour i<n et i# n'1
a'(n'1) = n+1
o'(n+j) = n+j+1 pour 1< j < n'
o'(n+n') = n' 41 .

- pour a' : @a'(i) = a(i) pour 1<is<n

a'(n+j) = n+j+1 pour 1< j<n'

a'(n+n') = n +1 .
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La valuation ¢' de H' est définie par :

IA

@'(i) = p(i) pour 1<is=n
¢'(n+j) est la Jj-iéme occurrence de rp .

I1 est alors clair que :

- les sommets différents du sommet distingué de H' sont les
mémes que ceux de H et ont donc une valeur dans R 3

- les hyperarétes de H' sont celles de H auxquelles on a
adjoint {n+1,n+2,...n+n'} dont une des valeurs ést rP H

- une des valeurs du sommet distingué est :
¢(1)¢(2).....w(n'1)¢(n+1)w(n+2)....¢(n+n')¢(n'1+1)....¢(n1) qui n'est
autre que h'prph"p = hp .

Une seule chose reste donc encoré a démontrer, c'est que l'hyper-
carte (g',a') est planaire ; pour cela on considére la transposition .
qui échange n'1+1 et n+1 et le couple (o'z,a') . Ce couple se décom-
pose en deux hypercartes : H = (g,ax) et (a",a") ol o" est le cycle
(n+1,n42,.00.4n4n') ; ¢ est donc une transposition disconnectante pour
1'hypercarte H' = (¢c',a') , ainsi d'aprés la propriété I.3 du chapitre
premier, mn obtient :

g(a'ya') = glosa) + gla"sa") .

Or g(osa) = 0 d'aprés l'hypothése de récurrence et g(a",a") = O ,
puisque o la" = 1 . Ainsi (c'ya') est planaire et la récurrence est

effectuée pour le cas (1).
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. h =h' rh" .
(2) p-1 PP P

On suppose, de la méme fagon, gue l'hypercarte H opére sur
1'ensemble de brins [n] et que le sommet distingué est {1,2,...,n1}
ainsi gi = i+1 pour i< n1 et cn1 =1 .

Soient n'1,n',n"1 les longueurs respectives des mots h'p
r et h*_ .

P P
Le couple (g',a') est alors défini par :

- il opére sur le méme ensemble [n] de brins que H ;

- o =a 3

!
Q
]

or ou ¢ est la transposition qui échange n'1+1 et n'1+n'+1 .
La valuation ¢' est égale & ¢ .

On distingue alors deux cas suivant que (g',a') est ou non une hyper-
carte :

- si (o'ya') n'est pas une hypercarte, alors il se décompose en
deux hypercartes H' et H" ou H' opére sur l'ensemble qui contient le
brin 1 .

H' vérifie alors les conditions voulues, car une des valeurs du
sommet distingué est hp par construction ; les autres sommets et les
hyperarétes de H' sont aussi sommets et hyperarétes de H ont donc
une valeur dens R . Enfin H' est planaire, car ; étant disconnectante
0 = g(g,a) = g(H")+g(H") , g(u"),g(H') = 0 impliquent alors g(H') =0 .
- si (c',a') = H' est une hypercarte. Les sommets différents du

sommet distingué et les hyperaré&tes ont une valeur dans R (puisqu'on
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ne fait qu'ajouter un nouveau sommet dont une des valeurs est rp ).

Le sommet distingué a pour valeur :

¢(1)....¢(n'1)@(n'1+n'+1)....¢(n1) = h'ph"p = hp .
Enfin montrons que H' est planaire : z(a') = z(a) et z(g') =

z(g)+1 , et en calculant g(H') , on obtient :

143 (n-2(c")-2(a")-2(a"""s"))

g(1)+d(2(a”"0)-2(a™"5")-1)

D'aprés le lemme de Serret, on sait que :

Z(a—1c') = Z(a—1o) iy

g(H")

suivant que n'1+1 et n'1+n'+1 sont ou non sur un méme cycle de a_1c o
La relation z(a-1c') = z(a_1c)+1 implique g(H') = g(H)-1 , ce qui est
impossible g(H) étant nul. On a donc :

2(¢'0') = 2(a” o)1 et g(H') = g(H) = O .

Le théoréme est démontré.
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Un _exemple : Construction du mot neutre y6 dans le groupe engendré
par x , y et les relations : x3 = 1 yx2y = 1

Yy X XYy Yy yYyyYyXXXXYy

yyyvxy yyyryyxxxy
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YYyyyy
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Dans ce chapitre, nous donnons des méthodes de résolution d'é-
quations faisant intervenir les opérateurs d,D,\A et V , et en déduisons, sui-
vant une méthode développéepar M. Gross [26] , des résultats d'énumération.

Dans le premier paragraphe, nous rappelons les définitions et
les propriétés des séries, langages et transductions que nous utiliserons dans
la suite. Ces propriétés sont données sans démonstration, pour une vue plus
détaillée de la question nous renvoyons le lecteur aux articles et ouvrages
plus complets ([12], [20], [22], [24], [47], [53]). Naus insistons plus parti-
culiérement sur le passage a l'image commutative d'une série qui est a la
base de nos méthodes d'énumération.

Dans le deuxiéme paragraphe, nous définissons les opérations
d,D,A et V , nous montrons qu'ils vérifient des propriétés qui en font en
quelque sorte des "dérivations" et nous étudions enfin leur lien avec les car-
tes planaires (voir aussi C. Choffrut [11] pour les triangulations).

Le paragraphe III est consacré & 1'étude des équations faisant
intervenir d et D de maniére linéaire ; nous commencons par établir 1l'uni-
cité de la solution du type d'équations que nous étudions. Lorsque les coeffi-
cients sont des langages algébriques on montre que la solution n'est pas géné-
ralement un langage algébrique, par contre lorsque les coefficients sont des

langages rationnels particuliers nous montrons que la solution est un langage
algébrique. Les résultats sont étendus aux séries et enfin une équation non

linéaire est envisagée, sa solution n'est malheureusement pas algébrique.

Dans le paragraphe IV, nous déduisons, des résultats du paragra-
phe précédent, la solution des équations linéaires en A et V ou les coeffi-

cients sont des séries rationnelles, on obtient aussi un cas particulier des
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résultats de J. Richard, résultats que nous énoncons ensuite sans démonstra-
tion : ils concernent les équations linéaires en A et V a coefficients
algébriques et les équations non linéaires dans 1'algébre des séries en va-
riables commutatives.

Enfin, dans le paragraphe V, nous appliquons les résultats pré-
cédents pour donner les formules d'énumérations :

- des cartes planaires ayant n arétes retrouvant un résultat
de W.T. Tutte [61], [64] ;

- des cartes simples qui avaient été considérées par Stanton et
Mullin [46] ;

- des arbres, étudiées par Kuich [34] et Klarmer [33], (voir
aussi {29]), enfin des arbres parfaits et retrouvons ainsi une formule de W.T.

Tutte [67].
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4
I. LES SERIES FORMELLES EN VARIABLES NON COMMUTATIVES.

1. Définitions, séries rationnelles.

Soit ,/9 un semi-anneau commutatif unitaire *. (Dans les applica-
tions ce sera le plus souvent soit le semi-anneau de Boole § = {0,1} ,
soit 1'anneau ?% des entiers relatifs). Soit X un alphabet fini dont
les éléments sont des lettres (ou des variables). La semi-algébre
/f<KX>> des séries formelles en variables non commutatives (ou A -
algébre large du monolde libre X* ) est définie par :

- les éléments de /f<<x>> sont les expressions formelles

r=3% (r,£)f, ot (r,f) le coefficient de f dans r est un élément
FeX*

de A (ou scalaire);
- la somme r1+r2 = r des deux séries r1 et r, est donnée
par (r,f) =(r1,f)+(r2,f) pour tout mot £ de X* ;

- le produit d'une série r par un scalaire a de ,76 est

(ar,£) = (a.(x,£))f ;

- enfin, le produit de deux séries T, et r, (ou produit de

Cauchy) est défini par :
(r1.r2,f) = 3 (r1rg)(r27h) .
f=gh

La somme-écrite est étendue a toutes les décompositions de f en pro-
duit de deux mots et est par conséquent finie.

Il est clair que ces opérations conférent & /t<KX>> une struc-
ture de semi-algébre sur /4 (c'est une algébre lorsque _T est un an-

neau), cette semi-algébre est bien entendu non commutative.

*
Nous entendons par 14 un ensemble muni de deux lois + et. toutes deux
associatives, commutatives possédant un élément unité et telles que , soit

distributive par rapport a + et que oa = a0 = O .
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Classiquement, on définit sur _/t Ta topologie (dite topologie

X-adique), donnée par la distance suivante :
"U( 1‘1 yrz)
2 ou 3

d(r1,r2)

U(r1,r2) inf {|f| (r1,£) # (rz,f)}
u(ryT) = 4o .
Il est bien connu que /t,<<X>> est alors ultramétrique com-
pléte.
Une série de /f<KX>>- est inversible si et seulement si son

terme constant (le coefficient ry du mot vide 1 ) est inversible dans

‘/ﬂ , la série inverse est alors :

r =r r (1 - r:‘r)n .
n20
En effet, la série 1—r;1r n'ayant pas de terme constant, le terme de

plus bas degré de (1-r;1r)n est au moins de degré n , ainsi la somme

z (1—r;1r)n est convergente au sens de la topologie définie ci-dessus.
=0

(On peut aussi remarquer que tout mot f n'apparait, avec un coefficient
L -1 \n
non nul, que dans un nombre fini des (1-ro r) ).
Un polyndme en variables non commutatives X & coefficients dans
J est une série n'ayant qu'un nombre fini de coefficients (r,f) non
nuls. Les polyndmes constituent une sous-semi-algébre, notée HAX> ,
de A <<x>>.

La semi-algébre des séries rationnelles est la plus petite semi-
algébre qui contienne les polyndmes et qui soit fermée pour l'opération
de quasi inversion.

Lorsque @ est le semi-anneau de Boole & deux éléments O et 1

(o 141 = 1 ) la semi-algébre B<<X>> est isomorphe A celle des parties
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de X* (qui est une semi-algébre pour la réunion et le produit des
parties). Ainsi un polyndme de @ <<X>> est une partie finie de X*
et 3 une série rationnelle de §<K<X>> correspond un langage rationnel
de X* (appelé aussi K-langage, langage régulier, etc...).

Plus généralement, a toute série r de ,fo<X>> on peut asso-
cier le langage support de r constitué de tous les mots f de X*
tels que (r,F) % O . Réciproquement, pour tout langage L de X* on
associe sa série caractéristique L dans toute algébre /f<<X>> qui
est définie par :

(Lyf) =0 si f ¢L (’I¢,f)=LA; si fFEL.

2. Opérateurs COntractants, séries algébriques.

Nous appelons opérateur toute application de 1l'espace j¢2<X>DF
des k-uples de séries dans lui-méme.

Sur cet espace, on peut définir la distance produit d qui le
munit d'une topologie ultramétrique compléte.

L'opérateur H est une contraction sur l'espace de ces «k-uples
si quelque soit les x-uples & et T , d(g,m) <u d(H(g),H(M))

( O< u< 1 ) , la propriété suivante est alors classique.

Propriété I.1. :Si H est un opérateur contractant sur l'espace des

k-uples de séries, alors l'équation € = H(E) admet une solution et

une seule dans cet espace.

Un cas particulier d'opérateur contractant est l'opérateur P
suivant
P associe & un k-uplet € = (§1,§2,...§K) ltuplet T = (n1,

ﬂz,...ﬂx) tel que ﬂi = P; ou les 1 sont des polyndmes de
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ARX US>, (= étant 1l'alphabet {§1,§2,...§K}) dont les coefficients
de (pi,g) sont nuls quelque soit le mot § de 3% .

Un tel opérateur P est dit polynomial propre, on vérifie fa-

cilement qu'il est contractant.

Définition : Une série r de b<<x>> est dite algébrique =i
et seulement si il existe un opérateur polynomial P tel que r soit
une ‘composante du k-uplet solution de 1'équation P(E) = € .

On montre facilement que l'ensemble des séries algébriques cons-—
titue une sous-semi-algébre de /f7<<x>> contenant la semi-algébre
des séries rationnelles.

Dans le cas ou 76 est le semi-anneau de Boole §§ , les séries

algébriques sont des langages algébriques (ou langage context-free)

et P est alors une grammaire du langage solutimn.

3. Image commutative.

En remplagant, dans la définition des séries formelles, le mo-
+
notde libre X* par le monolde commutatif libre X on obtient la
semi-algébre /t[[X]] des séries formelles en les variables X et

a coefficients dans 76’ .

Morphisme y de S<<x>> sur /t[[)(“ :

Pour toute série r de Af<<X>>, on définit la série x(r) ,
n, n

image commutative de r par : le coefficient de x11x2 oo xKK dans

x(r) est la somme (dans A ) des coefficients (r,f) dans r de

tous les mots f ayant n; occurrence de la lettre x4 (pour i=1,e.4,x).
I1 est clair que yx est un morphisme de semi-algébre, ainsi 1'i-

mage d' une série rationnelle (resp. algébrique) de /(,”<<x>> est une

série rationnelle (resp. algébrique) de %‘[[X]] . Par contre, une série
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peut avoir une image commutative rationnelle (resp. algébrique) semns
8tre rationnelle (resp. algébrique) :

Par exemple la série ry = bN x“yn n'est pas une série ration-
nelle de @<<x,y>> et X(’-"1) = (1—xy)_1 dans 8[[x,y]] est ration-
nelle. De méme la série r, = b xnynzn de @<<xX,y,2z>> n'est pas al-

gébrique et a pour image par x (1-xyz)_‘I dans Bf[x,y,zﬂ .

Application X, de @<<X>> dans -/#[[XJ] :
Pour tout élément A de x<X>> (ou toute partie A de X*)
on définit la série XO(A) de /V[[XLI] dite série énumératrice de A ,
n

n, n
qui a pour coefficient de x, x ceee xKK le nombre de mots de A

172
qui ont n; occurrence de x; (pour i=1,.4.,%k). Il est clair que

X n'est pas un morphisme,par contre :

Si A et B sont tels que AN B=¢, la somme (qui est dite

alors non ambigue) vérifie XO(A+B) XO(A)+XO(B) .

Si A et B sont tels que V f €A, Vge€EB, I‘If17éf€A
et g, #9g €B tels que fg = f , le produit A.B (qui est dit alors
non ambigu) vérifie )(O(A.B) = XO(A).XO(B) .

Si A engendre librement le sous-monoide A* , alors
X (%) = (1=x (a7 .

Ainsi, d'aprés le théoréme de Kleene (%) l'image d'un langage
rationnel par x = est une série rationnelle de /V[[X]] .

Un langage algébrique est dit non ambigu si les polyndmes 1

qui le définissent sont constitués de sommes et de produits non ambigus,

on a alors :

(%) Qui admet en particulier comme conséquence que tout langage rationnel
peut &tre engendré, a partir des polyndmes, par des opérations + ,

et ¥ non ambigues.
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L'image par Xo d'un langage algébrique non ambigu A est

une série algébrique de //[[XJ] qui vérifie le systéme d'équations
A) = x(P A)j .
Xcg ) x(() )[xg> )]

Image commutative d'un opérateur.

Si H est un opérateur de 7&‘1<<X>> dans lui-méme xH est
un opérateur de /9[[)(” qui si il existe rend commutatif le dia-
gramme :

7t <<X>> E, 72 <<X>>
X 4 X

xS ALK
L'opérateur xH n'existe pas nécessairement pour tout opérateur H ,
par contre, si xH existe la propriété le définissant le détermine
de maniére unique.
I1 est clair qu'un opérateur polyndmial admet une image commu-

tative qui n'est autre que le polyndme image commutative.

4. Transductimns (cf. Nivat [47 ]s Fliess [ 21]).

Soit X*xX* 1le produit cartésien du monoide libre X* par
lui-méme, et soit /f<<X®X>> la semi-algébre large de ce monotide.
Un élément P de cette semi-algébre (qui se note 3 (#,(f,9))(f,g))
définit une fonction, non partout définie, ¢ de /f<<X>> dans lui-
méme, de la maniére suivante :

- pour tout mot f de X* :

o(£) =% (2(£,9))9 ;
g

- ¢ s'étend linéairement dans /e<<X>> paur toute série

a telle que (za,g) =% (£,(f,9))(a,f) est définit dans ,’f .
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. est une transduction. Si £ est une série rationnelle (resp.

algébrique), £ est une transduction rationnelle (resp. une transduc-

tion algébrique).

On peut démontrer les propriétés suivantes ([47], [21]).

Propriété I.2. : L'image par une transduction rationnelle d'un langage ra-

tionnel est un langage rationnel ; celle d'un langage algébrique est un langa-

ge algébrigue.

Propriété I.3. @ L'image par une transduction algébrique d'un langage ration-

nel est un langage algébrique.

Dans le cas des séries, on démontre que le résultat reste vrai :
- si 1'anneau vérifie certaines propriétés (cf. [22]) ;
- si la transduction est "régulée" (cf. les résultats de G. Ja-

cob, & paraitre).

Dans le cas des transductions rationnelles et algébriques de

B(X*) dans lui-méme, on doit & Nivat le résultat suivant @

Propriété I.4. : Une transduction z de X* dans X* est ration-

nelle (resp. algébrique) si et seulement si il existe un alphabet Z ,

un langage rationnel (resp. algébrique) A de 2* et deux morphismes

@ et § de Z* dans X* tels que pour tout L

Ly = ¢(¢'1L NnAa).
Remarque : Dans les paragraphes III et IV de ce chapitre,
nous démontrerons que pour certaines transductions particuliéres, la
solution de 1l'équation € = H(g) est une série algébrique.
Remarquons que méme si H est une transduction rationnelle,
€ n'est pas nécessairement algébrique. Considérons en effet, 1'exem-
ple suivant :

Soit X = {a,b,c} , soit  1'application de X* dans <F(X*) définie

pour tout mot f de X% par
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- si f contient une occurrence de la lettre b , alors f

s'écrit d'une maniére unique sous la forme f = f1bxf2 ou |f1|b =0
et ol fz ne commence pas par b , alors i(f) = {abc,f1abx+1cf2} ;

- si f ne contient pas d'occurrence de b , alors z(f) = abc .
T est une transduction rationnelle , car en utilisant par exem-

ple, la caractérisation de Nivat, on trouve :

b, CP(C) c

L}

Z = {a,b,c,a’,b",c'} ; ¢(a) = a, ¢(b)

L]
n
1]

p(a') = @(b*) = g(c') =1, y(a) = y(a') = a, y(b) = y(b') = b

y(c) = 4(c') =c et A= {ac}*.a'.b'.b.{b}*.c'{a,b,c}* y {a'b'e'} .
D'autre part, le langage solution de € = L(g) est le langage

U {anbncn} bien connu pour ne pas &tre algébrique.

20
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II. LES TRANSDUCTIONS d,D,A t Vv .

1. Leurs définitions.

Soit X wun alphabet fini contenant les lettres x et X ,
on écrit ainsi : X = {x,§} U X' ol X' ne contient pas les let-
tres x et Xx ;(l'alphabet que nous avons aussi appelé X qui in-
tervient dans le paragraphe II du chapitre deuxiéme est le cas ou
X' est réduit A deux lettres y et y ).

Soit § 1le morphisme de X* dans l'anneau Z des entiers
relatifs définit par :

() = el = fel_ -
(Ainsi (1) =0) .

(Ce morphisme avait été noté 6x dans le chapitre II mais
puisqu'il n'y a plus de confusion possible avec un 6y nous le
notons § ).

L'opérateur d. Nous le définissons dans toutes les semi-
algeébres )t<<X>> , en précisant a chaque fois que nous l'utiliserons
le semi-anneau ﬂ? H (quand on ne précisera pas /t , c'est qu'il s'a-
git de la semi-algébre @(<<X>> des parties de X* ).

- Pour tout mot f qui n'a pas de facteur gauche g , diffé-
rent de 1 , vérifiant 6(g) = O ; alors :

d(f) =0 .
- 8i £ admet des facteurs gauches (non vides) d'imagemlle

par § , soit g le facteur gauche (non vide) de £ le plus court

vérifiant §(g)0 ,alors si £ = gh , d(f) = gxh .
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- Pour toute série r de /€<<X>>

d(r) = = (r,£) d(£) .
£e xx

Cette série est bien définie puisque d(f) est ou bien O ou bien
un mot de X* , et que si f est différent de g d(f) est diffé-

rent de d(g) .

L'opérateur D : Il est défini aussi pour toutes les semi-algébres
A<cxo> .

- Pour tout mot £ de X* , D(f) est une partie de X*
composée de tous les mots w construitscomme suit :

- toute décomposition de f sous la forme f = gh ol
8(g) = 0 (g pouvant &tre le mot vide 1) engendre le mot w = gxh .

Remarquons que quelque soit le mot £ , Xf appartient &
D(f£) .

- Pour une série r de .f<<X>>, r' = D(r) est donnée par
(r'yw) =% (r,f) (somme étendue & tous les mots £ vérifiant w € D(f)).
Cette somme est bien définie car pour tout mot w il existe un nombre
fini (éventuellement nul) de mots f tels que w € D(f) .

Remarquons que si on définit 1l'opérateur di » pour tout mot
£ qui se décompose sous la forme :

£ =9,9, +eeag;h (on 6(93) =0 et 9 #1 pour j=1,i)
par di(f) = 9.9, +en gi§h et di(f) = 0 sinon .
Alors do(f) = Xf d, =d et
®

pour tout mot f , D(f) = %
i:

di(f) , Cette somme étant
0]

bien définie puisque quelque soit le mot f il existe io tel que

di(f) =0 pour izi .
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Les opérateurs A et V :
Ils opérent dans les semi-algébres ‘t'<<x,y>>‘ a deux variables
X et y.
Pour A : Si f ne contient que des y alors, Af =0,
sinon f = ynxg et Af = yn+1g .
A s'étend alors linéairement a ¢<<x,y>> .
Pour v On le définit d'abord récursivement sur les mots
par : v1i=1,
Vxf = xf + y¥f
wyf = yVf ,
et V s'étend par linéarité a /f<<x,j2>.
On peut remarquer que V= (1-/\)-1 . On remarque que V véri-
fie la relation :
Vg = 3 A" (ou 1% = ¢).
=0

Cette relation étant valide, car le terme de plus bas degré de An§

est de degré nécessairement supérieur ou égal & n .

2. Quelques propriétés.

Propriété I1I.1. : d et D sont des transductions algébriques.

Remarquons que d et D ne peuvent &tre des transductions
rationnelles (ou méme des C-transductions au sens de Nivat [47]).

En effet, si on considére dans B<<x,x>> les deux langages L1 et

n | n= 0} alors on a res-—

L, suivants L, = X*X¥* et L, = {xni*x

pectivement :

d(t,) = " | m>nz0)

D(L1) = §L1 U d(L1) et D(L1) ni, = d(L1)
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(x"FTx" | m >n =0}

d(L2)
D(L,) = XL, U d(L,) U (FPRP | mo= nep)

d(L1) et D(L1) images d'un langage rationnel ne sont pas rationnels.
d(L2) et D(L2) images d'un langage algébrique ne sont pas algébri-
ques.
Pour montrer que d et D sont des transductions algébriques,
on remarque que les séries :i et ;) qui les définissent dans
/f'«x ® X>> 1le sont :
a=[ = (50] (LD £ (£0)]
5(£)=0 FEX®
s?ﬁ )#0
pour f=f'g
p=[ £ (58] (L[ £ (£8)] .
8(£)=0 FEX*
En effet la série a, = v (£,f) , ol la somme est étendue aux mots
f qui ont une image nulle par § et dont aucun facteur gauche ne
vérifie cette propriété, est une série algébrique de ,;t<<X Q@ X>>
puisqu'elle est la premiére composante du 2-uplet solution de 1'é-

quation :

§1 = (xrx)§2(§»§)+(§r;)§1(xvx)+ z (x',x')
X'EX'
=1+ T (e (06, (KRR (600)E, -
X'EX'
La série a, = % (£,£) est la deuxiéme composante de ce 2-uplet
§(£)=0
et est donc algébrique. De plus la série g (£,f) est rationnelle,

fex*

~ ~

d et D sont donc des séries algébriques.
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Propriété II.2., : Les opérateurs A et V sont des transductions

rationnelles.

-

En effet A et V sont données par :

=
1]

(-] (5 (2,0))
Fex*

~

v

(2 (f’“f))( z (fvf))
FeEX* fFex*

ot 7 est le morphisme de {x,y}* sur {(y}* tel que n(x) =m(y) =y .

-~

A est évidemment rationnelle, pour montrer que V l'est aussi il

suffit de vérifier que la série a= I (f,nf) est rationnelle, or
FeX*

cette série vérifie l'équation a = (x,y)a+(y,y)a+1 ; soit

a = (1-(X:Y)-(YyY))_1 , a est rationnelle.

Soit L0 le langage inclus dans X* définit par :
£ appartient & L_ si 5(f) = 0 et si pour tout facteur gauche £'

de £ (£ = f£'£") 8(£')=0 . On a alors la propriété suivante :

Propriété II.3. : Dans @<<X>>, si A est un langage inclus dans Lo

et si B est un langage quelconque, alors :

D(A.B) = D(A).B + A.D(B) .

Dans une algébre ?t<<x>> (ﬁt’ anneau), si a est une série

dont le support est inclus dans Lo et si b est quelconque, alors :

D(ab) = D(a).b+aD(b)-axb .

Pour montrer cette propriété, nous vérifions que pour tout
couple de mots f et g tels que f appartient a Lo , On a:
D(f.g) = D(f).g U £D(g)

et D(£).g n £D(g) = {fxg} .
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Ainsi les deux parties de la propriété sont démontrées par linéarité.
Si h appartient & D(fg) alors h = h1§h2 (on 5(h1) = 0),

- - N - - ' .
si |h1| < |£] alors f = h1h 1 et h = h1xh 19 appartient a
D(£).g ; de méme si ih1| = |f| , h appartient & f£D(g) . Ainsi,
D(£g) < £D(g) + D(f).g .
Réciproquement, si h appartient & D(f).g alors h = f1§fzg

avec 6(f1) =0 et h appartient & D(fg) ; si h appartient &

£D(g) h = fg1§g2 et h €L implique §(f) = 0, ainsi 5(fg1)
et h appartient & D(f.g) . Ainsi D(f.g) = £D(g) U D(f).g .

Si h appartient & D(f).g n £D(g) , alors nécessairement
h =hg = fh,, or tous les mots de D(f) ont pour longueur |f|+1 ,

ainsi h = fug ou u est une lettre qui ne peut &tre que X . La

propriété II.3 est ainsi démontrée.

Propriété II.4. : Si a et b sont deux séries de ;f&<x>>- ou

)t’ est un anneau, alors 3

Ala.b) = (Aa).b + a(0,y).(AD)

V(a.b)

1

(Va).b + a(y,y).(Wb) - a(y,y).b .

a(o,y) et a(y,y) désignant les séries ol respectivement on fait
x=0 et x=y dans a .

Ce résultat se vérifie comme pour la propriété précédente
pour a=f , b =g deux mots de X* et s'étend par linéarité

a3 Axs> .

Propriété II.5. : Les opérateurs d et D n'ont pas d'image commu-—

tative. Les images commutatives de A et V existent et sont données

par @

xi(a) = £ (xa(x,y)-xa(0,y)

y _ xxa(x,y)-yxal(y,y)
xi(a) = 2aeltey)oyxaly:y
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I1 suffit pour montrer que d et D n'ont pas d'image commu-
tative, d'exhiber deux mots f et g tels que x(f) = x(g) et
xdf # xdg 5 XDf # xDg -

Ces deux mots sont : f = XXXXX , g = XXXXX .
En effet : xf = xg = 2% ; df =0, dg = (xxxX)¥%X , D(£) = xf
et Dg = xg+gx , et xDg = 2yDf .
Pour vérifier que xA et xV sont bien les opérateurs don-
nés, il suffit de le vérifier pour les mots £ de X* ,
Pour A :si £=y° Af=0 YAf = 0 et
y 7 - Y APy
z (xf=xf) =2 (y=y) =0,
si f = ynxg Af = yn+1 et xAf = ynﬂxg
- n n+1
L (xg-xE) = £ (xy"g-0) = y
Pour V : on vérifie le résultat par récurrence sur la longueur de
B - = Xy _
£: V1 =1 =1 et ==1.
Si f = xg Vf = xg+yVg .
Xy G n+1
XV E = xxg + y% si |g| = n .d'aprés l'hypothése de
récurrence.
x2)‘9__},1%2 Xy E-y (yn+1)
Ainsi @ xVE = e = =y ,
Si f =yg vf = yVg ,
X g__yn+1
XVE:y-x;:y—— si |g| =n
n+1
o x(xB)-yy )
X=y ¢

C.Q.F.D.
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3. Relation entre V y D et les cartes planaires.

Cette relation est mise en évidence par les deux propriétés
suivantes :

Propriété II.6. : La solution § de 1'équation suivante dans

I<<X, y>> ¢
€ = 1+XEXE + xy VE

admet pour image commutative la série :

a=1+ % ap xP yq
n,p>0 r q
ol a est le nombre de cartes planaires pointées ayant p+q brins

- Psq
dont p appartiennent au sommet distingué.

Propriété II.7. : Le langage L de Lehman-Lenormand vérifie dans

B<<x,X,y,y>> l'équation L = 1 + yLyL + xD(L) .

Preuve de la propriété II.6.: Nous utilisons le théoréme IV (cha-

pitre premier, paragraphe VI). Ce théoréme établit que les cartes pla-
naires pointées, ayant «k sommets, sont en bijection avec les mots
du langage LK donné par les équations :

L1 =1+ xoL,'xoL1

L, =xLXL + X L

%X L, + x X
2 0717072 *o™1 o

2 1V1L1

> - -
Lyepr = OSESK XLp+1' xoLK-p+1 + xoxxcka

et que le nombre de cartes pointées ayant P, brins appartenant au
sommet numéroté i (pour i=0,x ) est égal au nombre de mots de

LK+1 ayant P; occurrences de X; ou xi . Ainsi, soit W 1le mor-
phisme de X; dans {x,y}* définit par mxo = E§° =X 3 mxi = EEi =

y (pour i #0 ), la série a = mxo(LK+1) est égale A
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143 a§+l xpyq ou a;+2 est le nombre de cartes planaires poin-
? ’

tées ayant x+1 sommets, p+q brins dont p sont incidents au som-

met distingué. On a donc a= ¥ a . On obtient, en prenant 1l'image
=0

par W des équations données plus haut, les équations suivantes pour

les séries 1 . =Wl . (considérées comme élément de Z<<x,y>S> ) @
11 =1+ xl1x11
1 = b x1 x1 + xyVl
K+1 Ospsk P+1"  k=p+1 K

car quelque soit l'entier x , on a Wka =VJwf . Ainsi en faisant

la somme de ces équations, on obtient que'!la série § =% 1i vérifie :
i=1
€ = 1 + XExE + xyVg .
Preuve de la propriété II.7. : Soit M 1le langage solution de

1'équation M = 1 + yMyM + xD(M) , (cette équation admet une solution
unique d'aprés la propriété I.1, puisque l'opérateur qui a A fait
correspondre 1+yAyA+xD(A) est contractant dans B<<X>> ). Nous mon-
trons que M =L (la définition de L est donnée au chapitre deuxié-
me, §.II.3.) par récurrence sur la longueur des mots.

- Pour les mots de longueur O , le mot vide 1 appartient aux
deux langages.

1°). Soit £ un mot de L :

- 8i £ commence par x , f s'écrit de maniére unique sous
la forme f = xf1§f2 , ol 6(f1) = 0 . (Puisque nx(f) appartient &
L, ) . £,£, appartient alors 4 L d'aprés la propriété I1I1.9 (chapi-
tre 2). Ainsi d'aprés l'hypothése de récurrence f1f2 est élément de
M et xD(M) ¢ M implique alors que f = xf1§f2 (e D(f1f2) ) appar-

tient & M .

134



APPLICATIONS ANALYTIQUES

- Si f commence par y , f s'écrit de maniére unique
= by 0 . A4 i
sous la forme f = yf yf, ou q;f1) € Ly insi, pour £, , on
a: 5y(f1) =0 et 6y(f'1) < 0 pour tout facteur droit £', de

f1 . Ceci implique, d'aprés la propriété II.4 du chapitre deuxiéme,
que 6x(f1) =0 ; nx(f1) étant facteur gauche d'un mot de Lx , On
ne peut avoir que éx(f1) = 0 et ainsi nx(f1) appartient a Lx

et f1 a4 L. Il en est de méme pour f2 d'aprés la propriété II.6
du méme chapitre. D'aprés l'hypothése de récurrence ces deux mots

appartiennent & M et yf1§f2 (€ yMyM ) est aussi élément de M .

2°). Soit £ un mot de M :

- Si f commence par x , £ appartient & xD(M) et s'é-

crit f = xf1§f2 od f£,f, €M, d'aprés 1'hypothése de récurrence

£ f, € L et en appliquant la propriété 1I.7 du chapitre 2, on obtient

x
o8
X1
o
"

feL .
- S8i £ commence par y , f appartient & yMyM et s'é-

yf, od f, et £,_ appartiennent 3 M. D'aprés 1'hypo-

crit f = yf 2 1 P

1

thése de récurrence f1 et f2 sont aussi dans L . En appliquant

alors deux fois la propriété II.5 du chapitre 2, on obtient que

yf1§ et puis yf1§f2 sont éléments de L .
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4

III. DE CERTAINES EQUATIONS EN d ET D .

Dans ce paragraphe nous cherchons & résoudre des équations dans
}t2<X>D- faisant intervenir d ou D .

1). Les équations linéaires en D dans B<<X>> .

Nous nous proposons de chercher, dans @#<X>> , dans quels cas
1'équation
L = A + BD(L)
(oi A et B sont des éléments connus de @B<<X>> et od L est 1'inconnue)

admet une solution algébrique. Remarquons tout de suite la propriété suivante :

Propriété III.1. : L'équation L = A+BD(L) admet une solution unique

quels que soient A et B .

En effet, l'application qui & un langage M fait correspondre
A+BD(M) est une contraction puisque D ajoute une lettre & chaque mot sur
lequel il opére.

Si A =¢ , la solution de cette équation est L =¢ , si B =¢

la solution est L = A .

La propriété suivante permet d'écarter tout de suite le cas ou A

et B ne sont pas des parties rationnelles de X* .

Propriété III.2. : Soit 1'alphabet X = {X,X,¥y,y} , soit Ly le lan-

gage qui vérifie 1l'équation Ly = 1+yLy§Ly , alors les égquations

L

L, + xD(L) (1)

L=1+ Lny(L) (11)

n'ont pas de solution algébrique.

Soit 1, la solution de (1) et L, celle de (I1). Calculons

L1 N x*y*(Xy)* , il est clair que tout mot de L1 a autant d'occurrences de

X que d'occurrences de X et autant d'occurrences de y
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que d'occurrences de ; (on peut, si on n'est pas convaincu le démontrer
par récurrence sur le nombre de x apparaissant dans le mot) ; ainsi :
— Nn N, ==—n
Ly nx*w*(Gy)* e Y {(xy (y)} -
n=0

Or tout mot xnyn(§§)n est un mot de L, puisqu'il appartient a

1
{fD)(xD) veee (xD)(Y'F) et que Y5 € Ly ainsi L, N x*y*(Xy)* est un
—_—
n fois

langage non algébrique et il en est de méme pour L1 (car 1'intersection
d'un algébrique et d'un rationnel est un langage algébrique).

Pour L, , calculons x*y*(Xy)*xx L, . Pour les mémes raisons que
) les mots de L2 ont autant d'occurrences de y (resp. de x ) que

d'occurrences de ¥ (resp. de X) , ainsi x"y (X¥)"xX D x*y*(Xy)*xxX N L, s

pour L

or tout mot de xnyn(§§)nx§ appartient A L, puisqu'il appartient &

XDexD +oveo XD, [y'¥ xD(1)] et que 1€ L, et V5 € Ly -
— ———

n fois

La conclusion est alors la méme que pour L

1

Nous pouvons ainsi écarter le cas ou les langages A et B

ne sont pas rationnels et nous nous proposons d'établir que 1l'équation
L = A+ B D(L)

a pour solution un langage algébrique dans les cas suivants :

(1) - a=1 B=y

(2) = A=1 B = x

(3) - Aa=1 B = fxg ok f et g€ X'
(4) - Acx'* B =B"x B' < X'*

(5) = A=3x* B =x

(6) - A=1 B = x*

(7) = A=x B = x* .
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Les cas (1) et (2) sont assez simples, dans le cas (3) nous don-
nons des équations explicites du langage solution ; (4) nous sera utile dans
la partie V pour 1'énumération ; (5), (6) et (7) sont les seuls cas ol A

et B contiennent des x et des X .

Propriété III.3. : Le langage M solution de 1'équation

1
L =1+ yd(L)

=1 + yM_ XM

vérifie 1'équation polynomiale M1 1M,

et est ainsi un langage al-

gébrique non ambigu.

Nous montrons ce résultat par récurrence sur la longueur des mots
de M, .

- Le mot vide 1 appartient aux deux langages L et M1 .

- Soit f wun mot, différent de 1 , de M1 alors il existe une

décomposition (unique) de £ sous la forme f = yf1§f2 telle que |f,|_=
x
I1 est clair que f1f2 appartient alors a M1 et donc & L d'aprés 1l'hy-

pothése de récurrence. Aingi f qui est élément de yD(f1f2) appartient a
yD(L) , donc & L .
-~ Soit f wun mot de L , différent de 1 , f par construction

de L se décompose en f = yf1§f2 ol f1f2 appartient a L et ou

1l

|f1j = 0 . D'aprés l'hypothése de récurrence f1f2 appartient a M1 ) |f
X

appartient a M_ .

= 0 implique alors que yf1§£ 1

2

Propriété III.4. : Le langage L1 solution de 1'équation

L =1+ xD(L)

vérifie 1'éguation polynomiale L1 =1+ xL1)_<L1 et est ainsi algébrique non

ambigu .
De méme que pour la propriété III.3, nous démontrons ce résultat

par récurrence sur la longueur des mots de L1 .

.
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- Le mot vide 1 appartient aux deux langages L et L1 .

- Soit f un mot, différent de 1 , de L1 alors il existe une

décomposition unique de f sous la forme f = xf1§f2 telle que f1 € L1 ,

£, € L, . Alors 6(f1) = 0 implique que f appartienne a xD(f1E2) et

’

L1 étant un sous-monolde, on obtient que f appartient & xD(L) d'aprés
1'hypothése de récurrence.
- Soit f wun mot, différent de 1 , de L alors il existe une

décomposition de f sous la forme f = xf1§f2 telle que 6(f1) =0 et que

f1f2 appartienne & L . L'hypothése de récurrence implique que f1f2 est

élément de M1 et 6(E1) = 0 entraine alors E1 < L1 ’ f2 € L1 , donc

£ = xf1xf2 € L1 .

Théoréme IX. Soit f et g deux mots de X'¥ (ne contenant pas d'oc-

currences de x oude X ) f s'écrivant F = aja, «ee A (ai €X',

alors 1'équation

L =1 + fxgD(L)

admet une solution et une seule qui est le langage algébrigue non ambigu don-

né par le systéme d'équations :

L =14+ LKngx

LK = LK_1aJ< + LKXQLKX

K=1 LK-ZaK-1 + LKXgLK— X

o o e o s o e s e o s e e e =

e o o e o o e s e s e e o e

[
i}

5 L1a2 + LKng X

[
I

1 La1 + LKng1x .
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Démonstration : Nous vérifions le résultat en calculant D(L)
pour le langage L donné par le systéme d'équations. Nous en avons donné une
autre démonstration dans "Automata, Languages and Programming" édité par M. Ni-
vat (North Holland, 1973).

Reportons la valeur de L dans l'équation donnant L, , on obtient :

1
Ly = a, + LKxg(an1 + L1x) .
En reportant cette valeur dans 1l'équation donnant L2 H
L, = aja, + LKxg(an1a2 + LoXa, + L2x) .
Soit en itérant 1 fois, on trouve pour Li :
Ly = a3, eeoe a; g3 + LKxg(an1a2 cee @+ LoXa, ceee ag 4
cee ijaj+1 ees @ + eee. + L, Xa, 4+ Lix) .
Et finalement, pour LK :
L= f+ LKxg(fo +LXa, eeee @ 4 ceee L Xa o+ LKx) .

Notons M le langage LXf + L X2, eee @ + ees + L Xa_ + L X, on a ainsi :
K 12 J3 Kk=1""k X
L = £+ LxgM .
Calculons maintenant D(Li) dans les équations donnant les

Li ; en remarquant que tous les mots de ngi§ ont une image nulle par § et
sont tels que tous leurs facteurs gauches ont une image strictement positive
(et en utilisant la propriété II.3).

D(L) = LX + D(LK)ng§

D(Lx) = L.x+ D(LK_1)aK + D(LK)ngKx

D(LK_1) =L X+ D(LK_Z)aK_1 + D(LK)ngK_1x
D(L2) = LX + D(L,')a2 + D(LK)XQsz
D(L1) =L, + D(L)a1 + D(LK)ng1x .
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En reportant D(L) dans l'équation donnant D(L1) , on trouve :

D(L1) =1L 1

1x‘+ Lxa, + D(LK)xg(L1x + an1) .

En reportant cette valeur dans 1'équation donnant D(Lz) :

D(L2) = Lx + L,xa, + Lxa,a, + D(LK)xg[sz + L Xa, + Lxa a,] .

En itérant cette opération, on obtient pour D(Lx) :

D(LK) =M+ D(LK)ngK .
Soit D(LK) = }IIK(1—xgl‘{K)“1 , (car 1-xgM_ est une série qui a pour terme cons-
tant 1 , ce qui implique qu'elle est inversible)., On obfient en reportant dans
D(L) = Lx + D(LK)ngZ , D(L) = Lx + MK(1—ngK)_1ng§ et £xgD(L) = fxgLX +
fngK(1-ngK)—1ng§ .
Or xgM, et (1—ngK)_1 commuttent, ce qui donne :

£xgD(L) = FxgLX + f(1—ngK)_1ngKng§ .
En ttilisant la relation que nous avons établie avant de calculer les D(Li) ,
on obtient :

£xgD(L) = fxgLX + LKngKng§

(£ + LKngK)(ng§) .
En utilisant une nouvelle fois la relation :
£xgD(L) = LKng§ .
Enfin, la premiére équation du systéme définissant L donne :
L =1+ fxgD(L) .
Le théoréme IX est ainsi démontré.
Dans la suite, nous aurons besoin du produit @ de g(X*)xB(X'*)
dans B(X*) définit par :
1Wg=g
fy W g = fyg quelque soit y dans X'
fx W g = fxg

(£x) T (g) = = (£wg')xg" .
glgll=g
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En quelque sorte, les lettres de X' commutent avec X , mais pas avec les

autres.

Théoréme X. : Soient A et B deux parties rationnelles de X'* , alors

l'équation L = A + BxD(L) a pour solution un langage algébrique non ambigu.

Nous démontrons que le langage L solution de cette équation est
donné par :

L=1L0N (B,‘x)*.A,l

ou 3 - L0 est le langage donné dans le paragraphe II (on peut aussi
dire que L, = n;1 (L1) i L, étant donné dans la propriété III.4) ;

- B1 =x¥wWB ;

- A1=>"c*m'A.

Il est alors immédiat que si A et B sont rationnelles, il en est
de méme pour B1 et A1 ; alors L0 étant un langage algébrique non ambigu,

L vérifie ces propriétés qui sont conservées par image inverse et intersection

par un rationnel( voir par exemple Ginsburg [24]).

Vérifions donc que L =L M (B1x)*.A1 .
Nous effectuons cette vérification par récurrence sur le nombre d'occurrences
de x apparaissant dans les mots de L ;

- Soit f un mot de L n'ayant aucune occurrence de x , f appar-
tient alors & A , ainsi f appartient a Lo et a (B1x)*.A1 puisque A C A1

et que (B1x)*A1 O A, . Réchbroguement, si f est un mot de Lo it (B1x)*A1 ne

1
contenant aucune occurrence de X il ne contient aucune occurrence de x (com-
me mot de LO) et est donc élément de A , donc de L .

- Soit w un mot de L tel que lwlx =n >0 ., Par définition de

L , i1 s’écrit :

142



APPLICATIONS ANALYTIQUES

w = fxgxh ou 6§(g) = 0, ol gh appartient & L et ou f appartient & B .
D'aprés 1'hypothése de récurrence gh appartient a L, 8(g) = 0 impli-
que alors que ¢g et h appartiennent a Lo ; i1 en est donc de méme pour
fxgxh (puisque f ne contient pas d'occurrence de x ou de X ).

D'autre part, gh appartient & (B1x)*A1 d'aprés 1'hypothése de
récurrence, il en est de m@me pour gxh car on ne fait qu'ajouter un X sup-
plémentaire. Ainsi w appartient a Bx(B1x)*A1 nL,c (B1x)*A1 (L.

- Réciproquement, soit w un mot de Lo 1l (B1x)*A1 tel que
|w|x =n >0 . Soit f 1le facteur gauche le plus long de w tel que 'flx =0,
ainsi w = fxf' . Du fait que w appartient & Lo on déduit w = fxgxh ou
g et h appartiennent a L0 . D'autre part, f est élément de B1 car w
appartient a (B1x)*A1 et les seules occurrences de x dans f sont

celles qui correspondent & B

4% « Donc f appartient & B car {f]x = 1f|§ =0.

Enfin gh appartient & L (car c'est un sous-monoide) et a (B1x)*A1 car
on a enlevé fx qui st un facteur de w appartenant a B1x . D'aprés 1l'hy-
pothése de récurrence gh appartient alors & L et w qui appartient &

£xD(gh) est élément de BxD(L) , donc de L .

Le théoréme X est ainsi démontré.

Corollaire : Si A et B sont des parties rationnelles inclues dans Lo ’

L =A4+ BxD(L) admet une solution algébrique non ambigue.

En effet seule cette propriété de A et B est intervenue dans

la démonstration du théoréme.

Propriété III.5. : Les langages solution des équations
L = x* + xD(L) (1)
L =1+ x*D(L) (2)
L = x + x*D(L) (3)
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sont respectivement :

Pour (1), le langage L1.§* (on L, est définie dans 111.4) ;
Pour (2), {x,X}*x+1 ;
Pour (3), X*XxX* + X .

Equation (1) : Posons L' = L1§* . On a D(L'1) = D(L1)§*

d'aprés la propriété II.3 puisque D(X*) = Xx* et que Lxc D(L1) . Soit

x¥* + xD(L1)§*

1]

xD(L'1) = xD(L1)§* et X* + xD(L'1)

]

(1 + xD(L1))§* .

Or d'aprés la propriété III.3. 1+xD(L1) =1L, . Ainsi Xx* + xD(L'1) =L, Xx*=1"_.

1 1 1
Equation (2) : Soit f un mot différent de 1 du langage L
solution de cette équation, il se termine nécessairement par X (on peut le
voir par récurrence sur la longueur par exemple), donc L C 1 + {X,X}*X .
Soit d'autre part, un mot f se terminant par x , alors f = xnig
(o g se termine par X ou bien est égal & 1 ), alors f appartient &

x"D(g) et donc & x"D(L) (par l'hypothése de récurrence), d'od le résultat.

Equation (3) : Calculons D(X*xxx*) . On a
XEXXX* = XX*XXXE + XXX*
o o = 2o - - - — - ==
Ainsi ¢ D(Xx*xxx*) = X x*xxx* et D(Xxx*) = XXxX* + XxxXx* .,

. - - o - = - =
Soit D(x*Xxxx*) = X“X*XxX* + XXXX* + XXXx*

(R2%* + X)Xxi* + Xxnx

XX*XXX* + KXXX¥ o

n

Et D(x) étant égal & Xx , on a :

D(X*XxX*) + D(x) = XX*XxX* + XxXX* + XX
= XX*Xxx* + xXx(Xx* + 1)
= XX*XXX* + XXX*

(3% + 1)(RxR*) = R .

D'ou le résultat.
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2). Des équations linéaires en d dans @#<<X>> .

Nous effectuons pour d 1la méme étude que pour D , et nous
nous proposons d'examiner dans quels cas 1l'équation L = A + B d(L) a
pour solution un langage algébrique.

Remarquons que ces équations ont une solution unique, pour les
mémes raisons que pour celles qui font intervenir D . Nous établissons

pour des cas sensiblement analogues a ceux pour D (avec un léger
changement car une retranscription littérale donnerait des solutions nulles).
Les propriétés sont données sans démonstration, elles seraient les mémes que

pour D .

Propriété III.6. @ Les langages solutions des équations
(1") L

(2') L = xx + xd(L) ;

y + yd(L) ;

L}

(3') L = xx* + xd(L) ;

(4') L = xx + x*d(L) ;

(5') L = xx + x*d(L)
sont respectivement :

Pour (1') : y(yx)* ;

Pour (2') : xx" (nz1) ;
Pour (3') : I bx (nz 1)

K

Pour (4') : XX + X XXXX
Pour (5') : X*XXXX*+XX .
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Propriété III.7. @ Le langage solution de 1'équation L = y+fxgd(L)

ot f et g sont des mots de X'* , est donné par :

- si £#1, £ s'écrit alors f = a f' f' € X'* et

1
L=y+ fxg(a1§f'xg)*y§ ;
- si f =1
L=y+(xg)’yx" (n20)
Définition 3 Soit A et B deux langages inclus dans X'* , nous no-

tons A'1 et B'1 les langages obtenus en insérant une lettre X aprés

la premiére lettre de chaque mot de A et B respectivement. Nous notons
X'1 et §“1 ceux obtenus en insérant un nombre arbitraire (éventuellement
nul) de x aprés chacune des premiéres lettres des mots de A et B res—

pectivement (ainsi : 331 = A+ A", + (A',')'1 4+ ¢eaes ) o On a alors :

Propriété III.8. : Le langage solution de l'équation L = A + Bxd(L)

od A et B sont inclus dans X'* ) est donné par :

[}

-8 148, L B(xB'1)*xA'

1 7

-si 1€B, L=1L_ N B(k§'1)*£K'

i

.
Remarquons que dans les deux cas L est langage algébrique nan
ambigu (dans le premier cas, c'est un langage rationnel) car 1l'opération qui
a A fait correspondre A', (resp. ‘K'1 ) est une transduction rationnelle.
En effet, si 1 est le morphisme (projection) de X* dans X'*
donné par m(x) =mn(x) =1 et my =y pour tout y € X' , on a :

A" n'1(A) i) XXX *

~

Al
Al

n-1(A) (1 X'X*K'*
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3). Equations dans la semi-algébre ,T<<X>> .

On peut se poser la question de résoudre les équations en d et
D dans une algébre /f2<X>> quelconque, il se trouve que les résultats sont
3 peu prés les mémes. On remarque en particulier que si les constantes sont
des séries caractéristiques (dont tous les coefficients sont O ou 1 ) par-
ticuliéres alors la solution est aussi une série caractéristique (ce qui per-

met de se ramener & @<<X>> ) . Plus exactement :

Propriété III.9. : Si a et b sont des séries caractéristiques

de langages inclus dans X'* , alors l'équation € = a + bxD(E) admet pour

solution une série caractéristique d'un langage inclus dans Lo .

Pour démontrer ce résultat, il suffit de remarquer que si f et
g appartiennent & L et si f est différent de g , alors D(f) et D(g)
sont disjoints. La propriété en découle immédiatement en utilisant le fait
que pour un mot f le nombre d'occurrences de x indique le nombre de fois
ol on a appliqué xD . Enfin, 1l'inclusion dans Lo est due au fait que
Ac L, implique xD(A) © Ly »

C.Q.F.D.
En ce qui concerne 1'algébricité du résultat, on obtient un résul-

tat analogue au théoréme X.

Propriété I1I1.10. : Si a et b sont des séries rationnelles de

e . . .
/U<<X'>>, alors la solution de € = a + bxD(£) est une série algébrique.

La démonstretion est analogue a celle du théoréme X, en élargissant
le produit @ , définit pour les langages, a l'algébre des séries formelles.
Plus précisément, on obtient :
= -1
g = L,e (1-b1x) a

ol fo désigne la série caractéristique du langage L0 H
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© désigne le produit de Hadamard de deux séries (cf. Schtitzenberger [54)) ’

X* B b

o
1]

X* T a .

[
[}

Vérification de la formule : De la définition du produit de

Hadamard, il ressort que si r et s sont deux séries
D(r@s) = D(r) @ D(s) .
D'autre part, si t est une autre série
t(r@s) = tr ¢@ts ol t désigne la série ol on a remplacé tous
les coefficients non nuls par 1 .
En appliquant ces régles, on trouve pour D(§) :
p(g) = (L) o D[(1-b1x)"a1] .
or i'o = xD(fo) = xfoa_cfo (= tous les mots de L, qui commencent par x ),
D[(1-b1x)_1a1j = (1—b1x)_1a1 - (1-bx)'1a

(= tous les termes de (1-b1x)-1a qui contiennent un X ) .

1
Or x(1—bx)_1a © tr =0 = .

o , car tous les termes de L'o contien-
nent un X . Ainsi 3

xD(g) = f'o G x(1—b1x)_1a1

- -1
t - Al
et be(g) = bL 0 © bx(1-b1x) a,

)"'1

a,

- )
BL', @ byx(1-byx)" ay

car Aucun terme a coefficient non nul de ’EL'O admet une premiére occurrence

de X précédent celle de x . Enfin en remarquant que a = L0@ a1 , on trouve :

a + bxD(E)

L, [b1x(1—b1x)-1a1 + a1]
=1, ® [(1-b1x)—1a1] =g .

Q.E.D.
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4). Une équation non linéaire.

La résolution des équations linéaires ayant été amorcée, il est
naturel de se demander ce qu'il en est pour les éguations faisant intervenir
L au second degré, d'autant plus que nous savons (paragraphe 2) que le lan-
gage de Lehman-Lenormand vérifie une telle équation, & savoir :

L =1+ yLyL + xD(L) .

Malheureusement on ne peut rien dire sur ce type d'équations et en particu-
lier le langage L n'est pas algébrique puisque :

L noxey*(3)* =y Xy ()"

=0

qui n'est pas algébrique.
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’

IV. DE CERTAINES EQUATIONS EN A ET EN YV .

Dans ce paragraphe nous résolvons certaines équations en 4 et
WV , les résultats obtenus seront utiles pour les énumérations du paragra-
phe V. Ceux-ci sont essentiellement dus & J. Richard, nous les donnons sans
démonstration (on se reportera & [17; et [51]).

1). Une conséquence de la propriété III.10.

Nous commencons tout d'abord par remarquer que la résolution des

équations en D et d permet d'aborder celle des équations faisant interve-
nir Vet 4 pour cela nous introduisons une transformation T de Lo e
B<<X,X,y>> dans E <<x,y>> définie comme suit :
Définition : Soit £ un mot de L0 < {x,i,y}* , ce mot f se décompose
d'une maniére unique ( L, étant un code) en un produit f£ = £ By eeee £ ol
les fi sont des mots de L0 indécomposables en produit de deux éléments de
L (ainsi f. =y ou b%en £, = xf'.X £rL€ L ). Alors

1
3,3 3
T(f) = xy 1xy 2 ... xy © ou j. est:

i
-~ le nombre d'occurrences de X et de y dans f'i si £, = xf'.
-ji=0 S1 fi=y.

Ainsi, par exemple si f = yyxyxxXxXyxyyX

£ = (y)(y)(xyxxx)(y)(xyyx)

T(f) = xxxyzxxy2 .

Lemme IV.1. : La transformation T vérifie les propriétés :

si fe¢ Lo T[XDFJ xVTf

T[xdf] = xATf .

Nous vérifions le résultat par récurrence sur le nombre de facteurs

de Lo intervenant dans f .
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Si £F=1: D(f) = x ; T(xx) = x ,

Tf =1 ;3 VTf=1 et xVTf=x .

Pour A , onaz: d(f) =0 T(xdf) = 0 ,
Tf =1 AM =0 et XATE = 0
Pour D : Si f a un facteur dans Lo non vide, alors :

£ = f, f, ol f2 #1 et £, n'est pas décomposable.

172 2
Alors Mf):DUQ.%-+ﬂfg

xD(£) = xD(f1).£2 + XE £ X .

D'aprés 1'hypothése de récurrence T;(D(f1) = xVTf‘1 . Soit TxD(f) = x( VTF1).Tf2

+xy? ot n = |f1f2|x + ]f1f2]y puisque pour f et g €L, T(£g) = T(£).T(g).

Calculons VTf : on a Tf = Tf,‘sz , or f2

de L, , ainsi Tf = TExy’ ok p= [£,] + |f

est un facteur non décomposable
2ly . De par les propriétés
de ¥V (proposition II.4), on obtient alors :

VTE = (VTE).TE, + .

D'ou le résultat.

Pour d : Si f a un facteur non vide dans L0 , alors :
f = f1f2 ou f‘1 est non décomposable dans L0 .
Alors d(f) = £,%Xf, ; xdf = x£,%Xf, , Txdf = xyPT(fz) ol

pP = |f1|x + ]f1 |y .
D'autre part, Tf = xyp'"“Tf2 et ATFf = yP'”sz .

D'oli 1le résultat.

En utilisant le lemme, on obtient :

Propriété IV.1. : Si a et b sont des séries rationnelles en x ,

alors les équations :

€ =a+ bxV§g

et 3

n

a + bxAg

ont des solutions algébriques.




CODE DES GRAPHES PLANAIRES

En effet, par linéarité les propriétés de T s'étendent aux sé-
ries . Soient les équations

L = a(y) + b(y) xD(L)
et L = a(y) + b(y) xd(L) ,
alors les g = T(L) vérifient respectivement :

g = T(a) + T(b) TxD(L) .
Soit TxD(L) = xVUTL et € = a(x) + b(x).xVEg .

I1 en est de mémg avec la deuxiéme équation.
Ces équations ont été résolues au paragraphe précédent, il reste donc & mon-
ter que la transformation par T conserve les propriétés d'algébricité (dans
le cas particulier considéré).

Ceci vient du fait que :
T, @ (1—b1x)-1a1) = 7(T,) @T[(1-b1x)-1a1] .
Or T[(1-b1x)_1a1] est rationnelle et T(fo) algébrique.

C.Q.F.D.

2). Les équations linéaires en A et V .

Nous énongons ici, sans démonstration des résultats diis & J. Ri-

chard.
Définition : Soit M wune série dépendant d'une seule variable y et
soit <7M 1'opérateur

Uy = (1 -m) e m oWt

n=0

Remarquons que si M =1 , ‘71 =V
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Théoréme: : L'équation & = A + BAE ou A et B sont deux séries de

.'«"t'<<x,y>> admet une solution unique donnée par :

-1
§ =4+ B(1-07,B)" . (AYA)
ol M est donné par :
M = B(yM,y) .

Si A et B sont algébriques, § est algébrique.

Théoréme : L'équation § = A+ BVE ou A et B sont deux séries

de HecxX>>  telle que B n'admette pas de terme constant, a une solution

unique donnée par :

€= A+ B(1—VMB)'1VMA

ou M vérifie l'équation

M =1+ MB(yM,y) .

Si A et B sont algébriques, cette solution est algébrique.

3). Equations non linéaires.

La encore, les résultats sont ceux de J. Richard.

Soit P(g) un polyndme en E ; non nécessairement commutatif vé-
rifiant 1'une des deux conditions :

(1) (P,1) = 0 et P(g) ne contient pas de termes of ( «

appartenant a T )

(2) (P,1) # 0 et P(§) ne contient pas de terme de la forme
og” (€A, n=21).
Théoréme : L'équation g = P(g) + BV¢ telle que B ne contienne pas

de terme constant, admet une solution unique. Si B est une série algébrique

1'image commutative x(§) est algébrigue .
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Nous formulons de plus la conjecture que E elle-méme est une sé-

rie algébrique de 5t2<x.x2> .

Théoréme : Soit P un polyndme vérifiant les conditions précédentes,

alors 1'équation € = P(g) + (1+B)AE , telle que B n'admette pas de terme

constant, admet une solution unique.

Si B est une série algébrique, alors la série x(g) immage com-

mutative de € est algébrique.




APPLICATIONS ANALYTIQUES

/ ’
V. APPLICATION A L'ENUMERATION.

12. Les cartes.

Nous avons vu (Propriété II.6) que la série a=1+3% a

p,quyq
(ot a est le nombre de cartes planaires pointées ayant p+q brins dont
p appartiennent au sommet distingué) est 1'image commutative de la série €
qui vérifie 1'équation en V :

€ =1 + XEXE + xy VE .

Si on note encore WV 1l'image commutative de ¥ , on voit faci-
lement que a vérifie 1'équation :

a=1 +x2a2+xyVa . (1)

Pour résoudre cette équation, nous utilisons la méthode développée
par J. Richard.

On introduit une nouvelle série M qui ne dépend que de la varia-
ble y et dont nous déterminerons la valeur au milieu des calculs. Pour une
série ¢ qui dépend de deux variables x et y , on note V la série
y(yM,v) (on fait x = yM ) et § la série y(y,y) (on fait x =y ).

Appliquons 1l'opérateur VM a 1l'équation (1), on obtient :

Vya =1+ x2a2 + xyl"la2 + yzH( VMa) + y%{'s Vya - yznza + Xy, +

sz VM Y a.
Calculons VMVa pour une série a quelconque :
VMVa = Va+ MAVa + M2i2Ta + veee MUVa 4 ...

= a4+ da+ e eee. + M(ha + 22a + cees)

+ M (4"a + AP ceeee) F oeeeen

a + (1+M)Aa + (1+M+M2)A2a + eees (1+M+...+Mn)/\na + eeescee

Soit en multipliant par M.1 :

n+1

(M-1) 9, Pa = a(M-1) + na(®=1) + oo w (2% s L

]

M VMa Va ;
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Ce qui donne en reportant dans la relation donnant VMa H

(M-1)VMa = (M—1)[1+x2a2+xyﬂa2-y2l“l2’§a] + (M—1)[y2Ma+y2M';]VMa + xy(M=1)Ta +
yZMZVMa - YZM Va .

Posons 1+x2a2+xya2H—y%{a'; = ¢ pour simplifier l'écriture, on tire Va en

fonction de VMa :

(xy+y MoxyM) Ta = (M=1)g + [(4-1)(yMary’MZ) = (u-1)+y°] vpa .

Soit en reportant dans 1'équation (1) :

(xy+y%{—xyM)a = (xy+y2H-xyM)(1+x2a2)+xy(M-1 Yo + [(M-1)(y2Ma+y2M'.;—1 )+y2M2]VMa .

Choisissons M de telle fagon qu'en appliquant \V a 1l'équation (2), le coef-

M

ficient de VMVMa soit nul, on a ainsi :
(M-1)[(yzn'é' + yME - 1) + y2M2] =0.
Soit M= 1 + (1-2y2M2'Z)“1y2M2 . (3)
Faisons x = yM dans l'équation (2) :
(2y2M-y2M2)3 = (2y2M-y?M2) (14yM°F2) + y2M(M-1 Yo -
Or }; =1+ y2M232 .
D'ou, en simplifiant par y2M :
(2-M)3 = (14y?M%32) . (4)
Les équations (3) et (4) permettent de calculer les équations donnant M et
’; y Oon trouve :

M=14+ yz)'[2(3—2M)"‘I

3= (3-2M)7 .

En calculant VMa et en reportant sa valeur damns (2), on obtient en faisant

+ Myas + y(1+(M-—1)2(3—2M)—1) -M=0.
Soit en développant : a= M(4—3M)(3-2M)—2 .
Or le nombre a, de cartes planaires pointées ayant 2n brins

(n arétes) est le coefficient de v?®  dans le développement de & , on trouve
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(en appliquant la formule de Lagrangey voir [75J) :

2 3 (2n)!

3 = Tnl{mea)] °

2). Les cartes simples.

Rappelons (§ III du chapitre premier) que nous avons défini une
carte simple comme une carte admettant une face f* telle que pour toute
aréte. a on ait : anNf*£g. On pointe une carte simple en distinguant
un brin bo tel que a(bo) appartienne a f* .

On peut montrer la propriété suivante relative a 1l'algorithme de
codage d'une telle carte :

Propriété IV.1. : S5i (c,a,bo) est une carte simple, l'algorith-

me de codage lui associe une permutation circulaire ( telle que

ag21+1b0 - €21+2b0 Vi .

(1). Nous commengons par montrer que si (o,a,bo) est une carte
simple pointée et si abo appartient au méme sommet que bO , alors
cbo = abo . Nous pouvons supposer que B = fn] y bo = 1 et que la permuta-
tion circulaire associée est Cn (au besoin on change les noms). Remarquons
tout d'abord que 1 n'appartient pas & la face f* , sinon (1,01) serait
un isthme et d'aprés le corollaire 2 de la propriété I.2 du chapitre premier,
ce serait ou bien une aréte disconnectante (ce qui est impossible car 1 et
o1 appartiennent au méme sommet) ou une aréte telle que supprimée, elle di-
minue le genre de la carte (et il est impossible de diminuer le genre d'une

carte planaire). Si g1 f al , pour tout b tel que 1 < gb < o1 , on aurait

1 <ab <ol (lemme IV.2 du chapitre premier) et 1< aocb < @1 pour tout b
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vérifiant 1 < b< a1l . Alors b et ab n'appartiendrait pas & la face f¥* ,
ce qui est contradictoire avec le fait que (g,a) est simple.

(2). Venons-en & la démonstration de la propriété. Soit orasb une
carte simple pointée, si abo appartient au m@me sommet que bo on supprime
1taréte (bo,abo) . Puisque {bo} constitue une face, on obtient encore une
carte simple (on ne fait que supprimer abo de f* ) en posant b'o "= oabo
on obtient une carte simple pointée car ab'o € £* (il est égal a ao(abo) ).
Aprés un cetrtain nombre de suppression (éventuellement sans suppression), on
obtient une carte simple pointée telle que abo n'appartient pas au méme som-
met que bo . Posant ¢ = (bo,g_1abo) et o' =0z, (c';a) est encore une
carte simple pointée ayant méme permutation circulaire ( associée que (ora)
(voir la démonstration de 1'algorithme du codage), le résultat s'en déduit

par récurrence sur le nombre de sommets de (g,a) .

Corollaire : Le langage S qui code les cartes simples pointées (comme

sous langage de L ) vérifie l'équation @

S =1+ yyS + xD(S) .

Or cette équation peut &tre résolue par la méthode développée au

Théoréme X ; en posant A = B = (yy)* .

1
Soit S =1L N (B1x)*A1 et S vérifie les équations :

On a ainsi : A, qui vérifie A, = {YXT X, yy}* = B, -

S

1 + yyS + xSXS + xTXyS

T = Sy + SxTX .

On peut vérifier que le langage S donné par ce systéme vérifie bien
S = 1+yyS+xD(S) , en effet :

des équations, on tire :
D(S) = XS+yxyS+yyD(S)+xSXD(S)+xTxxyS+xTxyD(S) ;

soit :



APPLICATIONS ANALYTIQUES

(1-yy-xSX-xTXy)D(S) = XS+yxyS + XTXXyS .
Or la premiére équation peut s'écrire :
(1-yy-xSX-xTxy)S = 1 ,
ceci implique :
D(S) = SXS + SyXyS + SxXTXXyS
D(S) = SXS + (Sy+SxTX)XyS .
La deuxiéme équation donne alors :
D(S) = SxS+TxyS et
1+y§S + xD(S) = 1+y§S+xS§S+xT§§S
et S vérifie bien 1l'équation :

S =1+ yyS + xD(s) .

Le nombre de cartes simples,

Comme conséquence de 1'étude faite au paragraphe I.3 du précédent
chapitre et du corollaire du théoréme VII (chapitre 2eme paragraphe II), les

séries suivantes :

P q
s(x = s bs
(x,y) =2 s, xy
- n
et s =3 snx
ou
- s désigne le nombre de cartes simples pointées ayant p+1

Pyq

sommets et q+1 faces (soit p+q arétes) ;
- s, désigne le nombre de cartes simples pointées ayant n  arétes
vérifient les équations :
2
s =1+ ys + xs + xts

t = sy + xst

- = -2
s =1+ XS + xts + Xs

T = Sx + xst .
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Résolution des équations donnant s .

On obtient :
S =14+ (1-x§)—1x2-s'2 + x3% + x5
(car la deuxiéme équation donne t = (1-x3)" x5 ) .
Soit :
- - =-\=-1_2=2 - P -
s(1-xs) = 1 + (1-xs)” 'x“s° + xs et en multipliant par (1-xs) :
E(1-x§)2 = (14xs)(1-xs) + x252 ,
) - -2
soit s = (1-xs) .
En appliquant & xs 1la formule de Lagrange (cf. Whittaker et Watson
[75]) , on obtient :

n n-1 -2n
ey X g_ui__}
n! u=0

dun—2

Xs =3 (3n—2!! &

n!(2n-1)!

(3n+1)!

et s = .
(n+1)!(2n+1)!

Résolution des équations donnant s .

Ces équations donnent :
(1-xs)—1(1+t)
t ).

Posons u = (1-xs)™' et v = (1+t). On obtient s = uv soit en

w
[}

(car sxt+ys

reportant dans la relation donnant u @

u

(1—xuv)-1

x = =1
-2
uv
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Et sxt # ys = t entraine (puisque v = 1+t ) :

M:J.).q. yuv = (v_‘])

2
uv

_ (v=1)
y="=
uv

On applique alors une généralisation & 2 variables de la formule
de Lagrange donnée par I.J. Good [25) (et utilisée par Brown et Tutte [10]),
et on obtient :

P q P+q

s =5 ET%T op - a2p+2q+1bp+q+1A
da db | a=1
b=1
ou
1 - xa2 3
0 = =1 - 2xya .
-2yab 1

La valeur de 1l'expression entre crochets est :

+
oP q

(a2p+2q+1bp+q+1_2xya2p+2q+4bp+q+2)
oa"op?

soit @

xPyd (2p+2q) 1 (p+a)!

p!q! (p+2q)!(p+1)!

s =

3). Les arbres.

Remarquons qu'un mot f du langage L code un arbre si et seulement
si f ne contient pas d'occurrence de y , ainsi le langage A dont les mots

codent les arbres vérifie 1l'équation :

A =T+ xD(A) .
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D'aprés la propriété III.3, A n'est autre que le langage restreint
de Dyck sur une lettre et vérifie 1l'équation polynomiale :

A =1+ XAXA .
(2n)1x”
—_—

n!(n+1)!

La série commutative associée est ¢ le nombre d'arbre ayant n

~ 2n!
arétes est donc ——————

n!(n+1)!

Arbres parfaits.

Tutte introduit dans [67] la notion d'arbre parfait. Un arbre est
parfait s'il existe une partition (coloration) de ses arétes en deux parties
(couleur) A' et A" telles que tout sommet soit incident 3 une et une seu-
le aréte de A' (aréte noire).

Appelons arbre pointé quasi-parfait un arbre tel qu'il existe une
coloration des arétes en deux couleurs,blanche et noire, telle que le sommet
distingué ne soit incident qu'a des aré@tes blanches les autres étant incidents
4 une aréte noire et une seule.

On vérifie facilement que si B désigne le langage des mots qui
codent les arbres parfaits et B' celui des mots qui codent les arbres quasi-
parfaits, on a les équations :

B = xBXB + xB'XB'

B' = 1 + xBxB' .

Soit pour les séries génératrices :

b = x(b2+b'2)

b' = 1 + xbb' .

Ainsi b' = (1-xb)'1
et b(1-xb) = x(1—xt>)‘2 ;
soit b = x(1—xb)_3 .
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Utilisant la formule de Lagrange, on obtient :

b=y x21 _(4n-1)t .
(3n-1)!n!

D'autre part, b' vérifie b' = (1-x2b')—1 . Soit d'aprés la formule de
Lagrange appliquée a x2b' :

!
x2n (2n+1)!

n!(n+1)!

b' = ¢

Propriété IV.2, : Le nombre d'arbres parfaits ayant 2m1 arétes
(4n-1)!

(3n=1)!n!

(2n+1)!

n!(n+1)!

est , le nombre d'arbres quasi-parfaits ayant 2n arétes est
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ABSTRACT

In the years 1962-1967 W.T. TUTTE and his school have discovered the
following remarkable properties of the numbers counting certain families of planar
maps : these numbers are expressed as a monomial of factorials and their generating

power series are the expansions of algebraic functions.

In this article we establish that the properties of these counting
numbers are, in most cases, a consequence of the existence of a 1 to 1 mapping

from the set of planar maps onto a context free language.

In chapter 1 it is shown that the existence of the 1 to 1 mapping
(coding) follows from a theorem on permutation-couples (hypermaps). In chapter 2
we use the previous coding theory to establish combinatorial proofs of counting
formulas and to explain the relationship between planar maps and the word problem
in a group defined by generators and relations. Finally, in chapter 3, we study
differential-type equations which are satisfied by codes of families of planar maps.
By solving these equations we demonstrate the algebraicity of the power series

which generate the map-counting numbers.
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