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I N T R O D U C T I O N 

L'intérêt porté aux graphes planaires remonte à la 

conjecture célèbre des quatre couleurs (que 0. ORE [48] 

attribue à Guthrie] : 

"Il est possible de colorier les pays d'une carte de 

géographie en quatre couleurs, de telle façon que deux pays 

ayant une frontière commune soient de couleurs différentes". 

Malgré les nombreuses contributions, le problème 

reste ouvert Ce. f. H. Whitney W. T. Tutte [74]). 

Trouver I e nombre de graphes planaires à n sommets, 

dont on sait qu'ils sont 4 - coloriables [par exemple ceux qui 

possèdent un cycle hamiltonien) et le comparer au nombre total 

de graphes planaires Cà n sommets], tel était le but fixé par 

W. T Tutte, lorsqu'il entama dans la série des "Census Papers" 

([58], [59], [60], [61]) 1'enumeration des cartes planaires. 

Ceci lui permit d'énoncer un certain nombre de résultats concer-
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nantjpar exemple3le "comportement asymptotique" de la conjec­

ture [66]. 

Nais le but primitif a été rapidement dépassé; 

l'élégance des formules trouvées, 1'algébricité des séries 

génératrices de pratiquement toutes les classes de graphes 

comptées, ont de quoi étonner et fournissent un thème de réflexion 

en dehors de toute référence à la célèbre conjecture. C'est 

là une des sources de notre travail, et notre premier but a 

été de montrer que 1'algébricité des séries génératrices des 

"slicings" résultait de l'existence d'une bijection entre 

ceux-ci et les mots d'un langage algébrique (ou context-free). 

Dans un cas particulier, nous avons trouvé un langage 

quasi rationnel, ce qui implique alors la rationnante des séries 

génératrices [15]. 

Les graphes planaires interviennent aussi dans une voie 

toute différente, il s'agit de l'étude du problème du mot dans 

un groupe défini par des générateurs et relations. On peut 

associer à toute présentation d'un tel groupe un 2 - complexe 

dont les arêtes sont associées aux générateurs et dont les faces 

sont les relations de définition. A tout mot neutre, on fait 

correspondre un sous-complexé (graphe) planaire. Ce résultat 

(dû semble-t-il à Van Kampen [69]) a été utilisé par Lyndon 

[38], Weinbaum [73], et Schupp [52] pour établir la décida-

bilité du problème du mot pour - différentes classes de groupes. 

Nous verrons que cette problématique peut se traiter par des 

méthodes combinatoires analogues à celles mises en jeu pour 

1'énumération des graphes. 
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Notons enfin que les nombreuses applications pratiques 

des graphes planaires (circuits imprimés, molécules organi­

ques ...) ont conduit de nombreux informaticiens à s'intéresser 

à ces objets. Il s'agit pour eux de résoudre les deux problèmes 

essentiels suivants : 

- reconnaître si un graphe peut être tracé dans le plan 

sans que ses arêtes se coupent, 

(Demoucron, Malgrange Pertuiset [18], Lempel [37], Tarjan [57], 

Hondshein [40] . ..) 

- trouver une "bonne" représentation de ces graphes 

en machine, (J. Lederberg [35], contrat graphes de A. Jacques 

et C. Lenormand). 

Plus généralement, le problème des rapports entre la 

structure spatiale du graphe et sa représentation linéaire en 

machine peut être envisagé sous l'aspect d'un codage auquel 

s'appliquent les techniques que nous développons. 

Notre exposé se veut unificateur des différentes 

approches des graphes planaires : 

Nous définissons les cartes planaires d'une façon 

purement combinatoire [due à Edmonds [19] et Gustin [28] et 

développée par d'autres auteurs Jacques [32], Walsh et 

Lehman [71], [72], Weinbaum [73]). 

Cette définition nous permet de nous placer dans le 

cadre plus général des hypercartes (couple de permutations 

(a,a) engendrant un groupe transitif sur un ensemble fini) que 

l'on peut considérer comme des représentations topologiques 

des hypergraphes. Jacques [30] a montré que l'on pouvait 
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définir un genre g(a,a) pour un tel couple ; nous définissons 

donc une hypercarte planaire comme un couple (a,a) de permuta­

tions de genre nul. Notre résultat central, que nous appelons 

théorème de codage, s'énonce ainsi : 

(a,a) est une hypercarte planaire si et seulement si 

il existe une permutation circulaire telle que 

g(a, ) - g(a, 5? ) = 0 

Ce théorème a de nombreuses conséquences : 

Dans le chapitre premier nous l'utilisons pour 

construire un codage pour les hypercartes planaires, déduit de 

deux codages différents (construits par les théorèmes I et II) 

des hypercartes planaires ne possédant qu'un seul sommet (c'est 

à dire où l'une des permutations est circulaire). Nous 

démontrons que dans certains cas l'ensemble des mots codes 

constitue un langage algébrique (Théorème IV et V). 

Dans le chapitre second le théorème de codage nous 

permet de démontrer un théorème de transfert (Théorème VI), que 

nous avions utilisé dans notre thèse de 3è cycle, pour obtenir 

une démonstration purement combinatoire de la formule de 

W. T. Tutte sur les "slicings". 

La démonstration que nous donnons ici est nouvelle 

et elle nous permet d'étendre ce théorème de transfert, sans 

difficulté supplémentaire, aux hypercartes uniformes (dont tous 

les cycles de a, ont même nombre d'éléments). 

D'autre part, le théorème de codage nous permet aussi 

de généraliser les résultats de Lyndon et Weinbaum en 

définissant des hypercartes opérant sur un groupe G : on associe 

alors à tout mot neutre d'un groupe défini par générateurs et 

relations^une hypercarte planaire dont un des sommets est le mot 
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neutre en question, et dont tous les autres ainsi que les hyper-

arêtes, sont des relations de définition. Une réciproque à ce 

résultat généralisant un théorème de Weinbaum est ainsi donnée 

(théorèmes VII et VIII). 

Enfin dans le troisième chapitre, nous définissons un 

opérateur D sur l'ensemble des langages formels ; les langages, 

construits à partir du théorème de codage et dont les mots 

codent certaines familles de graphes planaires sont solutions 

d'équations faisant intervenir D. Les problèmes d'énumération 

se ramènent alors à la résolution d'équations intégro-

différentielles dans l'algèbre large du monoïde libre. 

C'est à la résolution de ce type d'équations, qui 

nécessite l'élaboration de méthodes permettant de calculer dans 

une algèbre non commutative, qu'est consacré ce chapitre. Les 

théorèmes essentiels sont obtenus dans le cas linéaire (théorème 

IX et X) : la solution est un langage algébrique lorsque les 

coefficients sont des langages rationnels. Le passage à l'image 

commutative nous permet alors de retrouver les résultats classi­

ques de W. T. Tutte et de les étendre. 

Notre travail permet ainsi de donner une explication 

de 1'algébricité des séries génératrices de différents types 

de cartes : elles sont les images commutatives de langages (dont 

les mots codent les cartes) qui sont algébriques pour l'une des 

deux raisons suivantes : 

- par construction : on part du langage restreint de 

DycK sur une lettre et on effectue une suite de transductions 

rationnelles permettant d'ajouter des lettres. 

- comme solution d'une équation linéaire en D sur 

l'algèbre large du monoïde libre. 
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Si notre travail clot, dans une certaine mesure, l'étude 

de 1'algébricité des séries génératrices des cartes planaires, il 

suggère des directions d'étude qui ne sont ici qu'abordées : 

- l'étude systématique des hypergraphes représentables 

par des hypercartes planaires, une telle famille venant d'être 

mise en évidence par J. G. Penaud. 

- les applications possibles du théorème de codage 

au problème du mot, ce problème n'est ici qu'effleuré et les 

premiers résultats sont encourageants. 

- l'étude des équations non-linéaires en des opérateurs 

de type différentiels dans l'algèbre large du monoïde libre. 

- enfin le théorème de codage permet de transformer 

la structure spatiale de carte en une structure linéaire 

agréable à manipuler en machine. Une première application en est 

le dessin automatique d'un graphe planaire en connaissant, par 

exemple, sa matrice d'incidence. Ce premier résultat dans cette 

direction nous parait prometteur. 

Je tiens à exprimer ici ma très vive reconnaissance à 

Monsieur N. P. SCHUTZENBERGER. Il est à l'origine de ce travail 

et les conseils qu'il m'a de nombreuses fois prodigués, ont été 

pour moi un précieux soutien. Au moment de publier ce mémoire 

mes pensées vont aussi à mon ami J. RICHARD. Une partie des 

résultats du troisième chapitre de cette publication sont les 

fruits d'une collaboration scientifique enrichissante, menée peu 

avant qu'il disparaisse. 
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Chapitre Premier 

CONSTRUCTION D'UN CODE POUR 

LES CARTES PLANAIRES POINTÉES 



CODE DES GRAPHES PLANAIRES 

Comme l'indique son titre, ce chapitre est essentiellement consacré 

à la construction du code des cartes et hypercartes planaires. 

Dans le paragraphe I nous donnons les définitions combinatoires de 

ces objets : une hypercarte est un couple de permutations dont le groupe engendré 

opère transitivement sur un ensemble. C'est une carte lorsque l'une des permuta­

tions est une involution sans point fixe. On établit aussi deux propriétés simples 

du genre (définit par A. Jacques [39]) lorsqu'on supprime une arête ou lorsqu'on 

multiplie par une transposition disconnectante. 

Le paragraphe II relie les définitions combinatoires données aux 

définitions topologiques classiques, on utilise pour cela un théorème d'Edmonds 

[19J« On définit aussi une application r qui associe à toute hypercarte une 

carte de même genre. Le genre qui a une signification topologique précise pour une 

carte (c'est celui de la surface sur laquelle elle est dessinée) se trouve donc 

défini de manière plus explicite pour les hypercartes. La restriction de T aux 

cartes permet aussi de définir une bijection entre celles-ci et les dissections 

(ou "slicings") énumérées par W.T. Tutte. 

Dans le paragraphe III nous définissons le pointage d'une hyper­

carte, pointage qui détruit toutes les symétries. 

Dans le paragraphe IV nous commençons par construire le code des 

hypercartes planaires ayant un seul sommet ; deux codes sont utilisés : 

- les mots emboîtés 

- les mots d'un langage de Lukasiewicz (utilisé par Raney [49J 

pour une démonstration de la formule d'inversion de Lagrange-BUrman, voir aussi 

SchUtzenberger [55])* 

Le paragraphe V est consacré à la démonstration du théorème de co­

dage (voir introduction); nous déduisons alors, des deux codes construits au pa­

ragraphe IV, un code pour les hypercartes planaires pointées ayant un nombre quel-
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CONSTRUCTION D'UN CODE 

conque de sommets. Ce code généralise celui que nous avions défini pour les cartes 

([13J> [15]» [17])» Nous donnons aussi une caractérisation combinatoire des mots 

codant les hypercartes planaires. 

Enfin, dans le paragraphe VI, nous démontrons que lorsqu'on fixe 

le nombre de sommets et les longueurs des arêtes le langage de ces codes est un 

langage algébrique. Ceci a pour conséquence 11algébricité des séries génératrices 

énumérant ces hypercartes. 
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CODE DES GRAPHES PLANAIRES 

I. PREMIÈRES DÉFINITIONS. 

1. LES HYPERCARTES. 

Une hypercarte est un couple (C ,Ot ) de permutations opérant sur un en­
semble fini B (ensemble de brins), tel que le groupe engendré par [ce , CT} opère 
transitivement sur B . On dit que l'on a affaire à 1'hypercarte vide si B = 0 . 
Les orbites de CJ sont appelées les sommets de 1'hypercarte ; le degré du sommet s 
est le nombre d'éléments de cette orbite. Les orbites de a sont les hyperarêtes 
de 1'hypercarte. 

Un sommet s et une hyperarête a sont incidents si afl s i 0 . Une hy­
perarête a est une boucle si elle est incidente à un seul sommet (i.e. s'il existe 
s tel que aCs). Le degré d'une hyperarête est aussi le nombre de ses éléments. 
Deux sommets sont dits adjacents s'il existe une hyperarête a , dont on dira qu'elle 
les joint, incidente aux deux. 

Hypercarte duale : A tout hypercarte' H = ( 0" , a ) on associe l'hypercarte 
H = (a 9 a) , appelée duale de H . Remarquons que la transitivité de ( 0" , a ) 
entraîne celle de (a ĈT 5 a) • Les orbites de a CT 5 donc les sommets de H , 
sont appelés faces de H . 

Une boucle de H est appelée isthme de H . Le degré d'une face f est le 
nombre d'éléments de l'orbite f . Une face f et une hyperarête a sont inci­ 
dentes si aD f t 0 . On dira aussi que 1'hyperarête borde la face f . Deux faces 
f̂  et f sont dites adjacentes s'il existe une hyperarête a (dont on dira 
qu'elle les sépare) incidente à f et f̂  • 

Chaîne : Soit (CT ,a ) un couple de permutations opérant sur un ensemble B . 
Une chaîne joignant deux cycles s et s' de a est une suite = s, ŝ  
s , , s = s' de cycles de a tels que : n-1 ' n J 

pour tout i = 1 , 2 , . . . , n-1 il existe b̂  appartenant à ŝ  et b| à 
s +̂̂  qui appartiennent tous deux à un même cycle de OC . 

Il est alors clair que la transitivité du groupe engendré par { CT ,cr.} est 
équivalente à' la propriété : 

pour tout couple (s,s') de cycles de CT il existe une chaîne joignant s 
à s' . 

12 



CONSTRUCTION D'UN CODE 

2. LES CARTES. 

Une hypercarte ( a , QL ) est une carte si a est une involution sans point 
fixe. Les hyperarêtes sont alors appelées arêtes et ont toutes exactement deux 
éléments. 

Deux arêtes sont dites parallèles si elles joignent deux mêmes sommets. 

Multigraphe sous-jacent à une carte : Un multigraphe est la donnée d'un ensemble X 
et d'une famille U = {û  , û } d'éléments du produit cartésien X xX 
dans laquelle un même couple peut figurer plusieurs fois. 

A toute carte C on associe le multigraphe G défini comme suit : l'ensemble 
X est l'ensemble des sommets de C et à toute arête {b̂  , b̂  } de C on fait 
correspondre les couples u = (Sp ŝ ) et u?= (ŝ  , ŝ ) où b̂ € ŝ  et 2̂ ^ s2 * 
On obtient ainsi la famille U dont les éléments sont tous les couples u et u' . 

C est dit le multigraphe sous-jacent à C . 
C est dite représentation de G . 
Si C n'a ni boucle ni arêtes parallèles, le multigraphe sous-jacent est 

alors un graphe connexe (ou graphe simple connexe au sens de Berge C 3 J ). 
Remarquons que l'on peut définir de la même façon un hypergraphe sous-jacent 

à une hypercarte. 
Pour une carte C donnée, nous ferons un certain nombre d'opérations dont 

une des plus simples est la suivante : 

Suppression d'une arête : Soit {b̂  , b̂  } une arête d'une carte C dont l'en­
semble des brins est B . Sur l'ensemble B'= BN^fb^^} 9 nous définissons le 
couple de permutations (g 9 a' ] comme suit : 

Ot1 est la restriction de a à B' (ceci est bien défini car 
{b̂ jb̂ } est un cycle de (X ) ; 

G b =C7 b pour b t a~1b1 = b̂  et b t G~\2 = b̂  ; 

- G bj =a b1 ; a b̂  =CT b2 . 

Il est clair que 0"' est une permutation sur B obtenue à partir de l'écri­
ture en cycles de °" par suppression de b̂  et b̂  ; néanmoins {çyt , oc' } n'est 
pas nécessairement une carte, car la transitivité n'est plus assurée. 

Une arête d'une carte (G ,a ) pour laquelle ( a' , a1 ) n'est pas une carte 
est appelée arête disconnectante. 
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CODE DES GRAPHES PLANAIRES 

PROPRIÉTÉ 1.1. - L'arête {t>19b ) est disconnectante pour une carte C si et  
seulement s'il n'existe pas de chaîne joignant les sommets e_t ŝ  (b̂ f ŝ  et_ 
t>2̂  ŝ ) dans ( 0"' 5 a ) quand ceux-ci sont aussi sommets de ( CJ1 , a' ) . 

- S'il n'existe pas de chaîne dans ( CJ , CL ) entre ŝ  et ŝ  il est alors 
immédiat que ce couple n'est pas une carte et il est alors clair que ( (7 , Ot! ) se 
décompose en deux cartes composées l'une des sommets joints à ŝ  par une chaîne, 
l'autre de ceux joints à ŝ  par une chaîne. 

- S'il existe une telle chaîne, (a , OC ) étant une carte, entre deux sommets 
s et s' il existe une chaîne de (G ,CL ) ; si s^'s2 intervient dans cette chaî­
ne, il suffit d'ajouter la chaîne qui les joint dans (o\a ) pour obtenir une 
chaîne de ( 0"1, a ) entre s et s' . 

Suppression d'un sommet : On supprime un sommet s en supprimant toutes les arêtes 
incidentes à ce sommet. 

Remarque : Supprimer un sommet de degré 1 est équivalent à la suppression d'une 
seule arête. D'autre part, d'après la propriété ci-dessus toute arête incidente à 
un sommet de degré 1 n'est pas disconnectante. 

3. GENRE. 

DÉFINITION. - On appelle genre de la carte C = ( (7,, a ) la quantité 
g( cr , a ) = g(C) =1+|- [z(a) - z(CJ) - z(aO )] , où pour toute permutation 0 z(6 ) 
désigne le nombre de cycles de la permutation 6 . Ainsi z( a ) , z(a ) , z(CXO" ) 
sont respectivement le nombre de sommets, d'arêtes et de faces (puisque a = a "*") 
de la carte C . 

Si C est la carte vide, nous posons par définition son genre égal à zéro. 
Nous verrons au paragraphe II l'explication topologique du genre. 

PROPRIÉTÉ 1.2. - Lorsqu'on supprime une arête fb,b'} d'une carte C ; 
(i) Si cette arête n'est pas disconnectante on obtient une carte C 

telle que g(C') = g(C) ou bien g(C') = g(C) - 1 ; 
(ii) Si cette arête est disconnectante on obtient deux cartes et 

telles que : 
g(c) = gCĉ ) + g(c2) . 

Pour démontrer cette propriété, nous avons besoin du lemme suivant dû à 
Serret [56]. , (voir aussi Berge [2.] ) de démonstration immédiate. 
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CONSTRUCTION D'UN CODE 

LEMME 1.1. - Soit CJ une permutation sur un ensemble B , T = (b,b1) une transpo­ 

sition sur cet ensemble. 

1° ) Si_ b et_ b' appartiennent au même cycle de cr alors dans 0" T et 

T& >b et b' sont sur des cycles différents, plus précisément : 

si cr = (b,b1,. . . ,b̂ ,bf ,b|,. . . ,M) CJ1 alors 

OT - (b,bj_,b̂ ,...,b̂ )(b',b1,b2,...,bi) a l et 

TQ= (b,^ b.)(b',b|,...,b!) c r

1 • 

2°) Si b et b' appartiennent à deux cycles distincts de <J alors ils  

appartiennent à un même cycle de et GT , plus précisément : 

si a - (b,b15...,bi)(b',b|,...,M) G1 alors 

CTT = (b,b̂ ,b̂ ,...,M,b',b1,...,bi) ai et 

TV = (b,b1,b2,...,bi,b',b|,...,b̂ ) G± . 

Démonstration de la propriété 1.2. : Nous distinguerons trois cas suivant que : 

1°) [b,b'} est incidente à un sommet de degré 1 
2°) [b,b'} n'est pas un isthme 

3°) [b,b'} est un isthme incident à des sommets de degré supérieurs à 1. 

1°) Remarquons, tout d'abord, que si fb,b'} est incidente à deux 

sommets de degré 1, puisque {cr,Ct} opère transitivement, la carte C se réduit à 

CT = (b)(b'),0C= (b,b') de genre 0 . La carte C est alors la carte vide qui est 

aussi de genre 0 . La propriété est bien vérifiée dans ce cas. 

Supposons donc que {b} constitue un sommet de degré 1 et que bT appar­
tienne à un sommet de degré supérieur à 1 . 0" et CC s'écrivent alors : 

cr = (b)(b',b[,...,M) CJ I a = (b,b') a± . 

Définissons a" et cr" par cr" = (b ) (b' ) (b ', b,' . . . ,b ! ) G. a"= (b)(b') a1 ; 

il est clair que a"= (b)(bf)a = 0(b',b.!) ; a"= (b,b')a' et que 
ad'= (b)(b')ocV = (b,b') ao(b',b!) . . 

D'après le lemme 1.1, z(a'a") = z(ctcr) + 2 et donc zCct'o*' ) r z(or G ) . 
Par conséquent, le genre reste inchangé g(C) = g(C'). 

2°) Si [b,b'} n'est pas un isthme, b et b' sont contenus dans deux 

faces distinctes, CCO" s'écrit alors (en remarquant que o" "̂b = bQ et cr "4Di= b̂  

entraînent a^b = b' et a^7 b' = b) . 
o o 
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a,cr = (bo5b
t,b̂ ,...,b̂ )(b̂ ,b,b1,...,bi) Qx . Posons Cj"= a' (b)(bf ) , 

a"= a (b)(b! ), alors : cr" = cr (b ,b)(b̂ ,bf ) et a"= (b,bf)a. D'où : 

aMcr"= (b)(b! )a* a1 = (b,b')ao- (b ,b)(b ,̂bf) . 

En appliquant trois fois successives le lemme 1 .1 , on obtient : 

a"a". (b)(b')(b̂ ,b̂ ...,bï,bo9b1,...,b.) 91 . 

Ainsi, on montre que s et s' (sommets incidents à b et b') sont reliés par 
une chaîne dans ((7 ,a ) (puisque bQ et b̂  appartiennent à un même cycle de 
CC'Œ ) et ( 0" 5 a ) est bien une carte d'après la propriété 1 .1 . 

D'autre part, z(a') = z(cû - 1 ; z( ad') = z( aa ) - 1 ; z( a ) = z( CJ ) 
et donc g(C) = g(C ) . 

3°) [b,b'} est un isthme. Notons toujours 0" ~4D = bQ et 0" "4}' = b̂  ; 
aO s'écrit alors : et CT = (bQ ,b ' ,b j ,b£ ,. . . 9bl ,b̂  ,b ,b1 ,b2 ,. . . ,b. ) 91 . 

Posons : cr" - G (b)(b!) , a" = a* (b)(bf) , on a aussi : 

oc"a"= (bXbMa'a1 = (b,b')acr (bQ,b)(b̂ ,b') . 

En appliquant le lemme 1 .1 , on obtient cette fois : 

a V = (b)(b')(b(;,b|,b̂ ,...,bî)(bo,b1,b2,...,bi) e1 , 
et on ne peut rien dire sur la transitivité de ( 0"' , a' ) • 

- Si a.1 5 CT1 est transitif, C = ( CJ ' , a' ) est une carte et puisque 
z( a1 ) = z( a ) - i ; z( a1 ) = z( cr ) , z(a' CJ1 ) =. z(aa ) + î , on obtient : 

g(C) = g(C) - 1 . 

- Sinon, B' se décompose en B' = B2 , CJ en ^ et a en 0^ CL^ ; 
( G^ , rx̂  ) et ( , Ct̂  ) opérant respectivement sur et B2 . Alors : 
z( CJ ) = z( o"1 ) + z( CJ2 ) , z( a )

 = z(ax ) + z(a2 ) - i et z(aa ) = z( ) + 
z(ct2cj2)

 + ^ 5 c e implique : 

g( CJL , ax ) + g( a2 , a2) = g(c) . 

La propriété 1.2 est ainsi démontrée. 

COROLLAIRE 1. - Le genre d'une carte est un entier positif ou nul. 

En effet, la carte vide vérifie cette propriété ; la démonstration est 
ensuite immédiate par récurrence sur le nombre d'arêtes. 
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COROLLAIRE 2. - Toute arête disconnectante est un isthme ; réciproquement, un isthme  
est ou bien une arête disconnectante, ou bien une arête qui, supprimée, diminue le  
genre de la carte. 

Ce corollaire résulte immédiatement de la démonstration de la propriété 
(cas 2°). 

DÉFINITION : Une carte est dite planaire si son genre est nul. 

Le problème de la caractérisation des multigraphes représentables par une 
carte planaire est bien connu ; il a été résolu par Kuratowski (cf. Berge [ l] ). 
Dans le cas d'un genre g donné (̂  0) , le problème est ouvert. 

Genre d'une hypercarte. 

La notion de genre a été étendue des cartes aux hypercartes par A. Jacques 
[30] qui donne la définition suivante : 

DEFINITION : Soit H = ( 0" , a ) une hypercarte d'ensemble de brins B le genre  
de H est donné par : 

g(H) = i+ |(|B|-z(CT)-z(a)- z(a_1a )) . 
On dira qu'une hypercarte ( 0" 5 a ) est planaire si g( 0" , a ) = 0 . On peut faire 
immédiatement les remarques suivantes : 

1. - Dans le cas où ( 0" ,oc ) est une carte C on a |B | = 2z( a ) et a ^ a 
par conséquent g(C) est bien le genre de la carte C défini plus haut. 

2. - On a g( a ,0" ) r g( a , a ) , en effet : zta"1^ ) = z(a_1

a ) car CT
_1

a 

est 1 ' inverse de CL ^~G . 
Nous démontrerons dans le paragraphe II que toute hypercarte est représentable 

par une carte de même genre, par conséquent le genre d'une hypercarte est aussi un 
entier positif ou nul. 

On a aussi la propriété suivante : 

PROPRIÉTÉ 1.3. - (Transposition disconnectante). 
Soit ( G , a) une hypercarte opérant sur un ensemble B de brins, x une  

transposition telle que le couple (CJ T , a ) soit composé de deux hypercartes 
{ô ,0̂ } et {G^IOL^ opérant sur deux sous-ensembles disjoints B̂  et_ 
(c'est-à-dire : B = B1U B2 , B± f|B2 =0 , a = 0̂  CĈ  , a T = ). Alors : 

g( o" , a ) = g( aL , a ) + g( a 2 , GZ ) . 
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On sait, d'après le lemme 1.1 que si T est une transposition, CJ T a un 
cycle de moins ou un cycle de plus que CJ suivant que T échange deux éléments 
appartenant au même cycle ou à deux cycles distincts de cr . 

Si le couple ( a 5 CJ ) est transitif et que ( a , OT ) n e l'est plus, c'est 
que T échange deux éléments appartenant au même cycle de O .De plus ta,a} est 
transitif en même temps que (ct>CXCJ "*") et on en déduit que T échange deux brins 
appartenant à une même face ; on a donc : 

Z((JT) = z(a) + 1 ; z(a~1aT) = z (a 1 o r ) + l. 
Ainsi, en remarquant que z( CX ) = z( CX̂  ) + z( CX̂  ) , 

z( Or) = z(^l ) + z( CJ2 ) , 

z(a"1aT ) = zCct"1 ol) + zCcc^) , 
on obtient le résultat. 
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II. REPRESENTATIONS DES CARTES ET DES HYPERCARTES. 

1. CARTE TOPOLOGIQUE. 
/ 3 DEFINITION. - Soit S une surface orientable de R , on appelle carte topologique 
C sur £ une décomposition de S en trois sous-ensembles disjoints S , A et F 
tels que : 

1° ) S = S U A U F ; 
2°) S est un ensemble fini de points ; 
3°) A est union finie disjointe d'arcs simples ouverts de Jordan dont les 

extrémités (confondues ou non) appartiennent à S ; 
4°) F est union finie disjointe de domaines simplement connexes dont les 

frontières sont des réunions d'éléments de A et S . 

A toute carte topologique on associe une carte, au sens défini plus haut, 
de la manière suivante : 

Carte associée : - L'ensemble B des brins est composé des couples dont la pre­
mière composante est un point s de S et la deuxième un arc simple a de A 
ayant une extrémité en s ; si a a des extrémités confondues, il donne néanmoins 
naissance à 2 brins, ainsi |B| = 2 |A| . 

- La permutation CT est définie comme suit : soit ŝ €S et B̂  
l'ensemble des brins ayant ŝ  comme première composante ; en tournant autour de s 
dans le sens positif on définit une permutation circulaire des arêtes incidentes 
à ŝ  , donc des brins de B> , CT est alors égale au produit des permutations CT^ 
ainsi associées à tous les éléments s. de S . 

î 
- Pour tout brin b , a (b) est le brin qui a même deuxième com­

posante que b ; Ct est ainsi une involution sans point fixe. 
Le couple (CT ,a ) définit alors une carte, la transitivité de a ,CT étant 

assurée par le fait que les éléments de F sont simplement connexes ; les sommets 
de cette carte sont ainsi en correspondance avec les éléments de S , les arêtes 
avec les éléments de A . 

On remarque d'autre part que les faces (cycles de Ct CT ) correspondent aux 
éléments (domaines simplement connexes) de F , chaque orbite de &0 est composée 
de brins dont l'arête est frontière d'un élément f de F . Plus précisément, on 
peut montrer qu'à la carte topologique duale (cf. par exemple 0 .Ore [ 48] ) est 
associée la carte (OCCT , a ) duale (au sens donné plus haut) de la carte ( °" ,a) . 

Nous avons donc associé à toute carte topologique & une carte C définie 
de manière purement combinatoire, réciproquement, on doit à Edmonds [l9] le résultat 
suivant : 
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THÉORÈME. - Pour toute carte C ii existe une représentation de C par une carte  
topologique <3 sur une surface 2 , telle que C soit associée à (J, par le pro­ 
cédé défini ci-dessus. De plus, toutes les représentations topologiques de C 
sont homéomorphes dans R̂  . 

Le genre g de la carte C est égal au genre de la surface orientée Z 
qui est g = 1 + -|- ( | A | - |F| - |s| ), ce qui donne une signification de cette 
quantité. Ainsi si g = 0 , la surface £ est homéomorphe à la sphère et la carte 
& est alors planaire. Dans ce cas, on obtient |A| - |F| - |s| + 2 = 0 qui n'est 
autre que la relation bien connue d'Euler. 

Nous avons ainsi une identité complète entre deux notions : 

- la notion de carte, purement combinatoire ; 
- la notion de carte topologique. 

Dans la suite, nous confondrons ces deux notions, la première étant plus 
agréable à manier ; c'est elle que nous utiliserons le plus souvent, mais nous 
n'oublierons pas que lorsque nous parlerons d'une carte, il existe une représenta­
tion topologique de celle-ci. 

2. REPRESENTATION D'UNE HYPERCARTE PAR UNE CARTE. 

Soit H = ( 0" , a ) une hypercarte définie sur un ensemble B de brins, nous 
définissons une carte C = T(H) = ( CT ,0* ) sur un ensemble B associé à H et 
obtenons donc d'après 1), une représentation topologique de H . 

DEFINITION (*). - L'ensemble des brins B* de T(H) est obtenu en construisant 4 
exemplaires de l'ensemble B ; nous posons ainsi B = B^UB^UB^U B^ . Soient 
û jÛ aÛ jU les bijections de B respectivement sur B-^B^B^ et B^ . 

- La permutation 0" est donnée par sa décomposition en cycles 
(tous de longueur 4) : 

A = TT (un(b),u0(b),u_(b),u. (b)) . 
b€B 1 2 3 4 

- La permutation CC est donnée par : 

a(Ul(b)) = u4(o(b)) a(u2(b)) = u3(a (b)) 
a(u3(b)) = u2(o

_1(b)) o(u4(b)) = u^a'Vb)) . 

Il est clair que CC est une involution (on vérifie que CtoT (û (b) ) = û (b) 
pour i = 1,2,3,4), d'autre part, Ct est sans point fixe puisque a (B^) = B^ , 
0C(B ) = B . (CT ,a ) est donc une carte, la transitivité étant assurée par celle 
de 1er, a} .  
(* ) Cette construction a été faite indépendamment par A. Jacques 

(communication personnelle). 
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PROPRIETE II.1. - La carte (a » a ) a même genre que 1Thypercarte ( CT , a) • 

Nous connaissons déjà le nombre de cycles de 0* ( |B | ) et de a (2 |B | ) , 
il nous faut calculer celui de a (J . 

~ a (J opère sur B^ de la même façon que <j ̂  opère sur B , et sur B^ 
de la même façon que a opère sur B ; en effet : 

Pour tout b de B : aOu^(b) = au f̂b) = \i^{a *b) 

aau4(b) =au1(b) = u4(ab) . 

- afr échange B 1 et B 3 et ( a 0" ) opère sur B 1 (resp. sur B^) 
comme a "̂0" (resp. comme 0" OC )̂ opère sur B , en effet : 

rsj rsj r>J l-NJ rM -1/» 
a au1 b = au2b = u âb ; a a u3 b = a u

4

b = u

1oc (b) , 
aCaou^b =^au^ b = au^ab = û a ^ b 
a cr a o" û n = a CJ û ct b = au â b = û cr a b . 

Par conséquent : 

z( a?) = z( a ) + z ( a ) + z( a
_1o- ) . 

Donc : 

g(Œ , a ) = i + \ l2 |B | - |B | - z(a ) - z(a ) - z( a

_1cT ) ] 
. = g( a, a) • 

COROLLAIRE. - Le genre d'une hypercarte est un entier positif ou nul C30]. 

Exemple d'une hypercarte et de sa carte associée. Soit : 

CT = (l,2)(3,4,5,6)(7,8,9)(10,ll,12,13)(li+) 

Œ = (1,4)(2,5,7,10)(3,14)(6,8,9)(11512,13) . 

Ainsi : 

a _ 1CJ = (1,10,13,7,6,14,3)(2,4)(5,9)(8)(11)(12) 

g( G , a ) = 1 + \ [14-5-5-6] = 0 . 
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Propriétés de la carte T(H) . 

Pour caractériser les cartes C images par T d'une hypercarte H , il 
nous faut introduire la notion de graphe de contact d'une famille de faces. 

DEFINITION. - Soit F1 c: F une famille de faces d'une carte C , le graphe de 
contact Gp, de F' est le graphe dont l'ensemble des sommets est F' , et tel 
que (f̂ jf̂ ) est une arête si et seulement s'il existe un sommet s tel que 
s D f i 0 et sHf2 / 0 . 

Dans ces conditions nous avons : 

PROPRIETE II.2. - Soit H une hypercarte et T(H) la carte associée. T(H) 
vérifie les propriétés suivantes : 

(1) Tous les sommets de F(H) sont de degré 4 ; 
(2) Il existe une partition des faces de F (H) en deux sous-familles 

et F̂  , telle que toute arête a sépare deux faces appartenant l'une à. F̂  , 
l'autre à F̂  (ce qui exclus les isthmes^ et que le graphe de contact de F̂  
est deux coloriable (pour les sommets). Réciproquement, si C est une carte véri­
fiant (1) et (2), alors il existe une hypercarte H telle que C = T (H) . 

Preuve : (1) est immédiate 
(2) on définit la partition de F en F̂ U F̂  par : 

Une face f appartient à F̂  si elle est incluse dans ou dans B̂  , 
à F̂  si elle est incluse dans B̂ U B̂  • Par définition de Ct il est alors clair 
que toute arête étant de la forme (û (b) ,û (b' ) ), ou bien (̂ (b) ,u (b1 ) ) , elle 
sépare bien deux faces de familles différentes. 

D'autre part, F̂  peut être décomposée en deux sous-familles F̂  et F̂  , 
une face f appartient à F| si elle est incluse dans à F̂  , si elle est 
incluse dans B ; cette décomposition revient à colorier le graphe de contact G 

~ 1 
en deux couleurs : en effet, une arête de G correspond à un sommet de F (H) 

1 
ou sont en "contact" deux faces l'une incluse dans B̂  , l'autre dans B̂  . 

Réciproquement, nous nous donnons une carte C vérifiant (1) et (2), nous 
construisons une hypercarte H , et vérifions ensuite que C est isomorphe à F (H). 

) Une telle carte est dite 2-coloriable pour les faces. 
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Construction de H : Soit C = (a , a ) une carte et. B,S , F = U , respec­
tivement l'ensemble des brins, sommets et faces de C . Pour la commodité de l'ex­
position, nous dirons que les éléments de sont des faces noires et ceux de 
F̂  des faces blanches. La bicoloration du graphe de contact de F̂  revient 
à se donner une partition de F̂  en deux sous-ensembles F̂ =F̂  ̂  ^ 

Soit s un sommet de la carte C par (1) s est de degré 4, soient donc 
2 3 -1 b,(7 b, a b et G b = G b les brins appartenant à ce sommet. 

Remarquons que pour tout brin b,0tb et G b (= 0" b) appartiennent a la 
même face, puisque CL G (â b) = CC b . L'arête { b,&b} sépare donc les faces 
de b et G ̂ b qui ne peuvent être de la même couleur. Il en est évidemment de 
même pour l'arête { 0* b,CXCT b) qui sépare les faces de CT b et CT ̂ b qui ne 

~ 2 
peuvent être de la même couleur. Nous supposerons que b et Q- b appartiennent 

3 
à des faces noires, G b et d b à des faces blanches (on peut remplacer b par 
Gb si cela est nécessaire). 

Du fait de la bicoloration du graphe de contact det F̂  , on déduit que les 
2 ^ ^ 

faces de b et G b sont l'une élément de F' , l'autre élément de F" ; nous 
v ^ 2 

supposerons que b appartient à une face de F̂  (on peut échanger b et 0" b si 
nécessaire). On décompose ainsi l'ensemble B en quatre sous-ensembles B̂ B̂ sB̂ , 
B de la manière suivante : Pour tout sommet s de S , soit bg le brin incident à une face blanche 
de F̂  (d'après ce qui vient d'être vu, on sait que celui-ci existe, et est unique). 
Alors posons : 

bse B 2 , ab S6B 3 , a 2 b S«B 4 , a3bS6 B, . 

De plus, on définit les bijections u ĵ̂ sU^u^ de s dans B^JB^ÎB^JB^ : 

Ul(s) = CT
3bs ; u2(s) = bs ; Ug(s) =(7 bg ; û Cs) = cr2bs . 

- Les brins de H sont alors les sommets S de C . 

H = ( o" , a ) où ces deux permutations sont données par : o o 
0" (s) est le sommet auquel appartient le brin oru0(s) , ce que nous o _ z 

notons G s = Oau.s ; 

Œq (s) = 0" aû s , qui est le sommet auquel appartient le brin OCû (s) . 

Nous avons déjà une partition de B en H sous-ensembles B-pB̂ B̂ B̂  . Le 
fait que G = G est immédiat. Il reste à vérifier que 'a = a . Pour cela, 

o ° -1 
remarquons que tout brin b de C appartient à la même face que G ab (car 
dG (G ̂Clb ) = b ); par conséquent, par la définition des ensembles B̂  ,B2 ,B̂  ,B̂  
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si b appartient à , il en est de même de b ' = 0~ 1 et b et Otb =0"b' appar­
tient à . ce échange donc B̂  et B̂  • D'autre part, b et a b ne peuvent 
appartenir à des faces de même couleur, par conséquent si b appartient à B-̂  , 
ab est nécessairement élément de B̂  ou de B̂  , et d'après ce qui a été dit plus 
haut Qfb est élément de B̂  . a échange B̂  et B̂  . 

Par définition de T (H) : a

0

u j _ s ~ u^ &Q

 s e^ P a r définition de OĈ  , 
CtQ s = & CL û s , et û s appartenant à b̂  : ûO" ( Ctû s) - rt û s ; on a ainsi 
au, s =ccuns . On démontrerait de même que OC us = 0tuos , ÛL u0s =ftù.s , ryj° ~ 0 

Ct u. s =ctu,.s . Ainsi Oc - C , et la propriété II.2 est ainsi démontrée, o M- H o 

Remarque : Dans le cas planaire la propriété devient : 
Une carte C planaire est image par T d'une hypercarte H , si et seulement si 
tous les sommets de C ont pour degré 4. 

3. DISSECTIONS. 

La restriction de F aux cartes va nous permettre de construire une bi-
jection entre celles-ci et ce que nous appelons les dissections (# ). 

DEFINITION. - Une k-dissection (k̂ l) est une carte dont tous les sommets sont 
de degré 3 et telle qu'il existe une famille F'C F , composée de k faces, telle 
que pour tout sommet s_ il existe une face _f et une seule, élément de F' 
vérifiant : 

f fl s t 0 et |f fis) = 1 . 

PROPRIÉTÉ II.3. - Il existe une bijection |3 entre les k-dissections et les cartes 
ayant k sommets, d'autre part g(g(C))=g(C). 

Pour démontrer cette propriété, nous utilisons la notion d'arête homéomorphe 
que nous définissons et dont nous donnons d'abord quelques propriétés. 

Arêtes homéomorphes : Deux arêtes â  = {b̂ ,b̂ } et â  = {b2,b̂ } d'une carte C 
sont dites homéomorphes si o* b̂  = b̂  et g : b| . (On a évidemment ab-j_ = b| , 
a.b2 = b̂  ). 

Remarquons la propriété suivante : 

(* ) Celles-ci sont appelées "slicings" par W.T. Tutte 
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- Si et a.^ sont deux arêtes homéomorphes d'une carte C , soient et 

les cartes obtenues respectivement par suppression de â  et de â  , alors 
est isomorphe à et g(C) = g(C1) (= g(C2)). 

Il est clair que l'application X de B\ { b̂ ,b|} sur B\{b2,b^} 
définie par \ - , \ = b| et qui est l'identité ailleurs réalise une 
isomorphie de Cĵ  sur . 

D'autre part, â  et a2 étant homéomorphes, {b-̂ b̂ } constitue une 
face, {b̂ ,b|} et f b2,b^} ne sont donc pas des isthmes et si on supprime l'une 
ou l'autre on obtient une carte de même genre (Propriété 1.2). 

Insertion d'une arête homéomorphe à une arête donnée : 

Soit C - (G ,a ) une carte opérant sur un ensemble B de brins, a. = (b,b') 
une arête de cette carte ; on obtient la carte = ( G^ , QL^ ) par insertion d'une 

arête homéomorphe à a en posant : 

B 1 = B U tï^bj 3 (où bvb^B) 

G i = cr S U R B \ { b, CT-1b'} ^ b = b 1 , G1 ( a
_ 1 b ) = b| , alb1 = c r b , cr b ^ = b' 

aL = a sur B ; a 1 b 1 = b̂  , bj = b± . 

Il est alors clair que C est obtenue à partir de par suppression de 
l'arête â  , d'après ce qui a été vu plus haut : g(C) = g(C-̂ ) . 

Remarquons que les relations suivantes : 

c t a b ^ b ' ; a G b { = b 
a l G V a ~ b ' ) = b l ' a

1

a

1

b

1=aC7b 
a a b 1 = a a b ' 

impliquent que a une face de plus que C constituée de deux brins {b,b^} ; 

que la face contenant b' est restée identique ; que dans la face contenant b on 

a remplacé ce brin par b̂  ; enfin, que les autres faces de C (qui n'avaient pas 

de brins en commun avec {b,b'j ) sont restées inchangées. 

Démonstration de la propriété II.3 : 

- Pour une carte C nous construisons la k-dissection |3 (C) par suppression 

d'arêtes de la carte F(c) . Nous étudions donc tout d'abord T(C) lorsque C 

est une carte (et non une hypercarte). Dans T(C) pour tout élément b de B 

l'arête {u (b), u (Ct(b))} est homéomorphe à l'arête {u (b), u (Cl 1(b))} ; 
1 4 - i ~ ~ -1 

en effet, puisque a = a , CT û b = û b et CT u^ a b - u^a h . 
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Soit 3(C) = (CT,Ct) la carte obtenue en supprimant pour tout élément b 
de B une sur deux des arêtes (û (b), u âb ] ou [û b, u^ab) ; il est 
alors clair que tous les sommets de $ (C) sont de degré 3, d'autre part les faces 
de étant composées de brins de B̂  , elles demeurent faces de 3 (C) : 
(on a : CCO" û b = a û b - u^G "4D -a^ û b). Si on pose F ' = F| F' vérifie bien 
la propriété demandée, la conservation du genre résulte de la remarque précédente. 
|3 est ainsi une application de l'ensemble des cartes ayant k sommets dans 
l'ensemble des k-dissections, pour montrer que |3 est une bijection, nous cons­
truisons |3 1 : 

- Soit D = ( CJ ,ct , F') une k-dissection, pour tout sommet s de D soit 
bg le brin appartenant à s et à une face de F' , 

L'arête { 0" ~4D , Ct Œ "4) } n'a alors aucun de ses brins incident à une face s ' s 
de F' , en effet : 

- Si cr "4) appartenait à une telle face, le sommet s aurait deux de ses 
brins éléments d'une face de F' . 

-1 3 -Si Q cr b appartenait à une face de F' , puisque a - 1 , 
- 1 2 

a a b - Ct cr b=aa(CTb )et<7b appartiendrait alors à une face de F' (la même que a. a bg) , s aurait deux de ses brins incidents à une telle face. 

Soit D' la carte obtenue à partir de D en insérant une arête homéomorphe 
à chaque arête de la forme { O bg , a a b } , il est clair que D' est une carte 
dont tous les sommets sont de degré 4. 

L'insertion d'une arête homéomorphe à une arête donnée crée une face de 
degré 2, soit F" la famille des faces ainsi crées. D'après ce qui vient d'être vu, 
les faces de F' ne sont pas modifiées et restent des faces pour D . 

Posons F̂  = F'U F" et définissons F̂  comme la famille des faces de D' 
qui n'appartiennent ni à F' ni à F" , on obtient ainsi une bicoloration des 
faces (on vérifie que toute arête a exactement un de ses brins qui appartient à 
une face de F' ou une face de F" ). D'autre part, la partition = F'U F" cons­
titue une bicoloration du graphe de contact G , la carte D' vérifie les condi-

1 
tions de la propriété II.2. Il existe donc une hypercarte H telle que D' = T (H) ; 
F" étant composée de faces toutes de degré 2 H est une carte C . On vérifie 
alors facilement que B (C) = D . 
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III. LES CARTES POINTEES ET DIVERS TYPES DE CARTES. 

Nous nous intéresserons essentiellement dans la suite à 1Ténumération des 
cartes planaires pointées au sens que nous définissons ci-dessous ; nous verrons 
en particulier que le fait de pointer une carte supprime les automorphismes de 
celle-ci. 

1. ISOMORPHISME DE DEUX HYPERCARTES. 

Deux hypercartes (O , a. ) opérant sur B1 et ( 0" , a ) opérant sur B0 i l l 2 2 1 

sont dites isomorphes s'il existe une bijection \ entre B et B , telle que 
-1 -1 ^ 

et = X (X X et a = X ' <7 X .Un automorphisme \ de la carte ( a , a ) opérant 
1 2 1 2 - -1 -1 
sur B est une bijection \ de B sur lui-même, telle que a = X GtX 5 o" = X o~ X • 

2. CARTES POINTÉES. 

Une hypercarte est dite pointée si on distingue un élément b"*" de l'ensemble 
des brins. Le sommet, l'arête, la face qui contiennent ce brin sont respectivement 
appelés sommet, arête, face distinguée. 

Deux hypercartes pointées ( , , b̂ ) et (â  s ' son"t isomorphes 
v -V. 

si elles sont isomorphes en tant qu'hypercartes, et si de plus- > b̂  = . 
Dans la suite, nous énumérerons des cartes planaires pointées vérifiant certaines 
conditions ; or il est clair que pour une carte pointée il existe une infinité de 
cartes pointées isomorphes, nous appellerons donc carte pointée un représentant 
de la classe d'équivalence définie par 1'isomorphie. 
PROPRIÉTÉ III.1. - Soit ( o ,a , b*) une hypercarte pointée, si \ est un auto­
morphisme de cette hypercarte pointée alors X est l'identité. 

Remarquons que si bt B est tel que Xb - b , alors Xa b - ab et 
X o b - a b ; en effet XoX 1 - o et XaX 1 = a entraînent \o - G X et 
Xa =aX . 

Soit alors B' le sous-ensemble des brins b' de B tels que \b' = bT ; 
B' n'est pas vide car il contient D'autre part, (a ,a ) opérant transitive­
ment sur B. , si B' / B il existe nécessairement b| éléments de B' tel que 
ab| ou ob| n'appartienne pas à B', or ceci est contraire à la remarque que 
nous venons de faire 

3. DIFFÉRENTS TYPES DE CARTES. 

Nous étudierons essentiellement deux types de cartes : celles qui ont peu 
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d'arêtes (les arbres et les cartes simples), et celles qui en ont beaucoup (les 
triangulations). 

Un arbre est une carte planaire qui n'a qu'une seule face ainsi, d'après la 
relation donnant le genre, le nombre de ses arêtes est k-1 si k est le nombre 
de ses sommets, cette propriété étant évidemment caractéristique. 

Une carte simple est une carte pour laquelle il existe une face f* incidente 
à toutes les arêtes (pour toute arête a ; f fl a t 0). Il est clair que tout arbre 
est une carte simple. 

Une carte simple pointée est une carte simple où l'image par a du brin 
distingué appartient à la face f incidente à toutes les arêtes. 

Une carte C est dite separable s'il existe une partition de l'ensemble des 
arêtes en deux parties et Â  partition telle qu'il existe un sommet et un 
seul incident à une arête de Â  et une arête de A2 . Un tel sommet d'une carte 
separable est appelé point d'articulation. Remarquons qu'une carte C possédant 
une boucle C est separable, en effet : Â  est constituée de la seule boucle 
et A2 de toutes les autres arêtes. 

Triangulations : 

Une triangulation est une carte où une face a été distinguée (elle est appelée 
face externe) et où toutes les autres faces (et peut-être la face externe aussi) 
sont de degré 3. 

Une triangulation pointée est une triangulation où un brin appartenant à la 
face externe a été distingué. 

On appellera externes les sommets et les arêtes coupant la face externe, 
internes les autres. 

Les triangulations pour lesquelles les formules d'énumération ont été données, 
sont : 

- Les triangulations pointées non separables (par Mullin [4l] et [42] ). 
- Les triangulations pointées graphiques qui sont non-séparables et qui n'ont 

pas d'arêtes multiples (par Brown [5J). 
- Les triangulations pointées a-diagonales qui sont des triangulations poin­

tées graphiques telles que toute arête est incidente à au moins un sommet interne 
(par Tutte [58] ). 
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IV. CODES DES HYPERCARTES POINTEES 
PLANAIRES AYANT UN SEUL SOMMET. 

1. MOTS EMBOITES. 

Dans la suite, nous associons à toute hypercarte pointée un mot qui la code ; 
nous donnons tout d'abord quelques notations et définitions qui permettent de mani­
puler ces mots. 

Soit X un alphabet (qui sera un ensemble fini ou infini). X* le monoide  
libre engendré par X a pour éléments des mots ; ceux-ci peuvent être considérés 
comme une application f de Ln] dans X . _n est alors la longueur du mot f . 
On écrit f = f(l).f(2)... f(n) . Le mot vide, que nous noterons _1 , est l'appli­
cation de 0 X , il a pour longueur zéro. 

Un mot f est facteur du mot g si g s'écrit g = g'fg" où g' et g" 
appartiennent à X*. Si g' - 1_ , (resp. g" = 1) f est facteur gauche (resp. fac­
teur droit) de g . Un mot f , de longueur n , est sous-mot du mot g si g 
s'écrit g = SQ^1) g1f(2)... gif(i+l)... f(n)g où X* pour i = 0,n . 

Permutation associée à un mot : 

Soit f un mot de longueur n , nous associons à f une permutation f 
de S donnée par : n ^ 

Soit R̂  l'équivalence d'application de f , c'est-à-dire que 
a R̂_b » f(a) = f(b) , alors pour tout iÇ [n] f(i) est le suivant immédiat de i 
dans sa R̂  classe (pour l'ordre naturel des entiers) si i n'est pas le plus 
grand élément de celle-ci ; f(i) est le plus petit élément de la R̂  classe de i 
si i est le plus grand élément de celle-ci. 

9 2 3 2 ^ Par exemple, au mot x y zx yz x appartenant à [x,y,z] est associée 
la permutation (1,2,6,7,8,12)(3,4,9)(5,10,11) notée comme produit de ses cycles. 

On dit qu'une permutation de S présente un excédent [" 23] au point k 
n 

(1 £ k £ n) si a(k)> k . La propriété suivante est de démonstration immédiate. 

PROPRIETE IV.1. - La permutation c Ç est telle qu:il existe f vérifiant 
f - a , si et seulement si elle a k cycles et présente exactement n-k excédents. 

DÉFINITION : Un mot f est dit emboité si pour tout couple de lettres x,y£ Xx X , 
le mot xyxy n'est pas sous-mot de f . 

Il résulte immédiatement de la définition que tout facteur, tout sous-mot 
d'un mot emboité est un mot emboité. 

30 



CONSTRUCTION D'UN CODE 

PROPRIÉTÉ IV. 2. - L'ensemble des mots emboîtés sur un alphabet fini X est un  
langage rationnel. 

Si E est ce langage, on a en effet : 

E = 
(x,y)6XxX 

x £ y 

£ X* x X*y X* x X*y ) 

LEMME IV.1. - Si f est un mot emboîté, alors il existe une lettre X q de X 
telle que f = f'x f" et f1 .f" € (X \ { x })* 

" ° o 
Ce lemme se démontre par récurrence sur la longueur du mot f , Si f = 1 , 

c'est immédiat. 
Soit f un mot commençant par la lettre x ; si f = x alors X q = x , 

f» = f" = i et le lemme est démontré. Sinon, f s'écrit f = x̂ g où g ne 
commence pas par x , si g ne contient pas x , alors f' = 1 et x = XQ ; 
sinon, g = g-̂xĝ  où ĝ  est non vide et ne contient pas x , ĝ  est emboîté 
(comme facteur de f ) et est de longueur strictement plus petite que f , alors 
1̂ = î̂̂ ô ï " ^^ns^ * ̂  = x^ê|XQg^xê2 s et x ĝ|ĝ x§2 n e con"tient P a s d'occurrence 
de X q puisque g-j_g" n'en contient pas (hypothèse de récurrence) et que ĝ  non 
plus (sinon xx xx serait sous-mot de f ). o o 

PROPRIÉTÉ IV.3. - Soit f6 X* un mot emboîté de longueur n , alors la permutation 
f associée à f est telle que l'hypercarte (Q , f ) a genre nul. 

n ~" 
Nous démontrons cette propriété par récurrence sur le nombre de lettres 

de l'alphabet X . 
Si f appartient à {x} , il est alors immédiat que "F = Ç , ainsi C"1 C = l e t g ( C , C ) = l + T (n-l-l-n) = 0 . n n n n 2 
Soit f élément de X* , d'après le lemme 1 il existe X q tel que 

f = f,xmf~ et x n'apparait pas dans f,fn . Ainsi f - n (i+1,.. i+m) où i 1 o 2 o rr 12 ]_ 
est la longueur de f-, . Soit X la bijection croissante de [ n-m J sur 

-1 
{l...i} Uf i+m+1. . . n} , ainsi fj_̂2 a i ^ ' Soit iif autre part T la transpo­
sition qui échange i et i+m ; on constate alors que : 

C T - (i,... i,i+m+1) (i+1...i+m) = a

n (i+1... .i+m) = C7-, CT m 1 x 2 
_ -1 

et a vérifie Q n m~^ °̂  * • On peut alors appliquer la propriété 1.3 sur 
les transpositions disconnectantes, on obtient : 

g(Cn , f) = g(^ 9 a i ) + g(oz ,cr2 ) . 
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g( °2 ,Q? ) = 0 par définition du genre. D'autre part : 

S<°1 '«1 > = *Ma-m

k~l ' X flf2 > = 8< S N . M , f^2) • 

f-j_̂2 e S t u n m o t emboité, comme sous-mot de f , et d'après l'hypothèse de récur­
rence g( Ç , f,f ) = 0 . La propriété est ainsi démontrée, 

n-m L 2 
On peut démontrer une réciproque à cette propriété, réciproque qui s'énonce : 

PROPRIETE IV.4. - Soit a une permutation de © telle que g(Q , 0 ) = 0 ; — n — n 
alors il existe un mot f tel que f - О , de plus f est un mot emboité. 

Nous démontrons d'abord les deux lemmes suivants : 
LEMME IV. 2. - Soit CT une permutation de telle que g( ,CJ ) = 0 ; soit a 
un élément tel que a< ста , alors tout élément b tel que a<b<CTa vérifie : 

a<CT b < CT a . 

Preuve du lemme : 
Notons T la transposition qui échange CT a - 1 et a et examinons le 

couple (C T CT ) on a : v n 
Q T= (1,2 ,. . . ,a, g a,. . . ,n)(a+l,a+2 ,. . . ,CT a-1) . n 

Ainsi : z(£T)=2 = z ( C ) + l. 
n n 

D'autre part, CT (CT a-1) = a , T échange donc deux éléments d'un même cycle 
-1 ^ -1 -1 

de CT C e t d'après le lemme 1.1 : z(CT Q NT ) = z( CT C ) + 1 . Ainsi : 
i + ~[n-z(a )-z( C T )-Z(CT_1S T )] = ̂  [n-z(cj ) - Z (C )-Z(CT_1C ) = 

2 *h n 2 n n 
= g(C 5 CT )~i - ~i • 

Le couple (C T ,CT ) n'est pas une hypercarte et n'est donc pas transitif n 
sur [ n] , ainsi d'après la décomposition en cycles de Ç T { a+1,a+2,...,CT a-l} 

n 
est réunion de cycles de CT et le lemme est démontré. 
LEMME IV. 3. - Soit CT€6^ telle que g( Cn , CT )

 = 0 et soit a tel que CT a< a , 
alors tout élément b tel que CT a ̂  b ̂  a vérifie CT âs CT b ̂  a . 

Notons toujours T la transposition qui échange a et cr a-1 , on obtient 
cette fois-ci : 

CNT = (1,2,... ,0" a-1,a+1,. . , ,n)(cr a, or a+1,. , . ,a-l,a) 

et puisque Ŝ T , CT n'est pas une hypercarte {<Ja,,..,a} est réunion de cycles 
de CT et le lemme est démontré. 
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Preuve de la propriété IV.M- : 

Démontrons tout d'abord que si Q a k cycles, elle a exactement 
n-k excédents. 

Soit {a,a a, (ĵa,...., Œ1a = <j ̂a] un cycle de (7 , il est clair 
qu'il existe au moins un élément b tel que b< a b , montrons qu'il n'en existe 
qu'un. Soit en effet, c tel que c < <J c appartenant à ce cycle. 

v 2 3 _i D'après le lemme IV.3, a b, CTb,..., ub sont tous compris entre b 
et G b , or c est de la forme <J et donc b^c . Puisque b et c jouent 
exactement le même rôle on a aussi ĉ b ainsi b = c . 

Dans chaque cycle de CT il existe un élément b et un seul tel que 
b^ 0" b , le nombre d'excédents de G est n-k . 

Il existe donc un mot f tel que f - o* 9 le fait que f est un mot 
emboité résulte alors immédiatement du lemme IV.2 et la propriété IV.4 est ainsi 
démontrée. 

Nous avons donc associé à un mot emboité une permutation 0" telle que 
g(Cn, CJ ) = 0 , mais plusieurs mots différents peuvent donner naissance à la même 
permutation si ceux-ci ne diffèrent que par une permutation des lettres de l'alpha­
bet X . 

Pour que l'application qui à un mot emboité f associe la permutation f 
soit une bijection nous définissons des objets plus restreints ; les emboîtements. 

DEFINITION. - Pour tout nombre k k̂ O , soit Xk l'alphabet fini, 
= { X q ,x ,. . . ,x̂  } ; un mot emboité e s t u n emboitement si : 

(i) f commence par x , f€ x X* 
o o k 

(ii) pour tout couple i,j vérifiant k^i>j>0 la première occur­
rence de x̂  dans f précède la première occurrence de x_. . 

Remarquons que (ii) implique que toutes les lettres de X̂  apparaissent 
dans f . 

Nous avons ainsi : 

THEOREME 1. - Pour tout entier k , il existe une bijection entre les hypercartes  
planaires pointées ayant. 1 sommet et k hyperarétes et les emboîtements de X̂  ; 
ceux-ci constituant un langage rationnel. 
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# 
Soit (& ,CX 5b ) une telle hypercarte opérant sur un ensemble B 

(b f B) , soit n = |b| , il existe une bijection X unique de Cn] dans B telle 
# -1 -1 que X 1 = b etX C ^ = C n • Posons G - X QcX ,ona g( , C7 ) = g( Ç , a ) = 0 . 

D'autre part l'hypercarte pointée (Cn9°" -> 1)
 e s t isomorphe à (Ç , a ) , c'est 

donc la même hypercarte pointée d'après la convention que nous avons adoptée. On 
associe donc bijectivement un emboîtement à toute hypercarte planaire pointée. Le 
fait que les emboîtements constituent un langage rationnel résulte alors immédia-
tement de la propriété IV.2, puisque si on note E' les emboîtements de et E 
les mots emboîtés, on a : 

E ' = E H x . {x s • x, { x ,x, } .x, _ . f x ,x, ,x, n } . . .x_ {x x, . . .x_ } .xn X* 
o L o k o5 kJ k-1 L o' k5 k-1 2 o k 2 1 k 

2 . UN AUTRE CODAGE : LE LANGAGE DE LUKASIEWICZ. 

DÉFINITION. - Soit ^tx> 1TalPhabet : X œ = { x,XQ,X1 ,X 2 ,. . . ,xn. . . } , et soit cp le 
morphisme de dans l'anneau Z des entiers relatifs, considéré comme un monoîde 
pour l'addition, qui est tel que V î O cp (x^) = i , et Cp (x") - 1 . est le 
langage donné par : 

f 6 L « ÇA f = 0 et çn(f')̂ 0 pour tout facteur gauche f de f . oo ^ 

PROPRIÉTÉ IV.6. - Le langage L^ vérifie la relation suivante : 

L = 1 + x L +x,L x L + . . . + X L (x L )n+... oo o oo L oo oo noo oo 

1°) Il est clair que le mot vide 1 appartient à L^ . Soit f un 
mot de x L (x L,) n . Ainsi f s'écrit : n oo °°_ _ 

f = x fn x f_ x f_ ... f xf , où f.€ L pour i = 1,...,n+l . 
n 1 2 3 n n+1 i oo 

cp(f) = n+cpCf̂ -i +cp (f2)-i +...+cp (fn)-i+cp(fn+1) = 0 . 
D'autre part pour tout facteur gauche f de f on a : 
f ' = x L x f n . . . x f ! où f. = f ! f'.' € L . 

n 1 2 i i i i oo 
Donc çp(f|)̂ 0 et Cp (f) = n+cp (f p-i+1^ 0 car î n+1 . Ainsi f appartient 
à L . oo 

2°) Soit f un mot de L , différent du mot vide. f ne peut avoir 
oo 

x comme première lettre car çp (x) - -1<0 , par conséquent il existe n tel que 
f = x g . Et çp (f) = 0 implique çp (g) = -n . 
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Soit g1 le facteur gauche de g le plus long ayant une image par cp 
positive ou nulle, ainsi que tous ses facteurs gauches. Alors il est clair que 
g = ĝ  x , (sinon ĝ  x̂  serait un facteur gauche de g plus long vérifiant 
la propriété) et que Cp (g-̂) - 0 (sinon g x serait un facteur gauche de g 
plus long vérifiant la propriété), on obtient ainsi : 

çp(h1) = cp(g) + 1 = -n + 1 . 

Soit ĝ  le facteur gauche de le plus long ayant, ainsi que tous 
ses facteurs gauches, une image par cp positive ou nulle on obtient de la même 
façon h = g2 x h2 et Cp(h2) = -n + 2 . 

On peut poursuivre jusqu'à : 

f = xn g l x g2 x ... gn x hn 

1̂ ' 2̂ '***' aPPar"tiennent à L par construction, reste à montrer que ĥ  
y appartient. 

Cû(h) = cp (f ) - cp(x ) - n - T cp(g ) = 0 . n n i=l 1 

A tout facteur gauche h' de h correspond le facteur gauche f!= x g,x...g xh' 
& n n v & n&l &n n 

de f et çp(f') = Cp (ĥ ) , par conséquent cp(hn)̂ 0 et ĥ  appartient à L œ . 

La propriété est ainsi démontrée. 
THEOREME 2. - Il existe une bijection b entre les hypercartes H planaires  
pointées opérant sur [n] ayant un seul sommet et les mots de L^ de longueur n , 
de plus si H possède j arêtes de degré i , b(H) possède j occurrences de 
xi-i • 

Nous avons déjà établi une bijection entre ces hypercartes et les emboî­
tements (théorème 1), il reste à établir une bijection b' entre ces mots et les 
mots du langage L œ . 

Soit f€ un emboîtement, construisons g = B'(f) comme suit : pour 
toute lettre x de X, soit f I le nombre d'occurrences de x dans f : alors k 1 'x 
g(m) = x̂  si et seulement si f(m) = x vérifie |f|x ~ î

+l e t f(m) est la pre­
mière occurrence de x dans f (f(m') t x pour m'< m) , g(m) - x sinon. 

g est bien un mot de L^ puisque : 

p(g) = 2 (|f| - 1) - S (|f| - l) 
j=0,k 
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Le premier terme correspond à la première occurrence de la lettre dans f , 
soit çp ( xif| ~ 1) 5 le second terme a la somme des cp(x) correspondant aux 

I I x. 
autres occurrences de XJ dans f , (il y en a évidemment |f(x ~ 1) • 

Xj 
Il est clair d'autre part, de par la construction de g , que tout fac­

teur gauche de g a une image par cp positive ou nulle. 
Nous définissons b' "'"(g) pour tout mot g de par récurrence 

sur | g| . 
Si g = 1 , b'_1(l) = 1 . 
Si | g|>0 , g se décompose (par la propriété IV.6) en : 

g = xn g l x g2 ... x g n + 1 . 
b' ̂(g) est alors donné par : 

b'^g) = XQ B [ - \ G L ) X q b'"
1^) ... X q b £ (gn+1) , 

où bî̂  1 est la bijection définie à partir de b' ̂  par le changement d'alphabet 
qui a la propriété suivante : 

Si x̂  apparait dans b̂  "̂"(ĝ) et x. dans î+l̂  ' a l o r s 

-1 
i,>in et x n'apparait dans aucun des b! (g.) . 1 Jl o *v _̂  1 6i 

Il est alors clair que f = b' (g) est un emboîtement et que b'(f) = g . 

Exemple : Soit (Q^ , G ,1) l'hypercarte planaire pointée donnée par : 

CT= (1,3,12) (2) (4,7,8,9,10) (5,6) (11) (13,14,15) ; 
alors 1'emboitement associé est : 

X0X5X0X4X3X3X4X4X4X4X2X0X1X1X1 
et le mot de L_ : 

CD _ 
X̂ XQXX̂ X-̂ XXXXXXQXX̂ XX . 

COROLLAIRE 1. - Pour toute famille finie d'entiers I = { k1 ,k2,...,kR } , il existe  
une bijection entre les hypercartes planaires pointées ayant un seul sommet et dont  
les hyperarètes ont pour degré des éléments de I et les mots d'un langage algé­ 
brique . 

En effet, ces hypercartes sont en bijection par b avec le langage L̂  
vérifiant : 

LI = Loon XI o ù XI = f *>V-i >•••' xk -lî 
1 n 

qui vérifie l'équation : 
L = 1 + £ 

i=l,.. . ,n 
xk.-i 
i 

^(x Lz)
 1 
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COROLLAIRE 2. - Il existe une bijection entre les cartes planaires pointées ayant 1 
sommet et les mots du langage restreint de Dyck qui vérifie : 

L = l + x,LxL o 1 o o 
Ceci découle du corollaire 1 en posant I = { 2 } . 

3. ÉNUMÉRATION DES HYPERCARTES PLANAIRES POINTÉES AYANT UN SEUL SOMMET. 

La bijection réalisée entre ces hypercartes et va nous permettre 
de donner quelques résultats d'énumération : 

PROPRIETE IV.7. - Le nombre d'hypercartes planaires pointées ayant un sommet et 
(pour i=l,...,k) p̂  hyperarétes de degré i est donné par : 

— — où n = 2 ip. et p = 1 + 2 (i-1) p. 
pi> - i=i,k 1 - ° i=i,k 

1=0, n 
La démonstration de cette propriété est obtenue en modifiant une démons­

tration due à Raney [ 49] . 
Elle résulte des propriétés (i) et (ii) suivantes : 

(i). Pour tout mot f de X œ tel que cp (f) = -1 , il existe un mot g unique 
de L^ tel que f = f x f2 et g = f± ; 

(ii).Pour tout mot g de L il existe |g|+ 1 mots f différents, de X tels & oo _ oo 
que Cp(f) = -1 et g = g1 g2 ; f = g2 x g1 . 

Preuve de (i) : Soit f tel que Cp (f) = -1 , et soit fQ le facteur gauche de f 
le plus court, parmi les facteurs gauches h , tels que çQ(h) soit minimal. Il est 
alors clair que f = f n x , car si f = fn x. , cp(fi)=co(f)~C0(x.)^cp(f) 

O 1 O l l ^ l ^ O ' 1 ^ o 
qui contredit soit la minimalité de Cû(f ) si i> 0 , soit le fait que f est le ^ ^ o o 
plus court si i = 0 . 

Montrons que on pose f = f^xf^ , alors g = f̂  appartient à : 
Cp(g) - Cp(f2) + Cp (fj_) = Cp (f) + 1 = 0 . De plus, si f est un facteur gauche 
de g tel que cp (fT)<0 , deux cas se présentent : 

ff est facteur gauche de , alors f2 = fTf^ et f = f̂  x f f̂ ' , 
ce qui implique çq (f^ x f ) < cp(f̂ x) qui contredit la minimalité de cp (f x) ; 

f' est plus long que , alors f = f | et f = f̂  f̂  "x f̂  , 
cp(f) = -1 et cp(f')<0 impliquent alors cp(f|)+ cp (f^)+ cp(f2) = 0 et 
Cp(f̂ )>0 , ce qui entraîne cpCf-̂ x) = cp (f|)+ cp(f")^l^ cp(fp et qui contredit 
ou bien la minimalité de Cp(f̂ x) ou le fait que f̂x est le plus court. 
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Unicité de la décomposition f = fj_xf2 " S o^- t f = f { x f 2 t e l q u e f2fl 
appartienne à . 

- Si f| est plus long que , alors : f| = f-|_xf̂  et ~ ^2^1X^1 ' 
La minimalité de implique alors Cp (f1)̂ cp(f^) et par conséquent cp(f!p>0 , 
donc ço(f'f\x)<0 , ce qui est contraire à f 'f ' € L ^ 1 1 ^ 2 1 oo 

- Si f| est plus court que , alors : f1 = ̂i*̂ ï
 e t f2 = 1̂*̂ 2 ' 

La définition de implique cp ( f 1 ) < cp ( f |) . Soit cp(f")̂ 0 , fjjx ne peut 
alors être facteur gauche du mot f^xf!^ ^ e Loo* 

Par conséquent : f| = f̂  et f£ = f . 

Preuve de (ii) : Soit gjĵ  u n e décomposition de g , on a bien COtĝ ĝ ) - "1 • 
D'autre part, deux tels mots ne peuvent être égaux car si on suppose : 

g ~ g1g2 = gj_g2
 e t f " g2̂

gi " g^gi 3 

g2 est (par exemple) plus court que ĝ  , ainsi : ĝ  - ĝxĝ' et 
f = g2xĝ  = g2

xg'2Xgj_ s c e q.ui implique ĝ  = ĝ'xĝ  et g est donné par les deux 
expressions : 

g - &2 X g2 g2 = gl g2 * g2 * 
Si cp(g2)^0 , alors gJJ x est un facteur gauche de g d'image par Cp 

négative si cp ( ) ̂  0 s gI g2 X e S t ^ a c t e u r gauche de g d'image par cp négative. 

Preuve de la propriété IV.7 : 

Soient h (p ,p ,...,p, ) le nombre de mots de L ayant p. occurrences 
1 1 2 K OO 1 

de xj__^ P o u r i=l,...,k ; (c'est d'après le théorème 2, le nombre d'hypercartes 
planaires pointées à un seul sommet ayant p. hyperarêtes de degré i) et soit 
h'(p, ,p_ ,. . . ,p, ) le nombre de mots f de if ayant p. occurrences de x. _ 1 ^15±^2 k oo 7 ri î-l 
pour i=l,...,k et tels que cp (f) - -1 • Ceux-ci ont pour longueur 
n+1 = ( E i p.)+l et ont p = 1 + £ (i-l)p. occurrences de x . 

i=l,k i=l,k 
D'après (i) et (ii), on a : 

(n+l)h1 = ĥ  . 

D'autre part, h' est le nombre des mots de X ayant p. occurrences de x. . 
1 oo 1 1 _1 

(pour î *0) et pQ occurrences de x ; ce nombre est donc : h i = 
(n+1) ! 
n P i! 

et la proposition IV.7 est démontrée. 
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COROLLAIRE. - Le nombre de cartes planaires pointées ayant 1 sommet et n arêtes 
, 2n ! 

— nf(n+l)| * 
Il suffit de prendre dans la propriété précédente p̂ = 0 pour i t 2 (i>0) 

et p 2

= n , on obtient pQ= n+1 , d'où le résultat. 

PROPRIETE IV.8. - Le nombre d1hypercartes planaires pointées définies sur [ n] et 
ayant un seul sommet est égal à , , t - nj (n+1) ! 

D'après le corollaire précédent, il suffit d'établir une bijection g entre 
les mots de Lqq de longueur n et les mots de L de longueur 2n . 

Cette bijection est le morphisme 0 de Xœ dans [x̂ ,x] donné par 

3(x^) = xi + 1 x '•> P (x) = x • 

Il est alors clair que si f Ç L , |3f€ L .Si f a p. occurrences de 
00 ° __1 

Xi-1 P o u r i=l,.-.,k alors f a S (i-l)p̂  occurrences de x et pour longueur 
£ i p. . P(f) a alors pour longueur S (i+l)p. + £ (i-l)p. = 2 Si p. = 2|f|. 

1 i=l,k i i i 
j3 est une bijection, le "décodage" d'un mot de L̂  s'effectue en cherchant 

les occurrences de x et en les remplaçant par x̂  si elles sont précédées de 
xx̂ +^ (î  0) en ne les changeant pas si elles sont précédées de x . 
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V. CODE DES HYPERCARTES PLANAIRES POINTEES 
AYANT-UN NOMBRE QUELCONQUE DE SOMMETS 

Nous avons donné dans la partie IV deux méthodes (théorèmes I et II) pour 
coder les hypercartes planaires pointées ayant un seul sommet. Nous démontrons dans 
cette partie qu'étant donnée une hypercarte (CT ,a ) planaire il existe une permu­
tation circulaire Ç telle que g(£,0" ) = g( Ç , Ct ) = 0 . Nous codons alors 
( G ? °" ) P a r un emboîtement et ( C 3 CX ) par un mot de L , une "combinaison" de 
ces deux codages nous donnera alors un code pour (O ? a) . 

1. PROPRIETE PRÉLIMINAIRE V.l. - Soit ( CT , a ) un couple de permutations opérant 
sur un ensemble B et dont le groupe engendré a pour orbites ,6̂ ,. . - ,B]< . 
Soit ( CT , a ) la restriction de ( 0" , a ) à B. . S'il existe une permutation i i 1 

circulaire S de B telle que g( £ , CT ) = g( Ç , a ) = 0 , alors : 

g(o\ , CL ) =0 pour i=l,k . 

En particulier si ( CT ,a ) est transitif (k=l) c'est une hypercarte planaire. 
Pour démontrer cette propriété, nous introduisons la notion suivante : 

Permutation induite sur un sous-ensemble : 

Soit O opérant sur un sous-ensemble fini B , B' un sous-ensemble de B , 
nous appelons permutation induite par 0" sur B .la permutation G donnée par : 

pour tout b'€ B' crb1 est le premier des éléments suivants qui appartient 
à B' : orb1 5 0"2b' , 0"3b ',..., anb' . Il est clair qu'il existe au moins un de ces 
éléments dans B' puisque B fini implique 3 m , CTmb = b . 

Lorsque 0" b ' = G b ' pour tout b' de B' , B' est union de cycles de G 
et G est simplement la restriction de G à B' . 

Remarquons que d'après le théorème I (bijection entre les emboîtements et les 
permutations formant avec Q une hypercarte de genre nul) si g( Ç ,$ ) = 0 , alors 
g( Ç , Ct ) = 0 pour toute permutation induite a • 

Démonstration de la propriété préliminaire : 

Cette propriété se démontre par récurrence sur le nombre de cycles de CT 

- Si z( CT ) = 1 , alors g( cr , C ) = 0 s'écrit : 1+ ~ [ |B|-l-l+ztcr"1 Q )] = 0, 
soit z(C ) = |B| et CT ̂Q - 1 , la propriété est alors une trivialité. 
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- Soit o" telle que z( o" ) - n >1 . Si le groupe engendré par (a ,a ) n'est 
pas transitif sur B , alors ( o\ , OL ) sont tels que g(o\ , ) = g(ô  » ) =0 
et est une permutation circulaire pour tout i . Ainsi d'après l'hypothèse de 
récurrence g(°\ , (X̂  ) - 0 pour i=l,...,k . 

Si ( °~ ,Gt ) opère transitivement sur B , o" n'étant pas une permutation 
circulaire, il existe nécessairement un élément b tel que Q ̂ ab = b' n'appar­
tienne pas au même cycle de CT que b . 

Soit T la transposition échangeant b et b' ; considérons le couple 
(CTT ,a ) • 

On a z( o"T ) - z( CT )-l , d'après le lemme 1 .1 , puisque b et b' n'appar­
tiennent pas à un même cycle de CT . z(£ ̂C7T ) = z(Q "̂CT ) + 1 , car Q h - b' 
ainsi b et b' appartiennent à un même cycle pour C ̂"CT . 

Ainsi g( Ç 5 °~ T) - g(£ ,CT ) -0 . Le couple (CT T , a ) est une hypercarte 
car 0" T est obtenu par fusion de deux cycles de o* ; par conséquent, puisque 
z( (jf) = z(CT )-l , on peut lui appliquer l'hypothèse de récurrence ainsi : 
g(cr T ,a ) =0 . 

D'autre part, z(a ̂CTT ) = z(a ̂"CT ) + l d'après le lemme 1 .1 , ainsi : 

o = g(o-T , a ) = i + \ ( |B I - z(a ) - Z(CTT ) - z(a_1cTT )) 

= i + \ (|B| - z(a ) - z( cr ) - z(a_1cr )) 

ou l+^(|B|-z(a)-z(cr) - z(a-1a ) + 2) 

o = g( a T , a ) ̂  g( a , a ) • Or g( CT , a )^ o implique g( a , a ) = o . 

2. ALGORITHME DE NUMEROTATION DES BRINS. 

THEOREME III (Théorème de Codage). - Soit (CT , a) une hypercarte opérant sur B 
planaire (telle que g( a ,CX ) = 0 ), alors il existe une permutation circulaire £ 
de B telle que : 

g(C,cj) = g( C , a ) = o . 

Nous définissons C de la manière suivante (ce qui revient à numéroter les 
brins) : 

bQ est choisi quelconque (si H = CT , et , b est pointée bQ= b ) 
- supposons définis bQ,b1 = £bQ,b2 = £

2bo,...,bp = £
PbQ , on définit 

C b = b . comme suit : fe p p+1 
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Procédure A : - Si - Ct b̂  appartient à un sommet (cycle de a ) sur lequel 
aucun brin n'appartient à fb ,b, ,b„ ,. . . ,b } , alors Q b = Ct b ^ L o ' 1 ' 2 ' p J ' p p 

Procédure B : - Si et b appartient à un sommet sur lequel un brin 
appartient à { bQ,b1,b2,...,b̂  } , alors Ç b̂ = CT b̂  si CT b̂  n'appartient pas à 
{bo,b19b2,...,bp] , sinon : 

Procédure C : - Q b̂  est le premier élément de la suite °" ̂ p-i5^ 5 

° bp-3 ' '*"5 Œ b2 5 Q bl'° bo q u i n' aPP a r t i e n t Pas a f b

Q >
b!>b

2 >•*''
b

p 3 

^b|B|- 1 = bo 

3. DEMONSTRATION.DU THEOREME DE CODAGE. 

(a) La vérification de ce que la permutation g ainsi construite est 
bien circulaire et de g(Q , CT) = 0 résulte des deux remarques (i) et (ii) 
suivantes : 

(i) Soient b_. et b_̂  deux brins tels que j <i et CT b_.= b̂  , alors 
tout brin b̂  tel que j<k<i n'appartient pas au sommet de b̂  et bj ; 

(ii) Si o- b^ - bj est tel que j <i , alors tous les brins appartenant 
au même sommet que b. sont éléments de [b ,b,....,b. J . 

^ i o5 1' i 
En effet, tous les sommets de ( CT , et ) sont atteints par £ puisque 

(CT , a) est transitif, de la remarque (ii) il résulte alors que tous les brins 
d'un sommet sont numérotés et £ est bien une permutation circulaire. 

g( C ÎCT ) = 0 des remarques (i) et (ii), on déduit que l'on peut associer 
un mot f à CT tel que f = 0" , ce mot est nécessairement un mot emboité, en effet 
si un brin appartient à un sommet s est numéroté, on ne numérote les brins des 
sommets rencontrés avant s qu'après avoir épuisé les brins de s (on n'applique 
la procédure A que pour des sommets non encore rencontrés et la procédure C ne 
s'applique, d'après la remarque (ii), qu'après avoir épuisé les brins d'un sommet). 

(b) Démonstration des remarques (i) et (ii). 

Pour la remarque (i) : s'il existe b̂  tel que j<k<i appartenant au 
sommet de b. et b- , soit b, celui d'indice le plus petit. 

Alors b ne peut avoir été numéroté : 
ko 

- Par la procédure (A) puisque b_. (j <kQ) appartient au même sommet 
que lui ; 

- Par la procédure (B) car b̂  _̂  appartiendrait au même sommet que b̂  et 
par la minimalité de b, on aurait ° b. = b. , ce qui est en contradiction 

ko V 1 3 
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avec a b. = b. t b, ; 

- Par la procédure (C), car on aurait alors : b, = °~ b. avec j < i 
k 3 ° o Jo 

(hypothèse de minimalité de kQ) et on obtiendrait une contradiction avec la défi­
nition de la procédure C : b̂  doit être le premier élément de la suite 

o 
o~b jCJb ,...,Qb. ffb. ab qui n1 appartient pas à k k o 1 i o o o Jo 
[b̂  _̂  , b̂  _2 j • • • 5 bQ 3 5 o r a t». = b̂  n'appartient pas à cet ensemble (puisqu'il 
o o ° ^ 1 

est rencontré après i> i ) et o~ b. précède o~ b. = b, dans cette suite. D 1 k J Jo o 
Pour la remarque (ii) : si le sommet de b̂  n'a qu'un seul brin, c'est 

trivial ( CTbi = bi) . 
Sinon, b̂  n'est pas numéroté par la procédure (A) (puisque Ob^ = b_. est 

déjà numéroté), par conséquent il existe î  , î< i tel que ob^ = b̂  si le 

sommet de b̂  n'a que deux brins, la démonstration est terminée sinon, d'après 
la remarque (i), il n'y a pas de brin b̂  appartenant au même sommet que b̂  et 
tel que î < k<i , alors j< î < i , et on peut répéter le même raisonnement en 
remplaçant i. par i . On trouve ainsi une suite b.,b. ,b. ,b. ,...,b. , telle 

1 11 12 X3 Xk 
que i>i1>i2 ,...,> î. et b. = a b. , a b. = b_̂  ,. . . , qui, puisque les cycles 

de a sont finis, se termine nécessairement par b. et tous les brins du sommet 
de b̂  ont un indice plus petit que i . 

(c_) g(Ç ,a ) : 0 . Nous démontrons cette propriété par récurrence sur le 
nombre de sommets de 1'hypercarte. 

Si 0" n'a qu'un seul cycle, il est alors clair que dans la construction 
de Q seule la procédure (B) est employée, alors a = Q et par conséquent 
g( C >a ) = g(cr , a ) = o . 

Si a a k cycles, on utilise la notion suivante pour construire une 
hypercarte ayant un sommet de moins et même une permutation circulaire associée 
que (cr ,a ) . 

Fusion de deux sommets : 

On a vu que g( Q ,Q ) = 0 , on peut donc associer à a un mot emboité f 
tel que f =\ âX et £ = X 5or, d'après le lemme IV. 1, il existe une 
lettre x telle que f = f. xm f. et x nTapparait pas dans f. fn . Cela o ^ 1 o 2 o ^ ^ 1 2 
signifie pour l'hypercarte (a ,a ) qu'il existe un sommet ŝ  dont tous les brins 
sont numérotés consécutivement. Soit : 

bi ' bi+l bi+m-l • 
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Considérons le brin b. . et soit s0 son sommet, on a nécessairement
 CTb. = b. 

î-l 2 î-l i 
car b̂  est le premier brin appartenant à dans la suite { bQ ,... ,b̂ ,...} 
qui ne peut avoir été numéroté que par la procédure (A). Soit alors : 
T- (b. _ , b. n) la transposition qui échange b. _ et b. _ et soit î-l ' i+m-1 î-l i+m-1 

Dans °"' les sommets ŝ  et ŝ  sont fusionnés, et on a : 

z( CT ) = z( a ) - l . 

D'autre part, CT ~*~CTb. _ =<7 ̂  b. = b. n , T échange deux brins du même cycle ^ i+m-1 i î-l 5 & 7 

de CC c et d'après le lemme 1.1 : 

z( a"
1
 CT T ) = z( a-1o ) + i . 

Ainsi g( a ,cr ) = g(a , a T ) = 0 . 

Or la permutation circulaire associée à l'hypercarte* (CT T , OC ) est aussi Ç : 
en effet, il est clair que si la suite associée à QT , a est b', b', b',..,b' 

o 1' 2 n 
on a nécessairement b_t = bj pour j£ i-1 . Or pour trouver b| , on ne peut 
appliquer la procédure (A) à ~ C A R A Î̂_J_ = l̂ appartient au même 
cycle que pour CTT , on applique donc (B) et on trouve : 

o~Tb. _ = °~b., _ = b. , on a donc b! = b. î-l i+m-1 i i i 

De mime, en appliquant encore la procédure (B), on trouve : b| = CT b̂  = > 
et b! = b. pour j ̂ i+m-1 . A partir de b. . , on a aussi b! = b. car les 3 3 i+m-1 3 3 
procédures (A), (B) ou (C) s'appliquent de la même façon à ( CT ,a ) et à (CTT ,CX ). 
L'hypercarte (CTT ,a ) a un sommet de moins que ( o~, oc ) , on peut donc lui appli­
quer l'hypothèse de récurrence et g( Q ,a ) = 0 . Le théorème du codage est ainsi 
démontré. 

4. MOT ASSOCIE A L'HYPERCARTE PLANAIRE POINTEE (CT ,a , b*) . 

Soit Ç la permutation circulaire associée à ( °~ ,cc ) par l'algorithme 
de numérotation des brins. 

Soit X _la bijection entre B et [ni telle que 1 = Xb ,X C X ^ - Q _^ . 

Soit a = X a A et 0~ = X CTX , ( CT,a , 1) est alors la même hyper­
carte pointée que (a ,a , & ) et à (CT ,a , 1) est associé par l'algorithme 
précédent la permutation circulaire Q n . Puisque g(CT , C n )

 = 0 * il existe un 
emboitement f tel que f = CT , ft { X q,...,x^ }"*" . (Théorème I). Puisque 
g( Ç ? a ) = 0 , il existe un mot g de Lœ qui code a . (Théorème II). On associe 
alors à (CT,a,b) = (CT,a,l) le mot h défini sur l'alphabet 

44 



CONSTRUCTION D'UN CODE 

Yk = . 
1 =0,k 

{ xi5x?,...,x? ... } par : 
h(j) = x? si f(j) = x. et g(j) = x 

1 1 P 
h(j) = xi si f(j) = x̂  et g(j) - x . 

Exemple : Soit l'hypercarte planaire pointée donnée par : (O 3 et , 1) opérant 
sur [ 16 J : 

Q = (1,2,3) (4,5,6,7) (8,9,10,11) (12,13,14) (15,16) 
a = (1,7) (2,11,6) (3,10) (4,8,15,14) (5) (9,12,16) (13) . 
On trouve, en appliquant l'algorithme : 
Ç = (1,7,4,8,15,14,12,13,16,9,10,11,5,6,2,3) ; 

ainsi : 
f = XoX4X4X3X2XlXlXlX2X3X3X3X4X4XoXo 
g = X XX XXXX X XXX X X XXX 

_L o Z. O -L A O 
, 1- 3 2o 1 2 o 
n " XoX4X4X3X2XlXlXlX2X3X3X3X4X4XoXo ' 

ooOoo 
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5. CARACTERISATION DES MOTS CODES. 

Dans la suite, nous notons TT̂  et TT̂  > les morphismes de Y* 

sur X* et X* donnés par : 

TT^X )̂ = pour i, j > 0 TT,j(X\) = x pour i > 0 

TT2(X )̂ = n2(x.) » x. V i > 0 . 

Pour un mot f de X* , on note £\ le rang de la première occurrence de 

x± dans f , ainsi : f(f i) = x̂^ et f(j) ^ x i pour j < f± . 

Propriété V.2 : Soit h un mot de Y* , alors h est le code d'une 

hypercarte planaire pointée ayant JC+1 sommets si et seulement si 

(1) TT̂h = g appartient à 

(2) TT̂h = f est un emboitement 

(3) Soit o; la permutation associée à g (=n̂ h) comme mot de alors 

a"1(f i) = f i-l pour tout i >0 et oT1(j) ^ fi«-1 pour tout j tel que 

f(j) = i • 

1 . Si h est le mot associé (code) d'une hypercarte planaire 

pointée, alors les propriétés (1) et (2) sont immédiates. D'autre part, la 

première occurrence d'une lettre d'indice inférieure i correspond au pre­

mier brin rencontré par Q sur un sommet et par conséquent ce brin est nu­

méroté par la procédure A ainsi : 

a(£±^) = f. . 

Enfin, si j appartient au même sommet que , on ne peut avoir <yj = j 

avec j < car on aurait pu alors appliquer la procédure (a) à j . 

2. Soit réciproquement un mot h vérifiant les propriétés (1) 

(2) et (3). Soit q = f et a- définie dans l'énoncé. 

-i) Montrons tout d'abord que {otct) est transitif. 

Supposons que tout élément inférieur ou égal à j s'obtient 

à partir de 1 par application d'un nombre fini de fois a ou o , montrons 
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qu'il en est de même pour j+1 , Soit f(j+l) = i , on a nécessairement : 

f\ < j+1 si £\ < j+1 , alors il existe m tel que j+1 = o*mf̂  • s i 

f̂  = j+1 alors d'après (3) j+1 = aj , d'où le résultat, 

-ii) g(a,a) = 0 . En effet, d'après (1) et (2) et la définition de a 

et a : 

9(Çn»<*) = 9(Çn»
a) = 0 » a i n s i d'après la propriété préliminaire V.1, 

g(a,») = 0 . 

-iii) "(a,o/,l) constitue une hypercarte pointée, on sait lui associer 

une permutation circulaire C d'après l'algorithme de numérotation des 

brins, montrons que C = Cn » a l o r s h sera bien le mot associé à cette 

hypercarte. 

Supposons Q ^ £n , soit i le -plus petit nombre tel que 

j ss Qi/ i+1 . On a l^i^n-1 et i>i+± (sinon Q ne serait pas cir­
culaire) . 

1. Si cri est un brin d'un sommet de (GI<X) n'ayant pas de brin élé­

ment de { 1 , 2 , . . . . i J alors par construction de Q , ai = j (Procédure A). 

Soit alors p le plus petit élément de [n] qui est brin du sommet de 

cà = j , évidemment i < p , d'autre part o/"̂ (p) = p-1 » d'après la condi­

tion (3) , p et j appartiennent au même sommet p est le premier brin 

de ce sommet dans [n] et OT\?) = p-1 >o/"''(j) = i est en contradiction 

avec la deuxième partie de la condition (3). 

2. Si o/i est le brin d'un sommet déjà rencontré dans 

{ 1 , 2 , . . . f i } alors par construction de Q , j = ci vérifie j = crjQ avec 

J O S i . 

i+1 appartient aussi à un sommet déjà rencontré dans 

{1 ,2 , . . . , i j sinon d'après la condition (3) on aurait c/~''(i+l) = i . 

Par conséquent, par construction de a = f » on a i+1 = ai avec i ^ i . 
o o 

D'après la construction de Q (Procédure (C)) on a nécessairement iQ < j Q 

(sinon - i+1), les inégalités suivantes sont donc vérifiées : 
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i <j i+l< j . 
o Jo J 

Or i et i+1 appartiennent au même sommet et il en est de même pour j , j ; 
ce qui implique, puisque f est un mot emboîté, que i+1 , i , j , j sont 
éléments d'un même sommet. Dans ces conditions, par définition de f , on a : 

f(j0) -- o j o = i+1 = j 

^ ~ ^1%. 6 t ProPr^^1:^ ̂'̂  es_t: démontrée. 
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VI. LE LANGAGE CODANT LES CARTES PLANAIRES POINTEES. 

1 . L'OPERATEUR VK • 

Cet opérateur associe à tout sous-ensemble de Y* ^ une par­

tie de Y*̂  , pour le définir nous introduisons le morphisme projection 

de Y*K ; / dans Y*̂  ^ , est alors une restriction de l'image 

inverse de tjj^ • 

VS est donné par : 
K 

w (x. 1) = x. 1 m (x ) = x. pour tout i 0 < i < i c , V l > 0 JCV 1 ' 1 x> i y 1 
TD (x 1 ) as X 1 W (x ) = X 

On définit alors t̂ L , ou Le Y*̂  par : 

f appartient à ^L si et seulement si ^(f) appartient à L et si 

aucune occurrence d'une lettre ayant pour indice inférieur 0 ne précède 

une occurrence d'une lettre d'indice inférieur îc , ce qui s'écrit : 

(f(i 1) = X q

1 ou £(±^) = Xq) et (f(i 2) = x^1 ou f(i2) = x̂ ) implique 
i« < • 2 1 

Ainsi : 

VKL = Œrjc""1(L) H Y'*x . Y*JC#-1 où l'alphabet Y'̂  est 

Y*̂  = U {x^,x^ ,x^ , . . . . ,x^. . . . | =s ̂ s\i
x

Qt
x

0 tx

Q » • • •
x

0̂

>* • • • j1 

i=1,JC 

Par exemple, soit g = X q *2 XO X3° X4° ' a l o r s ^(^î e s t constitué de g 

et des mots g et g suivants : 
9 1 - X5 V o X

3

 X4 1 O O 
g2 = X5 X2 X5 X3 X4 * 

2. LE LANGAGE CODANT LES CARTES PLANAIRES POINTEES. 

La propriété V.2, caractérise les mots qui sont les codes des 

hypercartes planaires pointées, si on restreint ce codage aux cartes on 

obtient aisément la caractérisation suivante des mots codant les cartes : 

50 



CONSTRUCTION D'UN CODE 

Propriété VI»1 : Soit h un mot de Y*̂  alors h est le code d'une 

carte planaire pointée ayant x+1 sommets si et seulement si il vérifie  

les propriétés (l)' (2) et (3)»(ces deux dernières étant énoncées dans la 

propriété V.2). 

(i)» TT̂h = g appartient au langage défini par 

L„ = x̂ L„xL„+1 . 1 1 1 
Nous appelons ce langage,pour simplifier l'écriture nous rempla­

çons la lettre x^ par x̂  f nous avons donc: 

L „ c X* X = { x . x f x „ , x \ , . . . . x , x f 
JC+1 JC JC 1 o' o' 1 ' 1 ' JC Je-» 

^ opère des parties de X*̂  dans celles de X*̂  de la même façon 

que pour Y*̂  l'indice supérieur d'une lettre ne changeant pas par 

• Nous avons : 

Théorème IV : Les langages sont algébriques pour tout JC > 1 . 

Ils vérifient les équations : L„ = x L„x L„+1 1 o 1 o 1 

L * + 1 = 
Q<p<K 

? i L „+x x V L 
O p+1 O JC—p+1 O JC JC JC 

V JC > 1 

où ^p+f est définit à partir de L̂  par le changement d'alphabet qui  

laisse fixe X q et. Xq et qui remplace la lettre x.̂  (resp. x\) par 

la lettre x. (resp. x. ). 
1+JC-p ^ — 1+JC-p 7 

Nous démontrons tout d'abord que les langages vérifient 

le système d'équation donné : 

- Pour ce qui concerne , ceci a été déjà fait (corollaire 

2 du théorème II). 
- Montrons que tout mot h de s e décompose soit en 

h = x x h' où h' appartient à \J L , soit en x h„x h_ où h„ o JC r r îc JC o 1 o 2 1 
appartient à ? „ et h_ à L A . r r p+1 2 Jc-p+1 
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_ * 
Notons f = TT̂h et g = TT̂h , ainsi f € {x o ,x o j , 

g £ {x ,x ...x \* . Le mot h de L 1 vérifie les conditions (l'),(2) et ( 

par (V) , f appartient à , ainsi f s'écrit f = xQf xQf . 

Notons n = \£[ = j g i = \h| et m = [f^ +2 , ainsi | = n-m . 

f(m) = X q , par conséquent h(m) = x̂  avec i > 0 . 

1 . Si i = 0 • Dans ce cas, on peut écrire : 
g = x

0 ^ x

0 ^ 2 e t h * xohi*oh2 a v e c ' g l l = ' f l ' ^ l ^ l * E t ° n v é r i f i e %ue '• 
(i). f et fg sont des mots de par construction. 

(ii). ĝ  et g2 sont des mots emboîtés comme facteurs de g , d'autre 

part g étant un emboitement : aucune lettre x i i ^ 0 n'apparaît à la 

fois dans ĝ  et dans g2. De plus gg 6 X*p , g1 € {Xq, x^x^x^,... 

Xp+^,x^+^j* , enfin si on effectue le changement d'alphabet qui remplace 

la lettre x. par x » le mot g' obtenu à partir de g est un i ic+i-p 1 
emboitement. 

(iii). Si on appelle ô  et les permutations associées à et f̂  

comme mots de , et a celle associée à f ,on a : 

a = (1 fm).X1cr1X1""1\2of2X2"'1 

où X̂  et X2 sont les applications de jj^l J et [ l ^ ] d a n s [n] 

respectivement données par : X̂ i = i+1 , \r,i = i+m • 

Ainsi la condition (3) étant vérifiée par h , elle est aussi 

vérifiée par ĥ  et h2 . 

(i), (ii) et (iii) impliquent alors € t et h2 6
 L

J C - p + 1 • 

2. Si i ^ 0 . La condition (3) implique que |f | =0 et 

la condition (2) que i = K (g est un emboitement). On écrit ainsi 

f = x x P , g = x x , h = x x h_ . o o 2 ' o KT2 ' o JC 2 ' 
et on vérifie que : 
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CONSTRUCTION D'UN CODE 

(i). f est mot de 

(ii). TU g est un emboitement c X* 
JC 2 JC—i 

(iii). Si c*2 est la permutation associée à comme mot de L̂  , on a : 

oi = (l,2)\2ûf2X2~
1 

où \ i ss i+2 , ainsi w h vérifie (3) puisque h vérifie cette relation. 2 JC 2 
(iv). Puisque g est un mot emboîté, aucune occurrence de ou de x̂  

ne peut précéder une occurrence de x ou de x dans h (h = x x h ) . r r o o 2 o JC 2 
(i), (ii), (iii) et (iv) impliquent alors £ v̂ L̂  • 

- Réciproquement,soit h = x h x Ii où hft ^ L „ et c—a » o 1 o 2 2 JC-p+1 

£ , il est immédiat de constater que f = n̂ h appartient à 

que g = rr2h est un emboitement et que h vérifie la condition (3). 

De même si h = x x h' , ainsi h appartient bien à L „ . 
o JC JC+1 

Démontrons que est algébrique, v Je > 0 . 

est évidemment algébrique. 

Supposons Lp algébrique pour p < JC , alors ? p + 1 est évi­

demment algébrique (simple changement d'alphabet) et v̂ L̂  est algébrique, 

car SŷL = OB̂ L fi X'*JC

X*JC_1

 o ù x \ = {x

1»
x'1»«-*

x'JC»
x

Jci (L'image par 

l'inverse d'un morphisme et l'intersection par un rationnel conservent 

1 'algébricité). Ainsi l'équation vérifie par peut s'écrire : L „ = x L „x L„+x L„x L „ +M JC+1 o JC+1 o 1 o 1 o JC+1 JC 

où est algébrique d'après l'hypothèse de récurrence et les remarques 

qui viennent d'être faites. 

Ceci prouve que L +̂̂  est algébrique. 

3. GENERALISATION. 

On peut démontrer le théorème plus général suivant qui assure 

1'algébricité du langage des codes d'une classe d'hypercartes. 
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Théorème V.: L'ensemble de toutes les hypercartes planaires poin­

tées ayant JC sommets et dont les hyperarêtes ont des degrés appartenant  

à un ensemble fini I = { , , . . . • j ( ij > 0) est en bijection  

avec un langage algébrique. 

Soit L +̂<j(l) le langage dont les mots sont en bijection 

avec ces hypercartes (paragraphe V,5«)» Nous montrons que ce langage est 

algébrique, il vérifie les équations : 

M l ) = 1 + E ij (l1 (i) x0 jleu 

. 

. 

. 

. 
Lk+1(I) = j-1,p Pj 

où P est le polynôme somme de tous les monômes de la forme 
i 

x A..X A _ x • • o 1 or1 2 a2 

A. x A. „ (où les A sont soit égaux à 1 , soit obtenus à 

partir de L

p ( ï ) » p ^ x f par des changements d'alphabets, soit 

Vp+1 V p + 1 - i ^ p L p ( l ) ) écrits en respectant les règles suivantes : 

-pour â fûrgf ...•ar i : 

Les <Xj tÔ * ' • #c*i prennent toutes les valeurs possibles appartenant à 

{0,1,2,.•..x] et vérifiant : 

Si a ^ 0 >̂ Q'1 = x 

Le mot g = x x x . ...x est un mot emboité o or1 or2 

Si la première occurrence d'une .lettre d'indice ot^ (̂  O) 

précède la première occurrence d'une lettre d'indice a * alors a > a 
q P q 
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Si g(u) ^ pour u < p et g(u) ^ x̂  pour u < p+1 , 

alors arp+1 - ap-1. . 

Pour les Â  ,. • •., Ap+-j • 

Ceux-ci sont déterminés de manière unique pour chaque mot g par les 

règles : 
s i <*p / {°>

cV(*2'',,Q'p-li 9 ä l 0 r S AP = 1 -

Si ŒP € {Ofûf1for2f a p - 1 J 

V l * f 0 ' a 1 , f f 2 , M " V 2 S 
Ap « Lß • 

Si crp 6 {O ,^ ,^ , . . . .^^] 

Si crp 6 {O,^,^,....^^] 

. 

. 

. 

. «p+1-i * i°9a<\9*2Vii 

V i 6 l°» ai V i - i i 
alors 

A = V -V . - .... V 4L Q (I) . P <*+i v a +1-1 »-1 ß v y 

p p P P 

Si ofî  X {O.or̂  ^ij-li 

alors Ai +1 = LR (x) 

Si «i i l°'°V a i -i* 

a i -1 ^ { ° » < V , # Q f i „2 ^ 

. 

. 

. 
Vi € i0'aV*~aq-2\ 

V i € i0'aV*~aq-2\ 

alors 
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V v « q V
1 • • • • ^ l \

( I ) +

 1 . î J

p p - w 1 -

Les lî (i) sont des langages obtenus par changement d'alphabet à partir 

de L de manière à ce que les mots de L (i) soient des -emboitements. 
PP K 

Ainsi ^( ï ) e s t algébrique car les opérateurs V^ transforment lan­

gages algébriques en langages algébriques. 

Exemple : Soit I s I = {1, 3,4J , posons pour simplifier l'écriture 

L (̂l̂ ) = , on obtient alors les équations suivantes : 
M = x °ML+x 2M„x 1M x M.+x 3M„x M̂x M„x M , 1 o 1 o 1 o 1 o 1 o 1 o 1 o 1 o 1 

M = x °M 4+ E x «x Ŝ x M „ + E x x V fi x M JC+1 o K+1 o p o q o jc-p-q+1 c^Z~„ o le JC q o JC+1-q p 9 q vjc=qpsJC 
(Xp+q<JC 

+ E x ^ x x mV „M ,+ E x 2x 3 x V M 
0<q<JC ° q ° J C"q + 1 *~ q + 1 J C"q + 1 (Xq<ic 0 JC p JC JC jc-p+1 

+ x 2x x A V v «M „+ E x 3fixfixfixM 
o JC JC—1 JC JC—1 JC—1 o p o q o r o JC-p-q-r+1 P» 3?r 

<Xp+q+r<JC 

+ E x 3 f i x x \ / f i x M E x3fi Je x x „ \7 v -M „ 0<p,ĉ C O P O q q q O JC-p-q+1 O JC-p+2 O p p-1 p p-1 p-1 

+ E 
p+q+r=JC+i 
1<p,q,rSJC 

3fi x M x x VM + E x 3 M x x f i x V M p o q o r r r O r o p q p pp 

+ E x 3x V fi x 3 x î ^ 0 * * P o q o E 
p+q=JC+1 

: 3x x „ \7 v" .M x M O JC JC—1 JC JC-1 p O q 

+ E 
p+q=JC+1 

: 3x v7 M x x V M + x 3x x .x n^ V „ V M , oJCJCqoqqq O J C JC-1 JC-2 JC JC-1 JC-2 JC-; 

+ E x x M x V M • ^ „ o JC p JC JC q p+q=JC+1 
E x 3 xMxf ix \ /M „ ojcpjcqjcjcr p+q+r=JC+1 r M 
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Ce chapitre est composé de trois parties disjointes. 

La première est consacrée à la démonstration d'un théorème 

de transfert dont une conséquence est de retrouver de manière purement combi-

natoire des résultats de W.T. Tutte concernant 1'énumération des "slicings". 

La démonstration donnée ici diffère sensiblement de celle que nous avions pro­

posé dans notre thèse de troisième cycle, elle nous permet de généraliser no­

tre résultat aux hypercartes uniformes. Après avoir donné quelques propriétés 

du codage, (construction d'un "hyperarbre recouvrant" et d'une dépendance 

entre sommets) nous donnons deux propriétés fines vérifiées par le code des 

hypercartes uniformes (qui ne sont plus vraies si on supprime cette hypothèse) 

cruciales dans la construction du transfert. Cette dernière construction se 

fait en itérant un "transfert élémentaire" qui est tout d'abord étudié en dé­

tail. Les conséquences sur 1'énumération sont données pour terminer. 

Dans la deuxième, nous relions notre codage à celui qui a été 

construit par A. Lehman ([36]) et qui avait aussi été envisagé par C. Lenor-

mand (communication orale en 1968). 

L'avantage du code de Lehman-Lenormand est qu'il s'effectue 

avec un alphabet fini (4 lettres) pour les cartes ayant un nombre quelconque 

de sommets, par contre le langage des codes n'est pas algébrique. Néanmoins, 

on peut en déduire un résultat d'énumération de manière purement combinatoire. 

Nous donnons de ce résultat (du à A. Lehman) une preuve originale. Après une 

étude systématique des propriétés du langage. 

Enfin la partie III nous permet de relier nos problèmes aux tra­

vaux de Lyndon et Weinbaum sur le problème du mot, il s'agit d'une simple incur­

sion dans ce domaine qui s'est révélée fructueuse. Une étude plus approfondie 

mériterait d'être entreprise. 
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I» UN THEOREME DE TRANSFERT. 

1. GEOMETRIE DU CODAGE. 

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques propriétés du 

codage qui sont le plus souvent valables pour des hypercartes non planaires : 

nous généralisons aux hypercartes les notions d'arborescence et d'arbre re­

couvrant bien connues pour les cartes. 

Définition : Nous dirons qu'une application y d'un ensemble S dans 

lui-même est arborescente de racine s s'il existe un entier N vérifiant 
o 

V n > N yn(s) = S q V s . 

Remarque : Y ( s

q ) e s t a l o r s égal à S q , en effet soit n supérieur 

à N , yn(s) = S q et YCY^) = Y N + 1 ( S

0 ) = S

0 » A I N S I Y ( S

Q ) = S

0 • 

D'autre part, S q est le seul élément laissé fixe par y 

car si Y(s^) = s-j c e c i implique Y^S-j) ~ s-j ?our tout n , en particu­

lier pour n > N . 

Propriété Í.1. (Arborescence recouvrante) : Soit H = (otCttb^) une 

hypercarte pointée, il existe une application arborescente y de l'ensem­ 

ble S des sommets de H dans lui-même telle que pour tout sommet s 

s et y(s) sont adjacents. 

Soit H = (CT,o/fbo) une hypercarte pointée, non nécessai­

rement planaire,opérant sur un ensemble B de brins ; on peut appliquer, de 

la même façon qu'aux hypercartes planaires , l'algorithme de numérotation des 

brins. On obtient une bijection \ de B dans [nj, pour tout sommet s de 

H , soit b le brin appartenant à s d'image par \ minimale. Soit s le s o 
sommet distingué (bQ 6 S q ) . D'après l'algorithme du codage les brins bg , 

pour s T¿ S q , sont tous "numérotés" par la procédure (a) et 

W 1 (b s ) = \bs-1 . 
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Nous définissons alors y par : Y ( S

0 ) = S q et pour tout sommet s , y( s) 
est le sommet auquel appartient ex ̂ (^s) • 

Y est arborescente : Si s est différent de s o 
s» = y( s) implique \b s, < \bg . L'ensemble S étant fini, la suite 
s»y( s)»Y2( s)» • • • *Ym(s) e s t -finie et l'inégalité (pour y^is) ^ S Q) 
b > b / \ > b _ . . . . >b implique qu'il existe un entier m (dé-s Yvs/ 2/ \ m, v Y Y (s) Y (s) 
pendant de s) tel que Ym( s) = S q . En prenant pour N la valeur maximale 
de m pour tous les sommets s de S on obtient que y est une application 
arborescente de racine s . Pour tout s , v (s) est adjacent à s dans H -1 ° car b € s et a (b ) € y (s). s s 

Sous-arborescence de racine s . 
Pour tout sommet s de H nous définissons la sous-arbo­

rescence Y s de racine s par : Ŝ  est l'ensemble des sommets s' tels 
qu'il existe m > 0 vérifiant y1^5') = s » Y s ( s ) ~ s E T P O U R tout som­
met s' 6 Ss s' ^ s Y S ( S ' ) = Y ( s ' ) • Ys

 e s t b i e n u n e application ar­
borescente. 
Brins dépendants d'un sommet. 

L'ensemble des brins Bg dépendant d'un sommet s est 
composé des brins appartenant aux sommets s' de S : B = (J s' . 

S s'6S 
S 

Propriété 1.2.: est un intervalle [^D

s»^Dt] de l'ensemble des entiers 
naturels. 

(l). Remarquons tout d'abord que si un brin b appartient 
à Bs , alors \bg < \b . 

En effet, ceci est vrai pour tous les brins b apparte­
nant à s par définition de b 

r s 
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C'est vrai pour tous les brins bs, tels que y(s') = s 
—1 —1 

puisque X(oT bs,) = ^ b

st~ 1 o ù <* b

s i appartient à s • 
Si c'est vrai pour bs, , c'est vrai pour tous les bs„ 

tels que Y( S ") = S * P O U R les mêmes raisons, c'est donc vrai pour tous les 

b , tels que s' € S s' n s 

Enfin c'est vrai pour tous les b appartenant à Bs car 

si b appartient à s' (élément de Ss) Xb ̂  \bsl • 

(2). Soit b un brin tel qu'il existe b' vérifiant 

b' € Bg et Xbg < Xb < Xb' , montrons que b appartient alors à Bg . 

Si cela n'était pas vérifié soit b le brin d'image par 

X minimale qui ne vérifie pas la propriété. Ainsi b appartient à un som­

met ŝ  qui n'est pas élément de Ss . 

Si b « b alors XoT b = Xb-1 et oT^b appartient 
S4 S4 S4 

1 1 1 
à Bg par la minimalité de b • Ainsi ys^ = s'̂  appartient à Ss et 
ŝ  appartient alors aussi à Sg , d'où une contradiction. 

Ainsi b est différent de b et b vérifie nécessai-
rement Xb < Xb < Xb (par minimalité de Xb). 

S 1 S 

Soit b* le brin d'image par X minimale vérifiant 

b' 6 B Xb < Xb < Xb' . 
s s 

Si b1 » b , , alors Xa~1b' = Xb'-1 et aT^b' appartient 

aussi à Bg , ce qui contredit soit le fait que b n'appartient pas à Bg , 

soit la minimalité de b' • 

bs, est ainsi différent de b' mais par la première par­

tie on a : Xb < Xb , . 
s s* 

Par la minimalité de b' : X°s, < X-b » ainsi on obtient 
1'inégalité 
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\t>s < Xbs, < \b < Xb» 
I 

(où b appartient à ŝ  et b? à s'). Ceci est une contradiction avec 

g (£,<j) = 0 , car le mot associé à XaX~̂  n'est pas un emboitement. 

Propriété 1.3. (hyperarbre sous-jacent) : Soit H = (a»<*,bo) une hyper­

carte pointée, soit H = (cjfS) l'hypercarte opérant sur l'ensemble B de  

brins et donnée par : 

0) B est constitué de tous les brins b tels qu'il 

existe un sommet s de H vérifiant b = bg ou b = c/̂ b ; 

(2) a et a sont les permutations induites par <j e_t 
a. 

Alors H est une hypercarte planaire n'ayant qu'une seule face. 

(la permutation induite sur un sous-ensemble a été définie 

dans le paragraphe V du chapitre premier). 

Démonstration : (i)« Démontrons tout d'abord que (c?»5) est bien une 
hypercarte. Si cela n'est pas vérifié, soit S' l'ensemble des sommets de 
H qui ne peuvent être atteints par une chaîne (de H) à partir de SQ , 
sommet distingué (bQ £ ŝ ) . s\S' contient en plus de S q au moins un 
autre élément car le premier brin b , numéroté par 1'algorithme,qui n'ap­
partient pas à s est nécessairement tel que b = b i oT^b appartient 

o s s 
ì s et oT b - oT b par définition de B . Soit s' le sommet de 

o s. s 
S' ayant un ^ D

s , minimal, posons u = a ^b

si
 u appartient à B et 

il est tel que Xu = xbs,-1 , si u est élément d'un sommet s par la mini-

màité de s' , s est élément de S\S' . L'existence d'une chaîne de SQ 

à s et le fait que QU = b , implique l'existence d'une chaîne de S q à 

s' , d'où une contradiction et S' = Ç) . 
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(ii). H est planaire. 

Pour démontrer cette propriété, nous calculons le nombre d'éléments de B , 

le nombre de cycles de a et de o/ . 

Le nombre de cycles de â est aussi celui de a » ainsi 

z (5) - |S|. 

Pour tout sommet s de H , on a \a~^bs = Xb

s-1 et 
-1 -1 ainsi a b appartient à un sommet s' différent de s , mais a b s s 

peut être ou non égal à b

s i > brin de s' d'image minimale par \ . 

Désignons par S l'ensemble des sommets s tels que oT̂ b = b f . 
s 

Ainsi tout sommet s f. S q de S\S donne naissance à 

deux brins distincts de B , un sommet de S ne donne naissance qu'à un 

seul brin de B . Qn obtient alors la relation : 

lB| = 2(\S\ -1) - l Si . 

A chaque sommet s f S q de S\S on associe l'hyperarête 

contenant bs,a~''bs ; aux sommets appartenant à S sont associées des hyper-

arêtes déjà existantes, ainsi : 

z (<*) = I S l - 1 - | S I . 

Calculons le genre de l'hypercarte H dont on sait qu'il 

est positif ou nul. 

g(H) » l4[B-z(5)-z(5?)-z(5~15)] 

= 1+i[2|S\-2-lsl-|S| +|s|+1-|S)+z(5~1â)] 

. i+i(-z(îr15)-.t) 

g(H) > 0 implique alors z(a ^a) ^ 1 , or une permutation ne peut pas avoir 

moins d'un cycle et ainsi ẑ "" )̂ = 1 et g(5) = 0 . 
La propriété 1.3 est ainsi démontrée. 
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Une hypercarte n'ayant qu'une seule face généralises 

la notion d'arbre (carte n'ayant qu'une seule face), nous appellerons une 

telle hypercarte un hyperarbre. On peut montrer qu'elle est sans cycle et 

que toute adjonction de brin crée un cycle, c'est donc une bonne généralisa­

tion des arbres. H est ainsi un hyperarbre recouvrant l'hypercarte H • 

2. DEUX PROPRIETES FINES DU CODE DES HYPERCARTES UNIFORMES. 

Nous désirons "transférer" un brin d'un sommet s à un 

sommet adjacent , pour que cette opération soit "réversible" il faut que 

la carte obtenue ait même hyperarbre sous-jacent et même numérotation des 

brins . Ceci ne peut être réalisé dans tous les cas ; nous donnons ici un 

cas (qui généralise [_ 13j) pour lequel les conditions que nous imposons sont 

réalisées : il s'agit des hypercartes uniformes de rang JC dont les som­

mets ont des degrés divisibles par JC . 

Hypercarte uniforme : Une hypercarte est dite uniforme de rang JC 

si toutes ses hyperarêtes ont JC éléments. 

Propriété 1.4. : Soit h le mot codant une hypercarte H planaire pointée  

uniforme de rang JC ; soient : 

a = f où f = TT2(h) 

OÍ la permutation associée à g = TT̂ (h) comme mot de 

s un sommet de H différent du sommet distingué (1 fi S) 

satisfaisant : 

(i) Ck'""''(bs) n'est pas le plus grand élément de s' = y( s) 

(ii) |B s | est divisible par JC . 

Alors le brin u = ooT^b^ vérifie : 

a u > ex b 
s 
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Démonstration : Considérons la partition de B en deux sous-ensembles 

Bg et B' s =
 B \ B

S

 : i 1 existe une hyperarête de H qui a des éléments à la 

fois dans B et B' . Soit b £ B et o/"1(b ) £ B* , les hyper-
s s s s v s' s J 

arêtes étant toutes de rang ic et Bg ayant un nombre d'éléments divisi­

ble par JC , il existe donc au moins une autre hyperarête ayant à la fois des 
éléments dans B et dans B' . Soit ainsi b„ un brin, différent de b , s s 1 s ' 
tel que ^ 6 Bg et c/"1^ = b

2 ^ B ' s • 

(2). Pour tout brin b , différent de b^ , appartenant à 

B et vérifiant cT^b 4 B , on a : oT^b > b • Sinon B étant un inter-s s s 
valle de [n] , d'après la propriété 1.2, oT^b £ implique alors 

oT^b < bs . Soit s' le sommet de b , b g l appartient à Bs , ainsi : 
- 1 - 1 - 1 

a b < bs < b s # et a b < a bs, = b g l-1 , ce qui est contraire à la con­

dition (3) de la Propriété V.2 du chapitre premier. En particulier, pour 

or~1b1 = b2 , on a bs < b1 < b2 . 

(3). Par la condition (i) oT̂ b = b ~1 , n'est pas le 

plus grand élément de s' = y(s) • Ainsi u = oa ̂ b^ n'est pas le plus pe­

tit élément de s* et, puisque g(o~t£n) = 0 , u = ooT^b^ > a"̂ bs > bg-1 . 

Puisque u n'appartient évidemment pas à B̂  , u est plus grand que 

donc que tous les éléments de Bg • 

(4). Tout élément compris entre bg et u appartient à 

Bs • En effet d'après l'algorithme de codage après avoir numéroté tous les 

éléments de Bs , on ne peut numéroter un brin par la procédure (a) ( on ob­

tiendrait encore un élément de Bs ) de même on ne peut appliquer la procé­

dure (b). Ainsi l'élément numéroté immédiatement après tous les éléments de 

Bs l'est par la procédure (c). Ce ne peut être que a(bs~l) puisque ce 

brin, u , n'est pas encore numéroté et que les <jb pour b > b sont 
s 

déjà numérotés. On a ainsi : b^ < b^ < u i= b̂  . 
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(5 ) . Les conditions du lemme IV.3 du chapitre premier 

sont alors remplies ab^ = < et g(a,£n) = 0 , donc : 

b̂  < ou < b2 en appliquant ce lemme p fois : cm s b2 , ainsi 
-1 -1 -1 

puisque les cycles de a sont finis : b̂  s a u ̂  b̂  et a u > a bg . 
La propriété est ainsi démontrée. 

Remarquons que les conditions de planarité de H , les 

conditions (i) et (ii) sont indispensables pour la démonstration de cette 

propriété comme le .montrent les contre-exemples suivants. 

Contre-exemple (1). a = (1,2,5,6)(3,4) 

c* = (1,5)(2,3)(4,6) 

s = {3,4j 

\&s\ = 2 et l'hypercarte H est une carte, donc uniforme de rang 2 . 

a"^bs = oT^3 = 2 n'est pas l'élément le plus grand de {1,2,5,6J par 
-1 -1 -1 

contre a Q2 = ot 5 = 1 est plus petit que a bg = 2 . 

Remarquons que g(a«a) = 1 • 

Contre-exemple (2). a = (1,5,7,8,9,15)(2,3,4)(6)(10,11,12)(13,14) 

a = (1,2,3)(4,8,15)(5,6,7)(9,10,11)(12,13,14) 

On a bien g(a9a) = 0 • 

En posant s « {10,11 »12̂  o/"1(bs) « oT1(lO) = 9 n'est 

pas le plus grand élément de s' = {1>5>7>8,9,15} » par contre | B s| = 5 
-1 -1 n'est pas divisible par 3 et u = acx bg = 15 vérifie o; 15 - 8 < 

oT1b = 9 . 
s 

Contre-exemple (3). 

a = (1,2,6,7,18,19,23,24)(3,4)(5)(8,9)(10,11,16,17)(12,13,14,15)(20,21,22) 

a = (1,6,19,20)(2,3,4,5)(7,8,9,10)(11,12,17,18)(21,22,23,24)(13,14,15,16) 
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On a bien g(afa) = O • 

En posant s = {10,11,16,17} , on a Bs = {10,11,12,13,14,15,16717/ et 

\^ s\ = 8 est divisible par quatre, par contre bg = 10 et o/~̂ 10 = 9 

est le plus grand élément de s1 = {8,9j et u = 8 , oT1u = 7 < o/~110 = 9 • 

Propriété 1.5« Î Soit h le mot codant une hypercarte H planaire pointée  

uniforme de rang JC dont tous les sommets sont de degrés divisibles par JC . 

Alors le brin le plus grand du sommet distingué S q n'appartient pas à l'ar­ 

bre sous-Jacent H de 1'hypercarte H . 

Démonstration : Soit b̂  le brin le plus grand du sommet distingué S Q , 

nous supposons que b̂  = a""^b

s

 e t n o u s aboutissons à une contradiction. 

(l). S_i b̂  = cr~''bs alors b > b̂  implique b £ Bg . 

En effet soit b tel que b > b̂  et s le sommet de 

b . Soit m le plus petit entier tel que yms* - S q , posons ŝ  = Ym""^(s') 

(ŝ  f. S q ) . Supposons différent de s , par définition de y 

oT^b appartient à S q donc bg ^ b̂  , l'inégalité est même stricte 
s1 ° s1 

car a b = b„ et s é. s. , ainsi b = ot b +1 est inférieur ou égal s 1 r 1 s1 s1

 y 

à b1 . 

Or B et B sont disjoints, car ils ne peuvent être 
S1 S 

inclus l'un dans l'autre, puisque Y(S-J ) = "Y(s) = S

Q • (Pour deux sommets 

s et s' quelconques Bs et B s, sont disjoints ou l'un contient l'autre). 

Bg et Bs étant deux intervalles de [n] disjoints, les relations sui­

vantes sont impossibles : 
b < b„ < b < b ŝ  1 s 
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car b et b appartiennent à B et b appartient à B • Ainsi sM s. s s 1 1 

ŝ  = s et b appartient à Bg • 

(2). Une des hyperarêtes de H possède des éléments à la fois dans Bg 

et dans B\Bs puisque otb^ « bg et que b^ jé B^ • Or Bg , réunion de som­

mets ayant des degrés divisibles par JC , a un nombre d'éléments divisible 

par JC . Les hyperarêtes ayant toutes JC éléments, il existe au moins une 

autre hyperarête ayant des éléments dans Bs et dans son complémentaire. 

Ainsi otb2 = b3 où b2 € B\Bs , b3 6 Bs . 

On a donc nécessairement : 
b. > b car b est le plus petit élément de B 3 s s s 
b„ < b d'après (1). 2 s 

Ainsi : b2 < b̂  < bg < b3 , car g(Cn,a) = 0 . 

Or b̂  =s b̂  strictement plus petit que bg est contradictoire avec la 

façon dont est effectué le codage (Procédure (A)). 

D'où le résultat. 

3. LE TRANSFERT ELEMENTAIRE. 

Le transfert peut se décomposer en une suite d'opérations 

élémentaires . Celles-ci associent à toute hypercarte pointée planaire une 

hypercarte ayant mêmes brins, mêmes hyperarêtes mais où le degré d'un som­

met s choisi (différent du sommet distingué S q et de degré supérieur à 1) 

diminue d'une unité au bénéfice du sommet y(s) • Plus précisément : 

Définition de t

s (
H ) • Soit h un mot codant 1'hypercarte planaire 

pointée H = (a»or,l) où a = ̂ ^Çh) e t o u e s t l a permutation associée 

à ir (h) comme mot de L (ainsi la permutation circulaire construite par 

l'algorithme du codage est Q^) . Soit s un sommet de H de degré stricte­

ment supérieur à 1 , on définit H' = ts(H) par : 
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H = (a ,,a.l)où cr* est donné par : 
- 1 -2 

a'u = au sauf pour u = t>s-1 , a bg et a bg . 
Pour ces trois brins s 

a'(bs-l) =a"1(b s) 

a'(a bj = <j(bs-l) 

a'(a~2bs) = bs 

Ainsi H1 est obtenue à partir de H en supprimant dans le sommet s le 

brin de numérotation la plus grande (a""̂ bs) et en l'intercalant entre 

bg-1 et a(bs«l) dans le sommet y( s) • (Voir figure). 

H 
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Il résulte immédiatement de la construction de a1 que le 

couple (a'»a) opère transitivement sur l'ensemble des brins [nj , ainsi 

H' est bien une hypercarte. 

On a de plus la propriété suivante : 

Propriété 1.6. (Descente des brins) : L'hypercarte H' » t

s (
H ) e s t  

planaire et l'algorithme de codage lui associe la permutation circulaire £n • 

Soit f = n^(n) ( o n sait que a = f) , soit f • le mot 

obtenu à partir de f en remplaçant la a""^(t>s)
ieme lettre (qui est une 

lettre représentant le sommet s) par une lettre représentant le sommet y(s). 

D'après les diverses remarques faites sur le codage et d'après la définition 

de a' , on a f' = a' • 

De par sa construction f est un emboitement (la vérifi­

cation se fait immédiatement) , ainsi 9(Cn> '̂) ~ 0 • D e P l u s 9(Çn>a) = 0 » 

du fait que n̂ (h) appartient à , donc d'après la propriété V.1 du cha­

pitre premier g(a-'»<*) = 0 . L'hypercarte H' est ainsi planaire. 

Pour démontrer que l'algorithme du codage associe bien |^ à 

l'hypercarte (a'ta»l) » nous vérifions que le mot h' (donné par Tr̂ (h') = 

•n̂ h) et n2(h') = f ) est bien le code d'une hypercarte planaire pointée 

(qui est alors nécessairement H'), ceci en utilisant la caractérisation de 

ces codes donnée par la propriété V.2 du chapitre premier. 

- Les conditions (l) et (2) énoncées dans cette propriété 

sont satisfaites, comme il a été vu plus haut, reste à vérifier la condition 

(3). 

- c/~''(f,

;̂ ) = £'¿-1 e s t immédiat pour tous les £'̂  ne 

représentant ni s ni y(s) ; 
—1 —1 

- pour s ot~ ( f . ) = oT (b ) = bg-1 , car bg est 
s 

élément de s et bs~1 élément de y(s) ; 
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- pour s1 = Y(S) la seule modification est l'adjonction 

du brin cf1(b s) , or a"1(bg) > bg > bg-1 2 b ^ , ainsi b reste le 

plus petit brin de y(s) et oT ( f . ) = oT (f. ) ; 
1s» s» 

- a 1 - ( j ) > f ' i - 1 e s t vérifié immédiatement pour tous 

les y distincts de a~^(bs) , puisque il y a égalité de et fV de 

f(j) et de f ( j ) ; 

- oT"̂ (a~̂ (bs)) est supérieur à bg-1 (puisque h est 

le code de 1'hypercarte H) , or bg-1 appartenant à s' est supérieur 

ou égal à b , , ainsi : 
<*"*1(cT1(bs)) >bs-1 > bs, >b s,-1 . 

Ainsi tous les brins de H* vérifient la condition (3) , h' est bien le 

code de H' et £ n est bien associée à H' par l'algorithme du codage. 

L'opération t g n'est pas toujours réversible, par contre 

une condition suffisante de réversibilité est la suivante : 

Propriété 1.7» (remontée des brins) : Soit h' un mot codant 1'hypercarte  

planaire pointée (a',a',l) où a' ^^^(h') et où a' est associée à n^h') 

comme mot de Lœ . Soit s un sommet de cette hypercarte tel que le brin 

a'o/"1bs = u vérifie o,""1(u) >a~1(b s) . Alors il existe une hypercarte 

H = (ota',!) telle que H' = ts(H) ; de plus H est planaire et l'algo­ 

rithme du codage lui associe la permutation £ n • 

Définissons a à partir de a' par : 

- Q est identique à a1 sur B sauf pour bs~1 , o*,(bs-l) et 

a'- 1(b s-l) ; 

- pour ces trois brins, a est donné par : 

a(bs-l) = a»^(bs-l) 

a(a f(b s-l)) = bs 

a ( a ' ~ \ ) = a'(bs-l) . 
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Il est clair que a est une permutation, que le couple a»a' opère tran­

sitivement, ainsi (o"FO',,l) est une hypercarte pointée. 

Nous commençons par démontrer que H est planaire et 

que l'algorithme du codage lui associe £ n , nous en déduisons alors que 

ts(H) = H' , (la seule difficulté pour la démonstration de ce dernier ré­

sultat est que y associé à a»a' peut ne pas être la même que v' , en 

particulier si y( s) f- ï ' ( s ) » o n n'aura pas t s (
H ) = H'). 

Pour la première partie, on opère comme dans la proprié­

té précédente : 

- on définit f à partir de f * en remplaçant la 

a»(bg-1 ) i e m e lettre (qui est une lettre représentant s' = Y ' ( S ) ) P30? 

une lettre représentant s ; 

- il est immédiat que f = a et que f est un emboîte­

ment ; 

- alors g(£n»f) * 9(Çnf0t') = 0 entraine g(a,a') = 0 

et H' est planaire ; 

- on définit h à partir de f = n2(h) et n^h») = (h) . 

On démontre alors que h est le code d'une hypercarte (qui ne peut être que 

H ) en utilisant la caractérisation de ces codes. Les seules difficultés qui 

peuvent se présenter, proviennent du brin u qui a été transféré. Ce brin ne 

peut être le brin de plus faible numérotation de s' sinon on aurait 
1 —1 —1 —1 

oT (u) = u-1 et on a supposé oT (u) > a" bg or a" (bg) = bg-1 appartient 
à s' . u n'appartient pas à Bg et est plus grand que bg-1 donc que 
b donc que tous les éléments de B . Enfin, la condition a" (u) > oT (b ) s s s 

nécessaire pour la partie (3) de la caractérisation est donnée comme hypothèse. 
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- Il résulte de ce que nous venons de voir que bg est 

aussi le brin de plus faible numérotation de s dans H , ainsi y(s) est 

le sommet auquel appartient oT1(s) qui reste dans s» = Y ' ( S ) • V°nc 

y(s) = Y ' ( s ) l a construction de a à partir de a' est alors l'opération 

inverse de celle de ts(H) , on a ainsi H' = ts(H) . 

4. HYPERCARTES ETIQUETEES: . 

La définition du transfert élémentaire a fait apparaitre 

la nécessité de pouvoir donner un nom au sommet à partir duquel est effec­

tué ce transfert. C'est pourquoi, on introduit la notion suivante : 

Définition : Une hypercarte pointée ayant JC+1 sommets est dite étigue -

tée si on se donne une bijection e (étiquetage) de l'ensemble des sommets 

de cette hypercarte sur {0} U [JC] , telle que le sommet distingué ait pour 

image 0 • Deux hypercartes pointées étiquetées sont isomorphes si elles le 

sont en tant qu1hypercartes pointées et si la bijection qui les échange con­

serve l'étiquetage des sommets. 

On étend l'application e à B en posant e(b) = i si 

et seulement si b appartient au sommet s tel que e(s) = i • 

Codage i 

Le codage des hypercartes pointées planaires étiquetées se 

fait de manière analogue à celui des hypercartes pointées planaires (non 

étiquetées) comme suit : 

- soit (a,of,b*,e) une telle hypercarte, l'algorithme 

de codage associé à (a,a,b*) la permutation circulaire £ ; 

- soit \ la bijection entre B et [n] telle que 

1 = \b* et XÇX~1 » £n . S oient a = X~1aX et a = X~1aX . "a et a véri­

fient g(cn,a) = g(Cn»a) = 0 ; 
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- soit g le mot de L associé à a (Théorème II). 

- soit f le mot définit comme suit : la j-ième lettre 

de f est si et seulement si X""\j) est un brin du sommet s éti­

queté i (tel que e(s) « i ), il est alors clair que f = a (car d'une 

part g(Gn*<*) = g^Cn»^) ~ 0 e t d'autre part f et a ont même équivalen­

ce de transitivité) f est un mot emboîté, mais n'est pas nécessairement 

un emboîtement . 

- enfin te code h de (a»o/,b*,e) est construit par 

n^h) = g 

TT2(h) = f . 

Caractérisation : 

Celle-ci est analogue à la propriété V.2 du chapitre pre­

mier en remplaçant la condition (2) par la condition suivante : 

(2)' TT2(h) » f est un mot emboité commençant par X q et contenant au 

moins une occurrence de chacune des lettres {XQ9X^,...x^\ . 

Propriétés : 

Toutes les propriétés (algébricité, construction de y , 

de H , e t c . ) vraies pour les hypercartes non étiquetées restent vraies 

pour celles qui sont étiquetées. En particulier la construction du transfert 

élémentaire et les propriétés afférentes (1.6 et 1.7) restent vraies sans 

changer un seul mot. 

5. LE THEOREME DE TRANSFERT. 

Soit d = (do,d,j,d2 d̂ ) un vecteur à composantes 

entières positives. Soit Hp(d) l'ensemble de toutes les hypercartes pla­

naires pointées étiquetées régulières de degré p (toutes les hyperarêtes 

ont p éléments) telles que le sommet étiqueté i ait pour degré d̂  . 
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Théorème VI . ; Soient d et d* deux vecteurs tels que : 

d j = d ' j = P * n j p o u r 3 ̂  0 — 3 ̂  1 ' % = p , n

0 ~ 1 — d'o = p , n o ; 

d. = p.n.+1 et d'. - p.n. (n > 0 pour j = 0,...,ic) . 
i i — i ^ i v j *• 

Il existe une bijection T entre Hp(d) et Hp(d'). 

De plus, si H = (ofO/,1,e) , T(H) = (a',<*,1,e) et l'algorithme de codage  

associe £n à T(H) . 

Construction de T : 

Soit H une hypercarte élément de Hp(d) et s le som­

met étiqueté i , considérons la suite ŝ  = y( s) » s

2

 = Y ( s i) » ••••• 

nécessairement cette suite atteint le sommet s soit ainsi s, s et 
o 1 ' o 

S l + 1 • Y( si) = so ' 

Nous allons construire la suite d*hypercartes planaires 

pointées et étiquetées : 

H1 = ts(H),H2 = t s (H^ ; H L + 1 = t s (Hx) = T(H) ; 
1 1 

cette suite est bien définie car dans H le sommet s a pour degré 

pn̂ +1 qui est strictement supérieur à 1 (et même à 2). De même dans 

, ŝ  a un degré strictement supérieur à 1 , e tc . , ; il est clair que 

T(H) est bien une hypercarte pointée étiquetée telle que le sommet étique­

té j a pour degré d1 , elle est planaire car on a vu (Propriété 1.6) que 

si H est planaire tG(H) l'est . T(H) appartient bien à Hp(d') . 

Construction de T~̂  : 

Soit H' un élément de H (d') , soit s le sommet 

étiqueté i , soit comme plus haut ŝ  = y(s) , = y(s^) . . . . = S Q = 

y (sj) • La propriété 1.5 est appliquable à 1'hypercarte H' ,ainsi le 
brin le plus grand de s n'appartient pas à H' et a"\b ) n'est pas o ŝ  
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le brin le plus grand de S q , ainsi d'après la propriété 1.4 le brin 

u_ « o'(cT^b ) vérifie aT̂ u. > oT^b • L'hypercarte H' vérifie l s± 1 s 1 

les conditions de la propriété 1.7 pour le sommet ŝ  , il existe donc une 

carte (et une seule) telle que t g (Ĥ ) = H' . 

Le brin devient alors élément du sommet ŝ  et c'est 

le plus grand élément de ce sommet, ainsi cT^ (b ) n'est pas le brin 
S l -1 

le plus grand de ŝ  dans et en appliquant 1.4 le brin û  ^ = 
—1 —1 —1 o'oT b vérifie oT u -, 1 > oT b . On définit alors (par la pro-

1 S l -1 1 S l -1 
priété 1.7) une hypercarte telle que H1 = t g (E^ ^ ) , cette opé-

— 

ration se répète jusqu'à ce que l'on obtienne H = t~ (Ĥ ) . Il est alors 

clair que H est la seule hypercarte telle que H' = T(H) et que 

H £ Hp(d) . T est bien une bijection. 

6. APPLICATIONS A L'ENUMERATION. 

- En posant p ss 2 , on obtient comme dans [ 13] et [ 14] 

le nombre de cartes planaires pointées étiquetées eulériennes (tous les som­

mets ayant un degré pair) ou quasi-eulériennes (2 sommets seulement de de­

gré impair) en transférant tous les brins (sauf 2 pour chaque sommet) sur le 

sommet distingué. Nous renvoyons le lecteur à ces publications pour le détail 

du calcul. 

- On déduit aussi de ces calculs et de la propriété II.3 

du chapitre premier le nombre de "jc-dissections planaires paires" du fait 

de la bijection établie entre celles-ci et les cartes. 

- On remarque enfin qu'il faut être très attentif,comme 

dans tous les problèmes combinatoires, sur la définition exacte des objets 

à énumérer ainsi : 
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- il y a 2 hypercartes planaires pointées étiquetées dans 

Hrt(2,2,2) qui sont : 

- il y a aussi 2 hypercartes pointées étiquetées ayant 

pour système de degré 2,2,2 (les mêmes). Par contre, il y a 4 éléments 

dans H2(2,3,1) qui sont : 

codes : x x" x x\x„x\ o 2 o 1 1 1 XoX1X1X1XoX2 

x x x x xx o 1 1 2 1 o x x x x„x" x o 1 1 1 2 o 
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et il y a 8 hypercartes pointées étiquetées planaires dont le sommet dis­

tingué a degré 2 et dont le système de degré est (2,3,1) , car on peut 

échanger ŝ  et ŝ  • 

Enfin si on n*étiquette pas, il y a une seule hypercarte 

planaire pointée dont le système de degré est 2,2,2 et il y a 4 hypercar­

tes planaires pointées dont le sommet distingué a degré 2 et ayant pour 

système de degré (2,3,1). 
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II. UN CODE SUR QUATRE LETTRES. 

1. QUELQUES PROPRIETES DES ENSEMBLES Bs . 

Dans le paragraphe précédent, nous avons construit pour 

toute hypercarte H une appplication (arborescente) y de l'ensemble des 

sommets de H dans lui-même. Cette application permet d'associer à tout som­

met s l'ensemble des sommets s' prédécesseurs de S (tels qu'il 

existe m > 0 vérifiant ym( s') = s ) et l'ensemble Bg des brins apparte­

nant à ces sommets. 

Nous avons démontré que si X est la bijection de B sur 

[n] donnée par l'algorithme de codage XBg est un intervalle de [nj. Nous 

donnons dans ce paragraphe deux propriétés (très simples) des Bs qui nous 

seront utiles dans la suite. 

Propriété II. 1.; Pour tout couple de sommet et Bs f| Bg ^ 0 

implique B C B ou B C B 
S 1 2 S2 S1 

Preuve : Si B f| B ^ 0 , soit b un brin appartenant à ces 
S 1 S2 

deux ensembles. Le sommet s auquel appartient ce brin est alors élément 

de S et de S , ainsi il existe nv, et m̂  tels que: s s 1 2 
mi m2 y (s) = s1 et y ( s ) - s

2 ' 
mi ~"m2 mi 

Si m̂  est supérieur ou égal à , y (s^) = y (s) = ŝ  , ainsi s 2 

appartient à S et tout élément de S est élément de S , ce qui im-
S 1 S2 S 1 

plique B C B 

Si m̂  est supérieur à m̂  , on trouverait de la même f a-
m̂—m̂  m 

çon Y (s ) = y ( s ) = so et B C B . 
1 S2 

Propriété II.2. : Pour qu'un brin b appartienne au sommet s , il faut et  

il suffit que b appartienne à et que pour tout sommet s' (̂  s) , pré­

décesseur de s , b n'appartienne pas à B s, . 
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En effet, si b appartient à Bg c'est qu'il appartient 
m 

à un sommet s' tel que y (s') = s . Si s' est distinct de s , b ap­

partient alors à B

s i • 

Si b appartient à s , b appartient à Bg et puisque 

s n'est pas prédécesseur d'un de ses prédécesseurs (y étant une application 

arborescente) b n'appartient pas à B s, . 

2. CONSTRUCTION D'UN LANGAGE INTERMEDIAIRE. 

Nous effectuons,dans ce paragraphe, une étape dans la cons­

truction du langage L codant les cartes planaires pointées écrit sur un al­

phabet à 4 lettres. Nous partons du langage (codant les cartes planaire 

pointées ayant JC+1 sommets) défini dans la partie VI du chapitre premier ; 

en ajoutant deux lettres x et x à l'alphabet et en opérant quelques 

transformations nous obtenons un langage que nous noterons • Dans le 

prochain paragraphe, nous construirons L en faisant la réunion des Lx+1 

pour JC > 0 et en appliquant un morphisme. 

Commençons par définir L̂ +<̂  • 

Soit h un mot de qui code la carte planaire pointée 

(a,a,l) où a = ̂ (h) et où cr est l'involution sans point fixe associée à 

n̂ (h) comme mot de L̂  , nous construisons le mot h comme suit : 

- Puisque XBs est un intervalle de [n] , pour tout som­

met s il correspond un facteur hg de h dont les lettres sont en bijection 

avec les brins de B ; 
s 

- Les propriétés précédentes impliquent que les hs n'ont 

de facteur commun que lorsque l'un est facteur de l'autre. 

- Soit h le mot obtenu à partir de h par insertion de la 

lettre x devant chaque facteur hg (pour tout sommet s différent du som­

met distingué S q ) et de la lettre x après chacun de ces facteurs ; 
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- Sc+1 e s t ^-&n^a^e f°rmé des mots h pour chaque mot 
h dans L 

JC 

Il est clair que l'application qui à h fait correspon­
dre h est une bijection, puisque connaissant h on obtient h par suppres­
sion des lettres x et x • 
Exemple de mot de Lg • 

A la carte dessinée ci-dessous correspond le mot : 

h = x ox 7x 7x 6x 6x 6x 7x y; 5x 5x 4x 4x 3x 3x 2x 2x 2x 4x 5x 5x 1x 1x 1x o . 

Les sous-ensembles B sont respectivement : 
B = [24]\{1,23i B = |4,5,6j Bc = {9,10,11,12,....22,23j 
7̂ S(R 

B = {11,12,13,14,15,16,17,18) B = {13,14,15,16,17} B = {15,16,17< 
4 3 2 

B = {21,22,23] 
1 

Dans ces conditions, le mot h correspondant est : 
XoX^7X7X^6X6X6^7X7X^5X5X^4X4X^3X3X^2X2X2^4^5^5XX1 X1X1 X X X Xo * 

A partir de la caractérisation (Propriété VI.1) des mots 
du langage L̂  et des propriétés des sous-ensembles Bg , on obtient la ca­
ractérisation suivante pour les mots de L „ . 

JC+1 
Notations : - Soit Y'̂  l'alphabet {x,xj U ; 

- Soit TTJTT'̂  et TT'2 les morphismes de projection suivants: 
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TT de Y'̂ * sur {x,x}* donné par TT(X) = x , TT(X) = x , TT(XÌ) = TT(X\) = 1 

V i 
rr^ de Y'̂ * sur {XQ,XOJ* donné par TT'^X^ = X q , rr'^x..) = X q v i 

TT^X) = TT'^X) = 1 

TT'2 de Y'̂ * sur X̂ * donné par n'^x) = TT'2(X) = 1 TT'^X.) = TT'^X.) = 

X. . 

1 - Soit L le langage définit par l'équation : 

L = 1 + xL x L 
X X X 

Propriété II.3»! Un mot f de appartient à si et seulement si : 

(i) l'image de f par TT' ̂  est un mot de L̂  ; 

(ii) l'image de f par TT est un mot de L̂  ; 

(iii) la ième occurrence de x dans f est suivie par un x _̂|_k \ et précédée  

par un x̂  J >k+i-l . 

(iv) soit f = f̂  x g x f2 une décomposition de f telle que rr(g) appar-

tienne à L : 
x 

- Si. ou x\ est occurrence de g , alors f̂  e_t £̂  ne contiennent  

aucune occurrence de ces lettres ; 

- Soit f = f g1f' l'image par n1^ de f , soit a 1'involution sans  

point fixe associée à n'^(f) comme mot de L̂  , alors o/(i) > |f',jl+1 pour  

tout i vérifiant 1^1+1 < i < l̂ '-jl+ls'l • 

Preuve : (i) J3i f = h un mot de , il est clair d'après la 

condition (i) de la propriété VI. 1 que rr'^f) = n^h) appartient à . 

D'autre part de par sa construction f vérifie rr(f) 6 L . La condition 

(iii) résulte de ce que chaque x est suivi par une lettre représentant le 

premier élément d'un ensemble B lequel est b qui vérifie et ̂ b = b -1 . 
s n s s s 

La condition (iv) enfin est conséquence de ce que une telle décomposition 
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implique que l'ensemble des i vérifiant jf'̂ j+1 < i S |f• ̂ \ + |g'| est 

un ensemble Bg (d'après la Propriété II.1) ; ainsi aucun brin de B\Bs ne 

peut appartenir à un sommet de Ss et pour tout i ^ bg , i 6 Bg on a 

cv(i) = o/"1(i) > bs . 

(2) Réciproquement, si f vérifie (i), (ii), (iii) et (iv) 

soit h le mot obtenu en supprimant les occurrences de x . Montrons que 

h vérifie alors les conditions (l)j (2) et (3) de la propriété VI.1 du cha­

pitre premier. 

La condition (l)' résulte immédiatement de ce que f vé­

rifie (i). La condition (2) pour h résulte de ce que f vérifie la condi­

tion (ii) et la première partie de la condition (iv). La condition (3) enfin 

est conséquence pour une part de la condition (iii) et pour sa deuxième par­

tie de la condition (iv). 

3. LE LANGAGE L DE LEHMAN-LENORMAND. 

Il est défini sur l'alphabet X = {x,x^U {y,yj , nous 

notons TTx le morphisme de X* sur (x,xj* ( N

X(
X) ~ X » TTX(X) = x , 

nx(y) = TTx(y) = 1) et T7Y le morphisme de X* sur ty,yj (TT (y) = y , 

TT (y) = y , n (x) = n (x) = 1) . Pour tout mot f de X* soit ô (f) = y y y X 

|f | x - |f|- et soit ôy(f) = |f | y - |fj_ . 

Soient Lx et Ly les langages définis par les équations 

L = 1 + xL xL et L = 1 + yLy yLy . 
X X X y J J J J 

Définition : Soit L le langage composé des mots f tels que : 
- TT (f) e L 

XV ' ̂  X 

- n (f) € L 
y y 

et tels que pour toute décomposition de f en f = f̂ xgf : 6x(cj) > 0 et. 

ôx(g') > 0 pour tout facteur gauche g' de g impliquent à (g) > 0 . 
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Remarquons que l'on peut donner de L la définition duale suivante : 

Propriété II.4«: Un mot f appartient à L si et seulement si : 

- TT (f) 6 L , TT (f) € L 
xv ' x y y 

- pour toute décomposition de f sous la forme f » f̂ gyf̂  , Ôy(g) ~ 0 

et ôy(g") ^ 0 pour tous les facteurs droits g" de g impliquent ô (g) ̂  0 • 

Soit f un mot de L et soit f̂ gyf̂  une décomposition 

de f vérifiant 6y(g) ^0 et ôy(g") S 0 pour tout facteur droit g" de 

g . Supposons que &x(g) soit strictement positif, soit ĝ  le facteur 

droit de g le plus court tel que àx(g^) >0 , alors ĝ  s'écrit ĝ  = xg'̂  

(sinon g1 vérifierait aussi 6x(g
,

<j) > 0 et serait plus court que ĝ  ) • 

Ainsi f = (f lg2)x(g'1y)f2 * Calculons ô^g^y) et ôx(g"1) pour tout 

facteur gauche g'̂  de g^ , on a : ô^g^y) - àx(s\) * ô

x(9 1)-1 » 0 et 

si g^ » g"1h"1 , 6 x(gw

1) - ô^g^ )-ôx(h"1 ) , ô^h^) est négatif ou nul 

par minimalité de ĝ  , ainsi ôx(g" )̂ = "•ôx(
h"^) — 0 • P a r conséquent la 

décomposition de f indiquée vérifie les hypothèses données dans la défini­

tion de L , ainsi ô (g'̂ y) > 0 et ô (g1^) > 0 ce qui est contraire à 

ce qui a été supposé pour g puisque g'̂  est facteur droit de g ; 6X(g) 

est négatif ou nul. 

Réciproquement, soit f vérifiant les conditions de 

la propriété 4. Supposons qu'il existe une décomposition de f sous la forme 

f « f̂ xgf2 où 6x(g) ^ 0 de même que ôx(g') > 0 pour tout facteur gauche. 

Supposons que ôy(g) < 0 , on construit alors le facteur gauche ĝ  de g 

le plus court tel que ^(g^) < 0 , ainsi ĝ  = g'̂ y et f = (f̂  )(xg» ̂  )y 

(g 2f 2) . On démontre alors que 6y(xg'^) =0 et que pour tout facteur droit 

9"^ 6y(g"1) S 0 , ainsi d'après les conditions de la propriété II.4 : 

ôx(xg'1) < 0 et ôx(g'^) < 0 , ce qui est contraire à ce qui a été supposé 

pour g . Ainsi ôy(g) ^ 0 et f appartient à L 
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Soit t 1• anti-isomorphisme de X" sur lui-même donné par 

t(x) == y , t(y) == x , t(y) = x , t(x) = y . Alors on a : 

Corollaire : L = t(L) . 

On vérifie aisément que t(L ) = L et que t(L ) = L • i v x7 y n v y' x 
Soit f un mot de L , soit g== t(f) et g = ĝ xhg2 une décomposition de 

g vérifiant ô x(
n) ^ 0 e t ôx(h') ^ 0 P° u r t o u t facteur gauche. On a 

f 8 t(g) =s t(g2)t(h)yt(g1 ) , t(h) vérifie les conditions de la propriété 

II.4., ainsi 6 (t(h)) < 0 et ô (h) > 0 . x y 

Théorème VII.s II existe une bijection ^ , conservant la longueur, entre 

les mots de L „ et les mots de L où apparaissent JC occurrences de la 
JC+1 

lettre x . 

- Construction de (3̂  • 

Nous définissons w ss PK(h) pour tout mot h de , 

à partir du mot h de L̂ +<̂  , par la construction suivante : 

- On supprime dans h , pour chaque occurrence de x la 

lettre qui se trouve immédiatement à sa gauche et la lettre qui se trouve im­

médiatement à sa droite (d'après (iii) il s'agit de x̂  et x\) ; 

- On remplace toutes les occurrences de x_̂  (v i >0) par 

y et toutes les occurrences de x\ par y . 

(Ainsi sur l'exemple précédent, on obtient le mot : 

w ss xxyyxyxxxxyyxxyxyxyyxxxy) • 

- w est un mot de L • 

- nx(w) ss n(h) est un mot de ; 

- rry(w) est obtenu à partir de TT'̂ ÏÏ) par suppression 

de K facteurs de la forme X

0

X

0

 e t Par changement d'alphabet (Xq en y 

et X q en y) , Il est alors clair que, n'^h) appartenant à , ny(w) 

appartient à L 
y 
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- Enfin soit w = ŵxuŵ  une décomposition de w telle 

que &x(u) ̂  0 ; puisque TÎX(W) appartient à se décompose en 

= w'̂ xw"̂  de telle façon que bx(u-v% ̂ ) - 0 • Ainsi la décomposition de 

w en w = w x̂(uw,

2)xw"2 correspond à une décomposition de h en h = 

ĥ xĥ xĥ  avec ôx(h2) =0 . Or la deuxième partie de la condition (iv) peut 

se traduire par : 

tout facteur gauche h'̂  de hp vérifie 

un h' 2 - n'1 h'2 Ainsi u est tel que : 

6y(u) - \v>,(s)\Xo In'^gjj, 2 o . 
X 

- h et w ont même longueur. 

En effet : par construction de h , on a lh| = | h| +2JC 

(insertion de x et x pour chaque sommet s différent de s

q ) . De même 

par construction de w , | w( = I h \ -2|hlx = !h| -2K = |hi. 

- 3 K est une bijection. 

Pour cela on construit l'application p* suivante et on 

vérifie que p p1 = icL et j3' {3 = i d r • Soit w un mot de L , 
JC JC Jj JC JC Jj 

JC+1 
on construit h = P'̂ (w) (en commençant par TT) de la manière suivante : 

- On construit le mot w' en insérant une lettre y 

avant chaque occurrence de x et une lettre y après chacune de ces occur­

rences. 

- Pour trouver h , on remplace tout d'abord toutes les 

occurrences de y dans w' (resp. de y) vérifiant : w' = uyv (resp. 

w' = uyv) et x̂̂ U^ = 0 ' p a r Xo ( r e s P # x

0 ) • Puis o n remplace 

l'occurrence de la lettre y par x

k_ i + 1 (resp. de la lettre y par * k_ i + 1) 
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i >0 si w' = uyv (resp. w' = uyv) s'écrit aussi w' = û xû yv (resp. 

w» = ^xugyv) où (û  x i-1 et où TTX(U2) € Lx . 

On vérifie alors facilement que : 

- on remplace ainsi toutes les occurrences de y et de y ; 

- le mot obtenu est bien un mot de » 

- soit h le mot obtenu à partir de h en supprimant les lettres x et x , 

alors PJC(
h) = w • Ainsi est bien une bijection. 

Corollaire : Il existe une bijection j3 entre les cartes planaires 

pointées et les mots du langage L . Si C a K+1 sommets et n arêtes  

alors p(c) a JC occurrences de la lettre x et a pour longueur 2n . 

Ceci découle immédiatement de la bijection réalisée (cha­

pitre 1) entre les cartes planaires pointées à JC sommets et le langage . 

4. PREMIÈRES PROPRIETES DU LANGAGE L . 

Propriété 11.5«: Si f = f'f" est un mot de L et s'il en est de même  

pour g alors h = f'gf" est aussi un mot de L . 

Les mots TT

x(
h) e t n (h) vérifient 

n x ( h ) = n x ( f , ) T T x ( g ) T T x ( f H ) 

TT (h) = n (f)n (g)n ( f ) 

sont respectivement éléments de Lx et L 

Soit h = ĥ xwh2 une décomposition de h telle que 

6x(w) > 0 et ô (W) > 0 pour tout facteur gauche w' de w . 

1.) Si jĥ l < |f'|, ceci implique que f = h - j x f ^ e t a l o r s trois cas 

se présentent : 

a), l̂ xw! < ]f'|: alors f« = vf» et f'f" admet la 

décomposition f'f" = l^xvf^f1^ où 6x(w) > 0 et 6x(w') > 0 , ceci impli­

que 6y(w) > 0 . 
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b). IfM < l^xwl^ )f'g | , dans ce cas v = t et 

g'̂  est facteur gauche de g • 

L'image de f'̂  par ôx est positive ou nulle (comme 

facteur gauche de w ) et il en est de même pour tous ses facteurs gauches, 

ainsi la décomposition de f'f" en f'f" » ĥ xf'̂ f" élément de L impli­

que ôy(f',|) > 0 , de plus g'̂  facteur gauche d'un mot de L vérifie 

ày(g\) > 0 , ainsi 6y(v) = by(£\)+ày(g'> 0 . 

c). (ĥ xwl > |f'g|, dans ce cas w » f'̂ gf" et f se 

décompose en f'f" = h^ff f^Jf^ • g G L implique 6x(g) * 0 , ainsi 

ô (£•£") = ô (w)-6 (g) est positif ou nul. Les facteurs gauches de £ ,

1 £
w

1 

sont ou bien des facteurs gauches de £'̂  , ou bien de la forme £• f''̂  et 

f'̂ gf"2 est alors facteur gauche de w , dans tous les cas leur image par 

ôx est positive ou nulle. Puisque f appartient à L , on déduit 6 (£• -f"̂ ) 

et àyM = ô y ^ V ^ ) • ô ^ V V + M ^ - ô y (
f ,

1

f , ,

1 ) ^ ° • 

2.). Si lf'l S h1 < |g\ + |f'l , ceci implique h1 » £'g et g - g^2 . 

Deux cas sont alors à envisager : 

a). Iĥ xvl <s |gj +|£'l , dans ce cas g = ĝjXvĝ  et 

Ôx(w) > 0 (de même que ^x(w') ^ 0) impliquent, puisque g appartient à 

L , que ôy(w) > 0 . 

b). |h^xv| > |gj + |f'| , dans ce cas g = SJ-jXV̂  avec 

non vide . Or ceci est impossible car on sait que ôx(g) =0 et que 

ôx(g,j) ̂  0 , ce qui entraine : x̂̂ V1̂  = ~̂ x̂ 91̂ ""'' < ^ e n c o i r t r diction 

avec le fait que est facteur gauche de w . 

3.). Si h > |g| + lf»| , ceci implique ^ = f ,gfn

1 et f»fM = f'f'̂ xwhg 

puisque f'f" appartient à L , ceci entraine ôy(w) > 0 . 

Dans tous les cas nous avons trouvé ôy(w) > 0 • Ceci im­

plique que le mot h appartient à 1 . 
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Corollaire : Le langage L est un sous-monoïde de X* • 

Cette propriété découle directement de la propriété II.5 

en prenant £• « 1 (où £•' « 1 ) , on obtient £ € L et g £ L implique 

£g appartient à L . 

Propriété 11,6»i Si f'gf" et g sont deux mots de L alors f'f" est  

un mot de L • 

Cette propriété est d'une certaine manière une réciproque 

de la précédente. Il est clair que dans ce cas TT (£'£") et TT (f'f") sont 

respectivement éléments de L et de L , D'autre part, soit une décomposi-
x y 

tion de £•£" sous la forme f'f" = u^xvu^ (où 6x(v) ^ 0 et Ôx(v') pour 

tout £acteur fauche de w) f si xv est £acteur de £' ou de £" il est 

aussi £acteur de £'g£" ainsi ôy(v) ^ 0 . Le seul cas qui reste à étudier 
est celui où £' « f^xf'g 9 f" = f"lf"2 e t v = £ ,2 f"l ' 

Considérons le mot v = f'2gf"2 , c'est un £acteur de £'g£M 

qui véri£ie ô x(
v) = ôx(g)+ôx(v) = ôx(v) £ 0 , pour tout £acteur gauche v' 

de v on a aussi ôx(v') £ 0 (car g mot de L vérifie 6x(g) =0 et 

Ôx(g') > 0 pour tout facteur gauche). Ainsi f'gf" appartenant à L , v 

vérifie 6y(v) ^ 0 mais 6y(g) =0 et ôy(w) > 0 • f'f" est bien un 

mot de L . 

Propriété II.7. Pour toute décomposition f = f'f" d'un mot f de L 

le mot h » xf*xf" est un mot de L • 

La démonstration se fait exactement de la même façon que 
pour la propriété II.5 ; TT (h) et TT (h) appartiennent de manière évidente 

x y 
à L̂  et Ly. Ensuite pour toute décomposition de h sous la forme 

h = l̂ xghg avec ôx(g) > 0 et 6x(g') > 0 , on distingue différents cas, 

suivant que : 

t) . ^ est vide ; 2). |^ | < )xf| ; 3). ^ > |x£*| ï 
la démonstration de ce que 6y(g) ^ 0 dans les différents cas ne présente 
pas de difficulté majeure. 
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Remarque : Si f'f" appartient à L , ceci n'implique pas que 

f'xf"x et yf'yf" appartiennent à L comme le montrent les exemples sui­

vants : 

f s (y)(y) £ L et f'xf"x s» yxyx n'appartient pas à L 

f » (x)(x) et yf'yf" • yxyx . 

Néanmoins la propriété II.6 admet la propriété duale suivante : 

Si f'f" appartient à L alors f'yf'y appartient à L • 

Propriété II.8.: Si f = f'xxf" et g = g1 yyg" appartiennent à L alors 

£i£« gtgn appartiennent à L . 

1) . Pour u « f'f" : soit une décomposition de u sous la forme 

u «« û xwû  (où ôx(v) > 0 et ôx(w') ^ 0 pour tout facteur gauche de w). 

Si xw est facteur de f' ou de f" , il est alors aussi facteur de 

f'xxf et on déduit immédiatement ôy(v) 0. Sinon on a nécessairement : 

f = f'1xw1 

f" a W2f"2 S t W = V<\V2 • 

Considérons le mot ŵ xxv̂  , on ne peut affirmer que l'image par ôx de tout 

facteur gauche de ce mot est positive ou nulle, on distingue alors deux cas : 

- ô x(
w

1) > ° : alors f « f'̂ xŵ xxWgf"2 ; v̂ xxVg vérifie la propriété vou­

lue ainsi ôyCv̂jXXWg) > 0 . Or puisque 6y(x) = ôy(x) = 0 : ô^v^) = 

6y(v) > 0 . 

- 6x(w )̂ =0 : on déduit alors que ôy(
w-j ) ^ 0 puisque c'est un facteur 

de f qui vérifie la propriété voulue. De plus vérifie aussi la même 

propriété : 6 (w ) = ô (w)-6 (w ) = ô (w) > 0 et il en est de même pour x 2 x x T x 
tous ses facteurs gauches (car multipliés à gauche par ils donnent des 

facteurs gauches de w). Ainsi : 

6y(w2) > 0 et 6y(v) = ôy(w1)+6y(w2) > 0 , f'f" appartient à L . 
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2). Pour v s g*g" (c'est la propriété duale) : pour toute décomposition 

de v sous la forme v = v̂ xwv̂  , xw est ou bien facteur de g' ou bien 

de g" , ou bien g1 * S'-,*^ » 9n = w

2

g"2 e t w = w<|v2 ' S i 6

X ( W ) e t 

6x(w') > 0 alors dans les deux premiers cas il est clair que ôy(w) > 0 ; 

dans le troisième cas ô̂ ŵ yyŵ ) — 0 » mais alors puisque ôy(yy) = 0 

MW1W2^ = ô y ( v ) ~ ° * 

Propriété II.9»: Si f € L se décompose en f̂ x^xf̂  où TTx(f2) appartient 

à Lx , ou en £^Y£

2Y
£

3 £û n y(f 2) appartient à Ly alors g = £ ^ £

2

£

3  

appartient à L • 

1). f̂ xf2xf̂  Ç L : Soit g = ĝ xhgg une décomposition de g où h ainsi 

que tous ses facteurs gauches ont une image positive ou nulle par ôx • Si 

xh est facteur de f̂  , de f2 ou de f̂  , xh est aussi facteur de f 

donc 6 (h) > 0 (puisque f 6 L). Sinon puisque rr(f0) € L xh (qui est 
y c. X 

tel que ô(xh') >0 V h1 facteur gauche de h) ne saurait avoir comme fac­

teur gauche un facteur droit de f2 ; deux cas sont alors à considérer : 

- xh = xf^f'g où f<| = f'xf^ f2 = f' 2f» 2 

- xh » x f y 2 f » 3 où £1 = f»1x£"1 f3 = f'3f»3 . Dans le premier cas : f s'écrit : f «= f'̂ xf'̂ xf'gf'̂ xf̂  et tous les fac­

teurs gauches de f"^xf'2 ont une image positive ou nulle par ôx » ainsi 

ôyCf'̂ xf'2) > 0 , soit ôyC^"^'2) = 6y(h) > 0 . Dans le second cas : on a 

le même résultat pour f'^xf^f'3 car ôx(f2) = 0 , donc ôy(h) ^ 0 et 

g appartient à L • 

2). Suppression de y,y : £<\Y£^£>$ € L • 

Calculons son image par t ; on trouve t(f^)xt(f2)xt(f^ ) £ L , TT (fg) ap­

partenant à Ly implique que Ti

x

t(£2^ appartienne à L^t ainsi en appliquant 

1) on a t(f 3)t(f 2)t(f< J) = t(f4 )f2f3) e L . Ainsi puisque t est une involu-

tion et que L = t(L) , ceci implique f̂ fgf € L . 
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5. LE LANGAGE L• • 

Soit L* le langage v ' défini à partir de L de la 

manière suivante : 

w € L1 s'il existe un entier p > 0 vérifiant w(yx)P £ L • 

Il est alors clair que w vérifie 6 (w) = 6 (w) = p . On voit aussi immé-
x y 

diatement que L c L' (on prend p=0 ) . 

Simplification d'un mot de X* • 

A tout mot f de X* nous associons le mot ? , qui 

appartient aussi à X* , obtenu en supprimant tous les couples de lettres 

x,x (resp. y,y) qui sont telles que f = f̂ xf̂ f̂  (resp. f = f^yf2yf3) 

et où TTx(f2) <E Lx (resp. n y(f 2) € Ly) . 

Cette simplification ne définit pas une congruence de Thue 
(voir par exemple l'ouvrage de Gross et Lentin [27] pour la définition de ces 
congruences), bien qu'elle s'y apparente. 

Exemple : Si f = xyxyxxyxyyxyxy 

? = xyxyxyyy • 

Propriété 11.10.; Si f G L1 alors ? appartient au langage L défini 
y par la relation L = 1+xL yL x,y x,y* x,y 

Si f appartient à L' , alors f(yx)P appartient à L 

et ?(yx)P appartient aussi à L car on 1'obtient en supprimant des couples 

x,x ou yy séparés par un élément d'image par TTX OU ny dans L̂  ou Ly 

et L est fermé pour ces opérations d'après la Propriété II.9. 

Pour .montrer que ? appartient à L il suffit de 
x,y 

vérifier que tout facteur gauche ?' de ? vérifie | ?* | x > | ? f l y » puisque 

Ce langage est appelé H par Lehman qui le définit d'une manière sen­
siblement différente. 
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l'on sait déjà que | ? | = l ?L T » P • 
x y 

Soit donc ? = ?'?" ; si |?"| = 0 alors il est clair 

que l?'|x=P et l?-|y = |?| y- \h\ <p , ainsi x * l?'|y • Sup-

posons donc que ?" contient au moins une occurrence de x ; soit : 

?" = ylx?"1 et examinons la décomposition de ?(yx)P en (?,y1)x(?n^(yx)^y) 

x(yx)P~^~^ où j « |?M^| .11 est clair que Ŝ CyxĴ y a une image par 

6 nulle et que tous ses facteurs gauches ont une image par 6X positive 

ainsi, puisque ?(yx)P appartient à L , 6 (?w^(yx)̂ y) ^ 0 ; ce qui s'écrit 

aussi l?"̂  ^ J+1 et( puisque |?ly = p) : \$"^[y £ p-i- |? t t

1 | y < p-i-J-1 . 

I>autre part, par définition de j , on a Ĵ "ilx * ^ f S o i t x = p~̂ ""<'' 

ce qui donne | ? ' [ y < |?'| x~i , d'où le résultat. 

Propriété 11.11. : Si f est facteur d'un mot g de L• et si ? appar­ 

tient à y , alors f appartient à L' . 
Soit donc g = h-j£h

2

 e t w ~ ̂ (^) P € L >> P o s o n s &x(
f) = ̂  

et montrons que u = f(yx)q appartient à L . Il est immédiat que TTX(U) 

et TTy(u) appartiennent respectivement à et à Ly , puisque 

| ? | = )? | =6 (f) = 5 (f) = q . Examinons les facteurs xv de u tels que x y x y 
les images de v et de ses facteurs gauches par ôx soient positives ou 

nulles : 

- Si xv est facteur de f t il est aussi facteur de g 

donc de w et ôy(v) ^ 0 ; 

- Sinon c'est que le x de xv n'est pas simplifié lorsque 

l'on calcule ? ; ainsi f = x̂v̂  et v = v^v^ (v̂  est facteur gauche de 

(yx)^). v et tous ses facteurs gauches ont une image positive ou nulle par 

ôx i et xv̂  est facteur de w donc 6 (v )̂ > 0 , de même pour tout fac­

teur gauche v'̂  de v̂  : 6y(v* )̂>0 . Ceci implique que v̂  ne contient 
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pas de y (ni de x d'ailleurs), ainsi o = f1 xvo et ? ( ^ ) q - ? x ( ? v ) V , 

où v̂ v'„ 
2 2 

( ^ ) q ?(y^)q appartient à L d'après l'hypothèse et la 

propriété II.10, ainsi viV2 vérifie ^ a même propriété que V^V2 P o u r 

les images par ô vérifie sy (vo1 v2) • Mais 5 (v\,v_) = 6 (v.v.) uyv 1 2y yv 1 2' d'où 

le résultat. 
Le théorème suivant énoncé par Lehman n'a eu Jusqu'ici 

aucune preuve publiée : 

Théorème : Un mot v différent du mot vide 1 appartient à L' 

si et seulement s'il existe deux mots u et v de L' (qui peuvent être  

égaux à 1 ) vérifiant l'une des quatre conditions exclusives suivantes : 

(i). w = uxvx ; 

(ii) v = uxvy ; 

(iii) ôx(u) > ôx(v) w = uyt(v)y ; 

(iv) 6x(u) > 6x(v) w = uxt(v)y . 

De plus la décomposition de w ainsi déterminée est unique. 

Preuve i (A). Montrons tout d'abord que tout mot w ainsi construit 

appartient à L' • 

(i). Si w = uxvx, u et v appartenant à L', il existe 

alors deux entiers positifs ou nuls p̂  et p̂  tels que : 

u(yx) et v(yx) appartiennent à L . 

La propriété II.7 implique alors que xvx(yx) est un mot de L , en ap-
— p

2 — P 1 

pliquant II.5 on obtient aussi (u)(xvx (yx) )(yx) £ L , soit uxvx £ L' , 

(ii). Si w = uxvy ( où u et v appartiennent à L'). 

Si v appartient à L' , il est immédiat de remarquer que vyy appartient 

aussi à L' (insertion de yy dans un mot de L), alors d'après (i) : 

ux(vyy)x appartient à L' , soit uxvyyx(yx)q £ L et uxvy £ L' (car 

uxvy(yx)q+'' G L ). 
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(iii). w = uyt(v)y où u et v appartiennent à L 

et Ôx(u) > 6x(v) . Il existe alors p̂  et p2 tels que u(yx) et 
— 2̂ 

v(yx) appartiennent à L . En appliquant la propriété II.7? on obtient que 
P 2 P2 

xvx(yx) est un élément de L ; il en est de même pour (yx) yt(v)y 
d'après le corollaire de la propriété II.4. Puisque ô x(

u) > ôx(v) , p2 

P1 P 2

X _ P^P* 
est inférieur ou égal à p̂  , ainsi u(yx) = u(yx) (yx) . Ainsi de 

(*) 
la propriété II.5 on déduit v ' : u(xy) (yx) •yvy(yx) V

P 1 

On utilise alors 2p2 fois la propriété II.8 en supprimant alternativement 
- P2*"P1 

yy et xx et on obtient facilement uyvy(yx) £ L , soit w £ L' . 

(iv). w = uxt(v)y où 6x(u) > 6x(v) . Alors u(yx) 
et v(yx) appartiennent à L et p > p . De même que dans (iii) : 

(xy) yt(v)y £ L et u(xy) * (yx) 1 * G L , soit u(xy) * (xy) yt(v) 

y(yx) 6 L . Ceci implique, en utilisant 2p +1 fois la propriété II.8 , 

que uxt(v)y(yx) 1 * appartient à L ; ainsi w appartient à L* . 

(B). Unicité de la décomposition; Pour démontrer cette 

unicité, nous vérifions que : 

- pour (i) et (ii), si w = uxvx ou si w = uxvy (u,v 6 L1) alors v 

est le plus long facteur droit de w1 = uxv qui appartienne à L ; 

- pour (iii) et (iv), si w = uyt(v)y ou w = uxt(v)y (u,v £ L') alors 

u est le plus long facteur gauche de w* = uxt(v) qui appartienne à L . 

L'unicité de u et v est alors immédiate. 

^ car u(yx)P 6 L' implique u(xy)P 6 L* . 
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Pour (i) et (ii) : Si ^xv est un facteur droit de w' appartenant à 

L' alors : u^xv(yx)P £ L et v(yx)c* £ L ; dans ce cas p est plus 

grand que q car ôx(xv(yx)P) doit être négatif ou nul. Ainsi d' après la 

propriété II.6 ux(yx)P"~CÏ appartient à L et ceci est impossible car xy 

ne saurait être facteur d'un mot de L • 

Pour (iii) et (iv) : Si uxv̂  est un élément de L* (ou si uyv̂  est 

un élément de L1) et si t(v) = v i V 2 e s t a u s s * 1221 élément de L* , montrons 

que l'on aboutit à une contradiction : 

- uxv1(yx)P et (yx̂ v̂ v,̂  appartiennent à L ; 

-examinons v , d'après la propriété II.9 : 8x8̂  (ou 

Syv̂  ) appartient à L* , ainsi si x apparait dans il existe un en-
Q P-

tier p < p tel que v = v' xv" et TT (xv" (yx) ) appartient à L , 
I p ^ l l l X i X 

alors 6 (vM (yx) ^ y) est positif ou nul et il en est de même pour tout 
x — pr 1-

facteur gauche de ce mot. Ainsi ôyCV^yx) y) > 0 , soit 6y(v"1) > p̂  = 

6x(v
M^)+1 ; ceci étant vrai quelque soit l'occurrence de x dans : 

1 x 1 y 

De même -en utilisant le fait que (yx) v ^ v

2 appartient à 

L , on démontrerait que si y apparait dans Iv̂ l (soit » v'̂ yv"̂ ) 

alors )v' 1 > lv» I +1 et ainsi |v |_< | v A . On obtient finale-
x y y X 

ment 6 (vM) S ô (v\) > or ceci est incompatible avec u £ L' et uxv„ € L' xx 1 ' yx v 1 
(ou uyv̂  € L') car ces deux relations impliquent 6x(u) - ôy(u) et 

ôx(S^) = «/Sx?, ) (ou ô/Sy^) = ô/Sy^) soit 6 X(^) = 

La démonstration de l'unicité de la décomposition est alors achevée. 

(C). Existence de la décomposition : Soit w un mot de 

L' , si w est différent de 1 il se termine par x , par x , par y ou 

par y . 
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1). w ne se termine pas par x : en effet alors v'x(yx)P £ L et xy 

ne saurait être facteur d'un mot de L . 

2). si_ w se termine par x : soit w = w'x • Calculons w1 , d'après 

la propriété II.9» ce mot vérifie S'x(yx)P appartient à L , tout fac­

teur gauche u de v' vérifie donc &x(
u) ^ 6y(u) ; soit u. le plus 

grand facteur gauche de ce mot tel que 6x(u^) = ôy(û ) (û  peut être le 
mot vide mais ne peut pas être w' qui vérifie ô (v') = 6 (w')+l). Il 

x y 

est clair que la lettre qui suit û  dans w' est une occurrence de x 

alors w* s'écrit w* = w xw avec w = u • De par sa construction il est clair que u appartient 

à L ; il en est de même pour w„ car w' = uxŵ  et si a un x,y 2 2 2 

facteur gauche où le nombre d* y excède d'une unité le nombre d' x cela 

contredit la maximalité de u . Ainsi d'après la propriété 11.11 et 

w2 appartiennent a L' (comme facteurs de v £ L'). D'où la décomposition 

(i). 

3). Si_ w se termine par y alors (w'y)yx appartient à L' car 

Ôy(v) > 0 . D'après 2), il existe une décomposition de w'yyx en 

ŵxWgyyx où et v^yy appartiennent à L* . Alors appartient 

aussi à L' , car $ 2 = w2yy appartient à Lx et est facteur du mot 

Vgyy de L' (Propriété 11 .11) . Ainsi w = ŵ xw2y , d'où la décomposition 

(ii). 

3)» Si w se termine par y : soit w = w'y . C'est le cas le plus dé­

licat, les problèmes résultent essentiellement de ce que si u est un mot 

dont le mot simplifié se décompose en u = u'̂ u'̂  , il n'existe pas nécessai­

rement une décomposition de u en u = û û  telle que û  = u'̂  . En effet, 

soit u = xyxxy ; u = xxx et il n'existe pas de facteur gauche û  de 

u tel que û  = xx . 
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Revenons-en à la décomposition de w ; il existe alors une première dé­

composition de w en w = v̂ ŷ y telle que w = ŵ yw2y où TTy(W2) aP~ 

partient à L • 
y 

Résultat préliminaire : Soit u le facteur gauche le plus long de v1  

qui appartient à L' , u est de longueur supérieure ou égale à celle de 
V1. 

Si w = 1 , c'est immédiat car alors appartient à 

L , de même que y^y e t wi appartient à L' . Supposons donc que 

§ 2 = xP (car $ 2 ne contient évidemment aucune occurrence de y puisque 

TTy(w2) £ Ly et aucune occurrence de x car ŵ yv2y appartient à L'). 

Parmi tous les facteurs gauches de Wg soit w'2 le plus court tel que 

P+Ôx(w'2) < 6 y ( w ' • Pour ce facteur il y aura en fait égalité car lors­

que l'on lui concatene une lettre à droite on augmente d'une unité le 

membre de gauche (ou on diminue d'une unité le membre de droite). Nous dé­

sirons montrer que ŵ yw'̂  appartient à L* , pour cela nous calculons 

h = ŵ yw'2 et nous montrons que ce mot appartient à Lx , ce qui entraîne­

ra le résultat, puisque v̂ yw'2 est facteur du mot v^yw^y qui appartient 

à L» (cf. Propriété 11.11). 

Si un x apparait dans w'2 (il ne sera pas simplifié 
o 

dans ŵ xw'̂ ) on a : w1^ = w"2xv"'2 et w'2 = v'̂ xw"̂  (car un y situé 

après x ne peut simplifier un y situé avant x) ; par minimalité de w'2 : 

6x(w"2)+p > Ôy(w"2)+1 ce qui entraîne d'après l'égalité vérifiée par w'2 : 

6 (w"' ) > 6 (vM,J+1 , soit | w" * | > lw"' | +1 . 
yv 2' xv 2' 2 y 2 x h s'obtient à partir de ŵ yw'g e n simplifiant quelques 

occurrences de x apparaissant dans par des x apparaissant dans 

w'2 , le reste demeurant fixe puisqu*aucun y n'apparait dans w'2 , dans 

h apparaissent alors : 
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- Toutes les occurrences de x et y qui appartiennent à et qui ne 

se simplifient pas dans w plus peut-être quelques autres occurrences de 

x . Ainsi tout facteur gauche h1 de h qui est de longueur inférieure à 

IS l vérifie Ih'l > |h'| . i x y 
- Toutes les occurences de x et y qui apparaissent dans w'̂  niais d'après 

ce qui a été vu et du fait que jhj » |h| tout facteur gauche h' de h 
x y 

vérifie |h'| > |h'| et le résultat préliminaire est démontré. 
Venons-en à la décomposition de w', soit u le 

facteur gauche de w' le plus long qui appartient à L' . 

u ne peut être suivi par un x ou un y car par un 

raisonnement analogue à ce qui a été fait pour la propriété préliminaire 

on trouverait un facteur plus long que u • 

Si u est suivi par y : w' = uyu' , on sait que u' 

ne contient ni d' x ni d' y , d'après la propriété préliminaire- Pour 

montrer que u' = t(v) avec v £ L' il suffit de vérifier que tout fac-
o o o teur droit u" de u' vérifie u" > u" , s'il n'en était pas ainsi 

x y o o 
il existerait u1^ tel que u'̂  = u* +1 et uyu» serait un facteur 

x y 

gauche de w' appartenant à L' ainsi u' £ t(L) . D'autre part, la pro­

priété préliminaire implique &x(
u) — 6 X(

V) • Si u est suivi par x : on démontre exactement de 1 a 

même façon que w' = uxt(v) où v appartient à L1 et ôx(u) > 6x(v) . 

Le théorème est ainsi démontré. 

De ce théorème découlent les résultats suivants : 

Corollaire 1 : Il existe une bijection entre les mots de L' et le 

langage restreint de Dycjc sur 3 lettres (sur un alphabet à 6 lettres). 

Immédiat à partir de (i), (ii) et (iii), (iv). 
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Corollaire 2 ; Si f appartient à L' et pas à L , alors f se 

décompose de manière unique en l'une des manières suivantes : 

- f = uxvyt(w) où u,v,w 6 L' et x̂(w) < 6x(v) 

- f = uxvxt(w) où u,v,w G L' et 6x(v) > ôx(w) . 

En effet, si f appartient à L1 et non à L alors 

fyx appartient à L* ce qui implique, au vue de la partie (i) du théorème , 

que fy se décompose de manière unique en fy = uxu'y où u'y appartient 

à L' • Du théorème, on déduit alors encore (partie (iii) et (iv)) que 

u'y se décompose de manière unique : 

- soit en u'y = vyt(w)y où 6x(w) < ôx(v) 

- soit en u'y = vxt(w)y où &x(
w) < àx(v) • 

D'où le résultat. 

Corollaire 3 ï Le nombre de mots de L de longueur 2n est 

3n (2n) 1 
n ! [n+t) ! En effet, d'après le corollaire 1 , le nombre de mots 

de L' de cette longueui est 3n(2n)t 
a! (n+l)| 

.D'après le corollaire 2 le nombre de mots 

longueur 2n qui appartiennent à L* et pas à L est égal au nombre de 

mots de longueur 2n-2 de L' soi 3n(2n)! 
(n-1)!(n+2)! 

Le résultat est 

alors la différence de ces deux nombres. 
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III. VALUATIONS D'UNE HYPERCARTE SUR UN GROUPE. 

1. VALUATIONS APPLIQUANT SOMMETS ET HYPERARETES SUR L'ELEMENT NEUTRE DE G . 

Soit H = {ota} une hypercarte opérant sur un en­

semble B de brins, soit G un groupe quelconque. Une valuation de H 

sur G est une application çp de B dans G • 

Les valeurs d'un sommet s 6 S de 1'hypercarte H 

sont les différents éléments de G que l'on obtient de la manière suivante : 
2 

- en choisissant un élément b appartenant à s , ainsi s » {b,cxb,a b,... 

....a Pb] si |s| = p+1 (p > 0) ; 

- en effectuant le produit (dans G) suivant : cp(b).cp(ab).cp(a b) 

cp(aPb) . 

Remarquons que les différentes valeurs d'un sommet s 

sont des éléments conjugués de G ; en particulier, si une des valeurs de 

s est 1_ (élément neutre du groupe G) toutes les valeurs de ce sommet 

sont aussi égales à 10 • 
On définit de la même façon les valeurs d'une hyper-

arête ou d'une face de H en remplaçant a respectivement par a et 
-1 

par a G . 

Le théorème suivant généralise le théorème 6.4 de 

Weinbaum [73]. 

Théorème VII : Sî  H = (a,a,bo) est une hypercarte planaire pointée, 

S q le sommet distingué (b € s ) ; cp une valuation telle que les hy-

perarêtes et les sommets différents de S q aient pour valeur 1Q alors 

s a aussi pour valeur 1 . 
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Pour démontrer ce résultat, nous utiliserons le théo­

rème du codage du chapitre premier (paragraphe V),au préalable nous dé­

montrons deux lemmes : 

Lemme III.1. : Si (^,a) est une hypercarte planaire à un seul sommet 

(ç est alors une permutation circulaire) ; si cp est une valuation telle  

que les hyperarêtes ont toutes pour valeur 1̂  - Alors le sommet de (£»<*) 

a aussi pour valeur 1Q . 

La démonstration de ce lemme repose sur l'idée intuiti­
ve suivante : si g(Ç»a) = 0 , il existe un mot emboîté f tel que 
- -1 -1 
f = X &X et £ n = A. QX , alors une valeur de £ est en quelque sorte un 
"emboitement" des valeurs des hyperarêtes (toutes égales à 1_) et est donc 
égale à 1_ • Mais donnons une démonstration plus précise de ce résultat , G 
que nous ferons par récurrence sur le nombre de cycles de <y . 

- Si a n'a qu'un cycle, alors nécessairement a = Q 

et la valeur du sommet est égale à celle de l'hyperarête dont on sait que 

c'est 1G . 

- Si a a JC cycles, les propriétés IV.4 et IV.2 du 

chapitre premier impliquent l'existence d'un brin b tel que : 

a(b) = £(b),<*2b = £2b, c*P(b) = CP(b) e t <*P+1b = b . 

Soient alors a1 et £' les permutations définies sur l'ensemble B\a 

(où a est l'hyperarête b,a(b), >aP(b) ) par : 

- o/' est la restriction de a à B\a (cette restric­

tion est bien définie car a est un cycle de a ); 

- C'(b') = e(b') si b- ^ Ç_1(b) et C'(c"1b) = £P + 1b . 
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Il est clair que £' est une permutation circulaire ; 

d'autre part si ot s'écrit a - a'»" (où a" est le cycle définit sur 

a ) , alors C'a" = QL OÙ V est la transposition qui échange ç""̂b et 

£Pb . Ainsi d'après la propriété 1.3 du chapitre premier, z, étant 

disconneetante : 

g(ç,at) = g(c,»crt) + g(et"fa") . F&r définition du genre g(a",a")= 

0 , et (Çtcx) étant planaire, g(Çt<x) = 0 ce qui implique que (ç'fOr') 

est une hypercarte planaire ayant un sommet et dont les K-1 hyperarêtes 

ont pour valeur 1Q ; d'après l'hypothèse de récurrence la valeur de £' 

est 1Q . 

Or une des valeurs de Q est égale à : 

9 ( b

0 M Ç b

0 M Ç 2 b

0 ) cp(b).cp(£b) 9 ( c

p b) cp(Çnb

0)
 e t 

cp(b)çp(£b) cp(CPFC) - cp(b)cp(ab) cp(o/Pb) est la valeur d'un cycle 

de a , c'est donc î . La valeur de r après cette 
G 

simplification est égale à une valeur de donc à 1 • Le lemme est 

démontré. 

Lemme III.2 : Soit H = (Çtcx) une hypercarte planaire ayant un seul 

sommet et JC hyperarêtes. Soit çp une valuation dans un groupe G telle  

que le sommet de H et JC—1 de ses hyperarêtes aient pour valeur 1̂  , 

alors la .K-ième hyperarête a aussi pour valeur 1 . 

Ce lemme se démontre, de la même façon que le précé­

dent, par récurrence sur le nombre d»hyperarêtes de H , Si ce nombre est 

1 , ceci implique (puisque g(£»a) = 0 ) a = Ç et le résultat devient 

trivial. 
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Si ce nombre est diffèrent de 1 , il existe une hy-

perarête h telle que h = (b,ab,.. .aPbJ et Q1b = ô b (pour 1 i i < p) ; 

soit (£'»a') l'hypercarte construire à partir de (ÇiOt) comme dans la 

démonstration du lemme III.1. Deux cas se présentent alors : 

1). h fait partie des JC-1 hyperarêtes de (¿,0/) dont on sait qu'elles 

ont pour valeur 1 . Alors la valeur de C, est : Ci 
1G = <p( b

0 WC b

0 )cp( b ) c p(C b )----cp(C P b MC P + 1 b )----cp(C n b) , or 

cp(b)cp(çb) cp(cPb) = cp(b)cp(ab) <p(aPb) = 1 . 

Ceci implique, par construction de £' , que la valeur 

de cette permutation est 1_ , il en est aussi de même pour ic-2 des K-1 
b hyperarêtes de (i/fa') » ainsi d'après l'hypothèse de récurrence toutes 

les hyperarêtes de (c', a') ont pour valeur 1̂  et il en est de même pour 

celles de (£ , a ) . 

2). On ne connait pas la valeur de h . Alors toutes les JC-1 hyperarêtes 
d e (Ç'»o:') ont pour valeur 1 . D'après le lemme III.1 , £' a donc 

aussi pour valeur 1 . 
b 

La valeur de £ ne dépend pas de la façon dont on la 

calcule (puisque c'est 1 ) , ainsi : 
1G = cp(bWCb) cp(GPb)cp(G *>) ^p(Cnb) » o r 

c p ( C P + 1 B ) •••• c p C C ^ ) = 1Q puisque c'est une valeur de £' . Donc : 

cp(b)cp(Cb) •••• <p(çPb) = 1

G

 e t toutes les hyperarêtes de H ont pour 

valeur 1 • b 
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Démonstration du théorème VII. 

(otOt) étant une hypercarte planaire d'après le théorème du codage 

(théorème III), il existe une permutation circulaire £ telle que 

g(C»cv) = g(ç,a) = 0 . 

- d'après le lemme III.1, puisque toutes les hyperarêtes (cycles 

de a ) ont pour valeur 1̂  , ç a aussi pour valeur 1̂  . 

- on peut appliquer alors le lemme III.2 à £,<j (les sommets de 

o,a devenant les hyper-arêtes de Ç,<j ), et ainsi toutes les hyperarêtes 

de Qto ont pour valeur 1Q , d'où le résultat. 

2. HYPERCARTE PLANAIRE ASSOCIEE A UN MOT NEUTRE D'UN GROUPE DEFINI PAR  

GENERATEURS ET RELATIONS. 

Définition d'une relation d'équivalence dans le monoïde libre. 

Soit Y = {y^,y2>....tYp\ un alphabet fini et soit Y* le monoïde 

libre engendré par Y . Soit R un sous-ensemble fini de Y* . Soit R la 

relation d'équivalence associée à R de la manière suivante : 

Deux mots f et g sont équivalents modulo R s'il existe une 

suite h^,h2,....jh^,....h^ vérifiant f = ĥ  , g = ĥ  et quelque soit 'i 

- ou bien h. = h'. „r.h". A ; h. A = h'. ,h". „ r. G R 
i i+1 i i+1 i+1 i+1 i+1 i 

- ou bien h. „ = h'.r.h". ; h. = h'.h". r. € R . 
i+1 1 1 1 1 i i i 

Les propriétés suivantes sont immédiates. 

Propriété III.3. : R est une congruence, et Y*/R est alors un monoîde  

de type fini. 
Une telle congruence est une congruence de Thue particulière [27] . 
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On dit que R est fermé par conjugaison si quelque soit 

f (-^-^ élément de R tous les conjugués (£̂ £̂  ) de f appartiennent 

à R • On a alors : 

Propriété III.4.? Sfil existe un sous-ensemble R1 de R tel que : 

(a) R' est fermé par conjugaison ; 

(b) pour tout élément y de Y , il existe un mot f de R' tel que 

y soit occurrence de f ; 

alors Y*/R est un groupe. 

Le résultat s'obtient immédiatement en remarquant que si y ap­

parait dans f (soit ŷ̂ 2 € R l ) alors la fermeture par conjugaison de 

R' implique que Y£2£é\ e t f2^1y appartiennent à R» donc à R . Tout 

générateur a ainsi un inverse dans Y*/R , il en est donc de même pour 

tout élément et Y*/R est un groupe. 

Il est clair que la condition n'est pas nécessaire, car par exem­

ple si Y s {x,y] et si R = {x ,̂yx^yj alors Y*/R est un groupe bien 

qu'aucun sous-ensemble de R contenant une occurrence de chacun des géné­

rateurs ne soit fermé par conjugaison. 

Comme conséquence immédiate de cette propriété, on obtient que 

si R = S U { y ^ ^ y ^ ^ y ^ , ^ , y n V V n l où Y = {y 1 ty 2 , . . . . ,y n j 
.Ni 

alors Y*/R est un groupe ; c'est le groupe de présentation ^^y^, 

...yn,S> (voir par exemple Magnus, Karass et Solitar). [39J . 

Lorsque Y*/R est un groupe, de nombreux auteurs ont cherché 

à déterminer l'existence d'un algorithme reconnaissant si un mot f de 

Y* est congru à 1 mod. # (pour une bibliographie complète sur la ques-
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question on consultera l'ouvrage cité plus haut et l'article de Lyndon 

[38]). Il s'agit là du "Problème du mot", énoncé par Max Dehm. 

Le théorème VII de notre travail admet le corollaire suivant : 

Soit G le groupe défini par G = Y*/R , soit H une hyper-

carte pointée et çp une valuation de H dans Y* : si toutes les hyper­ 

arêtes et tous les sommets différents du sommet distingué ont une valeur 
<*>/ 

dans R alors le sommet distingué a ses valeurs congrues à 1 mod R . 

Le théorème qui suit indique que tous les mots congrus à 1 mod R 

peuvent être construits de cette façon. 

Théorème VIII.: Soit Y un alphabet fini Y* le mono!de libre 

engendré par Y , R un sous-ensemble de Y* tel que Y*/R soit un  

groupe, f un mot congru à 1 mod R . Alors il existe une hypercarte  

planaire pointée H et une application çp de l'ensemble B des brins  

dans Y telle que : 

- toutes les hyperarêtes et tous les sommets différents du sommet  

distingué ont une valeur dans R ; 

- le sommet distingué a une valeur égale à f . 

Preuve : Soit f un mot congru à 1 mod R , alors il existe 

une suite h ^ , h g h de mots de Y* tels que 

h, = 1 , h = f et h. = h'.r.h". ou bien h. = h'. ,r.h". „ ; 1 p i+1 1 1 1 1 i+1 1 1+1 ' 
nous démontrons le résultat par récurrence sur p • 

Si n = 2 , alors f = r, , posons n = |r„ I et soit H = (r .r ) 
1 1 1 *»n ten 

cp(i) = la ième occurrence de rA ; il est clair que H est planaire et 

qu'une valeur du sommet distingué est : cp( 1 )cp(2).. .cp(n) = r̂  = f . 
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Supposons le résultat vrai jusqu'à l'ordre p-1 et soit f un 

mot congru à 1 mod R dont une suite qui le construit est h^h^,.. . ĥ  . ; 

Alors l'hypothèse de récurrence indique qu'il existe une hypercarte pla­

naire pointée H = (ato/tl) et une valuation çp satisfaisant les pro­

priétés voulues pour hp ^ . Pour construire H' et cp' correspondant 

à h nous distinguons deux cas suivant que : 
P 

(1) h = h' „r h" „ et h' A h" = h „ ; v ' p p-1 p p-1 p-1 p-1 p-1 
(2) h = h' r h" et h = h' h" . v P-1 P P P P P P 

(1) h = h' .r h" . . 
P P-1 P P-1 

On peut (au besoin on s'y ramène par un changement du nom des brins) 

supposer que 1'hypercarte H opère sur l'ensemble des brins [n] et qu'­

elle admet pour sommet distingué {1,2,... .n -̂1, n̂ | ainsi ai = i+1 pour 

i < n̂  et an̂  = 1 . 

La valeur de ce sommet est : 

^ = sp(l )cp(2).. • .çp(n̂  ) . Soit n'̂  et n"̂  les longueurs des 

mots h' „ et h" „ , soit n' la longueur de r . P-1 p-1 P 

Nous définissons alors 1'hypercarte H' = (a'»a'fl) comme opérant 

sur l'ensemble des brins [n+n'] et telle que : 

- pour a' * a'(i) = a(i) pour i < n et i ̂  n'̂  

a'tn^) = n+1 

<j'(n+j) B n+j+1 pour 1 < j < n' 

a'(n+n') = n'̂ +1 . 

- pour a* : a'(i) = a(i) pour 1 < i < n 

a'(n+j) = n+j+1 pour 1 < j < n' 

a' (n+n' ) = n +1 • 
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La valuation çp' de H1 est définie par : 

cp'(i) as çp(i) pour 1 < i < n 

çp'(n+j) est la j-ième occurrence de r̂  • 

Il est alors clair que : 

- les sommets différents du sommet distingué de H' sont les 

mêmes que ceux de H et ont donc une valeur dans R ; 

- les hyperarêtes de H* sont celles de H auxquelles on a 

adjoint {n+1,n+2,••.n+n'j dont une des valeurs est r̂  ; 

- une des valeurs du sommet distingué est : 

cp(l )cp(2) cp(n,*j )cp(n+1 )cp(n+2)• •. .cp(n+n' )cp(n^+1 ) . . . .cp(n,j ) qui n'est 

autre que h* r h" = h p p p p 
Une seule chose reste donc encore à démontrer, c'est que l'hyper-

carte (a',a') est planaire ; pour cela on considère la transposition v 

qui échange n'̂ +1 et n+1 et le couple (cr't,a') • Ce couple se décom­

pose en deux hypercartes : H = (a,cr) et (a",a") où a" est le cycle 

(n+1,n+2,•••.,n+n*) ; L est donc une transposition disconnectante pour 

l'hypercarte H' = (a 1,a 1) » ainsi d'après la propriété 1.3 du chapitre 

premier, nn obtient : 

g(a•,*•) » g(a.a) + g(<*",<*") . 

Or g(a»a) = 0 d'après l'hypothèse de récurrence et g(a"fa") = 0 , 

puisque a" ^an - 1 • Ainsi (a'»»1) est planaire et la récurrence est 

effectuée pour le cas (1). 
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(2). h = h» r h" . 
v ' P-1 P P P On suppose, de la même façon, que l'hypercarte H opèCe sur 

l'ensemble de brins [n] et que le sommet distingué est {1,2,..«,n^j 

ainsi ai « i+1 pour i < n̂  et <jn̂  = 1 • 

Soient n'̂ n',n"^ les longueurs respectives des mots h1 

r et h» . 
P P Le couple (a',a 1) est alors défini par i 

- il opère sur le même ensemble [n] de brins que H ; 

- a' = or ï 

- a* = av où h est la transposition qui échange n'^+1 et n'̂ +n'+1 • 

La valuation cp* est égale à çp . 

On distingue alors deux cas suivant que (a',a') est ou non une hyper-

carte : 

- si (a',a') n'est pas une hypercarte, alors il se décompose en 

deux hypercartes H* et H" où H' opère sur l'ensemble qui contient le 

brin 1 ; 

H' vérifie alors les conditions voulues, car une des valeurs du 

sommet distingué est ĥ  par construction ; les autres sommets et les 

hyperarêtes de H' sont aussi sommets et hyperarêtes de H ont donc 

une valeur dans R • Enfin H' est planaire, car z, étant disconnectante 

0 = g(ata) = g(H»)+g(H") , g(H"),g(H') > 0 impliquent alors g(H') = 0 . 

- si (a',a1) = H' est une hypercarte. Les sommets différents du 

sommet distingué et les hyperarêtes ont une valeur dans R (puisqu'on 
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ne fait qu'ajouter un nouveau sommet dont une des valeurs est r p ) . 

Le sommet distingué a pour valeur : 

çp(l)....cp(n'1)çp(n«1+n«+l)....cp(n1) = h'ph»p = hp • 

Enfin montrons que H' est planaire : z(#') = z(a) et z(a') = 

z(a)+1 t et en calculant g(H') , on obtient : 

g(H') = l^On-z^O-z^O-z^'V)) 

= g(H)4(z(cy"1a)-z(Œ"*1a,)-l) • 

D'après le lemme de Serret, on sait que : 

Z(OT^G') = z(«y""1a) - 1 

suivant que n'̂ +1 et n'̂ +n'+1 sont ou non sur un même cycle de oT^o • 
—1 —1 

La relation z(oT a') = z(oT a)+1 implique g(H') = g(H)-1 , ce qui est 

impossible g(H) étant nul. On a donc : 

z(crV) = z(a"
1a)-1 et g(H') * g(H) « 0 . 

Le théorème est démontré. 
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Un exemple : Construction du mot neutre ŷ  dans le groupe engendré 
3 2 

par x , y et les relations : x = 1 ; y x y = 1 

y x x y yyyxxxxy 

Y y y x y y y y y y x x x y 
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yyyyyy 

113 





Chapitre Troisième 

APPLICATIONS ANALYTIQUES DU CODAGE 



CODE DES GRAPHES PLANAIRES 

Dans ce chapitre, nous donnons des méthodes de résolution d'é­

quations faisant intervenir les opérateurs d,D,A et V f et en déduisons, sui­

vant une méthode développée par M. Gross [26] , des résultats d'énumération. 

Dans le premier paragraphe, nous rappelons les définitions et 

les propriétés des séries, langages et transductions que nous utiliserons dans 

la suite. Ces propriétés sont données sans démonstration, pour une vue plus 

détaillée de la question nous renvoyons le lecteur aux articles et ouvrages 

plus complets ([12J, [20]» [22]> [24j» [47J> [53])' N q u s insistons plus parti­

culièrement sur le passage à l'image commutative d'une série qui est à la 

base de nos méthodes d'énumération. 

Dans le deuxième paragraphe, nous définissons les opérations 

d,D,A et V , nous montrons qu'ils vérifient des propriétés qui en font en 

quelque sorte des "dérivations" et nous étudions enfin leur lien avec les car­

tes planaires (voir aussi C. Choffrut [11 j pour les triangulations). 

Le paragraphe III est consacré à l'étude des équations faisant 

intervenir d et D de manière linéaire ; nous commençons par établir l'uni­

cité de la solution du type d'équations que nous étudions. Lorsque les coeffi­

cients sont des langages algébriques on montre que la solution n'est pas géné­

ralement un langage algébrique, par contre lorsque les coefficients sont des 

langages rationnels particuliers nous montrons que la solution est un langage 
algébrique. Les résultats sont étendus aux séries et enfin une équation non 
linéaire est envisagée, sa solution n'est malheureusement pas algébrique. 

Dans le paragraphe IV, nous déduisons, des résultats du paragra­

phe précédent, la solution des équations linéaires en A et V où les coeffi­

cients sont des séries rationnelles, on obtient aussi un cas particulier des 
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résultats de J. Richard, résultats que nous énonçons ensuite sans démonstra­

tion : ils concernent les équations linéaires en A et SJ à coefficients 

algébriques et les équations non linéaires dans l'algèbre des séries en va­

riables commutatives. 

Enfin, dans le paragraphe V, nous appliquons les résultats pré­

cédents pour donner les formules d'énumérations : 

- des cartes planaires ayant n arêtes retrouvant un résultat 

de W.T. Tutte [61], [64] ; 

- des cartes simples qui avaient été considérées par Stanton et 

Mullin [46] ; 

- des arbres, étudiées par Kuich [34] et Klarner [33], (voir 

aussi [29j), enfin des arbres parfaits et retrouvons ainsi une formule de W.T. 

Tutte [67]. 
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I. LES SERIES FORMELLES EN VARIABLES NON COMMUTATIVES.  

1. Définitions, séries rationneLles. 

Soit un semi-anneau commutatif unitaire . (Dans les applica­

tions ce sera le plus souvent soit le semi-anneau de Boole & = {0,1} , 

soit l'anneau *î des entiers relatifs). Soit X un alphabet fini dont 

les éléments sont des lettres (ou des variables). La semi-algèbre 

y^«X» des séries formelles en variables non commutatives (ou ^ -

algèbre large du monoîde libre X* ) est définie par : 

- les éléments de >^«X» sont les expressions formelles 

r as £ (r,f)f , où (r,f) le coefficient de f dans r est un élément 
f£X* 

de j % (ou scalaire); 

- la somme r - j + r

2

 = r d e s d e u x séries r̂  et est donnée 

par (r,f) « (r1 ,f )+(r2,f ) pour tout mot f de X* ; 

- le produit d'une série r par un scalaire a de est 

(ar,f) » (a.(r,f))f ; 

- enfin, le produit de deux séries r̂  et r 2 (ou produit de 

Cauchy) est défini par : 

( r i . r 0 , f ) « E (r 1 fg)(r o fh) 
f=gh 

La somme"écrite est étendue à toutes les décompositions de f en pro­

duit de deux mots et est par conséquent finie. 

Il est clair que ces opérations confèrent à A «X» une struc­

ture de semi-algèbre sur jA (c'est une algèbre lorsque est un an­

neau), cette semi-algèbre est bien entendu non commutative. 

Nous entendons par là un ensemble muni de deux lois + et. toutes deux 
associatives, commutatives possédant un élément unité et telles que . soit 
distributive par rapport à + ,. et que oa = ao = o . 
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Classiquement, on définit sur ^/t la topologie (dite topologie 

X-adique), donnée par la distance suivante : 
-u(r l f r ) 

d(r l t r 2 ) = 2 où : 

u(r 1 f r 2 ) = inf {|f| (r 1 f £) ^ (r 2,f)} 

u(r,r) = +œ . 

Il est bien connu que « X » est alors ultramétrique com­

plète. 

Une série de /t«X» est inversible si et seulement si son 

terme constant (le coefficient rQ du mot vide 1 ) est inversible dans 

J/Ìq , la série inverse est alors : 

r- 1 = ri 1 £ (1 - r - 1 r ) n . 
n>0 

En effet, la série 1-r~1r n'ayant pas de terme constant, le terme de 

plus bas degré de ( l -r~V) n est au moins de degré n , ainsi la somme 

£ (l-r^r) 1 1 est convergente au sens de la topologie définie ci-dessus. 
n>0 ° 
(On peut aussi remarquer que tout mot f n'apparaît, avec un coefficient 

non nul, que dans un nombre fini des ( l -r~V) n ). 

Un polynôme en variables non commutatives X à coefficients dans 

jfi est une série n'ayant qu'un nombre fini de coefficients (r,f) non 

nuls. Les polynômes constituent une sous-semi-algèbre, notée /$cX> , 

de « X » . 
La semi-algèbre des séries rationnelles est la plus petite semi-

algèbre qui contienne les polynômes et qui soit fermée pour l'opération 
de quasi inversion. 

Lorsque B est le semi-anneau de Boole à deux éléments 0 et 1 

(où 1+1 = 1 ) la semi-algèbre &«X» est isomorphe à celle des parties 
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de X* (qui est une semi-algèbre pour la réunion et le produit des 

parties). Ainsi un polynôme de &<<X» est une partie finie de X* 

et à une série rationnelle de W«X» correspond un langage rationnel 

de X* (appelé aussi K-langage, langage régulier, e t c . ) . 

Plus généralement, à toute série r de .-^<<X» on peut asso­

cier le langage support de r constitué de tous les mots f de X* 

tels que (r,f) ^ 0 . Réciproquement, pour tout langage L de X* on 

associe sa série caractéristique dans toute algèbre .*f«X» qui 

est définie par : 

(L^f) = 0 si f f L (jL,£) = si f £ L . 

2. Opérateurs contractants, séries algébriques. 

Nous appelons opérateur toute application de l'espace y/fe<X>>" 

des jc-uples de séries dans lui-même. 

Sur cet espace, on peut définir la distance produit d qui le 

munit d'une topologie ultramétrique complète. 

L'opérateur H est une contraction sur l'espace de ces K-uples 

si quelque soit les jc-uples | et T| , d(§,Tl) < u d(H( §) ,H(T]) ) 

( 0 < u < 1 ) » l a propriété suivante est alors classique. 

Propriété 1.1. : _Si H est un opérateur contractant sur l'espace des 

jc-uples de séries, alors l'équation § = H( §) admet une solution et  

une seule dans cet espace. 

Un cas particulier d'opérateur contractant est l'opérateur P 

suivant : 

P associe à un x-uplet § = ( ̂  , § 2 ». . . ^ l'uplet T] = (l^ , 

T| 2,... 11̂.) tel que T]i = p i où les p i sont des polynômes de 
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A<X u 3 > > ( 3 * étant l'alphabet {Ç , g^,... ĝ } ) dont les coefficients 

de (p̂ i§) sont nuls quelque soit le mot § de 3 * • 

Un tel opérateur P est dit polynomial propre, on vérifie fa­

cilement qu'il est contractant. 

Définition : Une série r de '*t«X>ï> est dite algébrique si 

et seulement si il existe un opérateur polynomial P tel que r soit 

une-composante du K-uplet solution de l'équation P(§) = § . 

On montre facilement que l'ensemble des séries algébriques cons­

titue une sous-semi-algèbre de - / ^ « X » contenant la semi-algèbre 

des séries rationnelles. 

Dans le cas où est le semi-anneau de Boole 8 » les séries 

algébriques sont des langages algébriques (ou langage context-free) 

et P est alors une grammaire du langage solutinn. 

3. Image commutâtive. 

En remplaçant, dans la définition des séries formelles, le mo-
+ 

noïde libre X* par le monoïde commutatif libre X on obtient la 

semi-algèbre ^ [ [ ^ ] J ^ e s séries formelles en les variables X et 

à coefficients dans ,?fc 
Morphisme x d e / ^ « X » sur ^[[XjJ : 

Pour toute série r de y^«X» , on définit la série x(r) > 
n n n 1 2 JC 

image commutative de r par : le coefficient de x̂  x̂  . . . x̂  dans 

x(r) est la somme (dans s%> ) des coefficients (r,f) dans r de 

tous les mots f ayant n̂  occurrence de la lettre x̂  (pour i=1,...,jc). 

Il est clair que x est un morphisme de semi-algèbre, ainsi l'i­

mage d' une série rationnelle (resp. algébrique) de ^ « X » est une 

série rationnelle (resp. algébrique) de -^[[^j] • ^ a r c°ntre, une série 
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peut avoir une image commutative rationnelle (resp. algébrique) sans 

être rationnelle (resp. algébrique) : 

Par exemple la série = £ xnyn n'est pas une série ration­

nelle de fô«x,y» et x(r<j) = 0*-xv)~1 dans ft[[x»yj] est ration­

nelle. De même la série r̂  = £ xnynzn de fô<<x,y,z» n'est pas al­

gébrique et a pour image par x : 0-xvz) ^ dans B£[x,y,zjj • 

Application xo

 d e fô«X2> dans "^[ xj] : 

Pour tout élément A de ji«X» (ou toute partie A de X*) 

on définit la série XQ(A) de '^[ ĵ] dite série énumératrice de A , 

1 2 x 
qui a pour coefficient de x̂  x̂  . . .• x̂  le nombre de mots de A 
qui ont n̂  occurrence de x̂  (pour i=1,...,x). Il est clair que 
v n'est pas un morphisme,par contre : o 

Si A et B sont tels que A fl B = 0 , la somme (qui est dite 

alors non ambiguë) vérifie xQ(
A+B) - X 0(

A) +X 0(
B) • 

Si A et B sont tels que V f € A , V g 6 B , ? ^ ^ f € A 

et ĝ  ^ g £ B tels que fg = f̂ ĝ  , le produit A.B (qui est dit alors 

non ambigu) vérifie xo(
A-B) = X 0(

A)'X 0(
B) • 

Si A engendre librement le sous-monoïde A* , alors 

Xo(A») - O-X^A))"1 • 

Ainsi, d'après le théorème de Kleene ( * ) l'image d'un langage 

rationnel par XQ e s t u n e série rationnelle de ./^[X]] • 

Un langage algébrique est dit non ambigu si les polynômes p̂  

qui le définissent sont constitués de sommes et de produits non ambigus, 

on a alors ;  
( •* ) Qui admet en particulier comme conséquence que tout langage rationnel 
peut être engendré, à partir des polynômes, par des opérations + , . 
et non ambiguës. 
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L'image par ^ d'un langage algébrique non ambigu A est 

une série algébrique de ^[[Xjj qui vérifie le système d'équations 

XU) = X^)[xU)j • 

Image commutative d'un opérateur. 

Si H est un opérateur de ^ « X » dans lui-même xH e s t 

un opérateur de /^[[^j] 3ui s^ H existe rend commutatif le dia­

gramme : 

/f « X » 5 /f «X» 

Y 1 J.Y 
/TLLXJJ 

XH A[[x]] 

L'opérateur xH n'existe pas nécessairement pour tout opérateur H , 

par contre, si yji existe la propriété le définissant le détermine 

de manière unique. 

Il est clair qu'un opérateur polynômial admet une image commu­

tative qui n'est autre que le polynôme image commutative. 

4. Transductions (cf. Nivat [47]» Fliess [ 2l])« 

Soit X*xX* le produit cartésien du monoïde libre X* par 

lui-même, et soit >f«XC2>X>£> la semi-algèbre large de ce monoïde. 

Un élément r de cette semi-algèbre (qui se note £ (r,(f,g))(f,g)) 

définit une fonction, non partout définie, h de &«X» dans lui-

même, de la manière suivante : 

- pour tout mot f de X* : 

fc(f) = S (r(f,g))g ; 
g 

- h s'étend linéairement dans ^ « X » pour toute série 

a telle que (ta,g) = £ (£»(f,g))(a,f) est définit dans <?t . 
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h est une transduction. Si i est une série rationnelle (resp. 

algébrique), £ est une transduction rationnelle (resp. une transduc­

tion algébrique). 

On peut démontrer les propriétés suivantes ([47]» [21]). 

Propriété 1.2. : L'image par une transduction rationnelle d'un langage ra­

tionnel est un langage rationnel ; celle d'un langage algébrique est un langa­

ge algébrique. 

Propriété 1.3. ! L'image par une transduction algébrique d'un langage ration­

nel est un langage algébrique. 

Dans le cas des séries, on démontre que le résultat reste vrai : 

- si l'anneau vérifie certaines propriétés (cf. [22]) ; 

- si la transduction est "régulée" (cf. les résultats de G. Ja­

cob, à paraître). 

Dans le cas des transductions rationnelles et algébriques de 

ft(X*) dans lui-même, on doit à Nivat le résultat .suivant : 

Propriété 1.4. : Une transduction v de X* dans X* est ration­

nelle (resp. algébrique) si et seulement si il existe un alphabet Z , 

un langage rationnel (resp. algébrique) A de Z* et deux morphismes 

cp et f de Z* dans X* tels que pour tout L 

*L = t(cp~1L fi A) . 

Remarque : Dans les paragraphes III et IV de ce chapitre, 

nous démontrerons que pour certaines transductions particulières, la 

solution de l'équation § = H(§) est une série algébrique. 

Remarquons que même si H est une transduction rationnelle, 

§ n'est pas nécessairement algébrique. Considérons en effet, l'exem­

ple suivant : 

Soit X = {a,b,c} , soit h l'application de X* dans 3*(X*) définie 
pour tout mot f de X* par : 
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- si f contient une occurrence de la lettre b , alors f 

s'écrit d'une manière unique sous la forme f = f̂ b̂ f̂  où |£^|^ =s 0 

et où f̂  ne commence pas par b f alors Z/(f) = {abc,f ̂  ab^ ĉf̂ } ; 

- si f ne contient pas d'occurrence de b , alors z,(f) = abc . 

T est une transduction rationnelle , car en utilisant par exem­

ple, la caractérisation de Nivat, on trouve : 

Z = {a,b,c,a',b',c'} ; cp(a) = a , 9(b) = b , çp(c) = c 

cp(a') = cp(b') = cp(c') = 1 , t(a) = *(a») = a , +(b) = *(b») = b 

^(c) = ^r(c') « c et A m {a,c}*.a'.b'.b.{b}*.c»{a,b,c}* U {a'b'c'} . 

D'autre part, le langage solution de § = est le langage 

U {anbncn} bien connu pour ne pas être algébrique. 
n>D 
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II. LES TRANSACTIONS d,D,A et V . 
1 . Leurs définitions. 

Soit X un alphabet fini contenant les lettres x et x , 

on écrit ainsi : X = {x,x} [j X* où X' ne contient pas les let­

tres x et x ;(l'alphabet que nous avons aussi appelé X qui in­

tervient dans le paragraphe II du chapitre deuxième est le cas où 

X» est réduit à deux lettres y et y )• 

Soit 6 le morphisme de X* dans l'anneau Z des entiers 

relatifs définit par : 

6(f) = |f | x - |f|_ 
X 

(Ainsi ô(l) = 0) . • 

(Ce morphisme avait été noté 6 dans le chapitre II mais 

puisqu'il n'y a plus de confusion possible avec un 6 nous le 

notons ô )• 

L'opérateur d . Nous le définissons dans toutes les semi-

algèbres ^ « X » , en précisant à chaque fois que nous l'utiliserons 

le semi-anneau & ; (quand on ne précisera pas , c'est qu'il s'a­

git de la semi-algèbre B«X» des parties de X* ) . 

- Pour tout mot f qui n'a pas de facteur gauche g , diffé­

rent de 1 , vérifiant 6(g) = 0 ; alors : 

d(f) = 0 . 

- Si f admet des facteurs gauches (non vides) d'image mile 

par ô , soit g le facteur gauche ( non vide) de f le plus court 

vérifiant ô(g)=0 ,alors si f = gh , d(f) = gxh . 

126 



APPLICATIONS ANALYTIQUES 

- Pour toute série r de '$«X» 

d(r) = S (r,f) d(f) . 
f 6 X* 

Cette série est bien définie puisque d(f) est ou bien 0 ou bien 

un mot de X* , et que si f est différent de g d(f) est diffé­

rent de d(g) . 

L'opérateur D : Il est défini aussi pour toutes les semi-algébres 

/ t « X » . 

- Pour tout mot f de X* , D(f) est une partie de X* 

composée de tous les mots w construitscomme suit : 

- toute décomposition de f sous la forme f = gh où 

ô(g) = 0 (g pouvant être le mot vide 1) engendre le mot w = gxh . 

Remarquons que quelque soit le mot f , xf appartient à 

D(f) • 

- Pour une série r de -̂ 6«X>£> , r* = D(r) est donnée par 

(r',w) = S (r,f) (somme étendue à tous les mots f vérifiant w £ D(f))* 

Cette somme est bien définie car pour tout mot w il existe un nombre 

fini (éventuellement nul) de mots f tels que w £ D(f) • 

Remarquons que si on définit l'opérateur d̂  > pour tout mot 

f qui se décompose sous la forme : 

f = g^2 ....g ih (où ô(gj.) = 0 et jÈ 1 pour j=1,i) 

par di(f) = g^2 . . . gixh et d_.(f) = 0 sinon . 

Alors d (f) = xf d„ = d et o 1 
pour tout mot f , D(f) = £ d.(f) , cette somme étant 

i=0 1 

bien définie puisque quelque soit le mot f il existe i tel que 

di(f) = 0 pour i > iQ . 
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Les opérateurs A et V ; 

Ils opèrent dans les semi-algèbres *£<<x,y»- à deux variables 

x et y . 

Pour A : Si f ne contient que des y alors, Af = 0 , 
n ^ n+1 sinon f = y xg et Af = y g . 

A s'étend alors linéairement à -^«x,y» • 

Pour V : On le définit d'abord récursivement sur les mots 

par : V1 = 1 , 

tfxf = X f + ŷ f 

Vyf = y>f£ f 

et ^ s'étend par linéarité à / f « x , y » . 

On peut remarquer que V = (1-A)"~̂  • On remarque que V véri­

fie la relation : 

= S AnC (°u A°§ = |). 
n>0 

Cette relation étant valide, car le terme de plus bas degré de An£ 

est de degré nécessairement supérieur ou égal à n • 

2. Quelques propriétés. 

Propriété II.1. : d et D sont des transductions algébriques. 

Remarquons que d et D ne peuvent être des transductions 

rationnelles (ou même des C-transductions au sens de Nivat [47]')« 

En effet, si on considère dans jfi«x,x» les deux langages et 

L2 suivants = x*x* et = {xnx*xn j n > 0} alors on a res­

pectivement : 

d(L ) = {x nxm | m > n > 0} 

D^) = xL1 U diL^) et D^) f] LJ] = d(L^ 
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d(L ) = {x nxmx n | m >n> 0} 

D(L2) = xL2 U d(L2) U {xnxmxPxxn~P | m = n+p} , 

d(L )̂ et D(L1) images d'un langage rationnel ne sont pas rationnels. 

d(L2) et D(L2) images d'un langage algébrique ne sont pas algébri­

ques. 

Pour montrer que d et D sont des transductions algébriques, 

on remarque que les séries d et D qui les définissent dans 

/Û«X ® X» le sont : 

d = [ S (f,f)] (1,X)[ S (f,f)] 
6(f)=o fex-

u(f')#o 
pour f=f'< 

D = [ S (f,f)] (1,X)[ E (£,f)] 
ô(f)=0 f£X* 

En effet la série â  = £ (f, f) i où la somme est étendue aux mots 

f qui ont une image nulle par 6 et dont aucun facteur gauche ne 

vérifie cette propriété, est une série algébrique de .?t«X & X» 

puisqu'elle est la première composante du 2-uplet solution de l'é­

quation : 

Si = (^fx)lJx9x)+(x9x)l (x9x)+ E (x',x») 
x'ÇX' 

§p = 1 + S (x',x')§ +(x,x)t (x,x)? +(xfx)§Jx,x)l . 
x'ÇX» * * * * 

La série a0 = S (-£»-0 est la deuxième composante de ce 2-uplet 
2 6(f)=0 

et est donc algébrique. De plus la série £ (f>f) est rationnelle. 
f£X* 

d et D sont donc des séries algébriques. 
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Propriété II.2. : Les opérateurs A t̂ V sont des transductions  

rationnelles. 

En effet A et V sont données par : 

A = ri-(y,y)j~1(x,y)( £ (f,f)) 
f£X* 

V = ( S (f,TTf))( £ (f,f)) 
f£X* f£X* 

où TT est le morphisme de {x,y}* sur {y}* tel que n(x) = rr(y) = y . 

A est évidemment rationnelle, pour montrer que \7 l'est aussi il 

suffit de vérifier que la série a = £ (f,nf) est rationnelle, or 
f£X* 

cette série vérifie l'équation a = (x,y)a+(y,y)a+1 ; soit 

a - (l-(x,y)-(y,y))"'' , a est rationnelle. 

Soit L q le langage inclus dans X* définit par : 

f appartient à L q si ô(f) = 0 et si pour tout facteur gauche f 

de f (f = f'f") ô(f')^0 . On a alors la propriété suivante : 

Propriété II.3. : Dans j}«X» , si_ A est un langage inclus dans LQ  

et si B est un langage quelconque, alors : 

D(A.B) = D(A).B + A.D(B) . 

Dans une algèbre >^«X» ( & anneau), si a est une série  

dont le support est inclus dans L q et si b est quelconque, alors : 

D(ab) = D( a).b+aD(b)-axb . 

Pour montrer cette propriété, nous vérifions que pour tout 

couple de mots f et g tels que f appartient à L q , on a : 

D(f.g) = D(f).g U fD(g) 

et D(f).g n fD(g) = {^9} • 
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Ainsi les deux parties de la propriété sont démontrées par linéarité. 

Si h appartient à D(fg) alors h = ĥ xhg (où à(h^) = o), 

si |h |̂ < |f| alors £ = h

1

h ' i e t h = ĥ xĥ g appartient à 

D(f).g ; de même si jĥ | > |f| , h appartient à fD(g) . Ainsi, 

D(fg) c fD(g) + D(f).g . 

Réciproquement, si h appartient à D(f).g alors h = f̂ xf̂ g 

avec 5(f^) = 0 et h appartient à D(fg) ; si h appartient à 

fD(g) h = £g^xg2 et h Ç L q implique ô(f) = 0 , ainsi ô(fg1) = 0 

et h appartient à D(f.g) • Ainsi D(f.g) = fD(g) \j D(f).g . 

Si h appartient à D(f),g n -fD(g) » alors nécessairement 

h = ĥ g = fhg , or tous les mots de D(f) ont pour longueur > 

ainsi h = fug où u est une lettre qui ne peut être que x , La 

propriété II.3 est ainsi démontrée. 

Propriété II.4» : .Si a et b sont deux séries de ^«X» où 

fi est un anneau, alors : 

A(a.b) « (Aa).b + a(0,y).(Ab) 

tf(a.b) = (Va).b + a(y,y).(\7b) - a(y,y).b . 

a(0,y) et a(y,y) désignant les séries où respectivement on fait 

x = 0 et x = y dans a . 

Ce résultat se vérifie comme pour la propriété précédente 

pour a = f , b = g deux mots de X* et s'étend par linéarité 

à st«X» . 

Propriété II.3» : Les opérateurs d et D n'ont pas d'image commu­ 

tative. Les images commutatives de A et N7 existent et sont données  

par : 

xA(a) = z (xa(x,y)-ya(0,y) 

xv(a) = *xa(x,y)-yx.a(y,y) 
x-y 
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Il suffit pour montrer que d et D n'ont pas d'image commu­

tative, d'exhiber deux mots f et g tels que X(f) = x(sO e t  

Xdf ^ Xdg ; xDf ± xDg . 

Ces deux mots sont : f = xxxxx , g = xxxxx . 

En effet : x f = xg = x x ; df = 0 , dg = (xxxx)xx , D(f) = xf 

et Dg = xg+gx , et xDg = 2 X D £ • 

Pour vérifier que XA et XV sont bien les opérateurs don­

nés, il suffit de le vérifier pour les mots f de X* • 

Pour A : si f = y11 Af = 0 xAf = 0 et 

l (Xf-x?) = l (yn-yn) = o , 
n A . n+1 . . _ n*1 si f = y xg Af - y g et xAf = y Xg 

l (x'-x?) = l (xyng-o) - yn + 1g . 

Pour ¥ : on vérifie le résultat par récurrence sur la longueur de 

£ « 71 - 1 X1=1 ^ ^ = 1 . 

Si f = xg Vf = xg+ytfg . 

XVf « xxg + n 
. xxg-y x-y 

si |g| = n • d'après l'hypothèse de 

récurrence. 

Ainsi Xvf= 
2 n+2 

x xg-y x-y 
xxf-y.(y ) 

x-y 
Si f = yg \7f = y?g , 

XVf= 
r 

xvg-y x-y si |g| * n 

_ x(xf)-y(y w l: 
x-y 

C.Q.F.D. 
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3. Relation entre \7 , D et les cartes planaires. 

Cette relation est mise en évidence par les deux propriétés 

suivantes : 

Propriété II.6. : La solution C de l'équation suivante dans 

Z«x,y» : 

l = 1+x§x§ + xy 

admet pour image commutâtive la série : 
P q 

a = 1 + £ a x. yn 

où â  ^ est le nombre de cartes planaires pointées ayant p+q brins  

dont p appartiennent au sommet distingué. 

Propriété II.7» i Le langage L de Lehman-Lenormand vérifie dans 

ft«x,x,y,y» l'équation L = 1 + yLyL + XD(L) . 

Preuve de la propriété II.6.i Nous utilisons le théorème IV (cha­

pitre premier, paragraphe Vl). Ce théorème établit que les cartes pla­

naires pointées, ayant K sommets, sont en bijection avec les mots 

du langage L̂  donné par les équations : 

L„ = 1 + x L.x L„ 
1 o 1 o 1 

L0 = x tji L„ + x L0x L + x x V L. 
2 o 1 o 2 o 2 o ' o 1 1 1 

L . = £ xL~* „ . x L „ + x x ^ L 
Q<p<ic P ° o ic JC ic 

et que le nombre de cartes pointées ayant p̂  brins appartenant au 

sommet numéroté i (pour i=0,K ) est égal au nombre de mots de 
Lic+1 a v a n t P-[ occurrences de x̂  ou x\ . Ainsi, soit ~3f le mor-

phisme de X* dans {x,y}* définit par ûux = ùux = x : ŒX . = ujx. = 
o o i i 

y (pour i ^ 0 ), la série â  = ^ ( L ^ ) est égale à 
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1 + 2 a x ŷ  ou a est le nombre de cartes planaires pom-
p.q p»q 

tées ayant JC+1 sommets, p+q brins dont p sont incidents au som­

met distingué. On a donc a = S a .On obtient, en prenant l'image 
x̂O k 

par UJ des équations données plus haut, les équations suivantes pour 

les séries 1 „ = T0L ' (considérées comme élément de Z«x,y» ) : 

1̂  = 1 + xl̂ xl̂  
1 „ = S x l . x l .+ xyVl 

car quelque soit l'entier K , on a ^^c^ = * Ainsi en faisant 

la somme de ces équations, on obtient que!la série § = S 1. vérifie : 
i>1 1 

§ = 1 + x§x§ «f xy?§ 

Preuve de la propriété II.7» Ï Soit M le langage solution de 

l'équation M = 1 + yMyM + xD(M) , (cette équation admet une solution 

unique d'après la propriété 1.1, puisque 1*opérateur qui à A fait 

correspondre 1+yAyA+xD(A) est contractant dans IS«X» ) . Nous mon­

trons que M s L (la définition de L est donnée au chapitre deuxiè­

me, §.11.3.) par récurrence sur la longueur des mots. 

- Pour les mots de longueur 0 , le mot vide 1 appartient aux 

deux langages. 

1° ) . Soit f un mot de L : 

- Si f commence par x , f s'écrit de manière unique sous 

la forme f = xf xf , où ô ( 0 = 0 . (Puisque TT (f) appartient à i 2 i x 
Lx ^ ' f 1 f 2 a P P a r t i e n t alors à L d'après la propriété II.9 (chapi­

tre 2). Ainsi d'après l'hypothèse de récurrence f 1 f 2 e s t élément de 

M et xD(M) C M implique alors que f = xE^xB^ (ç D(f<|f2) ) appar­

tient à M . 
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- Si f commence par y , f s'écrit de manière unique 

sous la forme f = yf̂ yfg où T f̂̂ ) € Ly • Ainsi, pour f̂  , on 

a : ôyC-f-j) =0 et ô^f'^) ^ 0 pour tout facteur droit f^ de 

f̂  • Ceci implique, d'après la propriété II.4 du chapitre deuxième, 

que 6X(-f̂  ) ^ 0 ; T T

x(
f'j) étant facteur gauche d'un mot de , on 

ne peut avoir que ôx(^ ) =0 et ainsi TTx(^) appartient à 

et f̂  à L . Il en est de même pour f d'après la propriété II.6 

du même chapitre. D'après l'hypothèse de récurrence ces deux mots 

appartiennent à M et yf̂ yf̂  (£ yMyM ) est aussi élément de M . 

2°). Soit f un mot de M : 

- Si f commence par x , f appartient à XD(M) et s'é­

crit f = xf^xf2 où f̂ fg 6 M , d'après l'hypothèse de récurrence 

f̂ f̂  6 L et en appliquant la propriété II.7 du chapitre 2, on obtient 

x^xf2 = f € L . 

- Si f commence par y , f appartient à yMyM et s'é­

crit f = yF^yf^ où £̂  et fg appartiennent à M. D'après l'hypo­

thèse de récurrence f̂  et f sont aussi dans L . En appliquant 

alors deux fois la propriété II.5 du chapitre 2, on obtient que 

yf̂ y et puis yf y£ sont éléments de L . 

135 



CODE DES GRAPHES PLANAIRES 

III. DE CERTAINES EQUATIONS EN d ET D . 

Dans ce paragraphe nous cherchons à résoudre des équations dans 

F<<x>> faisant intervenir d ou D . 

1). Les équations linéaires en D dans |8«X» . 

Nous nous proposons de chercher, dans fô«X» , dans quels cas 

1'équation 

L = A + BD(L) 

(où A et B sont des éléments connus de B«X>5> et où L est l'inconnue) 

admet une solution algébrique. Remarquons tout de suite la propriété suivante : 

Propriété III.1. : L'équation L = A+BD(L) admet une solution unique 

quels que soient A _et B . 

En effet, l'application qui à un langage M fait correspondre 

A+BD(M) est une contraction puisque D ajoute une lettre à chaque mot sur 

lequel il opère. 

Si A = Ç£ , la solution de cette équation est L = 0 , si B = 0 

la solution est L = A . 

La propriété suivante permet d'écarter tout de suite le cas où A 

et B ne sont pas des parties rationnelles de X* . 

Propriété III.2. : Soit l'alphabet X = {x,x,y,y} , soit L̂  le lan­

gage qui vérifie l'équation L̂  = l+yL̂ yL̂  , alors les équations 

L = Ly + xD(L) (I) 

L = 1 + LyxD(L) (il) 

n'ont pas de solution algébrique. 

Soit L̂  la solution de (i) et L̂  celle de (il).. Calculons 

L̂  f) x*y*(xy)* , il est clair que tout mot de L̂  a autant d'occurrences de 

x que d'occurrences de x et autant d'occurrences de y 
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que d'occurrences de y (on peut, si on n'est pas convaincu le démontrer 

par récurrence sur le nombre de x apparaissant dans le mot) ; ainsi : 

l R x*y*(xy)* c U {xnyn(xy)n} . 
1 n>0 

Or tout mot xnyn(xy)n est un mot de puisqu'il appartient à 

^XD)(XD) . . . . (xDJ(ynyn) et que ynyn € ; ainsi f) x*y*(xy)* est un 
n fois 

langage non algébrique et il en est de même pour (car l'intersection 

d'un algébrique et d'un rationnel est un langage algébrique). 

Pour , calculons x*y*(xy)*xx f) • P° u r l e s mêmes raisons que 

pour , les mots de ont autant d'occurrences de y (resp. de x ) que 

d'occurrences de y (resp. de x) , ainsi xnyn(xy)nxx >̂ x*y*(xy)*xx f| » 

or tout mot de xnyn(xy)nxx appartient à puisqu'il appartient à 

xD. xD . .j .. xD, [ynynxD( 1 ) ] et que 1 6 Ly et ynyn £ . 
n fois 

La conclusion est alors la même que pour . 

Nous pouvons ainsi écarter le cas où les langages A et B 
ne sont pas rationnels et nous nous proposons d'établir que l'équation : 

L = A + B D(L) 

a pour solution un langage algébrique dans les cas suivants : 

( 1 ) - A = 1 B = y 

(2) - A = 1 B - x 

(3) - A = 1 B = fxg où f et g £ X'* 

(4) - Ad X'* B = B'x B' C X»* 

(5) - A = x* B = x 

(6) - A = 1 B = x* 

(7) - A = x B = x* . 
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Les cas (l) et (2) sont assez simples, dans le cas (3) nous don­

nons des équations explicites du langage solution ; (4) nous sera utile dans 

la partie V pour 1•énumération ; (5), (6) et (7) sont les seuls cas où A 

et B contiennent des x et des x . 

Propriété III.3» : Le langage solution de l'équation 

L = 1 + yD(L) 

vérifie l'équation polynomiale = 1 + yM̂ xM̂  et est ainsi un langage al­

gébrique non ambigu. 

Nous montrons ce résultat par récurrence sur la longueur des mots 

de M . 

- Le mot vide 1 appartient aux deux langages L et 

- Soit f un mot, différent de 1 , de alors il existe une 

décomposition (unique) de f sous la forme f = yf̂ xf̂  telle que jf̂ | = 0 . 

Il est clair que £^ £

2 appartient alors à et donc à L d'après l'hy­

pothèse de récurrence. Ainsi f qui est élément de yD(f f̂ ) appartient à 

yD(L) , donc à L . 

- Soit f un mot de L , différent de 1 , f par construction 

de L se décompose en f = yf̂ xf̂  où £^£

2

 aPP a r ti e n t à L et où 

|f | = 0 . D'après l'hypothèse de récurrence £*£

2

 aPP a r t i e n t a M-j » 1̂ 1 I-
x x 

= 0 implique alors que y£<\x£

2

 aPP a r t i e n t a M<j • 

Propriété III.4. : Le langage L̂  solution de l'équation 

L = 1 + xD(L) 

vérifie l'équation polynomiale L̂  = 1 + xL̂ xL̂  et est ainsi algébrique non  

ambigu . 

De même que pour la propriété III.3, nous démontrons ce résultat 

par récurrence sur la longueur des mots de . 
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- Le mot vide 1 appartient aux deux langages L et L̂  • 

- Soit f un mot, différent de 1 , de L̂  alors il existe une 

décomposition unique de f sous la forme f = xf̂ xf̂  telle que f £ L̂  , 

f̂  € • Alors ô(f̂ ) =0 implique que f appartienne à xD(f̂ f̂ ) et, 

L̂  étant un sous-monoïde, on obtient que f appartient à XD(L) d'après 

l'hypothèse de récurrence. 

- Soit f un mot, différent de 1 , de L alors il existe une 

décomposition de f sous la forme f = xf̂ xf̂  telle que ô(f̂ ) = 0 et que 

f̂ f̂  appartienne à L . L'hypothèse de récurrence implique que ^^^2 e S t 

élément de et ô(f<|) = 0 entraine alors £̂  £ , f̂  £ L̂  , donc 

f = xf^f2 <E L1 . 

Théorème IX. : Soit f et g deux mots de X'* (ne contenant pas d'oc­ 

currences de x ou de x ) f s'écrivant f = â  â  ... â  (ai £ X•) , 

alors l'équation 

L = 1 + fxgD(L) 

admet une solution et une seule qui est le langage algébrique non ambigu don­

né par le système d'équations : 

L = 1 + L̂ xgLx 

L = L „a + L xgL x 

L „ = L ^a „ + L xgL „x 

.................. 

.................. 

.................. 

L2 = L la 2 + LKxgL2x 

L = La1 + L̂ xgL x 
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Démonstration : Nous vérifions le résultat en calculant D(L) 

pour le langage L donné par le système d'équations. Nous en avons donné une 

autre démonstration dans "Automata, Languages and Programming" édité par M. Ni-

vat (North Rolland, 1973). 

Reportons la valeur de L dans l'équation donnant , on obtient : 

1̂  = a1 + Ljcxg(Lxa1 + î x) . 

En reportant cette valeur dans l'équation donnant : 

L2 = al a2 + L

K

x g ( L * a i a 2 + L1*a2 + L2*^ ' 
Soit en itérant i fois, on trouve pour L̂  : 

L i = al a2 ai-i ai + L

JC

x9(Lxa1a2 . . . a± + I^x^ . . . . a^ + 

. . . L.xaj . . . . a. + . . . . + L. ,xa. + L.x) . 3 J+1 i i-1 i i ' 
Et finalement, pour L̂  : 

L = f + L xg(Lxf + L„xâ  . . . . a + . . . . L „xa + L x) . 
x x y v 1 2 x JC-1 x x ' 

Notons M le langage Lxf + L xa . . . a + . . . + L xa + L x , on a ainsi : 
X I c. X X— i X X 

L = f + L xgM . 
JC x 3 x Calculons maintenant D(L̂ ) dans les équations donnant les 

JV ; en remarquant que tous les mots de xgL̂ x ont une image nulle par 6 et 

sont tels que tous leurs facteurs gauches ont une image strictement positive 

(et en utilisant la propriété II.3). 

D(L) = Lx + D(L )xgLx 

D(Lx) = L̂ x + DCL^a^ + D^JxgL^x 

= L . -1* + D(Lx-2 ) ax-1 + D ( L x^ L x-1* 
.................................................. 
............................................................ 

D(L2) = L2x + D(L1)a2 + D^JxgL^ 

D(L^ = L^ + D(L)ai + D(LK)xgL1x . 
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En reportant D(L) dans l'équation donnant D(L.J) , on trouve : 

D(L1) = L̂ x + Lxa<1 + D(Lic)xg(L1x + hxa^) . 

En reportant cette valeur dans l'équation donnant D(L )̂ : 

D(L2) = L2x + ls^*2 + Lxa^ + D(Ljc)xg[L2x + + Lxa^J . 

En itérant cette opération, on obtient pour (̂L )̂ s 

D ( L K) = M*c + D ( Lic ) x g Mjc * 

Soit D(L )̂ = M̂ (l-xgM̂ ) ^ , (car 1-xgM^ est une série qui a pour terme cons­

tant 1 , ce qui implique qu'elle est inversible). On obtient en reportant dans 

D(L) = Lx + D(L̂ )xgLx , D(L) = Lx + 1-xgM )̂~1xgLx et fxgD(L) = fxgLx + 

fxgMjc(l-xgMic)"
1xgLx . 

Or X9^K

 e t 0-x9MJÇ)"~'' commuttent, ce qui donne : 

fxgD(L) = fxgLx + f(1-xgM )̂"1xgM x̂gLx . 

En utilisant la relation que nous avons établie avant de calculer les D(L.̂ ) , 

on obtient : 

fxgD(L) = fxgLx + L̂ xgM̂ xgLx 

= (f + LjcxgMjc)(xgLx) . 

En utilisant une nouvelle fois la relation : 

fxgD(L) = L̂ xgLx . 

Enfin, la première équation du système définissant L donne : 

L = 1 + fxgD(L) . 

Le théorème IX est ainsi démontré. 

Dans la suite, nous aurons besoin du produit ûT de B(X*)X!B(X'*) 

dans B(X*) définit par : 

1 ûj g = g 

f y *Œ" g = fyg quelque soit y dans X' 

f x OT g = fxg 

(fx) u) (g) Z (f BT g')xg" . 
g'gM=g 
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En quelque sorte, les lettres de X* commutent avec x , mais pas avec les 

autres. 

Théorème X. : Soient A et B deux parties rationnelles de Xf* , alors 

1'équation L = A + BXD(L) a pour solution un langage algébrique non ambigu. 

Nous démontrons que le langage L solution de cette équation est 

donné par : 

L = L q H (B1x)*.A1 

où : - L q est le langage donné dans le paragraphe II (on peut aussi 

dire que L = rr"'' (L„) ; L„ étant donné dans la propriété III.4) ; ^ o x x 1 ' 1 

- B1 = x* W B ; 

- A<| = x* ÏÏT A . 

Il est alors immédiat que si A et B sont rationnelles, il en est 

de même pour B̂  et Â  ; alors L q étant un langage algébrique non ambigu, 

L vérifie ces propriétés qui sont conservées par image inverse et intersection 

par un rationnel( voir par exemple Ginsburg [24j). 

Vérifions donc que L = LQ f| (B^x)*^ . 

Nous effectuons cette vérification par récurrence sur le nombre d'occurrences 

de x apparaissant dans les mots de L ; 

- Soit f un mot de L n'ayant aucune occurrence de x , f appar­

tient alors à A , ainsi f appartient à L q et à (B^x)*,h^ puisque A c Â  

et que (B^x)^ z> Â  . Réciproquement, si f est un mot de L q fi (B̂ x)*Â  ne 

contenant aucune occurrence de x il ne contient aucune occurrence de x (com­

me mot de L q ) et est donc élément de A , donc de L . 

- Soit w un mot de L tel que |v| = n >0 . Par définition de 

L , il s'écrit : 
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w = fxgxh où ô(g) = 0 f où gh appartient à L et où £ appartient à B . 

D'après l'hypothèse de récurrence gh appartient à L Q , ô(g) = 0 impli­

que alors que g et h appartiennent à L q ; il en est donc de même pour 

fxgxh (puisque f ne contient pas d'occurrence de x ou de x ) . 

D'autre part, gh appartient à (B,jx)*A^ d'après l'hypothèse de 

récurrence, il en est de même pour gxh car on ne fait qu'ajouter un x sup­

plémentaire. Ainsi w appartient à Bx(B̂ x)*A^ fl L Q <Z (B̂ x)*Â  fi L Q . 

- Réciproquement, soit w un mot de L q f| (B̂ x)*A^ tel que 

| w | x = n >0 . Soit f le facteur gauche le plus long de w tel que |^ | x

 = 0 > 

ainsi w = fxf' . Du fait que v appartient à L q on déduit w «= fxgxh où 

g et h appartiennent à L q . D'autre part, f est élément de B̂  car v 

appartient à (B̂ x)*A^ et les seules occurrences de x dans f sont 

celles qui correspondent à B̂ x . Donc f appartient à B car | f | x = jf| = 0 . 
x 

Enfin gh appartient à L q (car c'est un sous-monoïde) et à (B̂ x)*A^ car 

on a enlevé fx qui ast un facteur de w appartenant à B̂ x . D'après l'hy­

pothèse de récurrence gh appartient alors à L et w qui appartient à 

fxD(gh) est élément de BXD(L) , donc de L . 

Le théorème X est ainsi démontré. 

Corollaire : Si_ A et B sont des parties rationnelles inclues dans LQ , 

L = A + BXD(L) admet une solution algébrique non ambiguë. 

En effet seule cette propriété de A et B est intervenue dans 

la démonstration du théorème. 

Propriété III.3. : Les langages solution des équations 

L = x* + xD(L) (1) 

L = 1 + x*D(L) (2) 

L = x + x*D(L) (3) 
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sont respectivement ; 

Pour (l)t le langage L .̂x* (où est définie dans III.4) ; 

' Pour (2), {x,x}*x+1 ; 

Pour ( 3 ) , x*xxx* + x 

Equation (1) : Posons = Î x* . On a D(L'̂ ) = D(L )X* 

d'après la propriété II.3 puisque D(x*) = xx* et que L̂ x cz D(L̂ ) . Soit 

xD(L»1) = xD(L1)x* et x* + xD(L»1) = x* + xD(L )x* 

= (1 + xD(L<|))x* . 

Or d'après la propriété III.3. 1+xD(L1) = . Ainsi x* + xD(L'1) = L̂ x* = L'̂  . 

Equation (2) : Soit f un mot différent de 1 du langage L 

solution de cette équation, il se termine nécessairement par x (on peut le 

voir par récurrence sur la longueur par exemple), donc L c 1 + {x,x}*x . 

Soit d'autre part, un mot f se terminant par x , alors f = xnxg 

(où g se termine par x ou bien est égal à 1 ) , alors f appartient à 

xnD(g) et donc à xnD(L) (par l'hypothèse de récurrence), d'où le résultat. 

Equation (3) : Calculons D(x*xxx*) . On a 

X*XXX* = XX*XXX* + XXX* . 
_ —2— — —* — — 

Ams 1 : D(xx*xxx*) = x x*xxx* et D(xxx*) = xxxx* + xxxx* , 
_ _ _ —2— — — _ _ 

Soit D(x*xxx*) = X x*xxx* + xxxx* + xxxx* 

= (x x* + x)xxx* + xxxx* 

= xx*xxx* + xxxx* . 

Et D(x) étant égal à xx , on a : 

D(x*xxx*) + D(x) = xx*xxx* + xxxx* + xx 

= xx*xxx* + xx(xx* + 1 ) 

= XX*XXX* + XXX* 

= (xx* + l)(xxx*) = X*XXX* . 

D'où le résultat. 
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2). Des équations linéaires en d dans B«X» . 

Nous effectuons pour d la même étude que pour D , et nous 
nous proposons d'examiner dans quels cas l'équation L=A+Bd(L) a 
pour solution un langage algébrique. 

Remarquons que ces équations ont une solution unique, pour les 

mêmes raisons que pour celles qui font intervenir D • Nous établissons 

pour des cas sensiblement analogues à ceux pour D (avec un léger 

changement car une retranscription littérale donnerait des solutions nulles). 

Les propriétés sont données sans démonstration, elles seraient les mêmes que 

pour D . 

Propriété III.6. : Les langages solutions des équations 

(1») L = y + yd(L) ; 

(2') L = xx + xd(L) ; 

(3 f) L = xx* + xd(L) ; 

(4 f) L = xx + x*d(L) ; 

(51) L = xx + x*d(L) 

sont respectivement : 

Pour (1') : y(yx)* ; 

Pour (2') : x nx n (n > 1) ; 

Pour (3*) : xnxnx*+x (n > 1 ) ; 

Pour (4') : xx + x*xxxx 

Pour ( 5 1,) : x*xxxx*+xx 
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Propriété III.7« : Le langage solution de l'équation L = y+fxgd(L) 

où f _et g sont des mots de X'* , est donné par : 

si £ ̂  1 , f s'écrit alors £ = a f1 £' £ X'* et 

L = y + £xg(a1x£'xg)*yx ; 

- si f = 1 
L = Y + (xg)ny x n (n̂ O) 

Définition : Soit A et B deux langages inclus dans X'* , nous no­

tons A'̂  et B'̂  les langages obtenus en insérant une lettre x après 

la première lettre de chaque mot de A et B respectivement. Nous notons 

A'̂  et B'̂  ceux obtenus en insérant un nombre arbitraire (éventuellement 

nul) de x après chacune des premières lettres des mots de A et B res­

pectivement (ainsi : A'̂  = A + A'̂  + (A'̂ )'̂  + ) . On a alors : 

Propriété III.8. : Le langage solution de l'équation L = A + Bxd(L) 

(où A et B sont inclus dans X'* ) est donné par : 

- Si 1 $ B , L = B(xB,

1)*xA,

1 ; 

-Si U B , L = L q R B(xB'1)*xA'1 . 

Remarquons que dans les deux cas L est langage algébrique non 

ambigu (dans le premier cas, c'est un langage rationnel) car l'opération qui 

a A fait correspondre A'̂  (resp. A'̂  ) est une transduction rationnelle. 

En effet, si rr est le morphisme (projection) de X* dans X'* 

donné par TT(X) = TT(X) = 1 et = y pour tout y € X' , on a : 

A» = TT1(A) n X'xX'* 

A»1 = TT~1(A) (i X'x*X'* . 
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3). Equations dans la semi-algèbre ,T<<X» . 

On peut se poser la question de résoudre les équations en d et 

D dans une algèbre ^ « X » quelconque, il se trouve que les résultats sont 

à peu près les mêmes. On remarque en particulier que si les constantes sont 

des séries caractéristiques (dont tous les coefficients sont 0 ou 1 ) par­

ticulières alors la solution est aussi une série caractéristique (ce qui per­

met de se ramener à &«X» ) . Plus exactement : 

Propriété III.9. : .Si a et b sont des séries caractéristiques 

de langages inclus dans X 1* , alors l'équation § = a + bxD(§) admet pour  

solution une série caractéristique d'un langage inclus dans LQ . 

Pour démontrer ce résultat, il suffit de remarquer que si f et 

g appartiennent à L q et si f est différent de g , alors D(f) et D(g) 

sont disjoints. La propriété en découle immédiatement en utilisant le fait 

que pour un mot f le nombre d'occurrences de x indique le nombre de fois 

où on a appliqué xD . Enfin, l'inclusion dans L q est due au fait que 

A C L q implique XD(A) C LQ . 

C.Q.F.D. 

En ce qui concerne 1'algébricité du résultat, on obtient un résul­

tat analogue au théorème X. 

Propriété III.10. : S_i a e_t b sont des séries rationnelles de 

y"b«X'>£> , alors la solution de £ = a + bxD(̂ ) est une série algébrique. 

La démonstration est analogue à celle du théorème X, en élargissant 

le produit W , définit pour les langages, à l'algèbre des séries formelles. 

Plus précisément, on obtient : 

1 = L q ^ (l-b1x)"1a1 

où L q désigne la série caractéristique du langage LQ ; 
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0 désigne le produit de Hadamard de deux séries (cf. SchUtzenberger [54 3 ) » 

b1 = x* TD b 

â  = x* W a 

Vérification de la formule : De la définition du produit de 

Hadamard, il ressort que si r et s sont deux séries 

D(r 0 s) = D(r) 0 D(s) . 

D'autre part, si t est une autre série 

t.(r 0 s) = tr £> ts où t̂ désigne la série où on a remplacé tous 

les coefficients non nuls par 1 . 

En appliquant ces règles, on trouve pour D(Ç) : 

D(|) = D(LQ) o D[(l-b1x)~1a1] . 

Or L' = xD(L ) = XL XL (= tous les mots de L qui commencent par x ), 
O V 0J O O V O M r /f 

D[(l-b1x)"1a1 j = (l-b1x)'1a1 - (l-bx)""1a 
(= tous les termes de ( l-b̂ x)"'' â  qui contiennent un x ) . 

Or x(l-bx)~1a p> L» =0 ^ r . v ' v o .car tous les termes de L' contien-' o 
nent un x . Ainsi : 

xD(§) = L ' Q 0 x(l-b1x)"*1a1 

et bxD(c)) = bL'Q 0 bx(l-b x)~1a 

= bL'Q & b1x(l-b1x)~1a1 

car aucun terme à coefficient non nul de bL'0 admet une première occurrence 

de x précédent celle de x . Enfin en remarquant que a = LQ 0 â  , on trouve : 

a + bxD(§) = LQ 0 [b1x(l-b1x)"1a1 + ^ ] 

= L o 0 [(1-^x)- ^] = l . 

Q.E.D. 

148 



APPLICATIONS ANALYTIQUES 

4). Une équation non linéaire. 
La résolution des équations linéaires ayant été amorcée, il est 

naturel de se demander ce qu'il en est pour les équations faisant intervenir 
L au second degré, d'autant plus que nous savons (paragraphe 2) que le lan­
gage de Lehman-Lenormand vérifie une telle équation, à savoir : 

L = 1 + yLyL + xD(L) . 
Malheureusement on ne peut rien dire sur ce type d'équations et en particu­
lier le langage L n'est pas algébrique puisque : 

L H x*y*(xy)* = U xnyn(xy)n 

n>D qui n'est pas algébrique. 
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IV. DE CERTAINES EQUATIONS EN A ET EN V . 

Dans ce paragraphe nous résolvons certaines équations en a et 

"V i les résultats obtenus seront utiles pour les énumérations du paragra­

phe V. Ceux-ci snnt essentiellement dus à J. Richard, nous les donnons sans 

démonstration (on se reportera à [l7j et [51I). 

1). Une conséquence de la propriété III.10. 

Nous commençons tout d'abord par remarquer que la résolution des 

équations en D et d permet d'aborder celle des équations faisant interve­

nir \? et A pour cela nous introduisons une transformation T de L cz 
o 

,jK<x,x,y» dans ¿í«x,y» définie comme suit : 
Définition : Soit f un mot de L q C {x,x,y}* , ce mot f se décompose 

d'une manière unique ( L étant un code) en un produit f = f „ fn .... f où M v o ' r 12 K 

les f̂  sont des mots de L q indécomposables en produit de deux éléments de 

L (ainsi f. = y ou bien f. = xf'.x f ' . £ L ). Alors o v . 1 . 1 1 1 0 ' Jí ̂ J 2 ^ £ 
T(f) = xy xy xy où j est : 

- le nombre d'occurrences de x et de y dans f1. si f. = xf'.x ; 
J 1 1 1 

- 1. = 0 si f. = y . 

Ainsi, par exemple si f = yyxyxxxyxyyx 

£ = (y)(y)(xyxxx)(y)(xyyx) 
2 2 T(f) = xxxy xxy 

Lemme IV.1. : La transformation T vérifie les propriétés : 

si f e L TrxDf"¡ = xVTf — o 1 J 

T[xdf"| = xATf . 

Nous vérifions le résultat par récurrence sur le nombre de facteurs 

de L intervenant dans f . o 
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Si f = 1 : D(f) = x ; T(xx) = x , 

Tf = 1 ; v7Tf = 1 et x \7Tf = x . 

Pour A , on a : d(f) = O T(xdf) = O , 

Tf = 1 A1 = O et xATf = O . 

Pour D : Si f a un facteur dans LQ non vide, alors : 

f = f1f2 où f2 / 1 et f2 n'est pas decomposable. 

Alors D(f) = DCf̂ .fg + f^2x 

xD(f) = xD(£1).£2 + xf^x . 

D'après l'hypothèse de récurrence TxD^) = x̂ Tf̂  . Soit TxD(f) = x(VTf1).Tf 

+xyn où n = \£i£

2\x

 + \£<\£2\y p u i s c l u e p o u r F E T ^ € L q , T(fg) = T(f).T(g). 
Calculons VTf : on a Tf = Tf̂ Tf2 , or fg est un facteur non decomposable 

de L q , ainsi Tf = Tf̂ xy** où P = I f

 2 I x

 + I f 2 I y * D E P A R L E S P R O P R I E T É S 

de "\7 (proposition II.4), on obtient alors : 

VTf = (v?T£ ).Tf + yn . 

D'où le résultat. 

Pour d : Si f a un facteur non vide dans L , alors : o 
f = f„frt où f4 est non decomposable dans L 1 d 1 o 

Alors d(f) = f^f2 ; xdf = xf^xi^ , Txdf = xyPT(f2) où 

P = lfllx + lf1 ly • 
D'autre part, Tf = xy^T^ et ATf = y^T^ . 

D'où le résultat. 

En utilisant le lemme, on obtient : 

Propriété IV. 1. : Sî  a et b sont des séries rationnelles en x , 

alors les équations ; 

| = a + bx v* % 

et l = a + bxA§ 

ont des solutions algébriques. 

151 



CODE DES GRAPHES PLANAIRES 

En effet, par linéarité les propriétés de T s'étendent aux sé­

ries . Soient les équations 

L = a(y) + b(y) xD(L) 

et L = a(y) + b(y) xd(L) , 

alors les f* = vérifient respectivement : 

§ = T(a) + T(b) TxD(L) . 

Soit TxD(L) = xVTL et § = a(x) + b(x).x<7§ . 

Il en est de même avec la deuxième équation. 

Ces équations ont été résolues au paragraphe précédent, il reste donc à mon­

ter que la transformation par T conserve les propriétés d'algébricité (dans 

le cas particulier considéré). 

Ceci vient du fait que : 

T(L Q 0 (l-^x)-^) = T(LQ) C T F O - ^ x ) - 1 ^ ] . 

Or T[(l-b1x)~1a ]̂ est rationnelle et T(Eq) algébrique. 

C.Q.F.D. 

2). Les équations linéaires en A et V 

Nous énonçons ici, sans démonstration des résultats dûs à J . Ri­

chard. 

Définition ; Soit M une série dépendant d'une seule variable y et 

soit \7__ l'opérateur 
M 

VM = (1 - MA)"1 = £ M V . 

n>0 
Remarquons que si M = 1 , = ^ 
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THÉORÈME : L'ÉQUATION § = A + BA| OÙ A ET B SONT DEUX SÉRIES DE 

^^«X,Y» ADMET UNE SOLUTION UNIQUE DONNÉE PAR : 

§ = A + B(1-A^MB)"1 . (AS7MA) 

OÙ M EST DONNÉ PAR : 

M = B(YM,Y) . 

SI A ET B SONT ALGÉBRIQUES, § EST ALGÉBRIQUE. 

THÉORÈME : L'ÉQUATION | = A + BV̂  OÙ A ET B SONT DEUX SÉRIES 

DE /?«X» TELLE QUE B N'ADMETTE PAS DE TERME CONSTANT, A UNE SOLUTION  

UNIQUE DONNÉE PAR : 

§ = A + B O - V ^ r V ^ 

OÙ M VÉRIFIE L'ÉQUATION 

M = 1 + MB(yM,y) . 

SI A JET B SONT ALGÉBRIQUES, CETTE SOLUTION EST ALGÉBRIQUE. 

3). EQUATIONS NON LINÉAIRES. 

Là ENCORE, LES RÉSULTATS SONT CEUX DE J. RICHARD. 

SOIT P(§) UN POLYNÔME EN | ; NON NÉCESSAIREMENT COMMUTATIF VÉ­

RIFIANT L'UNE DES DEUX CONDITIONS : 

(1) = 0 E T N E CONTIENT PAS DE TERMES A§ (a 

APPARTENANT à jt ) ; 

(2) (P»1) 7̂  0 ET P(|) NE CONTIENT PAS DE TERME DE LA FORME 

a^n ( a € A , N > 1 ) . 

THÉORÈME : L'ÉQUATION § = P(§) + TELLE QUE B NE CONTIENNE PAS 

DE TERME CONSTANT, ADMET UNE SOLUTION UNIQUE. SI B EST UNE SÉRIE ALGÉBRIQUE  

L'IMAGE COMMUTATIVE x(§) EST ALGÉBRIQUE . 
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Nous formulons de plus la conjecture que | elle-même est une sé­

rie algébrique de yt«xtyy&> 

Théorème : Soit P un polynôme vérifiant les conditions précédentes, 

alors l'équation Ç = P(§) + (1+B)A^ , telle que B n'admette pas de terme  

constant, admet une solution unique. 

Si B est une série algébrique, alors la série x(̂ ) immage com­

mutative de Ç est algébrique. 
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V. APPLICATION A L'ENUMERATION. 

1 ) . Les cartes. 

Nous avons vu (Propriété II.6) que la série a = 1 + £ a xPy^ 
P» q 

(où ap q e s t l e nombre de cartes planaires pointées ayant p+q brins dont 
p appartiennent au sommet distingué) est l'image commutative de la série § 

qui vérifie l'équation en V : 

§ = 1 + x§x£ + xy v*| . 

Si on note encore V l'image commutative de V , on voit faci­

lement que a vérifie l'équation : 

a = 1 + x 2a 2 + xyVa . (l) 

Pour résoudre cette équation, nous utilisons la méthode développée 

par J. Richard. 

On introduit une nouvelle série M qui ne dépend que de la varia­

ble y et dont nous déterminerons la valeur au milieu des calculs . Pour une 

série ^ qui dépend de deux variables x et y , on note la série 

Tjr(yM,y) ( o n fait x = yM ) et la série \|r ( y, y) (on fait x = y ) . 
Appliquons l*opérateur 7^ à l'équation (l), on obtient : 

•\7„a = 1 + xdâd + xyMa* + y^( V.,a) + y'Tte \7 a - ŷ Maa + xy V + M M M a 
y2!̂  \? a . M 

Calculons Vw^a pour une série a quelconque : M 
\7 \7a = ^a + MA Va + M2À2\7a + . . . . M W a + . . . . 

M 
2 2 = a + Aa + A a . . . . + M(Aa + A a + . . . . ) 

wn/.n An+1 x + M(Aa + A a- + ) + 

= a + (l+M)Aa + (l+M+M2)A2a + . . . . ( 1+M+.. .+Mn) Ana + 

Soit en multipliant par M. 1 : 

(M-l)\7M\?a = a(M-l) + Aa(M2-l) + .. . + (Mn+1-l)Ana + 

= M M̂a 7 a ; 
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Ce qui donne en reportant dans la relation donnant V„a : 

(M-l)7Ma = (M-1)[1+X a2+xyMa2-y2M2aa] + (iM-1 ) [y2Ma+y2Ma] VMa + xy(M-l)v7a + 

y2M2VMa - y^Va . n 
2 2 2 2. ~ — Posons 1+x a +xya M-ŷ ïaa = cp pour simplifier l'écriture, on tire Va en 

fonction de V.,a ; 
M 

(xy+yTl-xyM) Va = (M-l)çp + [(M-l)(y Ma+y Ma) - (M-l)+yTî ] VMa . 

Soit en reportant dans l'équation (i) : 

(2) (xy+y2M-xyM)a = (xy+ŷ -xyM)( 1+x2a2)+xy(M-1 )cp + [(M-1 )(y^a+y^a-l )+y2M2] sj^a . 

Choisissons M de telle façon qu'en appliquant à l'équation (2), le coef­

ficient de V „ s o i t nul, on a ainsi : 
M M 

(M-l)[(yS*a + y M a - 1) + yTt2] = 0 . 

Soit M = 1 + (l-2y2M2a)~1y2M2 . (3) 

Faisons x = yM dans l'équation (2) : 

(2y M-y2M2)a = (2ySl-y2M2)(l+y2M a ) + y2M(M-1 )£ . 
~ 2L 2^2 Or cp = 1 + y M a . 

2 
D'où, en simplifiant par y M : 

(2-M)a = (l+y^2^2) . (4) 
Les équations (3) et (4) permettent de calculer les équations donnant M et 

a , on trouve : 

M = 1 + yV^-ZM)""1 

a = (3-2M)"1 . 

En calculant 7 â et en reportant sa valeur dans (2), on obtient en faisant 

x = y : 

+ My3â + y(l+(M-l)2(3-2M)-1) - yM = 0 . 

Soit en développant : a = M(4-3M)(3-2M)"2 

Or le nombre an de cartes planaires pointées ayant 2n brins 

(n arêtes) est le coefficient de y 2 n dans le développement de a , on trouve 
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(en appliquant la formule de Lagrange, voir [75j) s 

a 
2 3n (2n)! 
n!(n+2)! 

2). Les cartes simples. 

Rappelons (§ III du chapitre premier) que nous avons défini une 

carte simple comme une carte admettant une face f* telle que pour toute 

arête a on ait : a fl f * f- 0 . On pointe une carte simple en distinguant 

un brin bQ tel que cy(bQ) appartienne à f* . 

On peut montrer la propriété suivante relative à l'algorithme de 

codage d'une telle carte : 

Propriété IV. 1. : Si_ (a,a,bo) est une carte simple, l'algorith­

me de codage lui associe une permutation circulaire Ç telle que 
r2Ì+1K ,2i+2K 

• bo V i 

(l). Nous commençons par montrer que si (a.a,bo) est une carte 

simple pointée et si abQ appartient au même sommet que bQ , alors 

o*bQ = abQ . Nous pouvons supposer que B = [n] , bQ = 1 et que la permuta­

tion circulaire associée est £n (au besoin on change les noms). Remarquons 

tout d'abord que 1 n'appartient pas à la face f* , sinon (lfc*l) serait 

un isthme et d'après le corollaire 2 de la propriété 1.2 du chapitre premier, 

ce serait ou bien une arête disconnectante (ce qui est impossible car 1 et 

Cf1 appartiennent au même sommet) ou une arête telle que supprimée, elle di­

minue le genre de la carte (et il est impossible de diminuer le genre d'une 

carte planaire). Si a1 ^ ai , pour tout b tel que 1 < o?b < ai , on aurait 

1 <otb <a1 (lemme IV.,Z du chapitre premier) et 1 :S oxjb < ai pour tout b 
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vérifiant 1 < b < or1 • Alors b et o/b n'appartiendrait pas à la face f* , 

ce qui est contradictoire avec le fait que (a»a) est simple. 

(2). Venons-en à la démonstration de la propriété. Soit a,o,,bo une 

carte simple pointée, si abQ appartient au même sommet que bQ on supprime 

l'arête (bQ,o/bo) . Puisque {bQ} constitue une face, on obtient encore une 

carte simple (on ne fait que supprimer abQ de f* ) en posant b'Q = oro/bQ 

on obtient une carte simple pointée car oeb'o £ f * (il est égal à ocr(abo) ) . 

Après un certain nombre de suppression (éventuellement sans suppression), on 

obtient une carte simple pointée telle que otbQ n'appartient pas au même som­

met que bQ . Posant v = (B

O>0~ ^ b

Q ) e t o*' = ov t (a' ,a) est encore une 

carte simple pointée ayant même permutation circulaire ç associée que (q»œ) 

(voir la démonstration de l'algorithme du codage), le résultat s'en déduit 

par récurrence sur le nombre de sommets de (a»cy) . 

Corollaire : Le langage S gui code les cartes simples pointées (comme 

sous langage de L ) vérifie 1'équation i 

S = 1 + yyS + xD(s) . 

Or cette équation peut être résolue par la méthode développée au 

Théorème X ; en posant A = B = (yy)* . 

On a ainsi : Â  qui vérifie Â  = {yxy,x,yy}* = B̂  . 

Soit S = L q f| (B^x)^ et S vérifie les équations : 

S = 1 + yyS + xSxS + xTxyS 

T = Sy + SxTx . 

On peut vérifier que le langage S donné par ce système vérifie bien 

S = 1+yyS+xD(s) , en effet : 

des équations, on tire : 

D(S) = xS+yxyS+yyD(s)+xSxD(s)+xTxxyS+xTxyD(s) ; 

soit : 
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( 1 - y y - x S x - x T x y ) D ( S ) = xS+yxyS + xTxxyS . 

Or l a première équat ion peut s ' é c r i r e : 

( 1 - y y - x S x - x T x y ) S = 1 , 

c e c i implique : 

D(s) = SxS + SyxyS + SxTxxyS 

D(S) = S X S + (Sy+SxTx)xyS . 

La deuxième équat ion donne a l o r s : 

D(S) = SxS+TxyS e t 

1+yyS + xD(s) = 1+yyS+xSxS+xTxyS 

e t S v é r i f i e b ien l ' é q u a t i o n : 

S = 1 + yyS + xD(s) . 

Le nombre de c a r t e s s imple s . 

Comme conséquence de l ' é t u d e f a i t e au paragraphe 1.3 du précédent 

c h a p i t r e e t du c o r o l l a i r e du théorème VII ( c h a p i t r e 2eme paragraphe I I ) , l e s 

s é r i e s s u i v a n t e s : 

s ( x , y ) = £ s x P y q 

P» 4 

e t s = S s

n

x î l 

où : 

- s dés igne l e nombre de c a r t e s s imples p o i n t é e s ayant p+1 
P t q" 

sommets e t q+1 f a c e s ( s o i t p+q a r ê t e s ) ; 

- s^ dés igne l e nombre de c a r t e s s imples p o i n t é e s ayant n arêtes 

v é r i f i e n t l e s équat ions : 

s = 1 + ys + xs + x t s 

t = sy + x s t 

e t s = s ( x , x ) 

- - 2 
s = 1 + xs + x t s + xs 

t = S X + x s t 
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Résolution des équations donnant s 

On obtient : 
2-2 -2 s = 1 + (1-xs; x s + xs + xs 

(car la deuxième équation donne t = (l-xs^^xs ) . 

Soit : 
— — — —1 2—2 — — s(l-xs) = 1 + (l-xs)~ x s + xs et en multipliant par (1-xs) : 

s(l-xs)2 = (1+XS)(1-XS) + x 2s 2 , 

SOit S as (1-XS) 

En appliquant à xs la formule de Lagrange (cf. Whittaicer et Watson 

[75 ]) , on obtient : 

xs = E 
n 

X 
n! 

,n-1/„ v-2n d (1-u) 
du u=0 

xs = E 
:3n-2)! 
n!(2n-l) 

n 
x 

et s = n 
(3n+l)! 

(n+l)!(2n+l)! 

Résolution des équations donnant s . 

Ces équations donnent î 

s = (l-xs)~1(l+t) 

(car sxt+ys = t )• 

—1 
Posons u = (1-xs) et v = (1+t). On obtient s = uv soit en 

reportant dans la relation donnant u : 

u = (1-xuv) ^ 
u-1 

X = — • 
U V 
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Et sxt -J. ys = t entraine (puisque v = 1+t ) : 

uv(v-l)(u-l) 
2 

u v 

yUV = ( V-1) 

y = (v-1) 
2 
U V On applique alors une généralisation à 2 variables de la formule 

de Lagrange donnée par I.J. Good [25j (et utilisée par Brown et Tutte [lOj), 

et on obtient : 

s = £ 
p q 

V \7 p!qî 
ô P + q 

ÙaPôbq 

L 

a2P+2q+1bP+q+1A 

a=1 
D=1 

où 

Ù -
1 

-2yab 

2 
- xa 

1 
= 1 - 2xya3 . 

La valeur de l'expression entre crochets est : 

ap+q 

aapddq 
; a

2 p + 2 q + 1 b P + q + 1 - 2 x y a 2 p + 2 q + 4 b P + q + 2 ) 

soit : 
s = 

P q x y 
p!q! 

(2p+2q)!(p+q)! 
(p+2q)!(p+l)! 

3). Les arbres. 

Remarquons qu'un mot f du langage L code un arbre si et seulement 

si f ne contient pas d'occurrence de y , ainsi le langage A dont les mots 

codent les arbres vérifie l'équation : 

A = T + xD(A) . 
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D'après la propriété III.3» A n'est autre que le langage restreint 

de Dycx sur une lettre et vérifie l'équation polynomiale : 

A = 1 + xAxA . 

La série commutative associée est £ 2n)!xn 

nî(n+l) 
, le nombre d'arbre ayant n 

arêtes est donc 2n! 
n!(n+l)! 

Arbres parfaits. 

Tutte introduit dans [ 67] la notion d'arbre parfait. Un arbre est 

parfait s'il existe une partition (coloration) de ses arêtes en deux parties 

(couleur) A' et A" telles que tout sommet soit incident à une et une seu­

le arête de A' (arête noire). 

Appelons arbre pointé quasi-parfait un arbre tel qu'il existe une 

coloration des arêtes en deux couleurs,blanche et noire»telle que le sommet 

distingué ne soit incident qu'à des arêtes blanches les autres étant incidents 

à une arête noire et une seule. 

On vérifie facilement que si B désigne le langage des mots qui 

codent les arbres parfaits et B' celui des mots qui codent les arbres quasi-

parfaits, on a les équations : 

B = xBxB + xB'xB' 

Bf = 1 + xBxB' . 

Soit pour les séries génératrices : 

b = x(b2+b»2) 

b» = 1 + xbb' . 

Ainsi b' = (1-xb)"1 

et b(l-xb) = x(l-xb)""2 ; 

soit b = x(l-xb) 
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Utilisant la formule de Lagrange, on obtient : 

b = E 2n-1 (4n-l)! 
;3п-1)!п! 

2 —1 
D'autre part, b' vérifie b' = (1-x b')" . Soit d'après la formule de 
Lagrange appliquée à x b' 

b' . E x 2 n ( 2n+1)! 
n!(n+l)! 

Propriété IV.2» : Le nombre d'arbres parfaits ayant 2n-1 arêtes 

est (4n-l)! 
(3n-l)!n! 

le nombre d'arbres quasi-parfaits ayant 2n arêtes est 

(2n+l)! 
n!(n+l)! 
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ABSTRACT 

In the years 1962-1967 W.T. TUTTE and his school have discovered the 
following remarkable properties of the numbers counting certain families of planar 
maps : these numbers are expressed as a monomial of factorials and their generating 
power series are the expansions of algebraic functions. 

In this article we establish that the properties of these counting 
numbers are, in most cases, a consequence of the existence of a 1 to 1 mapping 
from the set of planar maps onto a context free language. 

In chapter 1 it is shown that the existence of the 1 to 1 mapping 
(coding) follows from a theorem on permutation-couples (hypermaps). In chapter 2 
we use the previous coding theory to establish combinatorial proofs of counting 
formulas and to explain the relationship between planar maps and the word problem 
in a group defined by generators and relations. Finally, in chapter 3, we study 
differential-type equations which are satisfied by codes of families of planar maps. 
By solving these equations we demonstrate the algebraicity of the power series 
which generate the map-counting numbers. 
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