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INTRODUCTION (*) 

Variétés et formes bilinéaires• 

Soit M une variété différentiable compacte orientée sans bord de dimension n • 

Dans le cas où n est pair, n = 2-t , notons Lg(M) la partie libre du groupe 

d'homologie Hp(M;Z) ; le groupe LO(M) est un Z-module libre de rang fini. La 

forme d'intersection de la variété M est une forme bilinéaire ( - 1 ) -symétrique : 

L̂ (M) x L (̂M) > TL 

(x,y) e > x.y 

Cette forme peut être définie à l'aide du cup-produit en cohomologie : 

Ĥ (M ;ZL) Q> Ĥ (M ;2Z) > H2^(M ;2Z) . 

La théorie de la dualité de Poincaré (1900) montre qu'elle est non dégénérée c'est-à-

dire qu'elle induit un isomorphisme du module L (̂M) sur son dual Hom̂ [L̂ (M)T7L] • 

Quand X est impair on considère également la forme (symétrique) d'intersection 

modulo 2 : 

Ĥ (M ;ZZ/2) X Ĥ (M ;2Z/2) > TL/2 . 

Elle est encore non dégénérée. 

Dans le cas où n est impair, n = 2̂ + 1 , notons T̂ (M) la partie de torsion 

de Ĥ (M »ZS) , c'est un groupe abélien fini. La forme d'enlacement de M est une 

forme ( -1) -symétrique : 

T (̂M) x T (̂M) — Q / Z • 

Cette forme peut être définie à l'aide du cup-produit suivant : 

ĥ (M ;ZS) H^+1 (M ;(p/2Z) » H2^+1 (M ;Q/ZZ) . 

Elle est toujours non dégénérée (dualité de Poincaré) c'est-à-dire qu'elle induit un 

(*) L'éditeur remercie les auteurs d'avoir fait précéder leur texte d'une introduction 
qui permettra au lecteur non spécialiste de placer ce travail dans sa perspective 
his torique. 
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FORME QUADRATIQUE D'ENLACEMENT 

isomorphisme du groupe fini T^(M) SUT son dual de Pontryagin Hom^Tg (M) , C?/z] • 

Cobordisme et groupes de Witt. 

On distingue quatre cas suivant la classe de la dimension n de M modulo 4 , 

dans deux d* entre eux les formes ci-dessus conduisant à des invariants de cobordisme. 

1 ) n « 4k • On dit que le 2Z-module L^CM) muni de la forme bilinéaire symé­

trique d' intersection est un b-module. Si M est une variété-bord, Lgk^ e S t ^ 

b-module neutre i il contient un facteur direct qui est son propre orthogonal ; on 

obtient donc un invariant de cobordisme en considérant la classe du b-module ̂ ^CM) 

dans le groupe de Witt W(z) qui est grosso modo la collection de tous les b-

modules sur TL modulo la collection des b-modules neutres. Comme l'homomorphisme de 

signature W(2fc) —> TL est un isomorphisme, l'invariant défini précédemment n'est pas 

autre chose qu'un entier relatif, noté I(M) , qu'on appelle la signature de la va­

riété M (Thom 1 9 5 0 ) . 

2) n = 4k+2 * On a cette fois un b-espace vectoriel sur ZZ/2 à savoir 
H2k+1 ̂ M * E/ 2) * Malheureusement quand M est orientée ce b-espace est neutre. 

3) n » 4k- 1 .On dit que le groupe abélien fini T

21:-^ (
M) ™x*à- de la forme 

d'enlacement (symétrique) est un e-module sur TL ; un e-module est neutre s'il 

contient un sous-module qui est son propre orthogonal. Le groupe de Witt W(Q,Z) 

correspondant à ces notions est encore, grosso modo, la collection de tous les 

e-modules sur 2Z modulo la collection des e-modules neutres. La classe du e-module 
T2k 1 d a n s nfest pas invariante par un cobordisme ordinaire, plus pré­

cisément toute classe de W(Q,Z) peut être représentée par une variété bord. 

4) n = 4k + 1 .Le groupe de Witt adéquat est isomorphe à 7L/2 , la classe 

de T2k^M^ clans ce groupe est l'invariant de cobordisme de De Rham. 

Variétés stablement trivialisées et formes quadratiques. 

On suppose maintenant que la variété M est munie d'une trivialisation stable t 

de son fibre tangent T m . C'est-à-dire qu'on se donne un isomorphisme t de la 

somme de Whitney rxt $ t
p sur e n + p , * m désignant le fibre trivial de dimension m. 
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INTRODUCTION 

1) n = 4k „ ̂ L'existence de t entraîne x.x = 0 (mod 2) pour tout x dans 

L (M) , la ^orme d'intersection est associée à la forme quadratiaue qfx) = ~ x.x , 
2k * 

on dit alors que L ^ M est un q-module. On en déduit que la signature de M est 

divisible par 8 .En fait puisque M est sans bord et que son fibre tangent est 

stablement trivial la formule d'Hirzebruch (1955) montre que I ( M ) = 0 (ce phéno­

mène disparait si on affaiblit la notion de trivialisation stable). 

2) n = 4k+ 2 .En 1960 Kervaire a montré que la donnée de t permet de définir 

une forme quadratique q : H , J ( M ; E / 2 ) — y 7L/2 associée à la forme d'intersection 

modulo 2 • Si M est le bord d'une variété munie d'une trivialisation stable qui 

induit celle de M le q-espace vectoriel sur IL/?. ( M ; Z/2) est neutre : 

il contient un sous-espace qui est son propre orthogonal et qui est isotrope. Le 

groupe de Witt quadratique WQ(z/2) est isomorphe à 7l/2 par l'invariant de Arf , 

l'invariant de Arf du q-espace H

2]ç+1 ̂
M e s t l'invariant de Kervaire du 

couple (M,t) , il ne dépend que de la classe de cobordisme trivialisé de ce couple. 

On ne connait pas encore toutes les dimensions pour lesquelles il existe des variétés 

( M ,t) d'invariant de Kervaire non nul. L'importance historique de cet invariant est 

grande, il a permis en particulier à Kervaire d'exhiber une variété pseudo-linéaire 

de dimension 10 qui nfadmet pas de structure différentiable. 

3 ) n = 4k+1 • L'existence de t implique e(x,x) = 0 pour tout x dans 

T ^ ( M ) et la nullité de l'invariant de De Rham. En fait l'existence de t entraîne 

que M borde (Thom, Wall.é. 1960). 

4) Soit (M,t) une variété stablement parallélisée de dimension 4k - 1 • Soient 

X une variété de dimension 2k-1 et f : X — M un plongement tel que f*[x](X^_^) 

Si a est un champ de vecteurs normal à f(x) dans M , par translation le long 

de a , on obtient un nouveau plongement f a : X » M , isotope à f . Si le 

champ a ne s'annule jamais P{x) et fa(x) sont disjoints. Dans ce cas on peut 

former un enlacement rationnel E(f,fa) tel que 

B(f,fa) 5 e(£*[xJ,f^[X~P mod^. . 

La parallélisation stable t permet de distinguer une famille de chamDS de vecteurs 
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FORME QUADRATIQUE D'ENLACEMENT 

normaux ne s'annulant pas de sorte que si a et a' sont dans cette famille 

E(f,fa) - E(f,fa') i 2 7L . 

Cela est le premier point de la construction d'une forme quadratique 

q̂  x ^ (M) ^ %/TL associée à la forme d'intersection et qui vérifie 

qt(f̂ [x]) = -jj E(f,fa) , pour a dans la famille distinguée par t • 

Le second point est le résultat de la théorie du cobordisme qui assure que tout 

élément de T

2 k - 1 ^ d'ordre une puissance de 2 peut s*écrire sous la forme pré­

cédente, f#[x] • 

On considère WQ(Qf.Z) le groupe de Witt des formes quadratiques s q : C—» $/lL 

où C est un groupe abélien fini 5 la classe de q̂  t ^ (M) —> q/ZL , notée 

[Tg^ (M)tqt] i WQ($,a) n'est pas un invariant de cobordisme stablement trivialisé 
(contrairement à ce qui se passe pour l'invariant de Kervaire). 

Relations entre les invariants d'une variété de dimension 4k et ceux de son bord» 

Soit b une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur le -̂espace vecto­

riel de dimension finie E ; soit P un réseau (de dimension maximale) de E , 

inclus dans son dual t la forme b induit une forme symétrique non dégénérée 

P̂ /p ® P̂ /p —» §/7L et on montre que cela définit un homomorphisme 6 du groupe 

de Witt W(ç) dans le groupe de Witt w($,Z) • En fait, on a une suite exacte 

0 » W(Z) > W(Q) —W(Q,Z) » 0 scindée par la signature 

I : W(Q) > z*w(z) • 

Soit N une variété de dimension 4k , de bord M 5 la forme d'intersection 

b s H k̂(N;(Ç)(^ H^(NjQ)—> Q n'est pas forcément non dégénérée, on peut néanmoins 

considérer la classe dans W(Q) de la forme bilinéaire symétrique non dégénérée in­

duite par b sur Hĝ 1*» <ç)/Rad(b) • Il est une conséquence de la dualité de 

Poincaré que l'image par 1'homomorphisme 6 de cette classe est l'opposée de la 

classe [T2k-1(M),e] « V(Q,Z) . 

Si WQ(Q) est le groupe de Witt quadratique de Q , on a aussi un morphisme 

naturel 6 : WQ((p) >WQ(Q,/Z) et la suite 
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INTRODUCTION 

0 > VQ(2) > WQ((p) _ L - > VQ(Q,Z) > 0 

est encore exacte mais n,est plus scindable. En fait on construit (à l'aide de 

sommes de Gauss) un homomorphisme y : WQ((Ç,Z) >Z/8 , et l'on a pour tout x 

de WQ(Q) la formule, l(x) =. yà(x) mod 8 f qui détermine la nature de l'extension 

de WQ(Q,Z) par 7L^MQ{7L) précédente (cette formule (Braun, Van der Blij) montre 

en particulier que la signature d'une forme bilinéaire symétrique unimodulaire à 

coefficients entiers et paire, est divisible par 8 ). 

Si (N, T) est une variété stablement parallélisée de dimension 41c , de bord 

(Mft) (avec t » T | M ) , la classe de H^N ; <ç)/̂ad(b) dans WQ(<p) a comme 

image par 6 l'opposée de la classe [Tĝ j (M)»<It] *
 vQ(QfZS) • En prenant la si­

gnature on en déduit la formule : I(N) = - A(M, t) mod 8 , où l'on note 

A(M.t) = Y[T , 4 (M) , q ] i 7L/S . 

Cela pose naturellement le problème de savoir quel est le lien (modulo 8) entre 

l(N) et A(M, t) lorsqu'on ne suppose plus que la variété N soit stablement paral­

lélisée (mais où on conserve cette hypothèse sur le bord). 

Dans le cas où 3N = M est vide, on a la formule de Hirzebruch I(N) = <L, [N}> 

où L est la classe caractéristique de Hirzebruch du fibre tangent de N • 

Dans le cas où N = M est non vide et est muni d'une parallélisation stable t , 

l'élément de 7l/Z : l(N) + A(M,t) peut se calculer comme somme de deux termes : le 

premier est < L T , [N] > où L* est la classe de Hirzebruch relative définie par la 

trivialisation <Jt de T

N| M t le second se calcule explicitement à l'aide de 

l'invariant d'Adams de la variété stablement parallélisée (M,t) • Il résulte des 

calculs d'Adams que, pour k > 3, le second terme est nul et qu'on a la formule 

l(N) = < L*, [N] > - A(M, t) mod 8 . 
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FORME QUADRATIQUE D'ENLACEMENT 

RÉSUMÉ DU PRESENT TRAVAIL 

Ce travail étudie quelques propriétés des variétés fermées de dimension 

4k - 1 9 munies d'une SĜ -trivialisation de leur fibre tangent* Intuitivement 

un fibre vectoriel est SĜ -trivialisé quand on s'est donné une trivialisation 

homotopique d'un multiple impair de ce fibre, une définition précise de cette 

notion se trouve dans le chapitre 1« 

Il est une conséquence de la dualité de Poincaré que la classe dans le groupe 

de Vitt, V(Q) , de la régularisée de la forme d'intersection rationnelle d'une 

variété compacte orientée de dimension 4k , N , ne dépend, modulo V(Z&) , que 

de son bord, ôN • D'autre part le quotient V(|))/V(z) est identifié dans [À] 

avec un groupe de Vitt, V(Q9Z&) , de groupes finis munis de formes d'enlacement. 

Cette conjonction s'éclaire en considérant la forme d'enlacement du bord dN • Si 

en outre la variété N est SĜ -trivialisée, on vérifie à l'aide des formules 

de Vu que la classe dans le groupe de Vitt quadratique» VQ(Q) , de la forme 

quadratique associée à la forme bilineaire précédente ne dépend, modulo VQ(z) , 

que du bord muni de la SĜ -̂trivialisation induite. Le quotient VQ(O)/^Q(Z) est 

identifié dans [A] avec un groupe de Vitt, VQ($,2Z) , de groupes finis munis 

de formes quadratiques d'enlacement. Ceci conduit à construire une forme quadra­

tique associée à la forme d'enlacement d'une variété fermée de dimension 4k - 1 , 

SĜ -trivialisée« Le matériel nécessaire à cette construction, développée au 

chapitre 3T est entreposé aux chapitres 1 et 2. 

Dans [D] J. MORGAN et D. SULLIVAN donnent des constructions analogues avec 

des SO-trivialisations. 

On définit dans [A] à l'aide de sommes de Gauss, méthode inaugurée par 

£• BROVN [B] , une application y de VQ($,Z) dans le groupe ^Q des racines 

8èmes de l'unité telle que l'homomorphisme : 
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INTRODUCTION 

, x oubli © v , N 

VQ(Qta)
 1 > w(çfze;)e^8 

est un isomorphisme* On est donc amené à associer à une variété fermée, 

munie d'une s<*(2) ~tr:"'-v^a^sa1:^on t f un "invariant de Arf " A(M9t) à valeurs 

dans a/8 • 

Soient A , A» deux anneaux de fractions de 22 9 au chapitre 8 on étudie 

le groupe. 9 d e s A ŝphè*esf A'-parallélisées ( (AtA
1)-sphères), de 

dimension n f à -cobordisme A'-parallélisé près (la notion de A'-

parallélisation d'un fibre vectoriel correspond approximativement à celle de parai-

lé lis a ti on d'un multiple par un entier inversible dans A9

 9 elle est définie 

dans [A] )• Ce chapitre fait largement référence au travail [À] de J. BARGE. 

?. VOGEL et des auteurs* 

Si X̂ k~̂  est une (AfA
f )-sphère avec -g ff A1 .le groupe H^^CXfZS) est 

d'après le chapitre 3 munie d'une forme quadratique d• enlacement, ceci donne un 

homomorphisme qe s 
p8P 1 6Ì-l' vq(q,z). 

On construit d'autre part un homomorphisme 0 s 

•5Й 4k—1 4k de la façon suivante x si une (A.A')-sphère X est le bord d'une variété Y 9 

0(x) - I(Y) -<L, [Y]> , 

L étant la classe de Hirzebruch relative, dans Ĥ C(Y.X ; Q) t définie par la 

A'-trivialisation t de X • 

Lorsque / A' le nombre rationnel L* =<Lf[Y]> appartient à et 0 

est à valeurs dans &>c2)
 9 o n P e u t d o n c induire 0 modulo 8 s 

p8 P 1 6Ì-l' » • 

Quel est le rapport entre les deux homomorphismes p 0 et qe ? 
8 

La réponse est fournie par l'étude d'une situation plus générale qui est faite au 

chapitre 7 où l'on obtient x 
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FORME QUADRATIQUE D'ENLACEMENT 

THEOREME»- Dès que k^3 la signature d'une variété compacte orientée, N , 

dont le bord est SO, % -trivialisée vérifie la congruence modulo 8 : 

I(N)SI p 8(0 - A(8N,t) o 

Pour ce faire on considère d'abord le cas SO-tri vi alise. On montre grâce au chapi­

tre préparatoire 5, dont l'un des ingrédients essentiels est la relation entre 

somme de Gauss et signature modulo 8 récemment soulignée par J* MILGRAM, que 

l'expression (où M • 3N) * 

X(M,t) » Ì (I(N) - L*) + |R A(Mf t) i tyfe 

définit un homomorphisme X s —> ç / z qui est relié à l'invariant d'Adams 

ê  par la formule t 
N)SI p8(0 - A(8N,t) o 

Il résulte alors des calculs d'Adams que pour k^3 la partie paire de X est 

nulle* 

Au chapitre 4 on Montre que la forme quadratique d'enlacement d'une variété de 

dimension 4k-1 » SĜ -trivialisée, ne dépend pas de la SĜ -trivialisation 

si k n'est pas une puissance de 2 et on donne des contre-exemples à cette asser­

tion dans le cas contraire* Une conséquence du théorème ci-dessus est que l'invariant 
4k-1 

de Arf d'une variété M f SÔ -̂trivialisée, ne dépend pas de la s 0( 2) " 

trivialisation si x^3 • 

La construction du chapitre 3 est généralisée au chapitre 5 pour construire 

une forme quadratique qb s T^(f) — • $/lL où f est une application M —> L 

recouverte par un SG-morphisme b : t —* t_ • Le fait qu'on ait effectué ces 
M L 

constructions avec la catégorie homotopique comme catégorie de fibres, permettra 

d'obtenir l'invariant A d'une donnée de chirurgie, lorsque le but est S G( 2) " 

trivialise, comme différence d'invariants A de la source et du but* 

Ce point de vue homo topique sera systématiquement exploité dans un travail 

faisant suite à celui-ci* 
Une partie des résultats a été annoncée dans [C] • 

Orsay, Juillet 1974* 
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CHAPITRE I 
FIBRATIONS STABLES ET SG2 TRIVIALISATIONS 

Pour fixer les notations nous commençons par rappeler quelques définitions et 

résultats sur les fibrations sphériques de dimension n « 

1 «1 •- Une fibration sphérique de dimension n , | f de base X est une fibration 

de Hurewicz p : E(§) »X telle que la fibre (x) ait le type d'homotopie 

de la sphère Sn~̂  • 

Soit TÇ le complexe de Thom associé à § ; une orientation de Ç est une 

classe Uç € Hn(T| 5 TL) qui par restriction donne un générateur de Hn(Sp"̂  (x),Z) F 

pour tout X € X o 

Dans tout ce qui suit, on appelle SG(n)-fibre une fibration sphérique de 

dimension n , orientée* 

Soient §o et §̂  deux SG(n)-fibrés de base X q et X̂  respectivement. 

Un morphisme a s |q- > 1̂  au-dessus d»une application f : XQ > X̂  est la 

donnée dfune application cr s E ( ^ Q ) •ECÇj) fibrée au-dessus de f et telle 

que l'application Ter : T§ » TÇ qui s»en déduit ait la propriété Tf*U_ = U_ • 
° 1 r 1 0 

On note e11 le SG(n)-fibré trivial X x S — £ ^ X . On a 

THEOREME de DOLD.- Il existe un morphisme % > e*1 si et seulement si E(ç) a le 

même type d'homotopie fibrée que X x Sn~̂  . 

On dit que deux morphismes aQ , 1 £ —> r\ sont équivalents s'il existe 

un morphisme p du SG(n)-fibre | x I sur X x I dans TI étendant a sur 
o 

X x 0 et otj sur X x 1 • 

1.2.- Rappelons le théorème de classification de Stasheff [14].- Il existe un CV 

complexe dénombrable BSG(n) et un SG(n)-fibre y(n) de base BSG(n) tels que, 

pour tout SG(n)-fibre | de base un CV-complexe, il existe un morphisme 
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SG (2) TRIVIALISATION S 

Ç > y(n) ; de plus deux tels morphismes sont équivalents» 

On sait que QBSG(n) a le type d'homo topi e du H-espace SG(n) des applica­

tions de degré 1 de Sn~^ dans Sn~* (la loi de H espace étant la composition 

des applications)* 

Si § est un SG(n)-fibré de base X et Ç' un SG(n')-fib?é de mtme base 

on a un SG(n -i- n')-fibre obtenu en faisant le joint dans chaque fibre* 

On choisit des classifiants BSG(n) avec BSG(n) » BSG(n + 1) tels que 

y(n + l)|BSG(n) » v(n) »c1 • 

On note BSG » l)BSG(n) avec la topologie faible, alors ÛBSG a le type 

d1 homo topi e de SG « USG(n) ou SG(n) < >SG(n + 1) par suspension* 

U 3 « - On appelle SG-fibré de base X la donnée (^^.p^p $ A O U «̂r m t ^ 

SG(rO-£ibré de base X et q>̂  p est un morphisme (au-dessus de id̂ ) s 

§ a e e p—» Ç p*«
q a v e c n

a • P "
 np + * » a v e c *pY°*crp " *oty c e s e M *•* l c 

diagramme 

ca 0eb - 5pet H t 

* cy N" 

est commutatif (on a ajouté assez de facteurs triviaux pour que le diagramme 

ait un sens)* 

Exemples *- On considère un SG(n)-fibre Ç comme un S G-fibre en prenant A réduit 

à un seul élément* 

Soit M une variété, on a un SG fibre v en prenant comme ensemble d'indice 
H 

A l'ensemble des plongements de M dans des espaces euclidiens* 

Soient § = (Çi^itj^ifj i I ™ SG-fibré de base X et Ç» » (SJ|f<p.[t^O^ftï 

un SG-fibré de base X' , on appelle SG-morphisme de Ç dans §• la donnée 

d'une application notée M'M de I dans I' (ii—>i') et pour chaque i ( I , 

d'un SG(n̂  + p_̂ )-morphisme 

13 



FORME QUADRATIQUE D'ENLACEMENT 

IF. I fPi , €> ep' avec p' - n. + p. - n'. 

vérifiant la condition de compatibilité suivante s si on prend nj, ni nj, Nj 
assez grands pour que le diagramme 

„ Nj •i Ç!,©cNÎ 

clij 

Cj Oe Nj 
uj 

cj, 0cjnr 

clij,n 

ait un sens (on a confondu ^ avec f̂ fcld ... etc.), alors il est commutatif. 

Il faut remarquer que tous les morphismes sont au-dessus de la mène application 

f t X —* X» • 

On a une notion d'image réciproque d'un SG-fibré par une application continue 

et de somme de Vhitney de deux SG-fibres. 

On dit que deux SG-morphismes ^ et * 5 —>*n s o n* équivalents s'il 

existe un SG-morphisme f d u SG-fibré § x I sur X x I dans -rç étendant fQ 

sur X x 0 et t-j s u r x x 1 • 

Un corollaire du théorème de Dold est le résultat suivant s si | et i\ sont 

deux S G-fibres de même base X et a t § —» i\ un SG-morphisme au-dessus de 

l'identité de X , il existe un SG-morphisme p * T) >§ tel que p. or est 

équivalent au morphisme identique de § , et cr.f* équivalent au morphisme identi­

que de i] # De plus deux tels morphismes p et p' sont équivalents» 

1«4.»- Construction Y(̂ ) et classification des SG-fibres sur un complexe fini. 

Soient X un complexe fini et f une application continue X »BSG • Soit 

I = £ n ( JS/ f(x) C BSG(n)J f comme X est fini I est non vide. Pour n C I , 

on pose f s X —» BSG(n) tel que f = sof où s est l'inclusion de BSG(n) n v / i n n n v / 

dans BSG • On définit un SG-fibré de base X noté y(£) en considérant pour 

n € I le SG(n)-fibré f£(y(n)) , les morphismes çp̂  ̂  étant induits par 

l'identification t 

f£+1(Y(n+0) = f̂ (Y(n+t)|BSG(n)) = f£(v(n))*f
1 . 
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SG (2) TRIVIALISATIONS 

Cette construction y(£) remplace celle de l'image réciproque du fibre universel 

qui est inapplicable ici car il n'existe pas de SG-fibré y de base BSG dont 

la restriction à chaque BSG(n) soit le SG-fibré y(n) • 

1 «5»- Théorème de classification» 

Soit § un SG-fibré de base un complexe fini X f il existe une application 

c : X —> BSG et un SG-morphisme (au-dessus de l'identité) C : § >y(c) • 

On a une unicité à équivalence près, en le sens suivant : si C q , ĉ  : X * BSG 

sont deux applications, Cq , Ĉ  deux SG-morphismes Ĉ  : § ^Y^) » i1 existe 

une homotopie d : X x I —f BSG entre C q et ĉ  et un SG-morphisme 

D : § x I —>Y(d) étendant Cq sur X x 0 et Ĉ  sur X x 1 • 

De plus, on a une forme relative : si A est un sous-complexe de X et si 

(c',C) est une classification de §|A il existe une classification (c,C) de § 

étendant (c',C) • 

1.6«- Soit £ : BSG *BSG^ une application de Ẑ j-localisation* On note 

p : E —» BSG l'image réciproque par % de la fibration de l'espace des chemins 

sur B S G( 2) '
 E e s t d o n c l a fi b r e homotopique de la localisation t et la fibre 

de la fibration p est O(BSĜ ) * (OBSG)^ = SG^ le localisé du 

H espace SG • 

Soit § un SG-fibré de base le complexe fini X ; on considère les couples 

(u,U) où u : X—*E et U est un SG-morphisme § —> Y(P©U) • Sur cet ensemble 

on met la relation d'équivalence (û ,!̂ ) (û ,̂ ) s'il existe une homotopie 

v t X x I » E entre Uq et û  et un SG-morphisme V : Ç x I —^ y(p •> v) 

étendant U\ sur X x i • On note TSG^(§) l'ensemble quotient, ses éléments 

sont appelés SĜ -trivialisations du SG-fibré Ç • 

1*7«- Soit (c,C) une classification du SG-fibré | • A tout relèvement 

u : X-»E de c , on associe la SĜ 2j-trivialisation de § qui comprend le 
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FORME QUADRATIQUE D'ENLACEMENT 

couple (ufC) • On peut adapter les arguments de Browder [5] pour montrer que 

cela définit une bisection (dépendant de (cfC) ) 

£ classe d'homotopie verticale de relèvements de cj > TSG^(ç) • 

Or p s E —» BSG est une fibration principale sous l'action du H-espace 
SG(2) a'^ B S G(2)^ d o n c 1® groupe des classes d'homotopie [XfSG^] agit sur 

£cl. homotopie verticale de relèvements de c J qui est ou vide ou un [X,SG^]-

espace affine» Par composition on obtient une action de [XtSG^] sur TSG^(§) 

que l'on peut décrire directement comme suit : si la SĜ -trivialisation t com­

prend le couple (u,u) , x*t est la classe de (u',u) où u' est un relèvement 

de p# u correspondant à 1»action de x sur u • TSG^(§) est ou vide ou bien 

un [XtSĜ 2j]-espace affine» 

1 # 8#- Classes caractéristiques relatives» 

Soient (YtX) une paire de complexes finis, Ç un SG-fibré sur Y et 

t i TSG(2)^|x^ * Représentons t par un couple (u,u) • Le théorème de classi­

fication assure qu'il existe une classification (cfC) de £ telle que le 

diagramme 

Y 

J 
X 

• BSG 

> E 

est commutatif» 

Le couple (c9u) détermine en cohomologie un morphisme 

(c,u)* X H*(p ; A) —» H*(Y,X ; A) • 

Une nouvelle application du théorème de classification montre que ce morphisme 

(cfu)* ne dépend que de Ç et de t • 

Si A est un ZŜ -module, TT̂ EGA = 0 pour i ^1 donc la suite spectrale 

de la fibration p montre que j* : H*(p;A) Ĥ*(BSG;A) est un isomorphisme» 

Si x i Hn(BSG;A) on note x* = (c.u)*!*""̂  I Hn(Y,X;A) • 
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SG (2) TRIVIALISATIONS 

DEFINITION 1.8.- Soient Ç un SG-fibré sur le complexe fini Y et XCY ; soit 

A un module. Il existe une application 

in(BSG;A) x TSG,2)(Ç|X) > Hn(Y,X ; A) 

(x , t) i > x 

qui vérifie j*x = x(£) dans H (Y;A) • 

Remarque 1«9«- Toutes les sorites précédentes sont valables dans la catégorie des 

fibres vectoriels orientés, d'où notion de SO-fibré, de SÔ -trivialisation d'un 

SO-fibré# En particulier toute variété différentiable orientée est munie d'un 

SO-fibré vx • 
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CHAPITRE II 

ENLACEMENT RATIONNEL 

Dans la suite, et sauf mention du contraire, variété voudra dire variété 

différentiable compacte et orientée» 

2»1»- Soient M une variété fermée de dimension 4k-1 f [M] i H^^^MJZ) sa 

classe fondamentale et »M i Ĥ
k""̂ (M xM,MxM-A M|5Z) sa classe d

f©rientation 

Pour toute paire (A,B) de sous-espaces de M (avec BCA) et tout groupe 

abélien G , on note D (ou encore Du) l'homomorphisme s 
M 

D * H?(M - B t M - A | G) > ̂ "^'^AfBl G) 

défini par DM(x) = <*>'/c (slant product) où »•€ H
4*""1 (A x(M-B),Ax(M-A)UBx(M-B)|E) 

est la restriction de »M • 
M 

On rappelle que si A et B sont compacts et si la flèche naturelle 

lim H*(UfV$ a) »• H*(AfB; a) est un isomorphisme (où la limite inductive est 

prise sur le système de voisinages (U,v) de la paire (A,B) ), alors D est un 

isomorphisme» En particulier D̂ ([M]) = 1 ( H°(M ; a) » 
2»2»- Nous notons génériquement Tp(x) le sous-groupe de torsion de Ĥ (X ; a) * 

Sur T^.-j^) nous avons une forme bilinéaire symétrique non dégénérée à valeurs 

dans T^/TL , notée 

e 8 T2k-1 ( M ) • T2k-1 ( M ) > Q / 2 

qui possède la propriété (caractéristique) : 

e(3x,y) =<D(x),y> Vx i H2K(MfQ/fa) , Vy i ^ « ( M ) 

où 3 1 H2k(M; <p/a) * T2k-1^ C H2k-1^ M ? 2^ e S t l e c o n n e c t a n t d e l a 

suite exacte de coefficients 0 —> 7L —^ Q —> fl?/a —^ 0 et < , ̂  est 

l'accouplement de Kronecker H2*"1 (M ; Q/a ) Q Hgk-j (Mtz) Ï Q/Z • 
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ENLACEMENT RATIONNEL 

2*3e- Soient ( i = 0,1) deux variétés fermées de dimension 2k - 1 , et 

f. : X deux applications ; on note x. = f.„[X.] £ HRT, „ (M ; 2) • On fait 

les deux hypothèses s 

1) x. C T^OO (i » 0,1) . 

2) ^ 0(Xo)n ^ ( X ^ = jf • 

On va alors définir un nombre rationnel ECf̂ ,̂ ) i Q dont la réduction dans <ç/2Z 

sera e(xo,Xl) • 

La condition 2) permet de considérer f̂  comme une application 

F : X q » M - f^) ? soit 5?Q C H^^CM - f^) ; I)) l'image par F de [XQ]. 

Nous avons le diagramme commutatif : 

h 2k (N;Q) > H^CM.M-f^X^;^) >H <(M-f (X );Q) • H^CMIQ) 

h2k-1 (n,q) 2k-1 
• H 

^ ( X ^ J Q ) h2k-1 (n,q) 

f 
o* f 

fn* 
h2k-1 (n,q) 

f1 

Comme f^ t (XQ;<Ç) > (MH>) e s t nulle, il existe x£ , 

Xo * H2k ( M , M " W ; Q ) t e l l e q U C ""o = a x o * 
Le nombre rationnel < f*Dx' , [X. ] > ne dépend pas du choix de x» car la 

l RI O l O 

flèche f* s Ĥ '̂ MiQ) — > H2*""1 (X̂ fÇ) est nulle d'après l'hypothèse 1 ) • On pose 

E(f ,f. ) « <£ÎBx,,[X<J > qu'on appelle enlacement rationnel de f et f, • 
O 1 I O 1 r O 1 

2#4»- Remarque : E(fQ,f̂ ) ne dépend que de la classe d'homologie de l'application 

? 0 * X q —»M - fj^) , en particulier ECf̂ fj) est nul si la variété singulière 

(X ,f ) est décomposéeo o o 
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FORME QUADRATIQUE D'ENLACEMENT 

LEMME 2.5.- E(f ,fj = ECf̂ f ) . 
O L L O 

Démonstratioru- On a le diagramme commutatif suivant où les groupes d'homologie et 

de cohomologie sont à coefficients rationnels et où les flèches non notées sont in­

duites par les inclusions : 

H„_ .(X ) 2k-1x o 
fosH 

2X-1 o O 
D 2k (m,m-p0(x0)) H2k-1 

M-f„(xJ 
O O 

f1 gh2k-1(x1 

o« 
ä2k-1 (m-f,(x1)) m,f1(x)) dljein 2k-1 

'(VV) 

H^M.M-f^X^) -

E(fQ,f|) est calculé en regardant l'image de [Xq] par le chemin externe inférieur; 

d'après la commutativi té du diagramme c'est la même chose que par le chemin horizon­

tal, or ce chemin horizontal est le transposé de celui qui sert à calculer E(fj,fQ) , 

d'où le résultat. 

LEMME 2.6.- ECf^) * e(xo,xt) mod TL) . 

Démons tratioru- Soit x « f [X ] i fi\. « (M-f 4 (X„ ) ; 7L) o o*L oJ 2k-1v 1x 1 * 1 1 ; nous avons 

E(*0tV
 Ä < 1^» X1 > O Ù y € Ĥ M.M-f.Cx,);«) est tel que d y = xq ® 1 et xj 

est l'image de [X̂  ] dans ( ̂(X^)i2L) . Or e(xo,x4) = <Dz,x4> avec 

z £ H2k^M ' ̂ /^) e t z = Xq , ou bien encore eCx̂ x̂ ) = ̂Dz.xj ̂  où z est 

l'image de z dans Ĥ MjM-fj (x̂  ) * <p/2Z) . Soit y l'image de y dans 

Ĥ CMjM-f (x̂  ) ; ̂ /TL) ; il nous faut montrer que < D(y - z),x,j > = 0 ; comme 

x̂  ® 1 =0 dans Ĥ ^̂  (MçQ) il suffit de montrer que y - z est dans l'image de 

la composée 

H^CM;*; .H (MIQ/JZ). H2* M,M-f (X ) o/Z) 

C'est exactement ce que dit la première partie du lemme homologique suivant, dont 

nous laissons la vérification au lecteur. (La seconde partie est placée là pour 

utilisation ultérieure). 
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ENLACEMENT RATIONNEL 

LEMME 2.7Soit 
0 0 0 

0 * c] 2 » C£ Ë—» C' » 0 
I I I 

"il o M . "Si 
0 > — - — » c* —E__> c< » o 

o > c? g > cl _ E — > c? > 0 

0 0 0 
un diagramme commutatif dans la catégorie des modules différentiels, avec lignes 

et colonnes exactes* Notons cr̂*** les homomorphismes induits en nomologie, d1 le 

connectant de la i i e j n e ligne, o\ le connectant de la j i è m e colonne* 

1 ) Les deux applications de 1er >2or
1 : HcJ HC*] dans Coker[P3P

2iHC2 ĤĈ ] 

données par ̂ .{D2R^ et pg.tèT1.^ sont égales* 

2) Les deux applications de lerCcr^ T HĈ  —» Hc|] dans Coker[33P3THC|—> HC3] 

données par 3 *(33) •P et P^COR) *OR2 sont opposées* 

2*8*- On se place dans la situation suivante : 

N est une variété de dimension 4k de bord £N , [N] est la classe fondamen­

tale dans H^N.dNfZ) avec 3[N]»[3N] dans (3N;ffi) , 

a>N € H
4k(N X N t N X N - AN ; 2Z) est la classe d'orientation* 

Soient Yi (i = 0,1) deux variétés de dimension 2k de bord X̂  ; 
Fi : Yi —* N d e u x applications, on suppose : 

1) P.(X.)C3N et F~1(3N) « X. ; on pose f. = P.,v T X. »dN | 
1 1 i x ' i i xlXi 1 

2) qu'il existe des colliers U± : XIX[0,L[ —> Y± et v j3Nx[0,1[ —>N 

tels que F̂ û x.t)) s v^CX^t)* Il en résulte que l'inclusion F^Y^ -dH^F^Y ) 

est une équivalence d'homotopie ; 

3) fo(XQ) AfjfXj) = 0 • 

Remarque*- Par approximation par des applications différentiables et utilisation 

du théorème de transversalité, on peut toujours approximer deux applications de 
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FORME QUADRATIQUE D'ENLACEMENT 

paires s (Yi»Xi) —> (Nt3N) par deux applications qui vérifient les trois 

conditions ci-dessus. 

2«9«- Nous allons définir un nombre d'intersection l(P ,F.) (2 • Grâce aux condi-
o i 

tions 1) et 3), on peut considérer 1 • application F q comme une application de paires 
F 1 (Y .X ) —> (NtN - FAY4)) • On pose y • F [Y ] • D'après la condition 2) o N o o 7 1 1 o o*u oJ 

l'inclusion induit un isomorphisme 1 

H A (N - 3N,N - F 1 (Y1 ) - dN J E ) ^ H^N^N - F 1 (Y4 ) ; 7L ) 

nous notons DA la composée 
N 

H^CN.N-F^Y^ja)^: H^H-dHtH-P^Y^-dH ; 72.) H 2 K (F 1 (Y1 )U*N,*N ; Z ) * 
> H ^ F / V ' V V ;2Z) 

où D„ est obtenue par slant>-product par la restriction de w„ à 
JN 

(F^ (Y4 )U dNf 3N) x (N - dNtN - dN - F4(Y4)) et la dernière flèche est induite par 

l'inclusion» On pose l(F^9F^) » ̂ ^^0 »
 y-f > o u y<f e s t l'image de [Ŷ ] dans 

H 2 k ( F 1 ( Y 1 ) , f 1 ( V ; Z ) * 
Par une démonstration analogue à celle de 2.5 on voit que l(F O T F^) s l(F.jTFO) • 

2«10«- On fait l'hypothèse de position générale suivante s 

Pour tout couple (P ,Pj ( Y x Y. tel que F (P ) » F 4 (P„ ) » Q il existe une o 1 0 1 0 0 1 1 

carte P : I2* x I2* —>N avec P(0t0) = Q et deux cartes orientées 0^ tI25c-^Yi 

avec ori(o) m T± et FQ(cro(t)) = P(ttO) et F4(cr4(t)) = P(Ott) • Il en résulte 

qu'il n'existe qu'un nombre fini de tels couples* On suppose en outre que si 

Q ( F

Q ( Y

0 ) ^ P / Y < | ) » F Ô 1 ( Q ) e t F î " 1 ( Q ) n , ° n t q u , u n s e u l é l é m e n t » 
On pose e(P ,P4) = +1 si l'orientation de la carte p coïncide avec o l 

l'orientation de N . sinon on pose c(P .P.) » - 1 • 
o 1 

LEMME 2»10»- Avec les hypothèses précédentes, on a 

KP,.*,)KP,.*,) 

la somme portant sur les couples (P , P4 ) i Y xY. tels que F (P ) « F. (P4 ) • • 0 1 0 1 0 0 11 
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Démonstration,- Soient $Q1, — ,QnJ= F

0 (
Y

0 ) f\ F.| ( V e t Pi = • 0 n choisit 

les cartes ot^ et pJ de sorte que leurs images soient deux à deux disjointes. On 

a le diagramme 

H , (Y fX ) 2kx o* o' -s 

Ha(P (Y ),F(Y1)- VarJCÏ2*)) .H ( M M (Y ))' 

H^F (Y ),£ (X )) 

O* EBji 

Ha(P (Y ) ,F(Y 1)- VarJCÏ2*)) 

^ 1 * 

$ H (i xO t*I*Sc 0) Ha(P (Y ),F(Y1)- VarJCÏ2*))Ha(P (Y ),F(Y1)- VarJCÏ2*)) eH^oxi2*, oxM2k) 

La partie de gauche du diagramme est commutative par contre pour chaque j le 

diagramme 

Ha(Nf№-F (Y V H ^ F (Y ),£ (X )) 
P* 1 * 

H a(i
a

XI
2 k,I 2 kx 1̂ -0 xl^) Ha(0 x 1*0 x3ia) 

est commutatif ou anticommutatif selon que pJ transporte l'orientation de 
2k 2k 
I x I sur !• orientation induite de N ou non, c'est-à-dire suivant le signe 
de t(P^pJ) . 

2,11En plus des hypothèses de 2,8 on suppose : 

4) f. [X ] « T C9N) . 

Nous allons calculer d'une autre manière ICF^F^) • Soient 

yi = Fi*^Yi^ * H2k(Nf ̂ N ; 2 Z) ' c o r n m e yi C T2k-1(3N) 1 1 6 x 1 3 1 : 6 Zi * H2k ( N ? Ç ) 

tels que ĵz.̂  = y\<8>1 dans H^NidN ; $) où j i NC—^ (N,3N) • Le nombre ra­

tionnel d'intersection z #z„ ne dépend pas du choix de z et z. car 
o 1 o 1 

(î x)#z<J = (i*x).y1 = (ĵ itx).z1 = O.ẑj = 0 (avec i :dNC_>N )• On le note yQ. y^ • 

PROPOSITION 2«11«- Avec les notations et hypothèses précédentes on a : ( F O , V =y0.yi +E ( V f i > • 
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Démonstration.- Soient k '̂inclusion (3Nt3N-f̂  (X̂  )) 4—> (N, fcN-f^ (X̂  )) et t 
l'inclusion (Nf3N-f4 I X,)) (H.N-F̂ Yj)) . 

Soit y limage de [Y ] par F i (Y ,X ) _> (N,ÜM (X. )) 01 
O O O O O * ^ 11 

* o o 
et on a le diagramme commutati± * 

H^NH) ^L^H^CN.ÔN-f^^)^) 

Ĥ ON.aN-f (X );«>) 

H^ON.aN-f (X );«>) 

HÄ(H|Q) » ̂ (N^NJQ) » H2k-1 ( a N ? Ç ) 

Pour tout choix de xq dans H^ON, jN-f̂  (x̂  );Q) relevant *o»[x
0] t *«*0 est 

nul dans Hĝ (Nt3N;ç) , on peut donc choisir un relevé Z q de yQ dans H^CN,^) 
de sorte que 9 -

•'o * o * o Soit, avec des abus de notations évidents o * o * o dans 
H9k(N,N-P (Y );<*) • Or le diagramme suivant est commutatif : 

H A(HH) — a — > Ha(N^N;ç) » H 2 3 ^ ^ ) , ^ ( X ^ ; * ) 

Ha(Nt№-P (Y )H) 
DN H^P (Y )u3N,aN|Q) - H^ON.aN-f (X );«>) 

donc ^ « V * ! > = V y1 • 
Le diagramme suivant est aussi commutatif 

H V(N,N-F.(YJ?*) N H^ON.aN-f (X );«>) ->Ha(F (Y ),£̂ X );Q) 
collier 

H^ONXE.ON-^CX^;^ 
ni 
paNxi •H^Cf^Mi.ai)?«)) • ^H^Cf^X^îQ) 

II 

I 
H^ÖN.aN-f.CxJjH) 

Dan 
• Ĥ -Vf̂ x,),«) 

donc Kv^xX^yf > = < DM^O,X1 ? ~ E^o , f1^ * D , ° ^ L E R É S U L T A T P U I S <I U E 

y s k„x + j„z • o * o * o 
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Remarque»- La formule 2*11 entraîne d'après 2.6 : 

y0,y1 = - e(ayo,uan1) (mod zz). 

Les conséquences de cette relation (vraie sous la seule hypothèse que d yQ et Bŷ  

sont de torsion) seront étudiées en 6.3« 

2*12.- On suppose que Y est une variété de dimension 2k de bord X » et 

F s (YtX) > (Nt3N) une immersion générique transverse au bord et telle que 

f = F | X s X soit un plongement. Soient vp le fibre normal de F et 
Vf * V F|X l e f:*"bre n o r m a l d e f > soit G : (E(vF)tE(vp) —> (Nt3N) une immersion 

prolongeant F sur la section nulle, infective sur chaque fibre et dont la restric­

tion à E(v̂ ) donne un voisinage tubulaire du polongement f • 

On appelle traverse à f toute section a du fibre vf telle que a(x) / 0 

pour tout x dans X • On note fa la composée X E(vf) -Sî 3N f c'est un 

plongement isotope à f et 

f (X) n f a(x) = 0 . 

Soit A une section du fibre v étendant la traverse a et générique en le sens 

suivant s la section A est transverse à la section nulle et les zéros de A sont 

distincts des points doubles de l'immersion générique F • On sait qu'il existe 

toujours de telles extensions A • On note F̂  : Y —? N la composée G.A ; il 

est clair que la généricité de F et de A assure que les hypothèses 2.8 sont 

vérifiées pour les immersions F et F̂  • Si on suppose en outre que f̂ [x]€T2k ̂ (dN) 

(donc aussi £f[x] * Tov -ifàN)) l a proposition 2.11 nous donne la formule 

2.13. I(F,FA) = y.y + E(f,fa) . 

2.14.- Nous allons calculer l(FtF
A) directement à partir de l'immersion F et de 

la traverse a à f • 

Soit c(a) i H2k(YfX ; n^^E
2^ - 0)) = H2k(Y,X l'obstruction à étendre a 

en une traverse à F • 

25 



FORME QUADRATIQUE D'ENLACEMENT 

A tout point double P de l'immersion générique F , on associe G(P) = - 1 

suivant que la somme directe des orientations des deux nappes de F(Y) en P coïn­

cide ou non avec l'orientation de N ; on pose 0*(F) = Ec(p) • 
P 

PROPOSITION 2.14.- On a la formule y.y + E(f,fa) = 2d<F) + <c(a),[Y] > • 

Démonstration»- Considérons A comme un plongement de (Y,X) dans (E(V ),E(V )) 

et A : (YfX) — > (E(v ),E(v )) le plongement correspondant à la section nulle ; 
O F x 

A(x) f\ AQ(X) = 0 car a est une traverse et une méthode similaire à celle de 2.10 

montre que I(A,Aq) = < c(a),[Y] y • Les points de F(Y) r\ F^(Y) sont de deux sor­

tes : d'abord les zéros de la section A (et il est clair que leur contribution à 

la somme de 2»10 est exactement I(A,Aq)) ; ensuite les autres points apparaissent 

par paires et sont associés aux points doubles de l'immersion générique F ; leur 

contribution à I^F^) est 2O(F) • La formule 2#14 résulte alors de 2#10 et 2.13* 

2.1 5«- On revient à la considération d'une variété M fermée de dimension 4k-1 • 

Soit f : X > M un plongement d'une variété fermée X (pas nécessairement un 

bord) tel que f*[x] i T2k-1 ̂  * S i a e s t u n e traverse â f on définit,comme 

précédemment,le plongement fa : X —^ M et on a un enlacement E(f,£a) • 

Nous voulons étudier comment E(f,fa) dépend de la traverse a • Soient aQ 

et â  deux traverses à f ; sur la variété Xxl de bord X x 1 o(- X x 0) on 

considère le fibre vf xi , on définit une section jamais nulle a de ce fibre 

sur d(Xxl) par la formule a(x) = â  (x) sur Xxl et a(x) = aQ(x) sur XxO • 

On définit d(ao,a,j) i H (XjZi) par la formule c(a) = dfâ â ) xi dans 
2k 1 H (X x (l,3l); où i est le générateur de H (lt$I ; Z£) compatible avec 

l'orientation ; d(aQ,â ) est l'obstruction à ce que les traverses â  et â  

soient homotopes parmi les traverses à f • 

PROPOSITION 2«15«- On a la formule E(f,fa1) - E(f,fao) = < d(aQ,a1 ),[X] > . 

Démonstration»- C'est une conséquence directe de 2«14 appliqué aux variétés N= Mxlt 

Y = Xxl et au plongement F : Y —» N donné par F(x,t) = (f(x),t) • 
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CHAPITRE III 

CONSTRUCTION D'UNE FORME QUADRATIQUE ASSOCIEE A LA FORME  

D'ENLACEMENT D'UNE VARIETE DE DIMENSION 4k-1 } SĜ -TRIVIALISEE 

Considéronsf comme dans 2#15f deux traverses aQ et â  à un plongement f : 
2k—1 4k—1 
X —^ M f les deux propriétés suivantes sont équivalentes i 

(i) <d(aofa1),[x]>SO (mod 2) ; 

(ii) Ì E(f,£*<>) S i E(£9£^i) (modZZ) . 

La relation, définie par (i)f partage les traverses en deux classes ; distinguer 

l'une d'entre elles nous donne un élément de <ty/2Z dont le double est 

e(f#[X]f£#[x]) , cette idée est à la base de la construction d'une forme quadra­

tique q s T2k-1 ̂  ' > associée à la forme d'enlacement» 

3«1 •- Nous nous proposons de décrire une méthode pour distinguer l'une des classes 

dans le cas où la variété M est SO-paralléliséet i«e« munie d'un SO-morphisme 

de son fibre tangent T sur le fibre nul de base M • M 

Nous appelons réduction du SO-fibré normal vx à la dimension l , la don­

née r 9 d'un SO(-£)-fibré | de base X et d'un SO-morphisme $ , du S0-fibr4 

sous-j acent à § , sur vx • 

Nous avons un SO-morphisme s 

X f w VM 

la SO-parallélisation de M induit donc un SO-morphisme de vx sur vf • La 

donnée supplémentaire d'une traverse a détermine une réduction, r(a) 9 de vx 

à la dimension 2k-1 • 

Soient rQ et r̂  deux réductions de vx à la dimension 2k-1 • Elles 

seront dites homotopes, s'il existe une réduction R de ^ x

x* à la dimension 

2k-1 telle que 
R|Xx^0} = ro e t *|Xxfl} = r1 • 
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REMARQUE 3.1Soient r = (§,§) une réduction de v„ à la dimension 2k-1 , o o X 

£̂  un S0(2k-1 )-fibre et cp un S0(2k-1 )-morphisme : —> • La réduction 

= (̂ tŜ cp) est homotope à rQ . 

Démonstration»- On construit par recollement, à l'aide de cp , un S0(2k-1 )-fibre 

r\ de base Xxl tel que T|i = ̂  et r\, = § . De la même façon, 
'xx{oJ ° >Xx^1J 1 

on construit un SO-morphisme i|r : vx x I —> t\ qui induit cp et §#cp sur 

Xx et XxJlJ respectivement. 

La notion de classe d'homotopie de réduction d'un SO-fibré à la dimension t 

est donc la "notion stable" qui correspond à celle de classe d'homotopie de (n- £)-

champ d'un fibre vectoriel de dimension n • 
L'obstruction d(r ,r.) à construire une homotopie entre deux réductions r o i o 

et r̂  (leur différence au sens de la théorie de l'obstruction) se trouve dans 

H2*""1^; TT2k̂ 1[S0/S0(2k-l)]) = H
2*""1 (X ;7l/2) . L'homomorphisme de stabilisation : 

ir23c-1[S0(2k)/s0(2k-l)] > n^Lso/sO^k-l)] 

est la réduction modulo 2 I 

P2 : TL —>z/2 . 

Avec cette notation, nous avons : 

d[r(ao),r(ai)] = P2[d(a<>ta1)3 • 

La relation d'équivalence entre les traverses à f définie par : 

(iii) r( a

Q)
 e t r(a^) homotopes 

est donc plus fine que celle définie précédemment (c'est la même si X est 

connexe). La classe d'homotopie de la réduction de vx donnée par un plongement 
4k-2 

de X dans 3R ne dépend pas du choix de ce plongement (classification des 

immersions), ceci assure la cohérence de la définition suivante : 
DÉFINITION 3.2.- Une traverse à f , a , est distinguée si la classe d'homotopie 

de la réduction r(a) de vx à la dimension 2k-1 qu'elle détermine coïncide 
4k—2 

avec celle que donne un plongement de X dans IR • 
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REMARQUE 3.3.- Si X est le bord d'une variété Y la réduction distinguée de vx  

à la dimension 2k-1 est celle qui s'étend en une réduction de à la dimension 

2k-1 (classification des immersions), 

PROPOSITION 3.4.- Soit M43c~1 une variété fermée SO-parallélisée, il existe une et 

une seule forme quadratique q * ^ (M) —^ %/7L associée à la forme d'enlacement 
2k—1 4k—1 

telle que pour tout plongement f : X —^ M , tel que f*[x] est de torsion  

et toute traverse à f distinguée, a , on a : q(*»M) *\ E(fff
a) (modZ) • 

La démonstration de cette proposition sera donnée en 3.14« En effet, nous allons 

construire une forme quadratique associée à la forme d'enlacement dans le cas où 

l'on se donne une SĜ -trivialisation (voir chapitre i) du SG-fibré sous-jacent 

à T__ «La généralisation due à l'apparition des SG-fibres sera utilisée dans le M 

chapitre V, celle due à la localisation sera en particulier utilisée dans le chapi­

tre VIII. La technique de construction s'inspire de la remarque 3.3« 

Nous commençons par la description d'une situation qui nous sera utile par la 

suite. 

3.5.- Soit N une variété de dimension 4k de bord JN . Nous nous donnons un 

diagramme commutatif, où la flèche verticale de droite est la fibration introduite 

en 1 .6 : 

N BSG 

3N > E 

et un SG-morphisme, C , du SG-fibré sous-jacent à T n sur y{c) (voir chap. i). 

La restriction de C à T

N|^N donne un SG-morphisme U du SG-fibré sous-jacen». 

à T^n sur Y(P°u) • La donnée (u,U) est appelée un SĜ -parallélisation de 

ÎN , nous notons t la SĜ -trivialisation qu'elle représente. 

Soient Y et Z deux variétés de dimension 2k de bord commun X et un 
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FORME QUADRATIQUE D'ENLACEMENT 

diagramme commutatif : 

Y E > N 

X >dN 

^ H ^ 
Z > E 

où F est une immersion générique transverse au bord et f un plongement. 

Le SG-morphisme U induit un SG-morphisme V : 

v£ >[vz 3 Y ( P * H ) ] X • 

Le SG-fibré v ® y{pcE) admet des réductions (même définition qu'en 3*1 en 

remplaçant SO par SG ) à la dimension 2k-1 , soit R l'une d'entre elles. La 

restriction de R à X induit, grâce à V , une réduction r du SG-fibré sous-

jacent à à la dimension 2k-1 j soit a une traverse à f compatible avec r, 

LEMME 3«5«- L'obstruction c(a) à étendre a en une traverse à F vérifie : 

<c(a),[Y]> = <v^, F,[Y] > (mod 2) 

la classe v^ étant la classe de Wu relative définie par la S G(2)"" t r i v i a l i s a~ 

tion, t , de }N . 

Démons tration»- L'homomorphisme naturel : 

n̂ EsoCacJ/SOCzk-l)] > TT^CSG/SG^IC-I)] 

est encore la réduction modulo 2 : 

P 2 : 2, >7L/2 

et nous avons en notant c(r) l'obstruction à étendre r en une réduction de v 
F 

sur Y z c(r) = p2 [c(a)]. 
Nous devons donc calculer ̂ c(r),[Y]^ • 

Le SG-fibré sous-jacent à F*T̂  sur Y et le SG-fibré Y(P © H) sur Z se 

recollent à l'aide du SG-morphisme U en un SG-fibré, § , sur la variété 

fermée P = Y O (- z) • 
X 
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Les applications c* F : Y —> BSG et p *H : Z —y BSG se recollent en une 

une application d : P —» BSG telle que le diagramme : 

P > BSG 

" H 
Z * E 

est commutatif« De plusk SG-morphisme C induit un SG-morphisme D : Ç • v(d) • 

Soient i et j respectivement les inclusions de paires : (Y,x) —y (P|Z) 

et (Pt0) —> (Pf
z) • Soit C(R) l'obstruction à étendre R en une réduction sur 

P , du SG-fibré | ® Vp | à la dimension 2k-1 , nous avons par naturalité :. 

c(r) =* i*c(R) et v2k(| ® vp) = j*c(R) 

et donc 

<c(r),[Y]> = <c(E),i«[Y] > . 

Or par excision z 
in [y] = jn[p] 

d'où <c(r),[Y] > = <c(R),j,[P] > = <wac(ç © vp) , [P] > . 

Soit encore * <c(r),[Y]> = <Sqv(§ $ vp),[P]> 

= <v(? ®v p)wv( T p), [P]> 

= <v(|®V p»T p),[P]> 

= <v2k(5), [P]>. 

21c 
Soit v^ la classe de Wu relative dans H (P,Z ;Z/2) définie par la S G( 2)~ 
trivialisation de Ç, donnée par la restriction du SG-morphisme D à §. 

'Z lz 

(voir 1»8), nous avons encore par naturalité z v0, (I) = j*v» et i*v» = F*v* • 2k 2k 2k 2k 
Nous en déduisons : 

ĉ(r),[Y]> = <v^,FjY]> . 

D'après 2.14 dans le cas où la classe f#[x] est de torsion, nous obtenons en 

notant y la classe F # [Y] : 

FORMULE 3.6y.y + E(f,fa) = < , y > (mod 2) . 
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3 . 7 « - Considérons maintenant une variété sans bord de dimension 4k-1 , M f 

munie d'une SĜ  2̂ -pàl?allélisation (u,u) • 

Soit comme précédemment un diagramme commutatif où £ est un plongement : 

3.7 

X*"1 £ >M 

Z2* S >E 

(9Z = X) . 

Nous dirons qu'une traverse à £ , a , est adaptée à un tel diagramme si elle 

est compatible avec une réduction à la dimension 2k-1 , r , du SG-£ibré sous-

jacent à obtenue à l'aide de U et d'une réduction à la dimension 2k-1 , 

R de v„ $ Y(P © H) • 
ù 

Nous supposons désormais que la classe x = £*[x] est de torsion» 

PROPOSITION 3«7«- Soit a une traverse adaptée à un diagramme du type précédent, la 

classe dans §/ZL de -̂ E(f,fa) ne dépend que de la classe de bordisme de (x tf) 
dans 2̂̂ -1 (M) • 

Démonstration.- Soient (Z.fX..H..£..R.,a.) . i = 0.1 . deux données comme ci-

dessus* 
Posons N = MxI , 3N - (Mxjl})ü[- (Mx^oJ)] , Z = ẐIL , X = X Q Ü X 1 , 

H = H il H f f = £ lt£„ . o 1 9 o 1 
Prenons pour c et C respectivement les composés : 

XXI p r ° J e C t l 0 n T T » M 2 , B 

T K x I - ^ ^ M J ^ v ( p , t t , ï ï ) 

Notons encore u : dN —> E la somme uiiu . 

Si les classes de bordisme de (X ,£ ) et (X̂ .f,) sont égales il existe une 
o' o 1 1 

variété Y de bord X(jiL(-Xo) et une immersion générique transverse au bord F : 

Y } N prolongeant f (position générale). 

Nous avons donc complètement retrouvé la situation décrite en 3 . 5 , dans ce 

cas-çi v̂ . est nulle et nous avons en appliquant 3»6 : 
sCf^f,1) - E(fo,fo°) == 0 (mod 22) 
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3.8.- Notons h la composition : 

n2k ( u ) >n2k-i(H) >Hac-1(M) 

et Q̂ (u) le sous-groupe h-1 t2k-1 (m) 

La classe dans %/lL de — E(f,fa) ne dépend a fortiori que de la classe 

de bordisme du diagramme 3«7 dans ^^(u) • Par un argument de position générale 

et d'extension des homotopies toute classe de bordisme peut être représentée par 

un tel diagramme, nous avons donc défini une application q : ̂ ^Х\х) ^ %/7L • 

PROPOSITION 3»8«- L'application q vérifie % 
(i) 25(b) = e[h(b),h(b)] . 
(ii) 5(bQ + - 5(bo) + q(h^ + eWb^hf^)] • 
(iii) Si n i TL , q(nb) = n2q(b) • 

Démonstration»- La propriété (i) résulte de 2.6• 
Toujours par position générale et extension des homotopies, nous pouvons 

représenter les classes bQ et b̂  par deux diagrammes : 

(D1) 
X. > M 

T H- • Z. i > E 
i - 0,1 

tels que f
Q ( x

0 ) e t *1(x^) soient disjoints. 
La classe b̂ +b̂  est représentée par : 

fouf1 

(D) 
хо л л1 > 

О 1 
H ЯН, о 1 > E 

et si a et a. sont deux traverses adaptées à D et D, , a lia, est une o 1 o 1 o 1 
traverse au plongement fo u f1adaptée à D . Nous avons par définition de l'en­
lacement rationnel : 

E[fo u f1, (fo u f,) (a0 ua1) E[fo u f1, (fo u f,) fo, aio 

+ в ( А . о 
О » 
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soit encore d'après 2.4 i 

E[fo u f1, (fo u f,) 
(a0ua) a a. 

= E(fo,fo°) + ECf^fp + 2E(fo,f1) . 

La propriété (ii) est alors conséquence de 2.6• La formule (iii) se démontre par 

récurrence à l'aide de (i) et (ii)* 

3»9»- Soient Z une variété à bord de dimension £ s 2k .de bord X et un o o o 
diagramme commutatif : 

X £2 > M 

l H i u 

Z 5 » E 

o 7 

Soit X̂  une variété sans bord de dimension ^= 2k - tQ , appelons respective­

ment f et H les composées : 
Pro f

0 X x X, > X — 2—» M o l o 
Zo X X1 *" Xo ^ E 

nous obtenons un diagramme commutatif : 

X = X x X, » M 
o 1 * 

J v 
Z » Z x X„ 5 > E 

o 1 
qui sera dit décomposé, dans ce cas la classe f*[x] est nulle. 

LEMME 3»9»~ Si une classe b de •^(u) est représentée par un diagramme décom­ 

posé, alors q(b) est nul» 

Démonstration»- De la même façon qu'en 3.8, nous pouvons, sans perdre de généralité, 

supposer que fQ est un plongement. 

Donnons-nous une réduction du fibre vectoriel v„ à la dimension -£ - 1 
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compatible avec une réduction à cette dimension de v ^ Y(P O H ) 

E(fo,fo°)E(fo,fo°) 

avec dimension de = -&o -1 • 
o 

Il en résulte un difféomorphisme q> s 
E(vf ) E(vf ) x iTh X3R • 

° - ° Soient i t X * E(vft ) le plongement associé à la section nulle, f. un o o f » 
2 

plongement de X. dans 1BL 1 et J 1 • application i 2$ 
X x X„ X I » E(vÄ ) x -RT 1 xE 
° 1 fo 

(X q , x1 ,s)^> (i^x^.sf^x^.O) La composition X t 

Xx I -J->E(vp ) x]R
2i1 xlR—2l^E(v ) FoM 

où F est un voisinage tubulaire de f est une homotopie de f à plongement f • o o 

Comme la paire (Z,X) vérifie la propriété d'extension des homotopies, il 

existe une homotopie d'origine H , L : Zxl ^ E telle que le diagramme ci-

deesous soit commutatif : 

X x I 5 p M 

Zxl - • E 

Pour s s 1 , nous obtenons le diagramme : 

X ^ M 

Z S > E 

du type de ceux étudiés en 3«7 qui représente la classe de bordisme b « 

Notre construction donne un isomorphisme de fibres vectoriels : 

K*TM —> LPr*(TX • vf ) • pr* e
tw1 $ e] x I . 

o 
Nous en déduisons un isomorphisme : 

v£ * > (pr* vf $ pr* v ) fce • 
o 1 
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Soient a la traverse à f correspondant au facteur e et r la réduction du 

SG-fibré sous-jacent à V£" associée» 

Considérons le SG-fibré t) = (v x i) © v(p * L) de base Z x I , à l'aide 
ù 

de K*U nous avons une réduction S de *H j x x I ^ ***a dimension 2k~1 * 
t\iXxl ^—> SG-fibré sous-jacent à pr* v£ $ pr* v£ 

' o 1 

Par construction S|xx^O^ s , e t e n d s u r z x £°î # ü n'y a donc pas d'obstruction 

à étendre *r (abus de langage) en une réduction E sur Z x£l j «La traverse a 

est par conséquent adaptée au diagramme D • 

Comme f est homo tope à f dans M-fa(x) f E(f,fa) est nul. 

COROLLAIRE 3»10»- Il existe une et une seule forme quadratique q : T2k-1(M)—ï̂ fa 

associée à la forme d'enlacement telle que pour toute classe b de bordisme dans 

Q^Cu) on ait : q[(h(b)] = q(b) . 

Démonstration»- Considérons le diagramme coramutatif où la ligne inférieure est 

exacte 

Q2k ( u ) * Q2k-1(M) 

i i 
H2k ( E ) » H2k ( u ) * H2k-1(M) > H2k-1(E) 

en tensorisant par 2(2) 1101X5 avons x 

ffi(2) 9n*W * a(2) 0 u2k-1(M) 

1 1 
B( 2) •

 H a c < t t > Z ( 2 ) « W M > 

où les deux flèches verticales sont surjectives [7] et la flèche horizontale infé­

rieure est un isomorphisme» 

Il en résulte que l'homomorphisrae : 

id ® h : ZZ ( 2 ) 0 5a(u) > Z ( 2) « T^ÍM) 

est surjectif» 
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Unicité»- D'après ce qui précède, pour tout x de Tgk-1 (*0 t 1 1 existe un entier 

n , impair, tel que n(x) = h(b) • Comme n2 et 2 sont premiers entre eux, le 

système 

2q(x) = e(x,x) 

n2q(x) = q(b) 

ne peut avoir qu'une solution. 

Existence.- Le e-module T2k-1 (M)(terminologie de [3 Appendice]) se décompose 

en la somme orthogonale : 

[2Z(2) «> T^(M)] » [2Z [1] ® ̂ (M)] 

soit encore s 

T2k-1(M) e T2k-1(M) * 
Sur (̂M) la forme d'enlacement prend ses valeurs dans la composante impaire 

de Ç/fe qui est un ZZ [ -jj ] -module. Aussi si xi T2k—j nous prenons 

q(x) = ~ e(xfx) . 

Notons h l'homomorphisme surjectif : 

Z( 2 ) * "2k(u> l d * h > Ta-1 ( M ) * 

D'après la propriété (iii) de 3«8, il existe une unique forme -̂quadratique, q , 

définie sur Z 2̂) ® ̂2k̂
U^ a v a l e u r s dans la composante 2-primaire de <)/z , 

Z(2) ® telle que : 

q(l «> b) = 1 ® q(b) . 

Elle vérifie x 3(^+3,) = q(PQ) + q(^) + e[h(pQ) th(p1 )] . 

Soient x i T ^ j O O e t P * ^ 2) ® ̂2lĉ
 t e l q U e X = » l a v a l e u r 

de q(p) est indépendante du choix de 0 .En effet, d'après Conner et Floyd [7] 

le noyau de h est engendré sur E^ 2)
 p a r l e s c l a s s e s de diagrammes décomposés 

auquelles nous appliquons le lemme 3*9. Nous posons donc q(x) = q(p) . 

3*11 Considérons à nouveau une variété à bord N avec les données de 3.5. 
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Soient y i H (NF}N) tel que d y soit de torsion et or l'élément de Q/Z 

représenté par : i y.y + q(dy) - i < , y > 

Nous savons déjà que 2a = 0 (en fait on ne le montre qu'en 6«4, mais le début 

du chapitre 6 se suffit à lui-même)* 

Quitte à multiplier la classe y par un nombre impair n nous pouvons recons-
2 

tituer la situation de 3«5 et appliquer la formule 3«6, nous en déduisons n a = 0 , 

a est donc nul : 
3.11.- \ y.y + q(3y) = ̂  < , y > 

3.12«- Soient (u ,U ) et (u. ,U ) deux SG,_x-parallélisations qui définissent o o 11 2̂; 

la même SĜ -trivialisation de M , elles permettent de construire deux formes 

quadratiques associées à la forme d'enlacement, respectivement qQ et q̂  • 

Prenons N = MxI , BN = ( M X£1 J)ii-[- (M X £O$) ] , il existe une application 

w : M x I — > E et un SG-morphisme W de T

M

 X 1 S U R Y(P 0 w) qui étendent res­

pectivement û U-Uj et Q̂"̂ "̂  • En prenant enfin le diagramme 
p o v 

M x I > BSG 
j Î , 

. Un IL MA 
a (M x i) 2—î—> E 

nous avons retrouvé la situation de 3«11 • Dans ce cas v^ = 0 et l'application de 

la formule 3«11 nous donne 

PROPOSITION 3»12«- La forme quadratique q construite à l'aide d'une SG(2) " 

parallélisation (u,U) ne dépend que de la SĜ -trivialisation t qu'elle repré­ 

sente» 

Nous noterons désormais q* cette forme quadratique marquant ainsi sa dépen­

dance à l'égard de t • 

Nous pouvons reformuler 3«11 : 
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PROPOSITION 3»13»- Soit N une variété de dimension 4k dont le bord est muni  

d'une SĜ -trivialisation t • Soit y i H^N^N) telle que y soit de torsion  

nous avons dans q/Z£ : 

\ Y.Y + qt(̂ y) - \ < , y > 

(La classe v^ est un relevé de la classe de Wu compatible avec qt selon la 

terminologie de [6])« 

3»14«- Nous sommes maintenant en mesure de donner une démonstration de la proposition 

3»4 (notre long détour n'était bien sûr pas nécessaire)» 

La SO-trivialisation de M induit une SĜ -trivialisation que nous notons 

encore t • 
4k—2 4k-1 

Soient cp : X —>IR et A : 3R —»M deux plongements ; nous supposons 

A(K4k"1) r\ f(x) =0 «La composition : 

X 9 y 3R4k"2 c > ]R
4k-1 A > M 

définit un plongement f de X dans M et un isomorphisme de son fibre normal v-

sur v ® e , soit a la traverse à f correspondante» 

Considérons la variété Z = X x I de bord X' = [ - (X x(OJ)]li(x x(l}) et le 

plongement f = fiif de X' dans M • Si a est une traverse distinguée, il 

existe une réduction R de vzxl à la dimension 2k-1 qui induit r(â) sur 

Xx^O^ et r(a) sur XxJlJ • 

Or fj[X«] = f#[x] - f*[x] 
- **M • 

Nous avons donc (pour retrouver la situation de 3.7, prendre en particulier les 

applications u et H constantes) : 

q*(*.M) = iE[ ( i i l f ) , ( ? l t f ) i i l a ] (modE) 

= |E ( f , f a ) . 
En effet i E(f,f ) est nul parce que f est homotope à une constante dans 
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M - £ (x) , E(f,f) et E(f,f ) sont nuls pour des raisons analogues. 

Nous avons donc démontré l'existence, l'unicité résulte du fait que toute 

classe d'homologie de (̂M) possède un multiple impair représentable par une 

variété plongée. 

Les exemples IRP̂  , IRP̂  • 

3«15«- Soient X un groupe de Lie compact de dimension 2k-1 et Ç = (M, ,B) un 

X-fibré principal différentiable où M est une variété fermée connexe de dimension 

4k-1 et B une variété fermée (connexe) de dimension 2k • Soient A : MxX —>M 

l'action (à droite) de X sur M et m un point de M , nous notons f le 

plongement : 

X > M 

x Q > A(m,x) • 

Soient m et m. deux points de M , les deux applications f et f sont o 1 m m . o 1 
homotopes. En effet, soit y(t) un chemin joignant m̂  à m̂  l'application : 

X x I >M 

(x,t) —A(y,(t),x) 

est une homotopie de f à f • m m. o 1 

La classe (fm)#[x] est donc indépendante du choix de m nous la notons [§] • 

Nous supposons désormais que [§] est de torsion» 

Un argument analogue au précédent montre que si m̂  et m' sont deux points 

de M tels que p(m̂ ) et p(m<») sont distincts de p'(m) les deux applications : 
V 

x — > M - fm(x) , i = 0 , 1 

sont homo topes, nous en déduisons que l'enlacement rationnel (̂f̂  , f t) ne dépend 

pas du choix des points m et m' tels que p(m) / p(m') , nous le notons -£(?) . 

4k—1 2k 

Exemples»- Pour les fibrations de Hopf : S —^ S , k = 1 , 2 , l'enlacement 

t est égal à 1 » 
Soit F un sous-groupe fini distingué de X , le X-fibré principal £ induit 
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wi (x/fr)-fibré principal V « (M/F , p» , B) ; soit TT le revêtement M —> H/F , 

nous avons * (̂ F)[?'] = ^#[5] e t l a classe [§'] est encore de torsion» De même : 

(4F)KV) -*(5) • 

Exemples»- Dans le cas des S -fibres principaux de Hopf , k = 1 , 2 9 nous 

prenons F = 1 J » Nous obtenons alors des TR? -fibres principaux t 

M>

4k_1 > s a • Ici la classe [§] est le générateur de Hgk-I^^Wl ; 7L) et 

1»enlacement vaut ̂  • 

3»16»- Soient e l'élément neutre de X , 36 son algèbre de Lie et or le mor-

pfaisme de fibres vectoriels s 

M x X > TM 

(mty) o > || (m,e)(y) 
sur chaque fibre or est injectif» 

La différentielle de 1*application p induit un morphisme de fibres vectoriels, 

surjectif sur chaque fibre, Э * *r —>p*T« t e l <Iue l a suite : 
3.16 0 >MxX a >T M B >0 

est exacte* 
Nous nous donnons maintenant une SO-trivialisation de la variété B , à l'aide 

de 3»16, nous obtenons une SO-trivialisation t de la variété M ( 3Ê est orientée} 

nous nous proposons de calculer qt([?]) • 

La différentielle de p donne un isomorphisme de fibres vectoriels t 

——> X x T , \ B 

soient a une traverse à f̂  correspondant à un champ de vecteur constant non nul 

dans X x ̂p(m) B t r(a) la réduction de vx à la dimension 2k -1 qui lui est 
2k—1 

associée, d la différence dans H (X ; TL/i) entre r(a) et la réduction 

distinguée, et e = < d,[x]> » On vérifie : E(f ,fa) = . nous avons donc 

41 



FORME QUADRATIQUE D'ENLACEMENT 

d'après 3.4, 2.15 et 3.1 : 

qT([5]) - £ J ( S ) + | • 

La réduction r(a) est associée à l'isomorphisme de fibres vectoriels : 

T x * 
2k-1 e4k-2 

que donne la parallélisation de groupe de Lie : T x —> X x Jfc la classe d peut 

4k—2 

donc être obtenue de la façon suivante : soit cp un plongeraent de X dans IR , 

à l'aide de la parallélisation de X et de la différentielle de çp on construit 

une application $ 2 X —> S0/S0(2k-1) ; la différence d est la classe de $ 

dans [X,S0/S0(2k-1)] » H2**"1 (X ; 7L/Z) , elle ne dépend que du groupe de Lie X 

(pas nécessairement orienté), il en est de même de e que nous noterons e(x) • 

Remarque.- La parallélisation de X induit une application maximale de dans 

4k—2 

E et donc une classe d'homotopie régulière d'immersion, e(x) est le nombre 

de points doubles modulo 2 de cette classe d'immersion. 

Nous reformulons : 3-17.- i\m) -i-e(ç) + i e(x) 
Il est à remarquer que la SO-trivialisation de B n'intervient pas dans notre 

calcul. 

ExemplesEn appliquant 3.17 aux fibrations de Hopf, nous obtenons : 

e(s1) - 7 , e(s3) = T . 

3.18.- Si n = 2,3 (mod4) , SO(n) est de dimension impaire et nous avons 2 

LEMME 3.18.- Si n 5 2,3 (mod 4) 2 

( 1 pour n = 2 
e[so(n)] 

10 pour n 3 • 

Démonstration.- En prenant les (n-1) premières colonnes d'une matrice orthogonale, 

nous avons un plongement © de SO(n) dans ]Rn(n""^/2

 f o n vérifie qu'ici 

l'application $ est la composée 2 
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SO(n) —» S0[n(n-1)] > SO > S0/S0[ SÙLl-ll ] 

où A est lfapplication s 

• ~ ( \ ) • 

L'application I est donc homotope à la composée t 

so(n) Pn"1> so(n) — > so > so/so[ n^ n^ 1> ] 

où est l'application s « —> crn"1 et s la stabilisation. 

Si n = 2 , e[S0(2)] - 7 • 

Si n ̂ 3 t nous avons n^ n^n ~ ̂  et $ est homotope à l'application 

constante s t[SO(n)] =5 • 

3«19«- Applications» Si t est une SO-trivialisation de TBP^^ , k = 1,2 , 

déduite de sa structure de ŒŒgk-l -**br^ Principal, nous avons en notant x le géné­

rateur de H ^ t E P ^ ;ZZ) * 

. f- 7 si k = 1 

( i si le - 2 

Considérons la fibration t S0(n-1 ) > SO(n) —> Sn"~* , à la SO-trivialisation 

de Sn ̂  induite par celle de Dn nous faisons correspondre par le procédé, décrit 

en 3.16, une SO-trivialisation de SO(n) ; on vérifie qu'elle diffère de celle de 

groupe de Lie par la classe de la stabilisation s dans [S0(n),S0] • Appelons t 

la SO-trivialisation de groupe de Lie de S0(3) • 3RPg , l'étude qui va être faite 

au chapitre IV montrera : 
°f \ 1 
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CHAPITRE IV 

CHANGEMENT DE TRI VI ALI S ATI ONS 

4«1 Soient t et t„ deux SG, .x-trivialisations de T w ; nous voulons com-o 1 M 

parer les constructions du chapitre précédent associées respectivement à tQ et t̂  • 

Soit cp : M —^ SG(2) 11116 3L^^cat^on telle que t̂  = [cp]«tQ (on a repré­

senté par • 1»action du groupe [M,SG^] sur TSG(2)^TM^ ̂* 

PROPOSITION 4.1 .- Pour tout x i T (M) on a 

q̂ Cx) - qVx) = eCD 'V^ov^.x) 
21c y 

où v^ est la classe de Wu dans H (BSG^ ; 2/2) , a l'homomorphisme sus­ 

pension : H^BSG^ ; 2Z/2) ^ H2*"1 (SG^ ;2Z/2) , P le Bockstein de la suite 

exacte 0 » TL X 2 > 2 ^z/2 —> 0 et D*1 l'isomorphisme de dualité 

D""1 : Ĥ CM ; 7L) > H ^ (M ;2Z) . 
Démonstration»- On considère la variété N = M x I ; on choisit comme SG^-
trivialisation de d(Mxl) , t. sur MxO et t sur MxO 5 on a alors la 

1 o 
t 21c / classe v^ i H (Mx(l,ôl) ; Z/2) • On a le diagramme commutatif 

H^CSG^^a^)^ - H^BSG^,*;^) > Ĥ CBSG.E;̂ )̂ 

C{J* çp* 

H2*""1 (M ; 2Z/2) H % + l » ; 7L/2) 4 = H^M X (lf3l) ; IL/*) 

où çp est la composée IM+ ^ > 2SG(2) > BSG(2) * 

On a donc v^ = (cp*av2k)xt* où c* est le générateur de H
1 (l,àl ;2Z/2) • 

Soient le générateur de ^(1,^1 ; 7L/2) et e la classe fondamentale dans 

HQ(dI ;2Z/2) • La proposition 3*13 nous donne 
V X i T2k-1^ * q t( x x e) = 2^V2k' x x t*> = |<<P*°vgkf

x> = eCD^pcfov^x) 
t t ~*1 

et donc q 1(x) - q °(x) = e ( D cp*Pcjv2k , x) • 
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4.2.- Notations» Soient wi i H^BSG^ ; TL/z) les classes de Stiefel-Whitney 

universelles, et = ovi+1 £
 h1(SG(2) ; Z/2^ * L e s f o r m u l e s d e W u donnant 

SqJw. se transforment par CT en SqJh. = (̂)h . • En particulier 

Sq1h2j-1 = h2j C t Sq1h2 
si Z est une puissance de 2 • 

Soient w la classe de Stiefel-Whitney totale et v la classe de Wu totale, 

on a w = Sqv et donc si on écrit formellement w ="Ç(1 + x̂ ) on a v =TTQ(xi) 

avec Q(X) = 1 + Z X 
or>o 

Si on écrit v̂  = a^w£+ décomposables, on a la relation 

r a ^ = Q ( X ) ^ ( ^ ) 

l'anneau de base étant ffi/2 on a Q(x) + [Q(X)] 2 = X et Q»(x) = 1 donc 

Eâ X̂  « Q(X) donc v̂  = décomposable si X / 2P

 t vg = + décomposable si -ê = 2P. 

Comme la suspension a est nulle sur les décomposables, la formule 4.1 devient : 

(x) - q^Cx) =0 si k / 2P 

= e(D"1cp*(ßh2k-<J)tx) si k = 2
P . 

PROPOSITION 4.3Soit M une variété fermée de dimension 4k-1 , avec k / 2P

 f 

SĜ -̂trivialisable» La forme quadratique q* est indépendante du choix de la 

SG( 2)*" t r i v i a l i s a t i c > n t • 

4>4«-~ Définition de A(Mf t) • Soit M
4k""1 une variété sans bord et t £ TSG, X(T ) ; 

\2) M 

notons T = T̂ .-jfM) • (T,qt) est un q.e-module sur 7L (notations de [3 appen­

dice]). Considérons la somme de Gauss : 
1 j, e2iTTq

t(x) . 
\|=# T xCT 

Elle est égale à YCT^*) OÙ Y est 1 »homomorphisme WQ(Q,Z) > y, est construit 
8 

dans [3] (avec ^ le groupe des racines huitièmes de l,unité)# Cela assure la 

cohérence de la : 
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DÉFINITION 4.4.- A(M, t) est 1*élément de IL/S défini par 

2iTT 
A(M. t) 

8 1 

V.T x€T 
e2inq

t(x) 

4*5»- Dans la fin de ce chapitre, nous supposons que k est une puissance de 2 : 

k = 2 P • 

Nous nous intéressons à la façon dont A(Mtt) dépend de la SĜ -̂trivialisa-

tion t • Les formules 4«2 et 4»4 nous donnent 

4.5. 1 [ACM,^) - A(MF tQ)]= - q^D"
1 <p*|3 h ^ ) . 

Comme Pn

2j>.i
 e s t d'ordre 2 on a 

ACM,^) - A(MftQ) i TL/ACTL/Z . 

4*6«- Nous allons calculer 2[A(M,t.j) - A(M,tQ)] i TL/ZQTL/Ò d'une façon qui ne  

fait plus intervenir la forme quadratique» 

En considérant h

2k-1 comme une classe de cohomologie à coefficients %/TL 

grâce à l'inclusion 2Z/2 C ^/TL , il vient 
Sq1h2k-1 " h2lc " (h1)2k " S<l1C(hl)2lC"1] car k = 2P S<l1C(hl)2lC"1] k " S<l1C(hl)2l. 

Or 

Sq1h2k-1 " h2lc " ( h 1 ) 2 k " S <l 1C( hl) 2 l C" 1] c a r k = 2 P 

donc h2k-1 = ^l)23"""1 + P 2

( u ) ° Ù U * R 2 k" 1 ( S G(2) î 2 Z/ 4 ) et 

Sq1h2k-1 " h2lc " (h1)2k " S<l1C(hl)2lC"1) 

est la réduction mod 2 donc dans H4k"1(SG(2);2/2) on a 

h2k-1 0 " ( h1 ) 2 k~ 1U Sq1!»^ + P ^ u P h ^ ) = (hi)*-1 + P2(v) 

où v = uo№^^ est une classe d'ordre 2 dans H (SG(2) ' 2/ 4) • 
Soit )i ( H 4 k ̂  (M ; 2/4) le générateur dual de la classe fondamentale, comme 

v est d'ordre 2 on a cp*v = 0 ou 2u> et < cp*p2v, [M] > = P2<q5*v, [M] > = 0 donc 
4.6. 2[A(M,t1) - A(M,tQ)] = <(cp*h1)4k"1,[M]> k . 2P . 
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PROPOSITION 4.7,-

Soit M une variété fermée de dimension 4k-1 avec k^,3 , 

SG trivialisablc. Alors 2A(Mft) i ZL/A est indépendant du choix de la S G( 2)~ 

trivialisation t • 

Démonstration»- Raisonnons par l'absurde ; soit cp : M —>SG(2) t e l q u e 

qJ»ĥ k"1 / 0 dans H4k~1 (M ; TL/Z) . Soit f : SG^ —> m >

0 o =
 K(2/2 t 1) 

l'application qui classifie ĥ  i»e» ĥ  = ; Inapplication ijf„cp : M —> IRP^ 

induit donc des injections H^KP^, TL/z) —> HP(M ; TL/Z) pour p ̂  4k-1 , 

l'application 

(••9)* * V . i ( M ; Z ) > V-i ( 3 B P°o , 5 Z )~ 2 / 2 

est donc non nulle» Or 1RP ̂  est le 4k-1 squelette de EPQO dans la décompo­

sition cellulaire standard, il existe donc des applications f : M —^IRP^^ telles 

que t|r#cp et i*f soient homotopes où i est l'inclusion EP ^ —$ÏÏ&OQ • On a 

le diagramme commutatif 2 
V - i ( M » z ) 

Z-H4k-1(]RP4ic-1 î E ) ^ H

4k-1
( 3 R P~ . 2Z)̂ 2Z/2 

où i» est la réduction modulo 2 ; f est donc de degré impair» Or on peut modifier 
4k-1 

f de la façon suivante : soit p : S — ^ I R P ^ ^ le revêtement universel, p est 

de degré 2 et i. p est homotope à zéro; si on appelle f" la composée 

on a deg f1 = deg f + 2 • On peut donc supposer que f est de degré 1 » Or M est 

SG-trivialisablef l'existence d'une application de degré 1 entre M et -j » 

entraine que KP^j est SG-trivialisable. 

or J C » ^ )=rro(EP4K_1 ) s a/2«(k)B 

où a(k) est défini par a(l) = 2, a(2) = 3 et a(k + 2) = a(k) + 3 et la classe 
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du fibre linéaire £ est un générateur [9]. La relation T §e^ = 4kÇ montre alors 

que EÛP̂  i n,est SG-trivialisable que si ]c = 1 ou 2 • Cela achève la démons­

tration» 

Remarque 4»8«- Une étude plus détaillée des SĜ -trivialisations montre que la 

proposition 4«7 est valable si on suppose seulement que M est SĜ -trivialisable. 

PROPOSITION 4«9«- Soit M = 3RP„ ou IRP„ ; il existe deux SO-trivialisations t —,— 3 — y o 

et t̂  de telles que 

ACM,̂ ) - A(MttQ) = 1/4 i 7L/4 c^TL • 

Démonstration»- Soit 6̂  x Sn —^ SO(n+ 1) l'application définie par 

n̂(x) » CT(X)»CT(XO)"^ OÙ CT(X) est la symétrie par rapport à l'hyperplan orthogonal 

à x et x le point base (1.0.••• 0) de Sn ; comme ô (-x) =6 (x) cela o n n 
définit une application 6̂  : IRP̂  > S0(n + 1) «Le diagramme suivant 

IRP 2—^ S0(n + 1) 

i " i 
3RPn+1 2±L> S0(n + 2) 

est commutatif ; on a donc une application 6 : TKPQQ —> SO • 

On vérifie que (j.ô)*h.j = où J : SO —>SG(2) e s t 1 , o u b l i« S o i t 

cp : M > SO l'application composée ôoi ; soit tQ une SO-trivialisation de 

rxt (]RPo et 3RP„ sont SO-trivialisables) et t,, = [cpl.t , On a M 3 y 1 T o 

SCACM,̂ ) - A(M,to)] = 1/2 ( 2 / 2 ^ 2 

et donc (par un bon numérotage de tQ et t̂ ), A(M,t1) - A(M,tQ) = 1/4 • 

4.10#- On se restreint maintenant à deux SG, _N-trivialisations t et t, telles 
(2) o 1 

que t,j = [cp]»tQ où cp se factorise en 
M so(2) S G ( 2 ) 
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(on dira que l'on a un S°(2) c&an.9&[a&n't d e SĜ -trivialisations. C'est en par­

ticulier le cas si tQ et t̂  sont induites par des SÔ -trivialisations). On 

note h\ = J**̂  i H^SO^ ; 2Z/2 ) ; toutes les relations montrées précédemment sont 

encore valables en remplaçant par h\ et çp par çp • La différence entre 

les deux situations vient du fait que dans H*(SO^ J22^)^ t o u t e l e m e n t d e torsi011 

est d'ordre 2 • 

On considère P comme le bockstein associé à la suite exacte de coefficients 

0 » 7L^ 7L^ —» S/2 * 0 . Dans H4k~1(S0^ . on a 

pHgk-1 = ( p K 1 ) k » k = 2 P 

en effet la réduction modulo 2 de ces deux classes est la même car 

Sq1îî2k-1 = V = ( Ï Ï2 ) k 6 t S q 1N = E2 
— — k 

donc Ph2k-1 " ̂ n<|) est un double, c'est aussi une classe de torsion donc d'après 

la structure de la torsion de H*(SO^ \7L^) , elle est nulle. 

Remarque 4«11«- Cette formule est fausse dans H*(SĜ 2j ; z ^ 2 ) ^ * P a r e x e mP l e Ph3 

et (pĥ )2 sont distincts. En effet 

(p^)2 = p^uP^) = P(h1OSq
1hl) = p(ĥ ) 

donc si Ph3 = (P^)
2 on aurait - = P2(x) avec x £ H

3(SG^ ; a(2)) • 
3 f % Considérons la composition g : S —=—* SO SG(2)

 o u * correspond au fibre 
4 —1 *̂  de Hopf stable sur S , f .On aurait encore E~ ŵ (ç) » ĝ ĥ  s 9*(n3 " np 

« p̂ (g*x) = 0 car x est de torsion. Impossible, puisque ŵ (§) / 0 • 

PROPOSITION 4.12.- Soient M une variété fermée de dimension 4k-1 (avec k = 2 P) t 

tQ et t̂  deux SGç̂ -trivialisations de M telles que = [J»<p]»to avec 

cp : M —> S0(2) * 011 a 

qt1(x) - q̂ (x) = e(D-1(cp*Ph1)
k,x) . 

En particulier, si H^MjS) n'a pas de 2-tors ion q*1 = q^ . 
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4.13.- Pour conclure ce chapitre, nous allons construire en toutes dimensions 

43c - 1 avec k = 2P un exemple de variété M avec (M, 7l) = 7L/% et deux 

SO-trivialisations tQ et t̂  telles que qto / q^ • 
4k—1 

Soit M —>1SP^ le fibre en sphères associé à un fibre vectoriel Ç 

de dimension 2k f non orientable sur IRP̂  • Nous considérons cp : M ^s0(2) 

comme la composée : 

M — 3 R P 2 k > EP^ — ^ SO »S0(2) 

Pour que (cp*ph1)
k / 0 dans H^M.Z} il suffit que p* .H^KP ;Z&) —^H^C^ZZ;) 

soit injective* Or dans la suite spectrale de la fibration p nous n'avons que 

deux lignes : 

B*° = H^tmP^ ,Z) et E^2*"1 = lAEP^ ? £) 

où le système de coefficients est tordu, donc par dualité de Poincaré 

EP,2k-1 _ H^^^IRP^ ;ZL) «Par raison de dimension, il ne peut y avoir qu'une 

différentielle non nulle d T s E°£
2k~1 > E^'° , or 

2k 2k 2k 9 

2k 2 2k 2k 9 ' 
la suite spectrale est donc dégénérée et p* s K*(lSP^ ; Z&) » H*(M ; IL) est 

injective. 

Reste à choisir le fibre Ç de sorte que M soit SO-trivialisable ; c'est 

possible de nombreuses façons. La plus simple est de prendre pour § le fibre nor-
4k 

mal d'un plongement de IKP̂k dans IR et donc pour M le bord du voisinage 

tubulaire de ce plongement» 

Remarque 4*14«- On verra plus loin(7»21) que si dim M ̂  3,7 et si tQ et t̂  

sont deux SÔ -̂trivialisations de M , on a 

ACM,^) = A(M,tQ) • 
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CHAPITRE V 

CONSTRUCTION SUR UNE FLÈCHE 

5 .1On considère la situation suivante s M et L deux variétés fermées de 

dimension 4k -1 , f t M —> L une application continue, % un SG-fibré de 

base L et b t T —* 5 un SG-morphisme au-dessus de f • H 

Sur T2j.(̂ ) sous-groupe de torsion du groupe d'homologie H^f;^) on a 

une forme bilinéaire symétrique e à valeurs dans q/ffi : si on appelle 

3* Ĥ (f;5Z) > H^^CMJZ) le connectant de la suite exacte d'homologie de 

l'application f f on pose e(x,y) = e^x.By) où ^ : T ^ (M)«^^(M) —> %/lL 

est la forme d'enlacement de la variété M (en général e est dégénérée). 

La donnée supplémentaire du SG-morphisme b va nous permettre de construire 

une forme quadratique qb s T^f) —> %/2L associée à la forme bilinéaire e . 

La construction est analogue à celle de la forme qt du chapitre III, lorsque la 

variété M est munie d'une SĜ -trivialisation représentée par la S G{ 2)~ 

parallélisation (u,U) • 

L'application f s M —} L va jouer le rôle de u s M —> E , | (ou plutôt 

f*Ç ) le rôle de Y(P • u) et b le rôle de U : T., —> y(p . u) • 
M 

5*2.- Soient h le morphisme de Hurevicz h : ̂ (f) —> H^fjZ) et 

•^(f) = n"^T2k^^ * c'est le sous-groupe des classes de bordisme de diagrammes 

commutatifs : 

Y 4 >L 

« 1 î ' 

x 2 M 

où Y est une variété de dimension 2k , cp un plongement (position générale) 

et l'image de [Y] dans H^f;^) est de torsion. 

On considère le SG-fibré £ = vy e f*Ç sur Y ; le SG-morphisme b induit 
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un morphisme Ç\x » ; une traverse a au plongeraent çp détermine donc 

une réduction à la dimension 2k-1 , T(a) , de Ç|x » 

On dit que a est une traverse adaptée au diagramme (or) , si la réduction r(a) 

qu'elle définit s'étend en une réduction à la dimension 2k-1 de £ sur Y • 

LEMME 5»3«- La classe dans <j/Z£ du nombre rationnel -̂E(cp,cpa) ne dépend pas de  

la traverse adaptée a , et définit une application q : ̂ ^(f) —> Ç/ZS • 

La démonstration est tout à fait analogue à celle développée en détail au 

chapitre III aussi nous ne nous étendons pas» 

De même, en utilisant le fait que l'homomorphisme de Hurevicz 

h : Q̂ X̂f) —> T2k^ eSt s u rJ e c t i f s u r l a 2-composante, on montre comme au 

chapitre III : 

THEOREME 5«4«- Il existe une et une seule forme quadratique 

qb : T^f) —> 

associée à la forme bi line aire e et telle que, pour tout diagramme (a) de 5*2 

et toute traverse a adaptée à (cr) , on ait 

qb(h(a)) 5 ̂E(cpf9
a) , (mod2Z) . 

Remarque 5«5«- Si p est un SG-morphisme § —> §• au-dessus de 1 , on peut 
L 

considérer la donnée (ffÇSP.b) • On a l'identité 
P.b b 
q = q • 

5.6»- Nous nous limitons désormais au cas où f est une application de degré 1 • 

Dans ce cas, l'homomorphisme de Gysin f j : Ĥ (L ; 7L) > Hp(M ; 7L) scinde la suite 

exacte d'homologie de l'application f , le morphisme di Hp+-| (f)—> Ĥ (M) est 

donc injectif et on a une décomposition en somme directe ^ (M) = H^f) ® ^(L) 

et une décomposition en somme orthogonale T^ ̂  (M) = T̂ (f) $ T^ ̂  (L) • La forme 

bilineaire e est alors non dégénérée et on peut calculer 

A(f,b) = A(T^(£)9q
h) i 2L/Q . 

LEMME 5»7«- Soit b : —> Ç un SG-morphisme au-dessus d'une application de 

degré 1 f : M —> L • Il existe un SG-morphisme b : T * T au-dessus de f, 
— M L 1 " - ' • •• 
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le morphisme b est bien défini à équivalence près par la donnée (lfb) • De plus 

A(f,b) = A(ftb) . 

Démons tration»- Considérons un S G-fibre i\ de base L et un SG-morphisme 

a t | ® *n —* e (on sait qu'il existe de tels couples) ; il existe alors un mor­

phisme b' t v. x t] tel que la composée a#(b $ bf) est équivalente à la tri-
M 

vialisation canonique de T

M ®
 V

M • 

Comme b' est au-dessus de f qui est de degré 1 f Tb' induit une 

S-réduction de l'espace de Thom Ii et donc [1?] un SG-morphisme y t v_ —> T\ • 

La composée or»(l ® Y) est une tri vialisation de § $ v , il existe donc un 
L 

morphisme P s § —> T tel que si ô t T_ $ v_ —y c est la tri vialisation cano-

nique, alors Ô#(p ® 1) est équivalent à cr«(l © y) • 

On vérifie que deux morphisraes 0 construits comme ci-dessus sont équivalents ; 

on pose b t T m —> comme étant la composée pèb , la classe d'équivalence 

de b ne dépend que du triple (f,|,b) • 

La remarque 5*5* assure que qb = qb donc A(f,b) = A(f,b) . 
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CHAPITRE VI 

RELATIONS ENTRE LA FORME D'INTERSECTION RATIONNELLE D'UNE VARIETE  

DE DIMENSION 4k ET LA FORME D'ENLACEMENT DE SON BORD OU LA FORME QUADRATIQUE  

D'ENLACEMENT DE SON BORD DANS LE CAS OÙ CE DERNIER EST SG^ - TRIVIALISE 

Nous reprenons, dans ce chapitre, les notations et la terminologie de 

l'appendice de [3]. 

6.1 •- Soient N une variété de dimension 4k de bord 3N , i et j les inclu­

sions : ÔN —* N et (N,0)—^ (N,èN) , du diagramme commutatif : 

H^-^NH) - > Ĥ fN.BN; <Ç) > H^CN;̂ ) > Ĥ C(3N;(Ç) 
A A A A 
ID ID ID ID 

H^N^) >H2k(N5<5) > H23c(N,aN; (Ç) > H

2k-1
( 3 N ; ^ 

où lignes et colonnes sont exactes et où les flèches verticales sont les isomor-

phismes de Poincaré, nous déduisons la suite exacte : 

î  ov i* ov 
Ĥ CaN;̂ ) » H2k(N;Q) » H¿ (N;<?) } H¿JC(dN;(C) 

Soit encore 
b • * H^ÛNîO) > H21c(N;Q) > Hom^H^N; <)),()] *» > Hom^H^&N; <!)), <ç] • 

La forme d'intersection rationnelle est représentée par l'application b , elle 

induit sur le (Ç-espace vectoriel E(N) = coker î  une forme bilinéaire symétrique 

non dégénérée à valeurs dans Q qui est la "régularisée" en un sens évident de 

celle définie sur H2n(N;ç) . 

4k 4k 4k-1 6.2«- Considérons deux variétés N et N, de bord commun M et la variété 
o 1 

fermée R4k = (-N ) y Nj , en notant [E] la classe de Witt d'un b-espace 

vectoriel sur Q , E , nous avons : 
LEMME 6.2.- (Novikov). Dans W(Q) : 

[E(R)] = [E(Nl)] - [E(No)] « 
Démonstration0- Soit I l'image de : H2k(M;$) ^ H2k(R;<?) , on vérifie que 

54 



FORMES D'UNE VARIÉTÉ ET DE SON BORD 

le sous-module I est contenu dans son orthogonal et que le b-espace vectoriel 

Î/i est isométrique à la somme orthogonale (- E(NQ)) © E(NJ ) (le symbole (-E(NQ)) 

désigne le b-espace vectoriel obtenu en changeant le signe de la forme bilinéaire 

défini sur E(N ) )• o 

Comme le b-espace vectoriel sur Q , E(R) , est le tensorisé par <Ç> du 

b-module sur 7L , H2k(R;Z) , le lemme précédent a pour conséquence, outre la 

relation entre les signatures de N , N. et R , l'égalité dans le groupe w(l?;2Z) : 
o 1 

Ô([E(NQ)]) = 6([E(Nl)]) . 

L'élément Ô([E(N)]) de W(Q,2Z) ne dépend donc que du bord dN de la variété N , 

nous nous proposons de préciser cette dépendance. 

6.3.- Nous avons vu (chapitre II) que le sous~groupe de torsion de (̂̂ N;2Z) , 
T2k 1^N^ 9 e s t uxl e" m o d u l e s u r 2 • Notons encore [C] la classe dans W(Q,Z) 

d'un e-module C • 

PROPOSITION 6#3«- (Comparer [3-4.5])• La forme d'intersection rationnelle d'une variété 
41c 

N et la forme d'enlacement de son bord sont reliées par la formule dans w(ç,ïZ) : 

6([E(N)]) + [T^CiN)] = 0 „ 

Démonstration.- Soit P le réseau sur E(N) image de la composée : 

H^NjZ) > H2k(N;Q) > E(N) 

Comme P.PC TL le réseau P est un b-module sur 7L et la classe dans W(f?fZ) 

du e-module coker P est Ô([E(N)]) 
Considérons d'autre part le diagramme commutatif : 

H^ON;^) > H^fN^NîZ) 

H2lc(N,̂ N;ZZ) H ^ O N ; ^ ) > H2k-1(N;a) 

En prenant les composantes de torsion et en utilisant le théorème des coefficients 
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universels pour la cohomologie nous obtenons : 

V ^ H > T o r s ( 3 ) > V ^ a i ) 

Î' î ' 
V ^ N ) T O R S ( A ) > T ^ O N ) T O R S ( I < )

? T ^ O ) 

(Nous avons noté le foncteur de la catégorie des groupes abéliens finis dans 

elle-même Hom̂ ( et le symbole T̂( ) est une abréviation du symbole 

Tors[Ĥ ( ;2Z)] ). 

La flèche verticale de gauche est l'isomorphisme associé à la forme d'enlacement 

DE T ^ O N ) . 

Appelons I le sous-module Im[Tors(&)] de (̂N) , le diagramme ci-dessus 

montre : 

l1- = ker[Tors(i*)] et ICI 1 

La proposition 6.3 est une conséquence de [3-A-1.12] et du lemme suivant t 

LEMME 6«4»- Les deux e-modules coker P et Î /l sont anti-isométriques» 

Démonstration»- Dans le diagramme ci-après, que l'on obtient à l'aide de la dualité 

de Poincaré et des coefficients universels et où le symbole L̂ ( ) est une abré­

viation du symbole Ĥ ( ;ffi)/Tors[H£( ;Z)] , les colonnes et la ligne du mi­

lieu sont exactes. 
0 0 0 0 

1 i i l 
T2k( N ) > T2k(N,dN) > T

2 k-1^
N ) >T2k-1(H) 

I 1 ]/ 1 
H2k ( N ) » Ĥ fN.aN) V H

2 k-1
( d N ) > H2k-1(N) 

I I >i 1 

L ^ ( N ) _ Ë > Hom[L2k(N),Z] * >Hom[L2k(dN)t5Z] > L

2k-1
 ( î î ) 

l l lr J, 
0 0 0 0 
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№>us pouvons considérer chaque ligne comme un complexe différentiel et le diagramme 
comme une suite exacte courte de complexes différentiels, il en résulte un isomorphisme: 

Ker y/Im P » I*VI . 

Le premier sous-module est isomorphe au conoyau de l'homomorphisme b t P —> Hom(p,3Z) 

associé à la structure de ̂ -module de P , or la définition du réseau dual P̂  donne 

un isomorphisme F̂  > Hom(p,Z) tel que le triangle ci-dessous commute s 

P Ë > Hom(P, 7L) 

\ ^ 

nous avons donc un isomorphisme cp : 

p*> , I A / I • 

Pour la démonstration que cp est une anti-is orné trie , nous renvoyons à [3 - chap. IV], 

cette démonstration utilise essentiellement le point 2 du lemrae 2.7• 

Remarque 6*5*- Il sera commode par la suite de considérer le réseau P comme le 

quotient du groupe H^N) par le sous-groupe engendré par ^̂ (N) et i^CH^^N)] 

et le réseau dual P comme le quotient è"1 [ T ^ ^ (i NJJ/T^CN^N) du sous-groupe 
1 # 

* LT2k-1^N^ d e H2k^Nf*N) # L'inclusion PC>P T est alors induite par l'homo­

morphisme j # x H^N) —^H^N, &N) , l'accouplement s F ® P —>Z par la forme 

d'intersection entière sur H^CN) , et l'accouplement s P ® P - ^ Q par celui 

décrit en 2.11 • 

Nous supposons maintenant que le bord àN est muni d'une SG^-tri vialisation t 

Le b-espace vectoriel sur Q f E(N) , est aussi un q-espace vectoriel, ^ (àN) 

est un qe-module (chap» IIl), quel rapport existe-t-il entre les classes de Witt de 

E(N) et T^CàN) , [E(N)] et [T^UN)] respectivement dans VQ(Q) et 

WQ(Ç,2) ? 
Nous nous bornons à donner la réponse dans le cas où la classe de Wu relative, 

t 21c v , est la réduction modulo 2 d'une classe entière V de H (N,}N ; 7L) • Pour 
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ceci, nous aurons besoin du lemme algébrique ci-dessous, 

6.6.- Soient E un q-espace vectoriel sur Ç et P un réseau sur E tel que 

P.P C 2Z , P est un b-module sur 7L et P̂ /P un e-module sur 7L • 

Soit u un élément de P tel que x.x = u.x (mod 2) (l'existence d'un tel 

élément est immédiate si ® P est non dégénérée, dans le cas contraire il suffit 

de décomposer IF^ ® P en la somme orthogonale de son noyau et d'un b-espace vecto­

riel sur 3F2 pour s'en convaincre). L'application : 

P* > Q 

Ç o > l(§.ç - u.ç) 

induit une application q̂  1 P^P » $/ZL qui est une forme quadratique associée 

à la forme d'enlacement du e-module P^P • 

Soient Ĉ  le qe-module (P^P , q̂ ) , [E] et [Ĉ ] les classes de E et 

Ĉ  dans WQ(ç) et WQ(Q,Z) respectivement, 6 l'homomorphisme "conoyau" : 

WQ(ç) ^WQ(Ç,Z) • L'application : Q —} Q , x -o-> ~x2 est une forme quadratique, 

qui fait de Q un q-espace vectoriel que nous notons <1> (c'est la notation, 

correspondant au b-espace vectoriel sous-jacent, de [10]). 

FORMULE 6.7.- 6([E]) = [C ] + (u.u)ô«1>) . 

Démonstration.- Soit P q le sous-module de P formé des éléments x tels que 

x.x = 0 (mod 2) , q(p

0)
 e s t contenu dans 7L et Po*/ Poest un qe-module dont 

la classe dans WQ(Q,Z) est Ô([E]) . 

Considérons la somme orthogonale de qe-modules : 

C = P#/p © (- C ) . 

Soient s et s' les surjections canoniques : P̂  ^ P Q/ p

0

 e t p^ ^ P̂ /P , 

le sous-module J = £ (s(ç),s '(?)) ; § I P̂ j de C est égal à son orthogonal (voir 

[3-A-1.9]). 

Pour tout z £ J , nous avons : 
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q(z) = 0(f), 0].z . 

or 

q[(s(|),0)] = u,u/8. 

La démonstration s•achève en appliquant [3-A-2.8 et A-2.9]. 
6.8.- Nous reprenons les notations de 6.3» 

Soit x ( IC T 2k-1^ N ^ * 1 1 0 x 1 5 1 : 6 y * T2k(N»^N) t e l q u e x = 3 y e t n o u s 

avons dfaprès 3*13 x 

q (x) - 2^v2k»y ^ 

= classe dans q/s de ̂ ^V,y^ 

= 0 • 

Le sous-module I du qe-module (̂dN) est donc isotrope au sens quadratique 

et la classe dans WQ(Q,2Z) du qe-module Î"/l est celle de Tĝ -ĵ **) (version 

quadratique de [3-A-1»12])« 

La classe d'homologie D"̂ V i H2k^N ? ̂  A L A PR°Pr:*-été suivante s 

Vz * H^NfZ) 

(D"1v).z = < V uDz , [N] > 

H <v^uDz, [N] > (mod 2) 

s < ( j*v̂ ) O Dz , [N] > (mod 2) 

2 <f v2fc(N) W Dz , [N] > (mod 2) 

= < Dz ŷ Dz , [N] > (mod 2) 

= z»z (mod 2) 

Soit u l'image de D~̂ v dans P , nous avons donc pour tout élément Ç de P 

la congruence (voir 6,5) : 

u.Ç = CC (mod 2) 

et la formule 3©13 s'écrit (voir 6.5) : 
4̂  1 1 t 

pour tout «n i P^ , 2 T1*'n "" 2 U # 7 1 ~ " q W 7 1 ^ faodZ) o 
Il en résulte en appliquant 6.7 : 
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PROPOSITION 6.9«- Si la classe v̂ . est la réduction modulo 2 d'une classe entière V, 

nous avons dans WQ((Ç,Z) S 

6([E(N)]) + [ T ^ O N ) ] = <VUV, M)6(<1>) . 

Nous notons l(N) la signature de la variété N • En utilisant la formule de Milgram 

(voir appendice) et la proposition 6.9, nous obtenons (comparer [6]) : 

COROLLAIRE 6.10.- Si la classe v̂ . est la réduction modulo 2 d'une classe entière V, 

la signature modulo 8 de la variété N se calcule par la formule dans 2Z/& s 

I(N) + A(8N,t) = < V U V , [ N ] > 

COROLLAIRE 6.11.- Si la SĜ -trivialisation, t , de 3N s'étend en une SG(2)"~ 

trivialisation de N nous avons : 

dans WQ(f)fZ) , 6([E(N)]) + [ T ^ON)] = 0 

dans Z/8 , l(N) + A(BN,t) = 0 . 

Démons tration.- Ici v^ = 0 et nous prenons V = 0 • 

Remarque»- Reprenons les notations du lemme 6.2 et supposons que M est muni d'une 

SĜ 2̂ -trivialisation qui s'étend sur Nq et N̂  , la variété R est alors SG^-

trivialisée et le groupe H^R ;Z£) est un q-module sur 7L (Vĝ )̂ ~ ̂  • N o u s 

déduisons du lemme 6.2 (l'oubli WQ((Ç) —> W((ç) est un isomorphisme) que l'image 

dans WQ(QfZ) de [E(N)] ne dépend quê bord SĜ -trivialisé, BN , le corollaire 

6.11 précise cette dépendance. 

6.12.- Nous dirons que deux variétés sans bord SĜ -trivialisées (Mq ,tQ) et 

(M^""^, t,j ) sont cobordantes par un Ĥ -cobordisme SĜ -trivial isé, s'il existe N , 

H -cobordisme entre M et M. et une SĜ x̂-trivialisation de N qui induit t Q o 1 (2) H o 
et t, sur M et M. . 1 o 1 

COROLLAIRE 6.1 2.- Si deux variétés SĜ -trivialisées (M^K~1, tQ) et (M 4 K~ 1 , ̂  ) 

sont cobordantes par un H ̂-cobordisme SĜ -trivi alise, les classes dans WQ($f2Z) 
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des ge-modules Tĝ -j (Mq) et Tgj^ (M1 ) sont égales. 

Démonstration»- Nous appliquons 6»11, dans le cas ci-dessus E(N) est le q-espace 
vectoriel sur Q nul et le qe-module Tĝ -jC*1*) est la somme orthogonale des 
qe-modulesT2k-1 (M1) ) et (-T^O^)) • 
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CHAPITRE VII 

INVARIANT X ET APPLICATIONS 

7-1.- Soit M une variété fermée de dimension 4k - 1 , munie d'une SO-triviali-

sation t . La variété M est un bord, choisissons une variété N dont M est 

le bord ; la SO-trivialisation t fournit une classe d'isomorphisme de SO-fibrés, 

t , sur N/M . On note L la classe de Hirzebruch et l(N) la signature de N . 

LEMME 7-1.- Le nombre rationnel 

I(N) - < L( t*) , [ N ] > 

est indépendant du choix de N . 

Démonstration.- Considérons deux variétés N et N„ dont M est le bord et la o 1 

variété fermée R = (-N ) U N .En représentant la SO-trivialisation par une 0 M 1 

SO-parallélisation de M , nous obtenons deux SO-fibrés et T sur 

N /M et NVM ; nous avons : o' 1 

< L(tr) , [fi] > = < L(Tl ) , [N̂  > - L(tq) , TNo] >. 

D'autre part d'après 6.2 : 

I(R) = I(N^ - I(NQ) . 

La démonstration s'achève en appliquant la formule d'Hirzebruch à la variété 

fermée R . 

7.2.- Nous notons X(M,t) l'élément de Q/Z représenté par 

1 (I(N) -<L(Tt),rNl)>+

 A ( M- t } . 
8 " 8 

LEMME 7.3-- Si la variété M , munie de sa SO-trivialisation t , est le bord 

d'une variété SO-trivialisée, l'invariant X(M,t) est nul. 

Démonstration.- Dans ce cas < L(t̂ ) , ['N ] = 0 et d'après é.11 : 

l(N) S -A(M,t) (mod. 8) . 

Comme X vérifie X((M ,t ) il (M„,t )) = X (M ,t ) + X(M. ,tj nous avons 0 0 11 o' o 11 
défini un homomorphisme (que nous notons encore X ) du groupe de cobordisme 
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SO-trivialisé O , dans $/E . 4k-1 

4k—1 f 
Remarque 7.4.- Soit M une sphère d'homotopie SO-trivialisee qui borde une 

4k x f r variété N ; en faisant correspondre à la classe de M dans le groupe 9 ̂  ̂  

des sphères d'homotopie SO-trivialisées à h-cobordisme SO-trivialisé près, le 

nombre rationnel l(N) - <L(T^) , [N ] >, on définit un homomorphisme 
fr 

CR : 9 ^ -* % tel que le diagramme : 

fr oubli Q

f r  

9 4k-1 » U4k-1 

%. * q/z 

est commutatif. 

Considérons le groupe P̂ k d'obstruction à la chirurgie de Kervaire-Milnor 

et l'homomorphisme de signature a : P -» E , le diagramme précédent se com­

plète en : 

fr ^ fr 

o -* p -» e - . n o 
4k 4k-1 4k-1 

0 - E $/z - 0 

où les lignes sont exactes et la flèche cr/8 un isomorphisme. Quand on identifie 
f r f r le groupe Ext(Q^_ ^ , avec le groupe Hom(H^ ̂  , <Q/Z) l'extension 

0 -» P., -» 0 , -*fi,, . -* 0 correspond à l'homomorphisme X . 4k 4 k-1 4k-1 

7.5.- Nous nous proposons maintenant d'exprimer 1'invariant X à l'aide de  

l'invariant d'Adams ê  [ 2 ] . 

Représentons t par une SO-parallélisation ; une SO-parallélisation de M 

fait de M une variété stablement presque complexe ; soit maintenant N une 

variété stablement presque complexe dont M munie de cette structure est le bord. 

La SO-parallélisation de M donne un U-fibré T- sur N/M , la classe de 
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U-isomorphisme de cet U-fibré ne dépend que de t , nous la notons T * . La 

classe d'isomorphisme du SO-fibré sous-jacent à T̂  est . 

LEMME 7»6.- Il existe une classe C É H4k(BU ; Q) telle que \(M,t) soit la 

réduction dans du nombre rationnel 

<C(-T*) , T B ] > . 

Démonstration.- Soient r l'application d'oubli BU -* BO et une classe de 

Ĥ k(BU ; E) dont la réduction mod. 2 est T*v2k. * ^lors 

= v2k̂ 'T^̂  = P2 ̂ k^Tc^ -I * • D , aP r e s 6.10, nous avons l'égalité dans E/8 : 
I(N) +A(M,t) =< Vk(r̂ ) U Vk^J)f[H] . 

Nous prenons C = - - r* L_ + - (V, U V, ) . 
8 k 8 k k 

COROLLAIRE 7.7.- L'invariant \ est nul sur le noyau de l'invariant d'Adams ê, . 

Démonstration.- Si ê (M,t) = 0 , il existe une variété fermée stablement presque 

complexe N* qui a les mêmes nombres de Chern que N [ 8 ] , en particulier 

< c(Tq) » № > = < c ( T t f t ) » CN*] > • 0 r d'après 6.10, pour une variété fermée sta­

blement presque complexe le nombre < c ( T

N i ) > [N']> est entier. 
THEOREME 7.8,- L'invariant X s'exprime à l'aide de l'invariant d'Adams ê, par 

la formule : 

X = 2 2 k" 2 (22k"1 - 1) ef . 

fr 

Démonstration.- Le groupe .Ci ̂  ^ se décompose en la somme directe (\_2 J et la 

démonstration de la conjecture d'Adams [12]» [16]) : Im J 6 Ker ê  où J est 

l'homomorphisme de ïïopf- Whitehead : n k̂ ^\S0) -» Q ̂ k ̂  et ê  est l'inva­

riant introduit par Adams dans [2j. On a ê  = â .̂  où ak = 1 si k est pair 

et ak = 2 si k est impair et donc dans tous les cas Ker ê  c Ker ê, . D'après 

7.7, il suffit de comparer X et e- sur l'image de J . Soient « £ TT . (SO) et 
* 4k— 1 

4k 
la classe d'isomorphisme de SO-fibres sur S qui lui est associée, nous 
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notons Pjj.̂ a) Ie nombre entier < p̂ .(§a) , [S^J > • Choisissons le générateur »Q 

de TT ̂ ^(SO) tel que Pk(
a

0) = (~l)k a

k ( 2 k ~ 1)î , nous avons dans $/z : 

x ( J„) - i ^ f ^ - D R (-i)k - (a - ,), = 22k-2(22k-1-i)(-,)k-1 • 

o 8 (2k) ! k k 4k 

Or [2] ê (J«o) = (-l)
k"1 | 

soit encore e_(J« ) = (-l) k ^ ~~~~ • (T o 4k 

Remarque 7-9.- On vérifie, par inspection, que la classe 

C - 2

2 k~ 2(2 2 k~ 1 - 1)T 6 H4k(BU ; <$) ( T 2 k désigne la classe de Todd de degré 4k ) 

est décomposable. En utilisant la définition de er de Conner-Floyd [8] , il en 

résulte que la composition : 
T fr ^ ( ^ ' - l ) E . 

4k-1v 7 4k«1v y 4k-1 
est nulle. Comme le conoyau de la première flèche est ^/a

k̂  » cela redémontre le 

Théorème précédent si k est pair et pourra permettre au lecteur méfiant de véri­

fier dans tous les cas l'exactitude du signe qui intervient dans 7.8. 

7.10.- Décomposons les invariants X et ê  en partie paire et partie impaire 

X = X° + X̂  et e„ = e° + EL . Les invariants X° et e° sont a valeurs dans (E (E (S G 

Q/E O = Q/z(2)
 e t ^ e t e® à valeurs dans Q/E -(g) Z [±] = $/&&] . 

Un théorème de Stong [15, p. 215] montre que 8X coïncide avec -ê  , soit 

ol° n A. 011 1 J 11 encore 8A =0 et 8A. = - E_ ou \ = - e- . 
<P 8 (5 

Redémontrons ces résultats. La classe L de Hirzebruch est dans l'image de 

l'homomorphisme H*(B0 ; -* H*(B0 ; ; le nombre rationnel 

L̂  = < L(T"̂ ) , [Nj > est donc dans *(2) c e m o i r b r e °lue 8X° = ^ • 

Soit d̂_ le plus grand diviseur impair de den|-̂ j , les calculs d'Adams [2] 

montrent que d̂  ê  = 0 . Or d'après le théorème de Von Staudt [t] : 

2 2 k - 1 = 0 (mod. d£) 

d'où (22k - 1)2

 s 0 (mod. d̂ ) 
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8(22k-2(22k-1 _ 1 } ) + 1 _ Q ( m ( x U ^ 

et en utilisant 7.8 : 8X̂  = - ê  . 

7.11.- Toujours d'après Adams [2] , on a, en notant v̂ Ck) la valuation 2-adique 

de l'entier k : 
3 + T2(k) Q 

\ 2 e« = 0 • 

Nous en déduisons à l'aide de 7.8 : 

Pour k = 1 o u 2 , 4 X = 0 

(on vérifie par inspection que 2 \ q est l'invariant de Hopf ). 

Pour k ^ 3 , comme 2k - 2 > 3 + v2(k) : X Q = 0 

il en résulte, en notant pg : -+ f/8 la réduction mod. 8 . 

THÉORÈME 7.11.- Dès que k^ 3 la signature d'une variété N 4 k dont le bord est 

SO-trivialisé vérifie la congruence 

I(N) S PQCL*) - A(ôN,t) (mod. 8) . 

7.12.- Extension aux SÔ -trivialisations. 

4k-1 , / Soit M une variété sans bord munie d'une SÔ -̂trivialisation t (i.e. M 
Z(2) 

est E -orientée au sens de [3]). Comme ses classes de Stiefel-Whitney sont 
4k 

nulles la variété M borde ; soit N une variété dont elle est le bord. On a 

défini dans 1.9 des classes de Pontryagin relatives 6 Ĥ "(N,M ; z( 2)^ '
 n o u s 

pouvons donc étendre la définition du nombre rationnel dans le cas où t 

n'est plus qu'une SÔ -̂trivialisation ; nous avons toujours 6 ̂ (2) ' ^omiIie 

la SÔ -trivialisation induit une SĜ -trivialisation, considérons l'élément 

de : 

1 (l(N) - L*) + J^IIIIL . 

Il ne dépend pas du choix de N , en effet le lemme 7.1 se généralise au cas où 

M est seulement Ê -orientée (terminologie de [3] ). Par le même argument qu'en?»?, 
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il ne dépend que de la classe de M dans le groupe de cobordisme des variétés 
Z(2) 

SÔ -trivialisées, O (notation de [3] où les groupes sont détermi­

nés). Nous avons donc défini un homomorphisme ̂  qui rend commutatif le diagramme 
fl.fr , 0Z(2> 

HK-1 ? 4k-1 

où la flèche horizontale est l'homomorphisme d'oubli. 

En tensorisant ce diagramme par Z ^ » nous obtenons 

fr z(2) 
E(2)®n4k-1 > E(2)®n4k-1 

*/E(2) 

où la flèche horizontale est un isomorphisme [3, ch. 5] . Or pour k ̂  3 , le 

morphisme E ^ ® A est nul, il en est donc de même de E^y® y, . Il en résulte 

que le th. 7.11 reste vrai si nous remplaçons "... SO-trivialisation..." par 

"... SÔ -trivialisation..." . 

7.13. Remarque.- Nous donnerons en 8.15 une interprétation du morphisme 

^ 6 Hom(fi ^ , %/z) analogue à celle de 7.4. 

7.14.- Extension au cas des variétés PL . 

4k-1 

Soit M une variété PL orientée compacte sans bord, on considère son micro-

fibré tangent T ̂  comme un SG-fibré et soit t i TSG^(T ̂ ) . Nous allons voir, 

rapidement, comment modifier les arguments des chapitres précédents, pour construire 

une forme quadratique q* : (M) ^/Z associée à la forme d'enlacement. 

On peut, sans restreindre la généralité, supposer que k ̂  2 . Soit 
2k-1 4k-1 / f : X -» M un plongement (forcement localement plat puisque la codimen-

sion 2k ̂ 4 ). Soit le block bundle normal de ce plongement, E(v̂ ) son 

espace total identifié avec un voisinage régulier de f(x) . Soit a : X -* E( V ^) 
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une section sphérique de v̂. au sens de Rourk -Sanderson ([13]» ch. 4) (il en 

existe car on est dans le domaine stable). 

On considère le plongement fa : X M obtenu en composant a avec l'iden­

tification de E(v̂ ) avec un voisinage régulier de f(x) , on a f(x) n fa(x) = ̂  . 

D1autre part, d1après [13 ] la section sphérique a définit une réduction de 

v à la dimension 2k - 1 (dans la catégorie des block-bundles) et en considé­

rant comme un SG(2k) fibre une réduction de à la dimension 2k - 1 

comme considérée en 3.1. 

4k , , 2̂k 
Soient N une variété PL de bord 3N , F : 1 N une immersion loca­

lement plate, en position générale et dont la restriction à X = 8 Y est un plon­
gement f : X ôN . 

Soit a une section sphérique de v . Comme on est dans le domaine métasta-

ble les obstructions géométriques à étendre a en une section de v sont nulles 

et la seule obstruction est l'obstruction homotopique 

c(a) ÉH2k(Y,X; n ̂  (S

2k"1 ) ) = H2k(Y , X ; Z) . 

On peut alors démontrer comme en 2.14 la formule 

y.y + E(f,fa) = 2*(F) +<c(a) , [T] >. 

Le reste de la construction de la forme q̂  se répète alors mot pour mot. On a 

en particulier pour toute variété PL M̂ ~̂  et tout t G ̂ ^̂ (2)̂ TM̂  ^ ^nva~ 

riant A(M,t) 6 Z/8 . 

7.15.- Par analogie avec [3~l, on définit fi^(PL) comme le groupe de cobordisme 

EA-orienté de variétés PL E -orientées de dimension n , où maintenant 

E A - BSPL est la fibre de la A. localisation : BSPL -» BSPL 

THEOREME 7.15.- Pour n ̂  1 : 

(i) Q^(PL) est un groupe fini. 

(ii) L'homomorphisme d'oubli 0 n(P-
L) "* ̂ n(P

L) induit un isomorphisme 
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A®nZ(PL) - A<8>fl_A(PL) . n n 

(iii) L1homomorphi sme d'oubli 0 = 0 (diff) - 0 (PL) est un isomor-

phisme. 

Démonstration.- Le groupe QA(PL) se calcule à l'aide de 1'isomorphisme de n 

Thom-Pontryagin valable dans la catégorie PL . Les parties (i) et (ii) résultent 

alors de calculs homotopiques identiques à ceux de ([3 ] ch. 5). 

La partie (iii) résulte du théorème de lissage de Cairns-Hirsh-Milnor 

7.16.- Nous allons définir un morphisme 

».0.£<PL) - <k/z . 

4k-1 
Soit M une variété PL fermée et t une SPL̂ -trivialisation de 
(ou ce qui est la même chose une E ̂  -orientation). 

4k 

Soit N une variété PL telle que dN soit formé de m exemplaires de 

M . A partir des classes de Thom-Hirzebruch Li 6 H^BPL ; Q) et de la SPL^-

trivialisation t , on définit comme en 1.9 L*(N) £ $ . 

L'extension manifeste du lemme 7.1 montre que - (l(N) - L̂ (N)) ne dépend que 
m 

de (M,t) et comme en 7.3 : 
¿(100 - 1*00) + ^ € %/z 

ne dépend que de la classe de (M,t) dans 
u E(2) 4k-1(PL) 

Comme u E(2) 4k-1(fl) est un groupe de torsion, cela définit une application 

u = u z(2)/4k-1 (PL) Q/Z qui est un homomorphisme. 

PROPOSITION 7.16.- Si k > 3 la partie paire de y 

o u = u z(2)/4k-1 -->e/e(2) 

est nulle. 

Démonstration.- L'homomorphisme est déterminé par sa restriction à 
E2(2) o u e(2) 4k-1 (PL) 

; nous avons le diagramme commutâtif : 
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Z(2)'®QV-1 » Z(2)®^-Î ( P L ) 

^Z(2) • 

Or X° est nul pour k >3 ( T -11 ) et le morphisme d'oubli e- est un isomor-

phisme d'après 7.15. 

7.17.- Soit N 4 k une variété PL de dimension 4k (k^ 3) et t une SPL^j-

trivialisation de T ̂  . La proposition précédente nous montre d'abord que 

8̂ °(M,t) = 0 donc que L (̂N) 6 Z^) (ce qui était clair en utilisant les classes 

Z ± 6 H
4l(BSPL; 2̂ 2)) de Morgan-Sullivan [11] plutôt que les classes de Thom-

Hirzebruch) et on a la formule 

(7.17) I(N) S fQ(L
t(N)) - A(dN,t) (mod. 8) . 

7.18,- Changement de trivialisation, 2» 
Nous allons utiliser la formule (7.17) pour comparer A(M,tQ) et A(M,t̂ ) 

lorsque t et t sont deux SPL/ \-trivialisations de T . Soit N = M x I , o i \d) Kl 

t la SPL̂ -trivialisation de 3N qui est sur M x 1 et tQ sur M X 0 ; 

nous avons pour k ̂  3 : 

A(M,tiy) - A(M,tQ) - + P8(L
t(N)) . 

Si cp : M -* SPL̂ ^ est tel que t̂  = [cp] .tQ , il est clair que 

Lt(N) = < cp* crLk,[M] > 

où CT : H4k(BSPL^ ; <k) -* H4k~"̂  (SPL^ ; $) est l'homomorphisme de suspension. 

4k-1 

7.19.- Nous étudions d'abord le cas d'une variété différentiable M et de 

deux SO-trivialisations de grâce au : 
4-k 1 ' LEMME 7.19»- Soit M une variété différentiable fermée stablement paralleli-

sable. Soit % un fibre vectoriel sur Z M+ ; on a 

<Pk(§) , S[tï] > s 0 (mod. ak(2k - 1)! ) 
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où = 2 si_ k est impair et â  = 1 sri k est pair. 

Démonstration.- C'est une extension de la démonstration de Bott [4] dans le cas 

des sphères. La construction de Thom-Pontryagin et une trivralisation de 

fournissent f : S^n T 2n-4k ^g degré 1 . Notons B l
lhomomorphisme 

de périodicité de Bott. Nous avons le diagramme commutatif : 

Ka(zM+) KŒ(s
2ll-4k

 M +) _£!_». Kc(s
2n) 

l ch l ch | ch 

M+ ; ,) i*( £ 2 n " 4 k j : M + ; «) H*(S2n ; «) . 

Comme f est de degré 1 , l'image par du réseau H^n(E^n M ; z) est 

le réseau ïï2n(S2n ; Z) ; or on sait que ch(Kc(Ŝ
n)) H2n(S2n ; Z) , donc la com­

posante de dimension 2n de ch(K̂ ( £ 2 n ̂ kEM+)) est entière, et donc par commu-

tativité, pour tout fibre complexe t\ sur S M+ , on a < ch , T, [M] > ç E , or 

comme EM+ est une suspension on a 

ch f| = dim i\ + c + ... + 3 Q ( ̂  ) 

(2k-1)! ^ 

donc <c2]c(^ ) » TM> est divisible par (2k - l)î .Le lemme en découle aussi­

tôt. 

Si cp i M -* SO , on a 
< cp* CL , [M]> = 2

2 k(2 2 k" 1 - 1) - A - < * o-p , [ M]> 
* (2k)! * 

puisque cr est nul sur les décomposables et le lemme 7.19 montre que 

< (p*a'pk,[M] > est divisible par
 a

k (
2 k - 1 ) ! 

Le théorème de Von Staudt [1 ] montre alors que < çp* CTL^ , [M] > est divisi­

ble (dans Ẑ 2) ) Par 2 k où = 2k - 1 si k est impair et 2k - 2 - v̂ (k) 

si k est pair, donc est divisible par 8 si k ̂  3 . 

7.20.- Etudions le cas général. 

Nous considérons l'application 6 : RPQO -* SO de 4.9. comme allant dans SPL̂ ) î 

soit h1 le générateur de H
1 (SPL^ , Z/2 ) et Y : SPL^ - «RP̂  qui classi-
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fie ; Y. 6 est homotope à l'identité de fîP̂  

Soient t et t. deux SPL,0\-trivialisations de * , et w : M -» SPL/̂ \ o 1 (2J M T (2) 
telle que = [cp] . tQ , soient cpQ la composée ôYcp : M SPL^ et 

<p 1 : M ->
 S P L( 2)

 t e l l e <lue W =[«PO]+[913 dans le groupe [M,SPL^] . 

Soit t' = [<po].to , on a t1 = [tp̂ .f . 

Or = cp h dans H (M ; z/2) donc cp*h = 0 car la classe de 
1̂ t » 

dimension 1 est primitive ; donc d'après 7.22, q = q et 

Adï,̂ ) = A(M,t«) . 

D*autre part, lorsque k > 3 , 

A(M,t«) - A(M,tQ) = p8(< <p* a 1̂ , [M]>) , 

or q>* a Lk = (Y <p)*(& *cr Lk) et 6 * a Lfc 6 H
4 1*" 1^ ; Q) = 0 , donc 

A(M,tf) = A(M,t ) . On a donc montré : 
THÉORÈME 7.21.- Soient M une variété fermée ( PL ou différentiable) de dimension 

4k - 1 , tQ _e_b t̂  deux SPL̂ -trivialisations de . Lorsque k ̂  3 , on a : 

A(M,tQ) = Afr,̂ ) . 

7.22.- Extension de 4.12 à SPL^ . 

Soient X É H4n(BSPL; Z,0n) les classes de Morgan-Sullivan [11] ; en utili-n \d) 
sant le calcul de OÂZ ) donné dans [6, Corollaire 6.5], il vient, si k est 4 n 
une puissance de 2 , que dans H 4 k 1(l3PL^ ; z/4] 0n a 

^k-l +h= ̂ k -l + h 2 k U h 2 k - 1 ) 

où i est le morphisme H4k~1( ; z/2 ) -> H4k~1 ( ; Z/4) et ^ = CTw

i+1 • 

Il en découle que h„ A + hu, U L, . est la réduction modulo 2 d'une classe 4k-1 2k 2k-1 
de H4k~1(SPL^ ; 2 )̂ et donc que 

P V - 1 = e ( h 2 k

U h 2 k - 1 ) = ( P h2k-1 ) 2 

d'où par récurrence Ph ^ = (Pl^)^ dans H4k(SPL^ îZ(2)^ * Cette formule 

suffit pour étendre 4.12 à S P L( 2) * 
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Remarque 7.23.- Par une méthode analogue, en utilisant les résultats de 
Kirby-Siebenmann sur la triangulation, les résultats précédent peuvent s'éten­
dre aux variétés topologiques. 
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CHAPITRE VIII 

( A , A 1 ) - SPHÈRES 

Soient A et A' deux anneaux de fractions de 7L • 

La notion de E A -orientation d'un SO-fibré est définie dans [3] • Pour la 

cohérence de la terminologie de ce travail, nous remplaçons ce terme par celui 

de A'-parallélisation, "une classe d'homotopie de A'-ParaHélisati011 étant 

appelée une A'-trivialisation. 

Deux A-sphères, /\*-parallélisées (par abréviation ( A, A')-sphères), XQ 

et X̂  sont Ĥ  -cobordantes, s'il existe une variété Y telle que : 

(i) B Y = ( - X Q ) U X 1 ; 

(ii) H^(Y,XI ;A) = 0 , i = 0,1 j 

(iii) Y est munie d'une A'-parallélisation qui prolonge celle de X q et X̂  • 

Nous notons ®^'A l'ensemble des classes de (A , A')-sPneres» d e dimension n, 

à Ĥ  -cobordisme près ; c'est un groupe pour la somme connexe. 

L'objet de ce chapitre est l'étude du groupe ®*'^ , il y sera largement 

fait référence à [ 3 ] . 

Première approche dans le cas A C A* • 

8.1 En considérant les A,-,trivialisations de la sphère Sn nous obtenons un 

homomorphisme : 

TTn(S0) <S A ' > 6 A , A < . 

Une A -sphère possède en dehors d'un point une A-trivialisation, et a fortiori 

une A'-trivialisation, bien déterminée (voir 8.18 ou [ 3 ] ) , l'obstruction à étendre 

cette Â -trivialisation donne un homomorphisme : 

6 A VTT 4(S0) ® A
1 

On vérifie que la suite : 

8.2.- ... > n (S0) ®A' >@A'A' ^ ® A >i7 ,(S0)<X>A' >®A'A!-4.., 
7 n

v ' y n n 7 n-1 7 7 n-1 est exacte. 
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4k—1 4k 8.3.- Exemple ($,$) •- Soit X une (ç,Q)-sphère, il existe une variété Y 

et un entier m (1 ou 2) tel que : d Y = mX • A l'aide de la (Ç-trivialisation de X, 

nous définissons, comme en 7«12, un nombre rationnel Lt , ̂  [l(v) - Lt] ne dépend 

que de X et est invariant par H -cobordisme. Nous avons défini une application £ : 

« >« • 

L'expression de la classe L , en fonction des classes de Pontryagin, montre qu'il 

existe un nombre rationnel non nul, ŝ  , tel que commute le diagramme : 

v_ i (so )3«, > « S i 

« ikJjâ >f) 

où pfc : ,|(S0) —>2L est l'homomorphisme décrit en 7.8. . Il en résulte que la 

flèche horizontale du haut est injective. 

Nous obtenons : 

PROPOSITION 8«4o- Les homomorphismes : 

Pour n À - 1 (mod 4) ° U b l 1 > ® Ç 

Pour n a - 1 (mod 4) 6*»Q oubli $ p @Q $ Q  v ' n 7 n 
sont des isomorphismeso 

Deuxième approche dans le cas A 3 A* o 

Nous nous proposons de comparer le groupe ® au groupe de cobordisme Q A 

n n 

des variétés /\»-parallélisées [3] et d'étudier pour ceci le groupe de cobordisme re­

latif. 

8.5.- Nous considérons les variétés Y*1 , A'-parai lé lis ées dont le bord est une 

A-sphère. Un cobordisme entre deux telles variétés est un cobordisme A'-parallélisé 

entre Y et Y. induisant un H A Ai -cobordisme entre Y et Y, • Nous notons o 1 A/A o 1 
P̂ ' l'ensemble de ces variétés à cobordisme près, c'est un groupe pour la somme 

connexe et nous avons une longue suite exacte (les flèches sont claires) : 
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> P A'?'®*< A" > n v > PA-a' -i-, e A,A' 
n+1 n n n n-1 

Le groupe P A de [3] est le groupe P A , A • Pour n = 2.£ , la composition : 

P£4A' > 1 >VQ(Aj) (voir [3-§2]) 

est encore notée T • 

A AJ 

PROPOSITION 8.6«- Pour n = 2t+1 le groupe P̂  ' est nul. Pour n = 2 , n ̂  4 , 

l'homomorphisme T : pl2-------------->wq(ul) 

est un isomorphismeo 

Démonstration>- On adapte la démonstration de [3] en remarquant : 

- pour m y 0 F TT ( E ) ® A = 0 ; 

- dans [3-3«7] on montre en fait que l'application : T^'^ ^ WQ(A) est surjec-

tive. 

8.7«- La composition 4k-1 oublî  e Ê ^W(A,Z) (voir [3-4.7]) est 

encore notée e • 

Soit X4k~^ une (U,Z£̂ 2̂ )-sphère, nous avons vu au chapitre III que le groupe 
H2k 1 ̂ X ' ̂  est un qe-module sur 7L dont la classe dans WQ(ç,Z&) ne dépend d'après 

«t»(2) 
6.12 que de celle de X dans © ^ • Ceci nous donne un homomorphisme, qe s 

V-1 • 
Si — € A ' la composition t 

> PA'?'®*<A" > nv > PA-a' -i-, 

induit une application, notée encore qe , du groupe ® ' dans le sous-groupe 

WQ(A,Z) de WQ(<?,Z) engendré par les classes des qe-modules C tels que A $ C = 0. 

(Dans les définitions précédentes l'inclusion f\ O A* n'est pas requise). Il résulte 

de 6.11 : 
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PROPOSITION 8.8.- Si i ^ A1 le diagramme : 

rA,A' b @A,A' 
F4k " > 4k-1 

qe 
WQ(A) 2 > VQ(Ata) 

est anticommutatif (voir [3-§A-2.] pour la définition de la flèche 6 )• 

8.9.- Si g / A' (resp# 2 ^ A ' ^ n o u s n o t o n s ®4k̂ | l e d e 1 1 homomorphisme 

qe (resp. e) • De même, nous notons suivant ces deux cas l e noyau de la composée: 

P^ A Ï > WQ(A) > WQ(A,2) 

ou de 

P4k'Al > W Q ( A ) >W(A,ZE) 
D'après 8#8 et [3-4.8] l'application b induit une application toujours notée 

4k " 4k-1 
Posons, si n ̂  0 (mod 4) t 

p̂ /A* „ pA,A' e t = ®A,A' 
n n n-1 n-1 

nous pouvons énoncer : 

PROPOSITION 8#9.- La suite t 

^A,A' b @ A,A* A» y A/A1

 b . @ A/A1  

est exacte. 

8.10.- Soit A" l'anneau des fractions de TL caractérisé par A'OA'SE et A#+ A M = Q 

(nous dirons que A" est le complémentaire de A' )» o n vérifie cas iaspeciien que 

1'homomorphisme : 
A» 0 PA>*' A" « oubli ,, a ~a,« 

n ' 1 n 
est un isomorphisme pour n ̂  4 o 

Nous en déduisons à l'aide de [3-§5] et du lemme des cinq : 

THEOREME 8.10#- Pour n / 3 l'application d'oubli donne un isomorphisme : 
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л " в в А / л ! » л - e S * ' « . 

8*11 Nous notons, comme en 7#4, ®n le groupe des sphères d'homotopie S0-
parallélisée et P r le groupe d'obstruction à la chirurgie de Kervaire-Milnor. Nous 

nous proposons, à présent, d'étudier l'application : 

, 9 @fr A' « oubli , a g A,A' 
M n ^ n 

Si ^ ( A 1 , on vérifie sans peine que : 

A' ® P A- «oubli ^ A, A' 
M n n 

est un isomorphisme pour 11/4 • 

Si ^ / A' et t nous avons deux diagrammes commutatifs : 

p oubli y ^ A, A1 

4k 7 ^ 

* WQ(ZS) 

P oubli pA/A' 
4k+2 > 4k+2 

^WQ(F 2 ) 

dans lesquels les flèches obliques sont des isomorphismes (k f 1 pour le premier). 

Si ^ A' et € A le premier diagramme demeure mais cette fois = 0 • 

Toujours d'après le lemme des cinq et [3-§5], nous obtenons t 

THÉORÈME 8#12#- Dans les cas t -| i A 1 ou ^ / A 1 et ~ l'application d'oubli 

donne, si n / 3 , un isomorphisme : 

A' $ ® f r » A* • S A / A' 
n 7 n ^ 1 1 

Reste le cas - f A' et — 6 A • Dans [3], on définit une généralisation de l'invariart 

de Kervaire qui est la composition s ®4^'+2 > ^4k+2 * 72*/1 ^4k+2 ^4k+2 

Notons K la composée : ®4̂ '+2 > 4̂k+2 * 72*/1 • 0 n a a u s s i l'application 
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de Kervaire : ZL/2 = P 4 k + 2

 5 — > ®4k+1 * N o u s P° u v o n s é n o n c e r * 

THEOREME 8.13«- Dans le cas ~ i A' et ̂  € A l'application 

A« # * A1 ® 8 A ' A ' 
/x n ' n 

est un isomorphisme si n = 0 , -1 (mod 4) et n / 3 • La suite 
0 * ©** » © A'A' K > TL/2 — © * * » © A'A' * 0 

devient exacte quand on la tensorise par A 1 • 

Remarque 8«14«- La flèche K peut être aussi décrite par la composition suivante : 

8£+2 > "i^ > A' » °£+2 *
 A' « "Z+ï A'® (invariant de Kervaire)̂  ^ 

D'après [5]f la flèche K est nulle si (k+1) n'est pas une puissance de 2 • 

8« 14»- Mode d'emploi des théorèmes précédents.- Pour tout n / 3 , n o u s avons d'après 

8o10 un isomorphisme t Ç ® © A/^!—£ > Q ® © ^ # 

n n 
Si n^-1 (mod 4) 9 le groupe ®Atr\

% est de torsion. Ses composantes p-
primaires, p inversible dans A* 9 sont celles du groupe 9 i»e« du sous-

SO 
groupe de torsion de «Ses composantes p-primairesf p non inversible dans A1 » 

fr 
se calculent à l'aide de celles du groupe ©n • 

Si n = 4k-1 9 les deux applications or et p définies respectivement en 7.4 

et 8«3 induisent deux applications : 
A' ® C l > * 

A" « E J £ , > Ç 

Pour k / 1 , le groupe est isomorphe au produit fibre : 
( A 1 « E £ J (A* • 

(®4k-1 " ®4k-1 ® Ç d , aP r è s 8 * 4 ) * 

8*15« Exemple (<P,Z) Suites exactes : 

0 > E J ^ > E J J » « , ( « , * ) » 0 
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e t o » > z > a/2 » ©** 4 > ©^z. * o 
u 7 u#c+2 7 4k+2 * ' * 4k+1 7 4k+1 7 

Exemple (ç,Z^) • Suite exacte s 
° > v ; > V - i > V - i — > ° 

<v^2) , a Soit ai P , > Z l'homomorphisme de signature, si k / 1 Inapplication 

est un isomorphisme de P̂ £Z(2) sur 7L . Quand on identifie ExtCQ^^ , P 4 k ^ ' ) 

avec H o m ( Q t cette extension correspond à 1 •homomorphisme défini en 

7.12. 

8.16Toujours dans l'hypothèse ADA1, étudions l'application d'oubli <y s 

®̂ '̂  ^ ©^ • Pour ceci nous utilisons l'échelle (dimensions exceptionnelles ex-
n ^ n 
clues ) s 

> P A ' A ' > 0 A<A- > OA' > p A,A' 
7 n+1 7 n 7 n 7 n 7 

> C l »6n >AnA »Pn* > 

et la suite exacte s 

0 > coker 6*" „ > coker or 4 2—> ker <r > ker or > 0 
7 n+1 n+1 7 n n 

qui s'en déduit» 

Pour fixer les idées, nous allons énoncer les résultats dans le cas ~ A et 

ff l\% (les autres cas s'étudient pareillement avec des modifications mineures). Comme 

i i A t si n / 4k-1 , 3 n est nul car il se "factorise" par P^ qui est nul, on 

a donc les isomorphismes s ker ̂  * ker »n » n / 4k-1 , coker d*n * coker or̂  n /4k, 

et la suite exacte s 

0 > coker 0-̂  > coker » ker ^ ker or^ ? 0 

On utilise alors les calculs de [3]« 

Soit Â  l'anneau de fractions, (complémentaire de A) + A' t nous pouvons con-
fr fr sidérer le groupe Qn ® A«j comme un sous-groupe de 0n et nous avons une applica-

t i o n « n*1" ® A. » e A ' A -
n 1 7 n 
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THEOREME 8.16.- Soient A D A1 avec ^ i A et ^A* ; les suites suivantes sont  

exactes t 

0 > c / r ® A,j >®n*- > 8* > T ° r S nn° 0 » nffl(mod4) 

8*îl >4c-1® A1 >° • k>/ 2 « 

8»17«- Exemple, A'C et A = A f [^ ] $ A1

 = z z ( 2 ) * D a n s CH*6] on décrit 

l'homomorphisme des enlacements de Pontryagin ep s A4ic»«j —> ((̂ fc)"̂ ""̂  et une suite 

exacte : 

° »«4M > 4 * > ( ^ ) " ( , t H • < & > ° 
où est un groupe fini d'ordre impair, il en résulte un isomorphisme 3 

m ep $ oubli xTT(k)-1 _ _S0 

Pour qu'une A1 [7:1-sphère (avec A' C^r^\)t d e dimension n f soit H „ -cobor-
^ ' A»[-] 

dante à une ( A'Cg ] » AO-sP^e, il faut et il suffit t 2 

- si n / - 1 (mod 4) t qu'elle borde ; 

- si n = - 1 (mod 4) et n / 3 , qu»elle borde et que ses enlacements de 

Pontryagin soient de torsion impaire» 

Le cas ( A t A1 ) général» 

Enonçons d'abord deux lemmes qui nous seront utiles» 

LEMME 8»18»- Soient (YtX) une paire de CW-complexes telle que H*(Y,X;A) = 0 , 

Ç un SO-fibré de base Y f A-tri vi alise sur X » Il existe une unique A - trivial i-

sation de § sur Y qui étend celle donnée sur X » 

Démonstration analogue à [3-1 »3]« 

LEMME 8»19»- Soient Ç un SO-fibré, t (resp t1) une A (resp. A*)-trivialisation  

de ce fibre qui induisent la même (A+ AO-trivialisation» Il existe une unique 

( A 0 A* )-trivialisation de £ qui induit t (resp» t») » 

Démonstration» Le diagramme : 
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BSO A N A , > BSOA, 

BSOA » BSO . A t 

A 7 A+A' est un "pull-back" [16], il en résulte que le diagramme ci-dessous en est un autre : 

E AH A' > E A ' 

A' --------------> EA'+AI 

8«20»- Nous notons Â l'intersection A H A'« 

Soient Xn une ( A F Af)-sphère et X q un point de X «Le S0-fibré tangent à 

X possède sur x~*x

0 » à la fois une A-trivialisation (lemme 8#18), t , et une 

A •-trivi alisati on, t' • Ces deux trivi alisa ti ons induisent la même (A + A1)"" trivia­

lisation (unicité dans 8«18) et définissent donc, d'après 8#19, une Â -trivialisation, 

t • 

L'obstruction à prolonger t sur X en une /\ -trivialisation, induisant la 

/\'-trivialisation donnée, fournit un homomorphisme s 

® A ' A ' » TT (f) 
n 7 nx ' 

le groupe ^(f) étant le n

l e m e groupe d'homotopie de l'application naturelle 

EÂ ) B A ' . 
Considérons le diagramme commutatif : 

QBS0_ 2 > QBSÔ , 

Ey ------------------------->Ex' 

BSO ============== BSO 

où les colonnes sont les fibrations de Serre étudiées dans [3]» Nous en déduisons un 

isomorphisme du groupe (̂îj) s u r l e groupe TT

n(-
f) e t comme l'application g a le 

type d'homotopie de h : S0_ > S0 t , un isomorphisme entre TT (f) et TT (h) • 
Â 
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Il en résulte que les groupes ^JIF) sont périodiques de période 8 et que l'on a les 

suites exactes s 

0 > TTn(SO) ® ( A'/Â ) » TTn(f) * Tort>n-1 ( S 0 ) » A'/A 3 > 0 * 

La nature a bien fait les choses, ces suites exactes permettent de déterminer les 

TTn(f) sans ambiguïté» 

En considérant la composition d i 

V i ( f ) - V l ( h ) c o n n e c t a n t >TTn(SO) 9 R 
et les A-trivialisations de la sphère Sn , nous obtenons un homomorphisme s 

W > >&nA* • 

PROPOSITION 8.21•- La suite I 

... —jtt «(f)_»8Ai* > ©A'A' > fp(f)_*0A'A .... 
7 n+1 ' 7 n 7 n 7 nv / 7 n-1 7 

où la flèche © A , A > 8A'A< est la flèche d'oubli, est exacte. 
--- n n ' —————— 

A A* 

Démonstration.- Nous avons exactitude en 8 ' par définition. 

Exactitude en * Considerons une (A,Â)-sphère X11 qui borde un A -

disque Y*1"*̂  munie d'une A'-trivialisation compatible avec la Â -trivialisation de 
n+1 , ° n+1 X • Soient cp t D T Y — X un plongement et Z la variété Y-cp(D ) qui est 

un -cobordisme entre X et Sn «D'après le lemme 8#18, il existe une unique 

A- trivialisation de Z qui étend la A -trivialisation de X • Comme Z est aussi 

A' -trivialisée et que la condition de cohérence du lemme 8.19 est assurée par 8.18, 

la variété Z est un HA ̂  -cobordisme entre X et Sn • Par construction la Â -

trivialisation de Sn s'étend en une A' -trivialisation de Dn+1 . 

Exactitude en TTn(f) • Considérons un (A, Â )-disque Yn de bord Sn~1 , si 

la Â -trivialisation de Sn~1 s'étend en la A' -trivialisation de Dn la variété 

X = Y ^ ^ C - Dn) est une (A, A')-sphère. 
S 

PROPOSITION 8«22»- L'homomorphisme x 
tt (f) > ©A'A 

nv ' n-1 
est injectif si n = 1,2 (mod 8) , dans tous les autres cas il est nul. 
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La seconde partie de la proposition résulte du fait que dans les cas concernés 

l'homomorphisme d est nul. 

La première partie n'est significative que si — (. A' et ̂  f/ /\ • 

Considérons le diagramme commutatif : 

nn(f) > eft* 

|3 |oubli 

TT ,(S0) 8 Â J*> 

n-1 x 7 7 n-1 

Par inspection la flèche 3 est infective, il en est de même de la flèche horizontale 

du bas» Ceci résulte de l'injectivité de J : n „ (SO) —ïO?** en ces dimensions et 
n-1 ' n-1 

de [3-§5]. 
Les propositions 8.21 et 8• 22 entraînent : 

THÉORÈME 8.23«- Si n = - 1 (mod 4) nous avons une suite exacte s 

0 > ©M y @ A/A* ^ ^ 0 . 

Si n s 0 , 1 (mod 8) et I /A » ~ € A* t le groupe @n

A<A* est le quotient du  

groupe ©̂ A/A par le sous-groupe à deux éléments engendré par la classe de la sphère 

Sn munie de la SO-trivialisation qui ne s'étend pas au disque Dn+^ • 

Dans tous les autres cas, l'oubli ©̂ '̂  > ©̂ AA1 est un isomorphisme. 

8.24«- Notons A l'anneau de fractions complémentaire de J\ • Il résulte des théo­

rèmes 8.10 et 8.23 un isomorphisme : 

A <B g n

A # n > A ® ® n , (n/3) 

et a fortiori A A/ 
«•e^-*—,, p®©«.« , (n/3) 

Si n / - 1 (mod 4) 9 le groupe ©A/A e s t d e torsion, si n s - 1 (mod 4) 

n/3 , sa torsion est le noyau de l'homomorphisme p : ©^ ̂  y Ç dont la défini­

tion étend celle de 8.3* 

8 •25.- Lorsque A'C 2 2^) ' toute (A» A')-sphère X de dimension 4k-1 est le bord 

d'une variété Y 4 K (voir 7^ 2) ; de plus d'après 1.8, L* £ 2Z^ donc l'image du 

84 



(A,A') - SPHÈRES 

morphisme p s 0,u,u4k-1 >Q est incluse dans ̂ 2 ) ' o n 1 1 0 t e e n c o r e P *®4k-1~*Z(2) 

La proposition suivante est une reformulation du théorème 7»11-12» 

PROPOSITION 8»25«- Si AF C E( 2) —
 k 3 » le diagramme suivant est commutatif * 

"(2) 
b 

oujf 
4k-1 

<8 

z/8 

ge 
Y 

VQ(Afz; 

(On a identifié le groupe ^ avec 2Z/& en choisissant 
2iTT 
HT e comme générateur)* 
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APPENDICE - Formule de Milgram 

Dans [3] , on définit un homomorphisme y de WQ($, E) dans le groupe y.g 

des racines 8-ième de l'unité en associant à la classe d'un qe-module C le 

nombre complexe : 

1 S 2iTTq(x) 

\fj~c x 6 C 6 

Soient en outre o* : WQ($) -* WQ(R) = Z 1» homomorphi sme de signature et 
2xn n / e 

T\ : E -» 1» homomorphi sme : n —e—• e . La formule de Milgram 

est équivalente au : 
THÉORÈME.- Le diagramme 

WQ(0 » WQ(R) = E 

! 6 ^ 
WQ(*,Z) * M.B 

est commutatif. 

Démonstration (Comparer [10, App. 4] ).- Soit a un entier > 0 , l'application : 

Z -* Z n —Q—> an 

est une forme quadratique qui fait de Z un q-module P& . Les classes de Witt 

des q-espaces vectoriels ^ ® 2 "̂a en&end-rent Ie groupe WQ(Q) , il suffit donc 
2in 

, N 8 de vérifier : v(coker P ) = e 
a 

2JTT _ _ — - p+00 2 r 2 8 x - J X - nz , Posons u) = e et g = e dt = e dz . 
J -00 Je 

Soit k un entier, nous avons encore : 

g = 
kg) + 

V 2 Ë 

2 - TTZ , e dz , 

d'où 

V̂ a 

2iTT 7-4a e 
+ 00 

j _ 00 

2 
-2ÎT a u 

2Trkuj u 
du . 
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FORMULE DE MILGRAM 

Sommons, k variant de 0 à 2a - 1 : 

r +oo 2 4TTao>u 
g Y (coker P ) = e"2,Tatt % ^ ~ 1 du 

p +e© -2iTa(u-u>) -2nau e - e , = du 
J- oo 2i TT — 

e - 1 

c?(z) dz 

J2 

cp(z) dz 

2 

f(z)dz - Y(z)dz avec Y(z) 

2 
- 2naz 
2iTT ï 
e - 1 

= 2iTT [Résidu de Y en 0 ] 

= tu 

Le cas particulier a = 1 donne gu> = u> , d'où g = 1 et en général : 

Y (coker P ) = tu a 
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SUMMARY 

Let M4k"1 be an oriented differentiable or PL manifold, t a stable homo-
topy-parallelization of M and e the linking bilinear form on T̂ ^ ̂(M) torsion 
subgroup of ^ (M) • One constructs a quadratic form q̂  : ^ (M) —^ $/Z£ 
with associated bilinear form e 

Let A(M,t)E. Z/8 be the Arf invariant of q̂  ; one studies how A(M,t) depends 
on t and one has the formula for the signature 

I(N) s <L(T
t) , [N] > - A(M,t) mod.8 

where N is a manifold of dimension 4k > 12 with boundary M , t a SPL tri-
vialization of and L( T̂ ) the Hirzebruch class of the bundle on N/M defined 
from T by t N 
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